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Topologie des espaces métriques

Contrôle 2 (Durée : 30 min)

Questions de cours :
Soit (𝐸, 𝑑), (𝐸′, 𝑑′) deux espaces métriques et 𝐴 une partie de 𝐸. Rappeler les définitions :
1) d’un point adhèrent à 𝐴.
2) d’une suite convergente dans (𝐸, 𝑑).
3) d’une fonction Lipschitzienne de (𝐸, 𝑑) dans (𝐸′, 𝑑′).

Exercice 1
Soit 𝑓 : (R, |.|) → (R, |.|) une fonction continue. On munit R2 de la distance 𝑑1((𝑥1, 𝑦1); (𝑥2, 𝑦2)) =
|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|.

1) Montrer que la partie

𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R, 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)}

est un fermé de (R2, 𝑑1).
2) Déterminer l’intérieur de 𝐴.
3) Quelle est la frontière de 𝐴.
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Exercice 2
Soit (𝐸, 𝑑) un espace métrique et 𝐴, 𝐵 deux parties fermées de (𝐸, 𝑑).
1) Prouver que l’application 𝑥 ↦→ 𝑑(𝑥, 𝐴) est Lipschitzienne.
2) Démontrer que 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐴.
3) En déduire que si 𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑(𝑥, 𝐵) pour tout 𝑥 ∈ 𝐸 alors 𝐴 = 𝐵 .


