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Equations différentielles

Examen finale (Durée 2 heures)

Exercice 1
On considère les deux équations différentielles suivantes :

(a) − 1
2𝑥𝑧′(𝑥) + 𝑧(𝑥) = 𝑥 (b) 𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑦(𝑥)3.

1) Résoudre l’équation (a).
2) Rappeler la forme générale d’une équation de Bernoulli.
3) En déduire la solution générale de (b) en utilisant le changement de fonction 𝑧 = 1

𝑦2 .

Exercice 2
On considère l’équation différentielle suivante :

(⋆) 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑡

1) Résoudre l’équation homogène associée à (⋆).
2) Trouver une solution particulière de (⋆). Puis en déduire la solution générale de (⋆).
3) En utilisant la transformation de Laplace, retrouver la solution de (⋆) de condition
initiale 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0.

Rappel :

𝐿(𝑓 ′) = 𝑠𝐿(𝑓) − 𝑓(0), 𝐿(𝑡𝑛) = 𝑛!
𝑠𝑛+1 , 𝐿(e𝑎𝑡𝑓) = 𝐿(𝑓)(𝑠 − 𝑎)

Exercice 3
On considère la matrice

𝐴 =
(︃

2 1
−1 0

)︃
1) Déterminer le polynôme caractéristique et les valeurs propres de 𝐴.
2) Calculer explicitement e𝑡𝐴, pour 𝑡 ∈ R.
3) En déduire la solution du système différentiel suivant :

(⋆)
{︃

𝑥′(𝑡) = 2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)
𝑦′(𝑡) = −𝑥(𝑡)

avec condition initiale 𝑥(0) = 𝑦(0) = 1.
4) Déterminer la limite de (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) quand 𝑡 tend vers +∞.
5) Le système linéaire (⋆) est-il stable ?
6) En déduire la solution du système d’équations différentielles :{︃

𝑥′(𝑡) = 2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡) + 𝑒𝑡

𝑦′(𝑡) = −𝑥(𝑡) − 𝑡

avec condition initiale 𝑥(0) = 𝑦(0) = 1.
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Exercice 4
On considère l’équation différentielle

(⋆) 𝑦′ = arctan(𝑥𝑦)

1) Rappeler l’énoncé précis d’un des théorèmes de Cauchy-Lipschitz du cours.
2) Vérifier que on peut appliquer le théorème de Cauchy-Lipschitz à (⋆) pour toute
condition initiale (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2.
3) Soit 𝑦𝑚𝑎𝑥 : 𝐽 → R la solution maximale de (⋆) de condition initiale (𝑥0, 𝑦0).
a) Montrer que la dérivée 𝑦′

𝑚𝑎𝑥(𝑥) est une fonction bornée sur 𝐽 .
b) Montrer en utilisant a) que si 𝐽 est un intervalle borné de R alors 𝑦𝑚𝑎𝑥 est une

fonction bornée sur 𝐽 .
c) En déduire que la solution maximale 𝑦𝑚𝑎𝑥 est définie sur tout R.


