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Topologie des espaces métriques

Examen du 17/12/2012 (Durée : 2 heures)

Questions de cours :
1) Rappeler la définition d’un point intérieur à une partie 𝐴 d’un espace métrique (𝑋, 𝑑).
2) Qu’est-ce qu’un homéomorphisme d’espaces métriques ?
3) Donner un exemple d’une partie compacte qui n’est pas connexe dans (R, |.|). Justifiez
votre réponse.

Exercice 1
Soit 𝐸 = 𝒞([0, 1],R) , l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs réelles,
muni de la norme uniforme

||𝑓 || = sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓(𝑥)| , ∀𝑓 ∈ 𝐸.

On considère l’application 𝑇 de 𝐸 dans 𝐸 définie pour tout 𝑓 ∈ 𝐸 par

𝑇 (𝑓)(𝑡) = sin(𝜋𝑡) + 1
2

∫︁ 𝑡

0
𝑒(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 , ∀𝑡 ∈ [0, 1] .

1. Montrer que pour tout 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸

||𝑇 (𝑓) − 𝑇 (𝑔)|| ≤ 𝐶||𝑓 − 𝑔|| avec 𝐶 = 𝑒 − 1
2

2. En déduire que 𝑇 admet un unique point fixe qu’on notera par 𝑓0.
3. Soit (𝑔𝑛)𝑛∈N une suite dans 𝐸 définie par récurrence

𝑔𝑛+1(𝑡) = 𝑇 (𝑔𝑛)(𝑡) , 𝑔0(𝑡) = 1 , ∀𝑡 ∈ [0, 1]

a) Montrer par récurrence que pour tout 𝑘 ∈ N

||𝑔𝑘 − 𝑔𝑘+1|| ≤ 𝐶𝑘||𝑔0 − 𝑔1||

b) Prouver que pour tout 𝑛, 𝑚 ∈ N, 𝑛 > 𝑚

||𝑔𝑚 − 𝑔𝑛|| ≤
𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚

𝐶𝑘||𝑔0 − 𝑔1||

c) En déduire que la suite 𝑔𝑛 converge vers l’unique point fixe 𝑓0.
4. Vérifier que si 𝑓 ∈ 𝐸 est une fonction positive alors 𝑇 (𝑓) est positive.
5. En déduire que toutes les fonctions 𝑔𝑛 sont positives.
6. Montrer que 𝑔𝑛 converge simplement vers 𝑓0 (i.e. pour tout 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑔𝑛(𝑡) converge
vers 𝑓0(𝑡) ) .
7. En déduire que 𝑓0 est positive.

T.S.V.P



Exercice 2
Soit 𝑓, 𝑔 : R → R deux fonctions distinctes continues sur R. On considère la partie

ℱ = {𝑥 ∈ R : 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)} .

1. Montrer que ℱ est une partie fermée de R.
2. Prouver que si 𝑓, 𝑔 sont deux polynômes alors ℱ est un ensemble fini.
3. En déduire que ℱ est compact.
4. On suppose que 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 et 𝑔(𝑥) est un polynôme.
a) Justifier que ℱ est borné.
b) En déduire que ℱ est compact.

Exercice 3
Soit 𝐸 := 𝒞([0, 1];R) l’espace vectoriel des fonctions continues à valeurs réelles sur [0, 1]
muni de la norme uniforme

‖𝑓‖ = sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓(𝑥)|.

On considère les deux applications suivantes de 𝐸 dans R définies par

𝑇1(𝑓) =
∫︁ 1

0
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 , 𝑇2(𝑓) = 𝑓(0) , ∀𝑓 ∈ 𝐸

1. Montrer que 𝑇1 et 𝑇2 sont deux applications linéaires continues.
2. Déterminer la norme de chacune des applications 𝑇1 et 𝑇2.
3. En déduire que l’application linéaire 𝑇 = 𝑇1 − 𝑇2 est continue.
4. Déterminer la norme de 𝑇 .
5. Soit 𝒜 la partie de 𝐸 définie par

𝒜 = {𝑓 ∈ 𝐸, 𝑓(0) = 0 𝑒𝑡 𝑇1(𝑓) ≥ 1}

a) En déduire de la question 1) que 𝒜 est une partie fermée de 𝐸.
b) Montrer que pour tout 𝑓 ∈ 𝒜

||𝑓 || > 1 .

c) Soit 𝜑𝑛 la fonction définie par

𝜑𝑛(𝑥) =
{︃

(𝑛 + 1)𝑥, si 𝑥 ∈ [0, 1
𝑛 ],

1 + 1
𝑛 , 𝑥 ∈ [ 1

𝑛 , 1].

Vérifier que 𝜑𝑛 ∈ 𝒜 et que lim𝑛→∞ ||𝜑𝑛|| = 1.
d) En déduire la distance de la fonction nulle à la partie 𝒜, i.e.

𝑑(0, 𝒜) = inf
𝑓∈𝒜

||𝑓 ||


