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Topologie des espaces métriques

Examen du 17/12/2012  (Durée : 2 heures)

Questions de cours :

1) Rappeler la définition d’un point intérieur & une partie A d’un espace métrique (X, d).
2) Qu’est-ce qu'un homéomorphisme d’espaces métriques 7

3) Donner un exemple d’une partie compacte qui n’est pas connexe dans (R, |.|). Justifiez
votre réponse.

Exercice 1

Soit E = C([0,1],R), Pespace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles,
muni de la norme uniforme

IIfll = sup |f(z)|, VfeE.
z€(0,1]

On considere 'application T' de F dans E définie pour tout f € E par

T(f)(t) = sin(nt) + ;/Ot = f(s)ds, Vtel0,1].

1. Montrer que pour tout f,g € E

e—1
2

T =TI <CIf —gll  avec C=

2. En déduire que T" admet un unique point fixe qu’on notera par fj.
3. Soit (gn)nen une suite dans E définie par récurrence

gn-‘rl(t) = T(gn)(t) ) gO(t) =1, Vie [07 1]

a) Montrer par récurrence que pour tout k € N

gx — greall < C*llgo — g1l

b) Prouver que pour tout n,m € N, n >m

n—1

gm — gull < D C*llgo — 1]
k=m

c¢) En déduire que la suite g, converge vers I'unique point fixe fj.

4. Vérifier que si f € E est une fonction positive alors T'(f) est positive.

5. En déduire que toutes les fonctions g, sont positives.

6. Montrer que g, converge simplement vers fy (i.e. pour tout ¢ € [0,1], g,(¢t) converge

vers fo(t) ) .

7. En déduire que fy est positive.

T.S.V.P



Exercice 2

Soit f, g : R — R deux fonctions distinctes continues sur R. On considére la partie

F={reR: f(x) =g(x)}.

1. Montrer que F est une partie fermée de R.

2. Prouver que si f, g sont deux polynomes alors F est un ensemble fini.
3. En déduire que F est compact.

4. On suppose que f(x) = e” et g(x) est un polyndme.

a) Justifier que F est borné.

b) En déduire que F est compact.

Exercice 3

Soit E := C(]0, 1];R) 'espace vectoriel des fonctions continues a valeurs réelles sur [0, 1]
muni de la norme uniforme

IfIl = sup [f(x)].

z€[0,1]

On consideére les deux applications suivantes de E dans R définies par

L) = [ i, )= 50), vien

1. Montrer que 17 et T sont deux applications linéaires continues.
2. Déterminer la norme de chacune des applications T4 et T5.

3. En déduire que l'application linéaire T'= 17 — T est continue.
4. Déterminer la norme de T'.

5. Soit A la partie de E définie par

A={f€E f(0)=0et T1(f) = 1}

a) En déduire de la question 1) que A est une partie fermée de E.
b) Montrer que pour tout f € A

Al > 1.

c) Soit ¢y, la fonction définie par

) (n+1)z, si x€]0, %],

Vérifier que ¢, € A et que lim,_,o ||on|| = 1.
d) En déduire la distance de la fonction nulle a la partie A, i.e.

4(0.4) = juf |/



