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Exercice 1 _
Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé et T': E — E une application linéaire.

1) Montrer que si T" est continue en 0 € E, on a :
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2) Montrer que (*) implique la continuité de T sur E.
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3) On suppose que T est continue sur F. En utilisant les suites, montrer que :
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Exercice 2
Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X.

1) Montrer que :  d(z,A) = hel,fcx diz,y) =0 = =z€A.
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2) Montrer que: z€ A = d(z,A) = igﬁ ey = 0.
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Exercice 3

On considére R muni de la distance donnée par la valeur absolue. Soit f,g : R — R
deux fonctions continues sur R.

1) On considére 'ensemble 4 := {z € R; f(z) < g(z)}. Montrer que le complémentaire

de A est un fermé.
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2) On suppose que la frontiére de A (notée Fr A) est non vide. Soit = € Fr A. Quelle
équation vérifie le point x 7
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3) Dans cette question, on suppose que la frontiere de A est réduite a un singleton.
Autrement dit, il existe Z € R tel que Fr A = {Z}.

3.a) Tracer l'esquisse d’une situation correspondant & ce cas de figure (on demande
d’indiquer les positions respectives que peuvent prendre les graphes de f et de g)-
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3.b) Rappeller quelles sont les parties connexes de R?
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3.c) Combien ’ensemble A posséde-t’il de composantes connexes ?
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4) On suppose ici que 'ensemble A est connexe borné et non vide. On pose :
S = {zeR; f(z) = g(a)}.
4.a) Montrer que ’ensemble S contient au moins deux points.
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4.b) Tracer 'esquisse d’une situation pour laquelle I'ensemble S est de cardinal infini
(par exemple contient une infinité de points).
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