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Feuille 6 : Complétude

Exercice 6.1. Soit E = {a;,i € IN} un ensemble dénombrable, on définitd : E x E — R
par

Vie N d(aja;) =0
Vi d(a,a) =0+ g7+

Montrer que c’est une distance si § > 0; (E, d) est-il complet ?

Exercice 6.2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (X, d) est complet

(ii) Pour toute suite décroissante (A, ), de parties fermées non vides de X dont le diametre
tend vers 0, l'intersection des A,, est non vide.

Exercice 6.3. On désigne par [* I'espace vectoriel des suites bornées de nombres réels.
Pour x = (x,)en un élément de I*°, on pose

Noo(x) = sup |xy]|

a) Montrer que Ny, est une norme sur [*.

b) Soit (x(%)); une suite de Cauchy dans I’espace I°. On notera xK) = (x()), .

Montrer que pour chaque 7 la suite (x,(qk) )k est une suite de Cauchy de nombres réels. On
notera v, la limite de cette suite.

¢) Montrer que la suite y = (y,),eN est bornée.

d) Montrer enfin que la suite (x()); converge vers y dans [*. Qu’a-t-on montré ?
Exercice 6.4. Montrer que le dual topologique E’ d'un espace vectoriel normé (E, || ||)
sur R ou C muni de la norme
IfIl = sup [f(x)]
[Ix[[e=1

est un espace de Banach.
Plus généralement si (E, || ||g) un espace vectoriel normé et si (F, || ||r) est un espace de
Banach, alors £(E, F) muni de la norme

ITI[I = sup [[T(x)][F

[lx[|e=1
est un espace de Banach.
Exercice 6.5. Soient [, b] un intervalle fermé borné de R et f une fonctions continues de

[a, b] dans lui-méme.
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a) Montrer que f possede au moins un point fixe. b) On suppose que f est un homéo-
morphisme de [a, b] sur lui-méme. Montrer que, ou bien f(a) = a et f(b) = b, ou bien
f(a) =bet f(b) =a.

Exercice 6.6. Soit E un espace métrique compact et f : E — E une application vérifiant la
propriété suivante :

Vxc EVy € Ex #y = d(f(x), f(y)) <d(x,y)
Montrer qu’il existe un point xg € E tel que f(xg) = xo.

Exercice 6.7. Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé et X une partie compacte convexe
non vide de E. Soit f : X — X telleque Vx,y € E, ||f(x) — f(y)|| < ||x —y||- Montrer que
f admet au moins un point fixe dans X.
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