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|Feuille 3 : Limites]

Exercice 3.1. Soit x,, une suite de R. Montrer que

a) la suite x,, est bornée si et seulement s'il n’existe pas de sous-suite x,, telle que |x,, | —
00,

b) Unicité de la limite : 1a suite x, converge vers a si et seulement si pour toute sous-suite
Xy, il existe une sous-suite X, qui converge vers 4.

Exercice 3.2. Soit x,, une suite de réels strictement positifs de limite nulle.

a) Soit S I'ensemble des n € IN tels que x;,; < x;, pour tout m > n. Montrer que S est infini.
b) Soit T I'ensemble des n € IN tels que x;;, > x;, pour tout m < n. Montrer que T est
infini.

Exercice 3.3. Soit x;,, une suite bornée de IR. Montrer que x, converge si et seulement si
limx, = limx,,.

Exercice 3.4. 1) Montrer qu'une suite stationnaire converge pour toutes les distances.
2) Montrer qu’une suite convergente pour la distance triviale est stationnaire.

Exercice 3.5. Soit f € F(X,Y), ou X, Y sont des espaces métriques. Prouver que les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue.

(ii) Pour toute partie A de X, ona f(A) C f(A).

(iii) Pour toute partie Bde Y ,ona f~1(B) C [f~1(B)]°.

(iv) Pour toute partie Bde Y ,ona f~1(B) C f~1(B).

Exercice 3.6. Soient A, B des parties fermées, non vides, et disjointes de I'espace métrique
X.
a) Démontrer que d(x, A) =0 < x € A;
b) Montrer que d(x, A) +d(x, B) > 0 pour tout x € X.
Six € X, on pose:
B d(x, A)

f&) = 3 A 1 d By
c) Montrer que f : X — R est continue, et que f(x) =0six € Aet f(x) =1six € B.
d) En déduire qu'il existe des ouverts U et V de X tels que :

AclU, BcCcV, UNnV=0

Exercice 3.7. Pour x,y € [0,1], on pose :
d(x,y) = |x—yl, D(xy)=[Vx— /Yl
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a) Montrer que d et D sont des distances sur [0, 1], y définissant les mémes ouverts.
b) Existe-t-il k > 0 tel que D(x,y) < kd(x,y) pour tous x,y € [0,1]?

Exercice 3.8. Le diametre 6(A) d'une partie A d'un espace métrique X est défini par
5(@) = 0et, si Anonvide, par 6(A) = sup{d(x,y),x,y € A} € Ry U{oo}.
a) Soient A, B des parties de X. Etablir :
(i) 6(A) = 0 si et seulement si A contient au plus un point.
(ii) Si A C B, alors 6(A) < é(B).
(iii) 6(A) = 5(A).
(iv)SiANB # @ alors 5(AUB) < 5(A) + §(B).
b) Soient A, B, C des parties non vides de X. Montrer les assertions suivantes :
(i) d(A,B) = d(A,B).
(i) d(A, C) d(A,B)+d(B,C) + é(B).
d

<
(iii) d(A,BUC) = min{d(A, B),d(A,C)}.



