
Licence 2 - AN4 2012–2013

Intégrale de fonctions de la variable réelle

TD2 : Fonction Riemann intégrable, intégrale de Riemann

Exercice 1
1. Rappeler la définition d’une fonction Riemann intégrable sur un intervale [𝑎, 𝑏].
2. Les fonctions étagées sont-elles Riemann intégrables.
3. Qu’est ce qu’une somme de Riemann.

Exercice 2
Les fonctions 𝑓 suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ?
1) 𝑓 : [0, 3] → R définie par 𝑓(𝑡) = [𝑡] où [𝑡] désigne la partie entière de 𝑡.
2) 𝑓 : [0, 1] → R définie par

𝑓(𝑥) =
{︃

[1
𝑡 ] si 0 < 𝑡 ≤ 1

1 si 𝑡 = 0.

Exercice 3
En utilisant la définition d’une intégrale de Riemann, calculer

∫︁ 2

0
(3𝑥 + 1)𝑑𝑥.

Exercice 4
On pose, pour 𝑛 ∈ N*,

𝑆𝑛 = 1 +
√

2 +
√

3 + · · · +
√

𝑛

𝑛
√

𝑛
.

1) Trouver une fonction 𝑓 : [0, 1] → R continue positive telle que

𝑆𝑛 = 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘

𝑛
) .

2) Déterminer la limite de 𝑆𝑛 quand 𝑛 tend vers +∞.

Exercice 5
Soit 𝑓 la fonction définie sur [0, 2] par

𝑓(𝑥) =
{︃

1 si 0 ≤ 𝑥 < 1
−2 si 1 ≤ 𝑥 ≤ 2.

1. Calculer, pour tout 𝑥 ∈ [0, 2], l’intégrale 𝐹 (𝑥) =
∫︁ 𝑥

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

2. La fonction 𝐹 : [0, 2] → R est-elle continue sur [0, 2].
3. 𝐹 est-elle dérivable sur [0, 2] ? Calculer sa dérivée.



Exercice 6
Montrer que les suites ci-dessous sont convergentes et calculer leur limite :

𝑢𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑛 + 𝑘

𝑛2 + 𝑘2 𝑣𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘

𝑛2 sin
(︂

𝑘𝜋

𝑛

)︂

𝑤𝑛 = 1
𝑛

𝑛

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑛 + 𝑘) 𝑧𝑛 = −𝑛 +
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑒

1
𝑛+𝑘

Exercice 7
Soit 𝑎 un réel différent de ±1.
1. Montrer que, pour tout réel 𝑥, on a 1 − 2𝑎 cos(𝑥) + 𝑎2 > 0.
2. Soit 𝑛 un entier 𝑛 ≥ 2 . Montrer que

𝑛∏︁
𝑘=1

(1 − 2𝑎 cos(2𝑘𝜋

𝑛
) + 𝑎2) =

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑎 − 𝑒2𝑖𝑘𝜋/𝑛)(𝑎 − 𝑒−2𝑖𝑘𝜋/𝑛)

3. En déduire que :
𝑛∏︁

𝑘=1
(1 − 2𝑎 cos(2𝑘𝜋

𝑛
) + 𝑎2) = (𝑎𝑛 − 1)2

4. En utilisant les sommes de Riemann, calculer

𝐼 =
∫︁ 2𝜋

0
ln(1 − 2𝑎 cos(𝑥) + 𝑎2)𝑑𝑥

Exercice 8
Soit 𝑥 un réel strictement positif.
1. Montrer que

lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑒𝑘𝑥/𝑛 = 𝑒𝑥 − 1
𝑥

2. En déduire, pour tout 𝑥 > 0, la relation∫︁ 𝑥

0
𝑒𝑡 𝑑𝑡 = 𝑒𝑥 − 1


