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’Feuille 1: Espaces métriques‘

Exercice 1.1. Lesquelles des fonctions suivantes réalisent une métrique sur R ?
di(x;y) = (x—y)?, dy(x;y) = [x —y['/?
ds(x;y) = |x —2y|, dg(x;y) = | Arctan x — Arctany|.

Exercice 1.2. Soit dq,d> deux distances sur un ensemble X. Montrer que 1’application 4 :
X x X — R définie par d(x,y) = max(dq(x,y),d2(x,y)) est une distance sur X.

Exercice 1.3. Soit (E; d) un espace métrique tel que E contient au moins deux points. Est-il
possible que les seules boules ouvertes soient E et @ ?

Exercice 1.4. Existe-t-il un espace métrique (X, d) dans lequel les boules ouvertes et fer-
mées coincident.

Exercice 1.5. Soient B; et B, deux boules ouvertes d'un espace métrique et telles que
B1 N By # @. Soit x € By N By, montrer qu'il existe une boule ouverte B telle que

x € BC ByNB,.

Exercice 1.6. Soit C([0, 1], R) 1'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]. Montrer

que || f]]2 =/ fol f(x)2dx est une norme sur C([0, 1], R).

Exercice 1.7.

1. Pour tout P € R[X], on pose

| P|| = sup {‘P(l/nz) — P'(1/n)

LN E N*}-
Montrer que || - || est une norme sur R[X].

Exercice 1.8. Soit E I’ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C! et f(0) = 0. On
définit les quantités

£l = SUP]|f(x)|+ sup [f'(x)| et |flla= sup [f(x)+ f(x)]-

x€[0,1 x€[0,1] x€[0,1]

1. Montrer que || - |1 et || - ||2 sont des normes.

2. Montrer que les deux normes sont équivalentes.
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Exercice 1.9. On définit sur R? I'application suivante,

|x + ty|
N(x,y) =su .
/ teng 1412

1. Montrer que N est une norme sur R?.

2. Montrer I’équivalence des normes :

1 1
Sl < N@xy) <[yl avee  [[(x,y)lla = (x> +y7)2.
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Exercice 1.10. (Métrique S.N.C.F.) Soit d la distance euclidienne sur R2. On fixe un point
p € R%. Pour x,y € R? on pose :

D(x,y) = d(x,vy) si x,y, p sont alignés
Y= d(x,p)+d(y,p) six,y, pnesontpas alignés

a) Prouver que D est une distance sur R?.
b) Soit r € RY,..
(i) Dessiner la boule Bp(p, ).

(i) Soit m € R?\ {p}. Dessiner la boule Bp (m, r) (distinguer suivant que r < d(p, m) ou
non).

Exercice 1.11. Soit d : Q X Q — R4 'application définie par

d(p1/q1,p2/q2) = [p1 = p2| + |91 — g2,
avec p; € Z,q; € N* et p; et g; sont premiers entre eux.
1. Montrer que d est une distance sur Q.
2. Montrer que d n’est pas équivalente a la distance usuelle sur Q.

3. Montrer que pour tous xp € Q,r > 0, la boule ouverte B,(xo, r) est de cardinal fini.
Vérifier que cette boule est réduite a un singleton sir < 1.

4. Montrer que si r ¢ N alors la boule ouverte B,(xo,7) et la boule fermée By (xo,7)
coincident.

5. Montrer que la distance d et la distance discrete sont topologiquement équivalentes
mais elles ne sont pas équivalentes.

Exercice 1.12. Soit (X;d) un espace métrique.
a) Soit ¢ : R — R4 une fonction croissante s’annulant uniquement en 0 et sous-additive,
i.e. vérifiant :

Vu,v € Ry, ¢(u+v) < @(u) + ¢(v).
Montrer que ¢ o d est une distance sur X.
b) Vérifier que d et ¢ o d sont métriquement équivalentes s’il existe une constante C > 0
telle que C~'u < ¢(u) < Cu, et topologiquement équivalentes si ¢ est continue en 0.
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