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Rappel :
e Soient f : Ja;b[— R une fonction et xo €]a;b[ un réel. On dit que f est dérivable en xg si

i £ &) = f(x0)
X—X( X —Xo

existe et est finie. On note cette limite f(xo).




Chapitre 1. Généralités

e Soient / un intervalle de R et f une fonction définie sur /. On dit que f est C"(I) si la n-iéme
dérivée de f existe et est continue sur /. On note sa n-ieme dérivée ).

1.1 Equation différentielle
Exemple : Chute libre

L’accélération d’un objet de masse m en chute libre est donnée par md = Yy ?meﬁem = m?
L’ accélération est aussi la dérivée seconde de la distance : @ = %(t). On a donc :

0T 0

s(1) .

I
T
—t

distance femps

FIGURE 1.1 — chute libre

md=mg
9%d
d2%d
W(t) = ?

Une solution pour d () est d(t) = 1g.
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Définition 1.1.1 On appelle équation différentielle de la variable x du n-ieme ordre d’une
fonction inconnue y une relation de la forme :

3,y y™) =0

= Exemple 1.1 o s/=¢g
— s : fonction inconnue
— équation du 2" ordre
o Y +xy=e"
— y: fonction inconnue
— x : variable
— équation du 1°" ordre
° y/// + y — 0
— y: fonction inconnue
— équation du 3¢ ordre

Définition 1.1.2 On appelle intégrale (ou solution) d’une équation différentielle f(x,y,y, ..., y") =
0 sur I’intervalle I toute fonction @ : I — R de classe C"(I) tq f(x,®, ¢, ...,@") = 0.

= Exemple 1.2 s”(z) = g a pour solution ¢(r) = %gt2 +cit+cooucy,co €R .

Définition 1.1.3 Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle, c’est trouver toutes les
solutions de cette équation.

Définition 1.1.4
e L’équation différentielle f(x,y,y', ..., y(")) = ( est une équation différentielle implicite.
e L’équation différentielle f(x,y,y, ..., y(”_])) =y est une équation différentielle expli-
cite.

= Exemple 1.3 y'ran(x) —y = 0 est la forme implicite. y' = % est la forme explicite. .

Définition 1.1.5 On parle de probléme (ou équation différentielle) aux conditions (ou valeurs)
initiales lorsqu’on considere une équation différentielle :

(f53,Ys ™) =0

1.2 Interprétation Géométrique
On considere I’équation différentielle y = f(x,y(x)) ot f : D C R?> — R. On a donc
¥ (x0) = f(x0,¥0)
oll yo = y(xo)-

On peut alors construire les points en (xp,yo) et leurs tangentes a la courbe de y dont le
coefficient directeur est y'(xo) = f(x0,y0)
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1 solufion pour yit)

¥'(X2)=1(x%s,¥4)

TN

Xo

22 splution de y(t)

L' 4

FIGURE 1.2 — Exemple de Construction

1.3 Equation différentielle du Premier Ordre

1.3.1 Equation du type y' = f(x)
Sans condition initiale
Soit y'(¢) = f(¢). Donc,

[ywa=[r)a
d’ouy(t) = /f(t) df + ¢ ou ¢ € R (infinité de solutions).

Avec condition initiale
Proposition 1.3.1 Une équation différentielle définie par :

{ (1) =£(t)

y(x0) = yo

ol f est de classe C° admet une unique solution : y(¢) = yo + / f(t)dr.

X
Preuve. Existence : Soit ¢(7) = yo+ / f(r)de
x0

° ¢'(x) = <yo+/x:f(t)dt)/=f(X)

o (o) =yo+ [ f(t)dr =

X0
Unicité : Soit ¢; et ¢, deux fonctions solutions de 1I’équation différentielle.

e On peut remarquer que
(Pr—@) =90 —p=f—f=0

Comme ¢; et ¢ sont C!, alors ¢ — ¢, est aussi C'. Donc ¢; — @, = ¢ oli ¢ € R est une
constante.
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e On peut aussi voir que
(@1 — 92)(x0) = @1(x0) — P2(x0) =yo—y0 =0
Donc @1 — ¢, =0, et @1 = @s.

1.3.2 Equation du type y' = f(y)
On considere 1’équation y' = f(y) en supposant que f garde un méme signe sur un intervalle
I CR.
Soit f € C°(1,IR%). Si y est solution de 1’équation différentielle y' = f(y), alors Vx € I,
y(x) >0

par hypothése, donc y est strictement croissante sur 1. Ainsi, y : I — f(I) est bijective et admet une
réciproque y~ .
On a aussi la formule :
Y loy(x) =x
= o) =1
=y () x (7 ((x) = 1

07 ) = 5

<

~—

En prenant y(x) =, 0on a

Mais y vérifie
doncona:

D’ou

RV 1
et donc y~' () _/f(t)dt
Résoudre y' = f(y)
y’=f(y)@%=f(y)@%deﬁf%zxﬂ
= Exemple 1.4 Soit y’ = 5y.

d
Y =5ye St =5y
dx

d
oD sy

y
d

@/l:/de
y

& In(y) =5x+c¢

Sy= 65x+c — ¢ eSx
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1.4 Probléme d’unicité
On peut trouver des équations différentielles ol on n’a pas unicité des solutions méme en fixant

une condition initiale.

Exemple :

Y =Dl

e Avec la condition (xq,yp) olt yo > 0,0n a:

= X—X0

! — y(t) d
{ y=vbhl dt

y(x0) =y0 >0 vo o VI
& RV =x—x

@2\/)@—2\/370:)6—)60

ey = (S04 )

Ceci n’étant valable que si x—2x0 + /Yo > 0, donc si x > xg — 2,/y0.
e Avec la condition (xg,yp) ol yg < 0, on a de la méme maniere :

2
) = - (x 2xo +¢%)
e () est aussi une solution particuliere.
On peut donc construire une multitude de fonctions solutions de I’équation différentielle, en
reliant f; négative a f> positive avec la fonction f =0
f1 positive

Zo

f1 negative Yo

f2 negative

f3 negative

Ici, f positive, f> positive et f3 positive sont 3 solutions possibles.

1.5 Equation du 1¢" ordre & variable séparable
Définition 1.5.1 On dit qu’une équation différentielle du 1¢” ordre est & variable séparable si
elle s’écrit

ot f € COI,R) et g € C°(J,R)

Théoreme 1.5.1 On considére 1’équation de la définition précédente. Pour toute condition
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initiale (xo,yo) ol g(yo) # 0, il existe une unique solution de 1’équation différentielle
Y =Fx)g()
y(x0) = yo

défini sur un voisinage de x( par

1 Lo

Preuve. Existence : On pose G(y) = yyo (t) g‘fs) avec comme réciproque G~ ! (x) = ﬁ qui garde

un méme signe sur un voisinage de xo comme g continue.

Alors y(x) = G! < / f (s)ds) est solution.
X0

Y0 =106 ([ 705

:;() (v (<) </f >)

Unicité : Soit z; et 2 deux solutions de I’équation.

#G@) -G =y - =F—f=0.
On a donc que G(z;) = G(z2), ou encore z; = z; comme G inversible. |

= Exemple 1.5 Soity’ = €’sin(x).

e Tout d’abord, vérifions qu’il s’agit bien d’une équation différentielle a variable séparable :
f(x) =sin(x) et g(y) = ¢’ ol f et g sont bien continues sur R.
e Donc, V(xo,0) € R?, il existe une unique solution défini sur un voisinage de xo.

e On a alors :

y(x) x
= — = / sin(t)ds = [—cos(t)]y, = cos(xo) — cos(x)
yo € X0
y(x) 4 ,
= [ = e B = e — ) — cos() — cos()
Y0

= V) = g0 cos(x) — cos(xp)
:>y(x) = —ln(e_yo + COS(X) - COS(XO))
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Yo >0

1.6 Equation différentielle homogéne

Définition 1.6.1 On appelle équation différentielle homogéne les équations différentielles du
1¢" ordre du type : y' = f(2) olt f est continues sur /.

= Exemple 1.6

o Y =2 — %5 £ h(x)g(y) n’est pas une équation différentielle a variables séparables.
y

_(%1)2:f<%)0ﬁf(t):t_tl2

Il s’agit donc d’une équation différentielle homogene.

~
==

1.6.1 Méthode de résolution

R TP TSP _ ()
On considere I"équation différentielle y' = (%), on pose u(x) = ¥=.
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Si y est solution de I’équation, alors :

- (2)

Y(x)  yx)
x x?
1
— @ _Zx @ puisque y solution
X X X

:ixyw@»—ww}

On note g(¢t) = f(¢) —t. On a donc que

et donc que
- 8
by
Cette derniere peut s’écrire :
u = f(x)g(u)

ou f(x) = % et g(u) = f(u) — u, qui est donc une équation différentielle a variables séparables. On
trouve ainsi u, puis y avec la relation u(x) = yx)

Equation différentielle du type y' = f(ax+ by +¢)

e Sib=0,y = f(ax+c) est déja vu a la section 1.3.1
e Sib #£0, Il ne s’agit pas d’une équation a variables séparables, mais on peut s’y ramener en
posant u(x) = ax+ by(x) +c.
Si y est solution de 1’équation différentielle, y = f(ax+ by +c) et
u'(x) =a+by(x)
=a+bf(ax+by(x)+c)
= a-+bf(u(x)

Il s’agit d’une équation du type v’ = g(u) qui est résolue 2 la section 1.3.2.

n Exemple 1.7 y/ = (x +y)? = f(x+y) avec f(t) = 1>
On pose u(x) = x+y(x), donc ' (x) = 1 +y'(x) = 1 + (x+y)?> = 1 +u?

On a donc :
) /
’r_ _
u=1l+u i
d
& %:/ldx:)H-c
14+u
< arctan(u) =x+c
S u=tan(x+c)
D’ou

u=x+y=u(x) =x+y(x)
= y(x) =tan(x+c) —x
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Equation différentielle linéaire de 1¢" ordre

Définition 1.8.1 Soient / un intervalle non vide de R, f,g € C°(I,R).
1. On appelle équation différentielle de 1¢" ordre linéaire non homogene toute équation
différentielle de la forme : y + g(x)y = h(x), Vx € I.
2. On appelle équation différentielle de 1°" ordre linéaire homogene toute équation différen-
tielle de la forme : y/ + g(x)y =0, Vx € I.

Equation linéaire homogeéne de 1¢" ordre

Y =—gx)y
y(x0) =yo #0’

Il s’agit d’une équation différentielle a variable séparable. Il n’existe qu’une unique solution
définit avec :

On considere 1’équation différentielle : { Vx el

/
/

Yy =—gx)y= y; =g(x)

y(x) x
= s _ —/ g(r)dt
v S X0

= Inly(@)| ~tnlvol = — [ g(e)dr

X0
G —/ g(1)dr
Yo X0
YO _ - p e
Yo
= y(x) — yoe_fxo g(t)dl

=

On remarque que y = 0 est solution de I’équation

y = —g(x)y
{y(xo) _o ,Vxel

C’est-a-dire que y(x) = ype Ly 8(0)dt o I’unique solution de

I
{y— SO0 g

y(X0) =0

Théoréme 1.8.1 Soient g € CO(I,R) et (xo,y0) € I X R.
/
e Y =—gl)y . . ) .
Alors, I’équation , Vx € I admet une unique solution donnée par :
¥(x0) = yo

y(x) = yoe_f"xo g(r)dt

= Exemple 1.8 y' +sin(x)y =0, g(x) = sin(x).
{yl +sin(x)y =0

admet une unique solution donnée par :
¥(x0) = yo
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y(x) = yoe~ j;; sin(t)dt
= yoe —[—cos(1)[3,
— ypetosti)—costn)
= yge s(0) geos()
et la solution générale de 1’équation est Ae“*5™) "

Equation linéaire non homogeéne de 1¢" ordre

On considere 1’équation différentielle :

{y+awy—mw

,Vxel
y(x0) =y0 #0

ol g,h € C°(I,R). On utilise la méthode de la variation de la constante :
e 1 étape : La solution de 1’équation homogene associée

{Y+g@w=0

y(x0) = Yo
est yg (x) = yoe L8t
e 2¢¢ étape : On pose y(x / 8l avec 2(xo) = yo. On a alors :
f/xxg(t)dt I
_ xg(l‘)dl’ _ xg(t)dt
=7 (x)e /xo —g(x)z(x)e /XO
- (t)drt
=<0e b ~ ()
_ ! d
Done : h(x) =/ +(y(x) = (e o e
/xg(t) xg(t)dt
o0 = 7/ (x) = h(x)e/x

- / g(1)dr \ / g(s)ds| - / g(1)dr
On obtient alors : y(x) = z(x)e 7% = |yo+ | h(s)e/xo e 7%
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Théoréme 1.8.2 Soient f,g € C°(I,R), (x0,y0) € I x R. Alors, I’équation différentielle

{y’ +g(x)y = h(x)

¥(X0) = Yo

admet une unique solution y € C'(I,R) donnée par

y(x) _ |:y0+/ h(s)ef;‘og(x)ds] effj%g(s)ds
X0

Preuve.
o Existence : Cette fonction y vérifie bien 1’équation (construit pour au dessus).
e Unicité : Soient y;,y, deux fonctions solutions de 1’équation différentielle, alors :

(el [y1-321) = g(x)efod 1 (x) —2(x)] + 0 1! (x) — 32/ ()

— o8 Lo () y1 (x) + ¥, (1) — (8(X)y2(x) + 35 (%))]
= 508 [ (x) — h(x)]
=0

Donc, y; (x) = y2(x) + ¢. Mais comme y; (x9) = y2(x0), y1(x) = y2(x)

I
2

s Exemple 1.9 y' +ytan(x) = sin(x), Vx €]=F,
=0,

[
e L’équation homogene est y' + yran(x) donc la solution est

Vi (X) _ Aefftan(x)dx
— jenlleos()

A

" Jcos(x)|

(1.1

Y +ytan(x) = sin(x)

est donnée par :
y(x0) = yo

e La solution de I’équation homogene {

y(x) = [YO+/ sin(t)efjom”(s)dsj| e—f;i)tan(s)ds
X0

1.9 Equation de Bernoulli

Définition 1.9.1 Une équation de 1¢’¢ ordre est dite de Bernoulli si elle a la forme :

Y (x) + g(x)y(x) + h(x)y*(x) =0 ot o # 1

Remarquons qu’ici, il ne s’agit pas de y(® qui est la dérivée o — ieme de y mais bien (y(x))%.
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Méthode de résolution :
On pose z(x) = y'~%(x), d’ot1 7/ (x) = (1 — @)y’ (x)y~*(x).

En divisant I’équation de Bernoulli par y*, on obtient :
Y(x) Z(x)
y*(x) -«

Donc, on obtient une équation différentielle en z :

Z(x)
-«

+g(x)y! ¥ (x) +h(x) = +g(x)z(x)+h(x)=0

+g(x)z(x)+h(x)=0

qui une équation linéaire de 1°" ordre non homogene. On la résout par la méthode de la variation de
la constante.

Proposition 1.9.1 Soient i,g € C°(I,R). On considere 1’équation de Bernoulli

Y (x) + g(x)y(x) + h(x)y*(x) =0

ou o # 1. Pour toute condition initiale (xo,yo) € I x R, il existe une unique solution au voisinage
de xp a I’équation
{ Y (%) +8(x)y(x) +h(x)y*(x) = 0
y(x0) = yo

Démonstration.
e Existence : L’équation

IZ/EX()X +g(x)z(x) +h(x) =0
2(x0) =yp *

a une unique solution. De plus, au voisinage de xp, on a
2(x) = el @0 5

d’ou
In(z(x))
x) — ¢ l-a

() =27

Ceci a un sens car z(x) > 0 sur un voisinage de xo. Donc y(x) est solution de I’équation de
Bernoulli au voisinage de xo. De plus, y(x) > 0.

e Unicité : Toute solution de I’équation de Bernoulli y(x) > 0 est solution de I’équation en z.
Comme cette équation a une unique solution, alors 1’équation de Bernoulli possede au plus

une solution, d’ou 1’unicité de cette derniére.
[ |

= Exemple 1.10 )/ + 25 4 (1 4x)y* = 0. On pose

) 1 1
Z x pr =
yel(x) 3 (x)
En considérant y > 0, on obtient :
/ /

y 1 -3 < (X)
—t— 1 =0= 1
Sy T =0= T )+ (14

Cette équation de 1¢" ordre linéaire non homogene admet la solution générale suivante :

2(x) = c(14x)> =3(1 +x)?
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Comme z(x) = % onay’(x) = ﬁ ou encore
1 1
X)) = 3 —_— =
Y =1 Vel 137 —3(1+x)?

1.92 lecas o cN*
o Si o est impair : Si y(x) est une solution positive de 1’équation de Bernoulli, alors
u(x) = —y(x)

est une solution négative de 1’équation.
e Si o est pair : Si y < 0 et on pose z = y! =%, alors

) = [z Te =

Donc on peut résoudre 1’équation de Bernoulli pour y > 0 ety < 0.

1.9.3 Résumé

e Six e R\Neta+# 1, on peut résoudre I’équation de Bernouilli seulement pour des solutions
positives.

e Si o € N* et @ # 1, on peut trouver des solutions positives et négatives de 1’équation de
Bernouilli.

= Exemple 1.11 y’+ﬁ+(1+x)y4 =0

Dans ce cas, on a des solutions positives et négatives de 1’équation. En effet,

yx) = :
Ve(1+x)3 —3(1+x)?

tant que c¢(14+x)> —3(1+x)% #0 .

1.10 Equation différentielle de Riccati
Définition 1.10.1 L’équation différentielle de Riccati est une équation de la forme :

¥ (x) + g(x)y(x) +h(x)y*(x) = 0

1.10.1 Méthode Résolution

11 faut connaitre une solution particuliere ¢ de I’équation de Riccati. On pose :

u(x) = y(x) — 9 (x)

Comme y et ¢ sont solutions de 1’équation, on a :

D) = () + () y(x) = @ ()] +h(x) [y (x) = 6% (x)
)

' (x)+ ()(X) ()[() 9 ()] [y(x) + ¢ (x)] =
' (x) + g(x)u(x) + h(x)u(x)[y(x) + ¢ (x)] =0
' (x) + g(x)u(x) + h(x)u(x)[y(x) = (9 (x) = 9 (x)) + ¢ (x)] =0
' (x) + g (x)u(x) + h(x)u(x)[y(x) — ¢ (x) + 20 (x)] = 0
' (x) + g(0)u(x) + h(x)u(x)[u(x) +2¢ (x)] = 0
' (x) +[g(x) +2h(x)9 (0)]u(x) +h(x)u(x)* = 0

Cette derniere est une équation de Bernoulli que nous savons résoudre.
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= Exemple 1.12 x3y' +y2 + yx? +2x* = 0 est une équation de Riccati dont une solution particuliére
est

yp:¢:_x2

1.10.2 Résumé

Riccati : ¥/ (x) + g(x)y(x) + h(x)y*(x) = k(x)

Ju(x) =y(x) — ¢ (x) ot ¢ est une solution particuliére
Bernouilli : o (x) + g(x)u(x) + h(x)u®*(x) =0

Jo(x) = u'"%(x)

Equation linéaire non homogene : z'(x) +17(x)z(x) = r(x)
10n trouve 7

Donc u(x) = "{/z(x)

10n trouve u

Donc y(x) = u(x) + ¢ (x)






o L

On considere I’équation différentielle y’ = f(x,y) sur un intervalle [a, b]. On cherche a construire
une solution approchée de 1’équation sur I’intervalle [a,b]. On partage 1’intervalle [a,b] a Iaide
d’une subdivision réguliere d’ordre n :

b—a

xi=a-+i

Vi € {0,...,n}. Le pas estde h = b%“

2.1 Méthode d’Euler

Cette méthode permet de trouver Vi € {1,...,n} une valeur approchée y; de y*(x;) ou y* est la
solution de 1’équation.

2.1.1 Principe

On pose la condition initiale up = (xp,yo), puis :
e Sur [a,x;], on va remplacer la fonction y* par sa tangente en u : on obtient

y1 = yo+hy"(xo)

Mais, comme y* est solution de I’équation différentielle, on a que y*/(xo) = f(xo,y0)-

Donc, on a|y; = yo +hf(x0,y0) | Ce qui nous donne u; = (x1,y;)

e Sur [x;,x2], on va opérer de la méme maniere et poser ‘yz =y1+hf(xi,y1) ‘ et obtenir
U = (x27y2)'
e On opere de cette facon Vi € {1,...,n} etona|y; =y +hf(xi—1,yi-1) |

En fin de compte, nous obtenons une approximation de y*
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2.1.2 Algorithme

On peut définir une algorithme pour approcher la solution y* de 1I’équation par 1’algorithme
basé sur la récurrence précédente :

(x0,y0) donné
(Xip1,Yir1) = (Xig1,yi Fhf(xi,y0))
'=2y+x

Yy
Exemple : Résoudre
{ y(0)=1

i

En utilisant I’algorithme d’Euler avec un pas de 0.2, on obtient I’approximation ci-dessus.

2.2 Méthode de Taylor d’ordre p

Cette fois, on suppose que f € C?. La formule de Taylor nous donne :

D pi

* h * (1
¥ (i) = Y 2y () 4 o)
i=0 "*

Comme pour la méthode d’Euler, y*(x) = f(x,y(x)), donc la formule devient
* * i (i—1) p+1
Y (i) =y () + ) () o ()
i=1 b

On peut alors considérer I’algorithme suivant pour calculer les valeurs approchées de y* avec :

(x0,y0) donné
p hi (ifl)
(Xir1,Yi1) = | Xiv1,yi+ Z{ ﬁf (x:)
=

Cette méthode a le mérite de donner des résultats avec un marge d’erreur de I’ordre de #P*! 2
chaque itération. Cependant, elle est relativement couteuse en calcul, d’ou I’intérét de trouver un
algorithme intermédiaire.
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Méthode de Runge-Kutta

On remplace cette fois sur chaque intervalle [x;,x;;] la solution y* par une approximation
parabolique.

L’ algorithme est le suivant :

(x0,y0) donné
h h
(Xip1,Yir1) = | Xix1,yi Fyi+hf | xi+ §7yi+ Ef(xhyi)

Elle consiste a approcher le milieu de [x;,x;+1] avec la méthode d’Euler, puis d’utiliser une nouvelle
fois la méthode d’Euler, mais la tangente au point milieu de [x;,x;11].
Cette méthode est plus précise que celle d’Euler, et moins couteuse que I’approche de Taylor.

8 fonction
b —— Euler
6 - Runge-Kutta
4 -
2 %3
- /)\/X
S = --- 34 3¢ VS /\/\‘,/
o+—+—7—+—7—+—7——7T 77T T T T T T T T
-2 1.5 1 -0.5 0 0.5 1
1
0.8
0.6 - /
] 7
0.4 — M
T T T T T T T T T T T T T T T T T

!
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0






3.1 Rappel

R —
Soit et (xo, € R2, on définit les fonctions partielles par
/ (xy) — flxy) (30,50) P P
¥ R — R et f R — R
'x — flx) Iy — flxo,y)

Définition 3.1.1 La dérivée partielle de f au point (xo,yo) par rapport a x est
af
< (x30) = fi(o)
La dérivée partielle de f au point (xp,y) par rapport a y est
af
a—y(xo,)’o) = f2(v0)

(TRUCS SUR LES FONCTIONS DERIVEES PARTIELLES, VOIR VAR)

Théoréme 3.1.1 — de Schwartz. Soit f: R? — R de classe C?, alors

Pf =2
dxdy Y= dyodx e

3.2 Fonction Lipschitziennes
Définition 3.2.1 On dit que f: R — R est lipschitziennes si 3k > 0 tel que V(x,y) € R?,

1f () = f )| < klx—y
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e f lipschitzienne = f continue
e f lipschitzienne # f dérivable

= Exemple 3.1 e f(x) =xestlipschitzienne : |f(x) — f(y)| = |x—y| < |x—y| (k=1)
e f(x) = |x| est lipschitzienne avec k =1 :

f () = F ) = [l = Iyl| < ] =]

Mais elle n’est pas dérivable en 0.
e f(x) = x* n’est pas lipschitzienne :

[f@) = fO)] =2 =y = [x=yl]x+)]

Si elle était lipschitzienne,

f(x) = fO) <klx—y| = x4y <k

]
I Définition 3.2.2 On dit que f est Lipschitzienne sur une partie / C R si 3k > 0 tel que V(x,y) €
P f(x) = fO)] < klx—y].

s Exemple 3.2 f(x) = x? est lipschitzienne sur un intervalle fermé borné [a,b] : Comme précé-
demment, on prend k = b —a. "

3.3 Théoreme de Cauchy-Lipschitz
3.3.1 Motivation

On voudrait pouvoir généraliser I’unicité des solutions d’une équation différentielle

/
y =Yy ' .
b admet une unique solution : y(z) = ae’
{)’(0) =acR q y(t)
/ —
° {y (0—) \/5;) admet plusieurs solutions : y(z) =0 et y(r) = % par exemple.
y fd

3.3.2 Fonctions lipschitziennes

Proposition 3.3.1
1. f lipschitzienne = f continue
2. f dérivable sur I et ' bornée = f lipschitzienne

Démonstration.
1. Soitxg € I. Onaalors Vx € I, | f(x) — f(x0)| < K|x —xo|. Donc,

lim |f(x) — f(x0)] < li_>m Klx—x0| =0
X—X0

X—X0

Donc, par le théoreme des gendarmes,

lim f(x) = f(x0)

X—X0
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2. Par le théoréme des accroissements finis, V(x,y) € I? tel que x # y, 3¢ €]x, y[ tel que

() —fO)

xX—Yy

k‘\

Donc,

f(x) = fO) = I (e)]]x =yl < Klx -]

s Exemple 3.3
e f(x) = cos(x) est lipschitzienne puisque |f’| < 1
o 1) = In(142), f(x) = 125,
Ona

P 4+2x+1=(x4+1)2>0
Donc x2+1 > —2x. Comme x2+ 1 > 0,

241 > [2x]
Donc, 24
2x
/ — < 1
701 = <

f est alors lipschitzienne.

3.3.3 fonction localement lipschitzienne
Définition 3.3.1 Soit f: I — R une fonction. On dit que f est localement lipschitzienne s’il
existe une intervalle de I sur lequel f est lipschitzienne.

Proposition 3.3.2 Si f: I — R € C!, alors f est localement lipschitzienne.

Dans la suite, I et U désignent deux intervalles ouverts non vide de R.

IxU — R

(t,y) — f(t,y)
deuxieéme variable si 3K > 0 tel que V(t,y1,y2) € I x U?,

Définition 3.3.2 Soit f . On dit que f est lipschitzienne par rapport a la

|f (1) = f(t,32)] < K|y1 —y2|

Proposition 3.3.3 Soit f: I x U — R. Si f est continue et %f(t,y) existe et est bornée, alors f
est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable.

= Exemple 3.4
o f(t,y) =cos(t)e™ sur |0, 4oo|
— f est continue

d Y
- |Fe] <l-e <t

Donc f est hpschitzienne par rapport a la deuxieme variable.
2 N .
o f(t,y) =1 - t2 X 1 Jyryz est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable

I><U — R
— f(t,y)

| Définition 3.3.3 Soit f . f est dite localement lipschitzienne par rapport
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a la deuxiéme variable si : V(fo,y0) € I x U, 3¢ > 0, 3K > 0 tel que
v(t’)’l7YZ) G]IO—87t0+8[><])’0—8’)’0+8[2
‘f(tvyl) _f(tayz)’ SI(’yl —)’2’

IxU —» R
(t,y) > f(t,y)

f est lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable.

Proposition 3.3.4 Soit f . Si f est continue et %(z,y) existe et est bornée,

s Exemple 3.5
o flty)=e
5
o £(t,y) = tSxcos(ty)

3.3.4 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Y(t) = f(t,3(1))

. Une solution de (E) est la donnée de (/,y) ou
¥(to) = yo

On se donne 1’équation (E) {

— U

J est un intervalle de / contenant £y et y
ro— y()

de classe C! vérifiant (E).

Théoréeme 3.3.5 — Cauchy-Lipschitz version globale. soit f: I x R — R lipschitzienne par
rapport 2 y, alors (E) admet une unique solution y : 7 — R de classe C', dite globale.

= Exemple 3.6

e (E) {y'(t) = cos(t)in(1+’) avec f(t,y) = cos(t)In(1+y?).

y(0)=1
— f est continue
- ‘%(r, y)‘ = cos(t)ﬁ < \IZJPJZ\ < 1, donc f lipschitzienne.

(E) admet une unique solution globale.

. (5) {y’(r) = sinty)

avec f(t,y) = e‘yzsin(ty) sur ] —1,1].

y(0) =1
— f est continue
of

- a—y(t,y) = —2ye ™ sin(t-y)+1-cos(t-y)e™ = e (t-cos(t-y) —2y-sin(t-y))
Comme €] —1,1],

%(r,y)‘ < ’e*yz‘ est bornée.
(E) admet alors une unique solution globale.

Théoreme 3.3.6 — Cauchy-Lipschitz version locale. Soit 7/ x U : R — continue et lipschit-
zienne par rapport a la deuxieme variable, alors (E) admet une unique solution (J,y) ou J est un
intervalle ouvert de / contenant g et y : J — U de classe cl.

L’ unicité de ce théoréme s’interpréte comme suit : Si (/, ) est une solution de (E) ot ty € J
et y(to) = $(to) = yo, alors

Ve eJnd, y(t) =3(t)
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Y1

1] J
Y(to) . D171

1 to

Corollaire 3.3.7 — Solution maximale. Sous les mémes hypothese du théoreme de Cauchy-
Lipschitz, il existe une solution dite maximale y : |T,, T*[— U de classe C'.
En d’autres termes, si (J/,) est solution, alors J C|T,, T*[ et §(¢) = y(t), V¢ € J.

Corollaire 3.3.8 — Séparations des solutions. Soient I x U : R — vérifiant les hypotheses
du théoreme de Cauchy-Lipschitz (version locale), et (Ij,y;) et (I2,y2) deux solutions de
y = f(t,y) avec 1y € I N I, alors si y; (to) < y2(f), y1 < y2. Géométriquement, les graphes des
deux solutions ne s’intersectent pas.

/ .
Application : (E) (1) = sin(y)
y(0) =1
Cauchy-Lipschitz nous donne I’existence d’une unique solution y : R — R de classe C'.
e y1(¢) =0 est une solution de y' = sin(y). Comme 0 < 1, le principe de séparation des solutions
nous donne que y(z) >0
e y,(t) = 7 est aussi solution de y' = sin(y). Comme 1 < 7, le principe de séparation des
solutions nius donne que y() < 7.
Nous avons alors une indication sur la solution : 0 < y(#) < , Vr € R.

ou f(t,y) = sin(y) est lipschitzienne. Le théoréme de






4.1

y/1 =ajy) t+apy:+
ylz =az1y1 +axny:+

On considere le systtme d’équation (E)

Yn = Gn1Y1 + amy2 +
constantes. On peut réduire le systeme (E) a 1’équation matricielle

Y'(1) = Ay(t)

y’l (t) ay ayp ... Aain
/
y (t) ay ax» ... a
ouy'(¢) = g etA= !
y;z (t) apl ap2 ... dpp

Y(1) =4y(1)

Objectif : Résoudre le systeme différentielle "
y(to) =y €R

-t ainyn

-t ayn
ou a;; € R des

ceo +Anpyn

On peut décrire la solution y(z) = e )4 par I’exponentielle de la matrice (f —10)A.

Exponentielle d’une matrice

On a, avec le développement de Taylor, ¢* = ngN ’r‘L—'; =14+x+ "72 +

..., Vx € R. On peut utiliser

cette méme formule pour exprimer I’exponentielle d’une matrice carré : VA € .4, (R),

A" A?
A= Z_':1+A+—+...
=on! 2

Définition 4.1.1 On munit I’espace vectoriel des matrices M, (R) de la norme suivante : VA €

M,(R), ||A|| = sup ””Ax f‘le, qui a donc les propriétés suivantes :
x#0
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1. VAe M,(R), |A| =0=A=0

2. VAe M,(R), VA € R, ||AA]| = [A|[|A]|
3. VA,B € My(R), [|A+B| < [|A]| +||B]
4. VA, B € My(R), [|AB|| < [|A]]||B]|

Convergence
Définition 4.1.2 Soit une suite de matrices définit par Vk € N, Ay = ((li-cj)lgn j<n On dit que
(An)nen converge vers A = (a;)1<i,j<n Si et seulement si

V(i,j) € {1,...,n}% lim a’; = a;

n—stoo
I _1
» Exemple 4.1 Soit Vk € N, A = ( ’1‘ kzarl >
im 1 im Ll
lim A, = ngl};loc" nl—l)l};loo n’+1 _ 00 .
N—ytoo lim 1 lim 0 1 0
n—s+-o0 n—r+oo

Proposifion 4.1.1 Une suite de matrice (A,)qeny de M,(R) converge vers A si et seulement si
lim ||A,—A| =0
n——+oo
n
Yy /2],(> converge vers une matrice que I’on appelle
neN

Proposition 4.1.2 Soit A € M, (R), alors (
k=0

exponentielle de A et noté e?.

. Lok
Démonstration. Tout d’abord, rappelons que Vx € R, ¢* = 111:1'_1 Yra
neg=0 "

—+oo
o Y %I,( est bien une matrice de M,(R)
k=0 "

e Comme R est complet ("toute suite de Cauchy converge"), M, (IR) est aussi complet. On va
noo X .
donc montrer que ( Yy /2,> est une suite de Cauchy, donc convergente. Soit n,n’ € N :
neN

no Ak n Ak n Ak
kgok! kgbk! N :nZH k!

k

n
(inégailté triangulaire)

Donc, puisque Vn,n' € N,

ok .

< elAl, < y ‘2,) est une suite de Cauchy,
k=0 "/ neN

donc convergente.
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01

1 0\*
+°°Ak o0 01

n Exemple 4.2 Avec A =1d, = < 10 >

k=0 k=0 k!
) 0
:+o°<k1l (1)>: k:Ok' .
S\ 0 g 0 %
k=0
e O
- ( 0 e > =eh
e O 0
< 0
De maniere générale, e el, = ]
0 0 e

Propriété de ¢4
Propriété 4.1.3 VA € M,(R), Vr € R, ||| < el'lell

Démonstration.
+
||| = Z (par definition)
=0
+oo tA k
< Al (inégalité triangulaire)
= k!
¥ Glant
= K
<e lelliAll (definition de I’exponentielle réelle)
|
R — R .
Proposition 4.1.4 Soient A € M,(R) et yo € R". Soit f ey . Alors f est dérivable et
0
f'(1) = Ay
Démonstration. Si lim LU=/ existe et est finie, f est dérivable en ¢ et f/(¢) = lim G (U]
s—0 § s—0 $
t — (s (t+s5)A,,  _ LA
ft+s) f()—AetAy():e Yo—e yO—AetAyo
s s

il SIATK Tt 1k
<k§o W) a <k§o [ZA']) Y0 < [A]F
— — —A (Z ) Y0

k!

o §)K — kT Ak oo
:yoilx [(H_ )k! t}A —A(i%)yo

k=0

+o0 k _ 4+k1 Ak +oo k
=y (le [(t—f‘s)k' t]A >—A (Z [Zﬁ]) Yo (ler terme nul)

k=0
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145
Or, (t+s)k—tk = / kx*1dx. Comme kx*—! est croissante pourt >0ets >0,
t

(t+ ) —tF < [(t+5) —1)k(t + )" = sk(t +5)F!

On obtient alors :

FUr) =10 _pgny, < (Z L +I:3k—1Ak> L, (Z w) N

k=1 k=0 k!
. Ji"(k’+l)(t+s)k/Ak/+l B +Z°°zkAk+1 .
= AT W) &k

o0 Ak+1

k=0

Too Akt

<n X Gtk [(+5) =]

Or, lorsque s tend vers 0, [(¢ + s)¥ —¢¥] tend aussi vers 0. Donc,

LS~ f()

—Aetyy =0
s—0 N

Proposition 4.1.5 Soient A et B deux matrices de M, (R). Alors
AB=BA = "ef = Bet = A8
Démonstration.

A o0 Ak o0 Bk,
M Mrriep W
k=0 ™" k'=0 :
Ak K
= — X —
Z kK
k=0
BY A
= — X —
Pl A ]
k' =0
o0 Bk’ oo Ak
Tl L
k'=0 : k=0 """

=Pt

2
e =5+%+5%+..=1,
e SoitA € M,(R), e*e™ = e® = I,. Donc e” est inversible d’inverse e

Application aux équations différentielles
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dy

Théoréeme 4.1.6 Le systéeme linéaire d’équation différenticlle { dt
¥(0) =0
solution donnée par y(t) = e'4yy.

Démonstration.

EXISTENCE :

n
Vérifions que I’application f iR — R

— ey
e Comme on a vu dessus, f'(t) = Ae'lyg = Af(1)
o £(0) =e"yo = Lyo = yo
UNICITE :

Soit y une solution du systeme, alors :

d, 4 —tA _ady

° —_A &y

) e yte
= —Ae "y +Ae ™y
=0

Donc, e "4y est une constante, et on a V¢ € R

ey =yp=y=ee

Ay .
admet une unique

est bien une solution du systeme donnée :

4.1.4 Calcul pratique de ¢4

Cas diagonal
A 0 - 0 lf‘ 0O --- 0
Soit A = 0 , alors AK = 0 = et
0 0 A, 0 0 )L,’f
il k
(tA)
kgo k! 0 0 JM
+o0 k
A (tA)* 0 _ 0
=Y -
k=0 0
+oo k
0 0 y (k) 0
k=0

Cas diagonalisable
Propriéte 4.1.7 Soit A € .#,(R) une matrice diagonalisable :

A=PDP"!
ou P € GL,(R) et D € .#,(R) diagonalisable. Alors
et = plp!

Cas général
On calcule " grice a la forme de Jordan.
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0, 0 - 0
Proposition 4.1.8 Soit A € M,(R), alors 3C € GL,(R) tel que CAC~! = 0
: .0
0 - 0 O,
A 10 0
N 0 0 L e g
ou Q= € M, ;j(C), A; étant une valeur propre de A de multiplicité ;.
1
0 0 A
nj—1
R 0 0 11 ey
tA 1 0 ~ tQ; tA; 0 .
De plus, e =C CouR;=¢% =¢e%
0
0 0 R, 0 0

Calcul pratique de ¢4, A € M,(R)

Soit A = < a b >,alors

c d
. det(A):’ 2‘ Z ’:ad—bc
° tr(A):a+d

o P(A) =det(A—Aldy) = A* —tr(A) +det(A)

On cherche a trouver les valeurs propres de A, donc a résoudre P(1) = 0.

A=1r(A)? —4det(A)

e Si A <0, on adeux valeurs propres complexes A} = o +if3 et A, = o — if3. La matrice A est
diagonalisable.

e Si A >0, on adeux valeurs propres réelles distinctes A; # A,. La matrice A est diagonalisable.
e Si A =0, on a une valeur propre réelle A.

— Si on trouve deux vecteurs propres associés a A linéairement indépendant, A est diago-

nalisable.
— Sinon, A n’est pas diagonalisable.
. | AX =X

Vecteur propre : X € R? est un vecteur propre associé i A si {X 40
Matrice de passage :
e A0, il existe deux valeurs propres distinctes. On prend

X = < il >7é0associéélll ety = < il >;é0associéé7tz.
2 2

AX = MX
! :>P:<X1 )’1)
AY = Y X2y

1 1 1
DOI]C, P AP = ( 0 )Lz > etA ——P< ) /12 )

A O

t Il]
Ete’A:Pe(O A2>P1P<eo 632>P—1
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e A=0:1% cas : Il existe deux vecteurs propres X et ¥ non colinéaires associé a A.

Alors, A est diagonalisable et il existe P = < il ;} ! ) tel que
2 M

L (A0
PAP (0 .,

A
o e 0 _
Comme précédemment, 4 = P ( 0 o > Pl

2¢7m¢ cas : On ne trouve pas deux vecteurs propres linéairement indépendant.

N X RN
Alors, on considere le vecteur propre X = ( ! > = 0 associé a A et on cherche
X2

30
Y = 0
< Y2 > 7
tel que (A—Aldr)Y =X.

A 1)

t

sip=( " N ,alors P~1AP = Al etetA:Pe<O A p!
X2 ¥ 0 A

On remarque que 0
que q 0 0

012_0
00) "~

1 . . . .
) est nilpotent : A est nilpotent si 3n € N tel que A” = 0. Ici,

- AON(O LN _ (0 LN A 0N _ (0 AN . »
que 0 /,L 00 = 0 0 0 A, = 0 0 (CS cux matrices

sont commutatives)
. A0 N 01 , A 0 , 0 1
D 0 2 0 0 . 0 2 0 0
onc, e = e
(o 1) ,n<0 1)
t
0 0 00 (O 1> <1 t>
,EN ! 2 0 0 0 1
;(7“ 1 )
A
En fin de compte, e 0 A :< ¢ ?/l)

= Exemple 4.3
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[ ]

=
I
7N
O =
—_

det(B—

X1
Vecteur propre associ€ a 6 : X = ( X )

(B—61d3)X =0 <

On prend alors

. . . . 1
) n’est pas diagonalisable mais est déja sous une forme ( g A >

Alds)=| 1 5-1 -1
11 5-2

5-4 -1 1 -1
P ]

=@4-)[5-1)2+1]-2[5-1)—1]

— (A—4>(A—6)

X3

—2 2 X1 0
X2 =10
X3 0
—2x1+2x7 =0
<~ —x3=0
—x1+x —x3=0
{ X1 = X2

<~

X_
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»1
Vecteurs propres associésa4:Y = |
Y3
0 Vi 0
(B—4ld3)Y =0 & I 1 -1 v =10
11 1 V3 0
2y, =0

< yity2 —y3=0
—yi+y2  +y3=0

y»=0
=
Y1=Y3

OnprendY = | O | mais impossible d’en trouver un autre non colinéaire. B n’est pas
1
diagonalisable.
21
OndoittrouverZ= | z | tel que (B—4ld3)Z=Y
<3
0 2 0 21 1
(B—4ld3)Z=Y & 1 1 -1 2 |=(0
-1 1 1 23 1
222 =1
9 utz —z3=0

-1+ +zu=1

2=

2
1
< A=uB-35
11 . .
—23+§+§+z3:1(tou]0urs vrai)
1
Z2:§
e, 1
)

z3 = 0 (on fixe une valeur quelconque)

B —

OnprenddoncZ= | —

S i

Systéme linéaire non-homogéne
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Y (t) = Ay(t) + b(z)
¥(0) =yo

Théoreme 4.2.1 Le systtme d’équations non-homogenes { admet une

t
unique solution donner par y(t) = e4yg + e / e *Ab(s)ds ot I'intégrale d’un vecteur se calcule
0

composante par composante :
b b
[y = ([ )
a a i€l
Démonstration.

R — R”
1
ro— etA/ e Ab(s)ds
0
t
9G(t) = AetA/O e Ab(s)ds + e e b(t) = AG(t) + b(t). G est donc une solution du

systéme linéaire sans la condition, avec G(0) = 0.

e Soit G

'(r) = Ay(t
e Si y(t) est une solution du systéme, alors y(#) — G(t) est solution de {y 1) =Ay(t)

¥(0) =yo
En effet,
2 15() ~ G(0) = Ay(1)+ ble) ~ AG(®) ~ b(0)
= AlY(6) ~ G(1)
et

(1) = G())(0) = y(0) = yo
Donc, y(t) — G(t) = e [y(0) — G(0)], d’ou

y(t) = ey + G(t)

4.3 2¢me méthode pour le calcul de ¢4

Théoreme 4.3.1 Si A € M,(R), alors
e = apld, + A+ ...+ o, 1 A"
ol o, ..., A,—1 sont des fonctions en ¢.

Démonstration. Si P(A) = det(A — Ald,) est le polyndme caractéristique de A, P(A) s’écrit

n
comme ¥ c;A* et le théoreme de Cayley-Hamilton affirme que P(A) = 0, c’est-a-dire que

k=1

i ckAk =0
k=0

ou encore
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En posant
V = Vect(Id,,A,...,A" ")

on obtient alors que Vi € {0, ...,n},

Alev
et, par extension Vk € N,
Akev
. kpk . o _ .
Ainsi, ¢4 = ¥ % €V, donc e est combinaison linéaire de Id,,A, ...,A""!, les coefficients
keN
dépendant de 7. |

Théoreme 4.3.2 Soit A € M,,(R), on note
n—1 .
éAi: 2: oA
i=0

et on pose
n—1 )
r()=Y o1
k=0
Si A4 est une valeur propre de multiplicité k, alors :
r(the) = M
d
—tr(tlk) = M

)

ak—l

k-1 r(th) = ™

0 1

m Exemple 4.4 Avec A = ( g o

), on cherche oy et a; tel que e = opld, + aytA

e Calcul du polynéme caractéristique

P(A) = det(A — Aldy)

_‘)L 1 ’
8 —2-1
=—A(-2-1)-8
=A%4+21 -8
=(A+1)%2-9
=(A+4)(A—-2)

e On pose r(t) = ap+ oyt
— Avec A9 =2, r(2t) = ¥, donc a4 2ty = e
— Avec A| = —4, r(—4t) = e ¥, donc o — 4tay = e ¥
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2t
. (04)) +2ta1 =e€ 2 4t 2 4t L.
On résout donc { 4 _,, bour trouver o = 26% eta) = ¢ 6f . Ainsi :
Op—4toy =e
262 4 o4 oY _ oM
1A
=——Id)y+t——A
2 2 6t

262’—5(4’ 0 N 0 eZt _ e—4t
- 2e2’ +e’4t ﬂ 2t _ —4¢ eZt_e—ztt
0 B (e —e™) =3

2621+e—4t 6217674t
= 2 6
%(621 —4874’) %ezt + 26741



5.1

On considere ici les équations de la forme :

ay” +by +cy = f(x)

avec (a,b,c) € R* x R? et f € C°(R)

Resolution

Si y est une solution de 1’équation ay” + by’ 4+ cy = f(x), on pose Y (¢) = ( y(0) ) .

Ainsi, Y'(1) = (Zyyl((tt)) ):( “by(r) _yéty)(t)_@ ):( ; i ) ( yy’((tt)) ) + ( é )

On a donc Y'(t) = AY (¢) + b(t), dont la solution est

3
Y(t)= e’AYO-I-/ e Ab(s)ds
0

Théoréme 5.1.1 Le systeme d’équation
ay’+by +cy=0
(S ) <
admet une unique solution. De plus, en notant le polyndme caractéristique aX? +bX +c et A et

A2 les deux racines de ce polyndme,
e Si § = b%> —4ac # 0, la solution générale est donnée par

Y(x) = C1eM* + Cre™
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Démonstration. On cherche les solutions de la forme f(x) =e

e Si § = b%> —4ac =0, la solution générale est donnée par

Y(x) = (Crx+Co)eM* = (Crx+Cy)e™

Ax

f solution < af”+bf' +cf =0
& al*eM +bre + e =0
& M (aA? +bA+¢) =0
& al*+brl+c=0

e Si d # 0, on peut trouver deux racines distinctes A; et A, éventuellement complexes.

— Donc eM* et ¢** sont deux solutions particulieres de I’équation. De plus, en considé-
rant
g(x) = c1eM* + ¢
ona

ag’+bg +c=a (clllzel‘x + 0212267%) +b (cllle’l‘x + C212e12x> +c (clel”C + cze’lzx)
= (allzel‘x + A Mt Ce’l'x) 4+ (aﬁazelzx +bAye™* + Cebx)
=0

Ax Arx

Donc toutes les combinaisons linéaires de e*'* et de ¢”2* sont solutions.
— Comme on I’a vu plus haut, on peut se ramener a une équation du type Y’ = AY + b,
dont on sait la solution unique. Avec la relation

1M 4 cpeh% = g
c1 €M 4 cyhpel?o = yh
, on peut trouver les valeurs de ¢ et de ¢,

e Si 6 =0, on peut trouver 1’unique racine A, éventuellement complexe. Comme c’est une
racine double, elle vérifie

al®>+bAl+c=0
2aA +b=0

Ax

— Donc e** est une solution particuliere. De plus, en considérant

g(x) = (e1 +c2x)e™

On a

ag’+bg +c=a [(lzcl +2Acy + /lchx) eb‘] +b {(lcl + 2+ Acox) e“] +c [(cl + cox) e’“‘]

= (a?LZ +bA + c) M+ cox (a)L2 + DA+ c) M c2(2al + b)e“

Donc toutes les combinaisons linéaires de e** et de xe** sont solutions.
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— Comme on I’a vu plus haut, on peut se ramener a une équation du type Y’ = AY + b,
dont on sait la solution unique. Avec la relation

(c1+ czx)e’lx" =y
(Acy +ca+ Acaxg)e™™ = yh

on peut trouver les valeurs de ¢ et de ¢;

= Exemple 5.1
e ¥’ — 5y +6y=0: polyndme caractéristique A2 — 54 +6dont § =1 >0
Les deux racines sont A; = 3 et A, = 2 et la solution générale est

y(x) = c1€ 4 cre™

e 4y” +4y 4+y=0: polyndme caractéristique 41> —4A +4 dont § = 0
La racine est A = %1 et la solution générale est

y(x) = (c1x+ca)e?

e y’+y +y=0:polyndme caractéristique A +A +1dont § = -3 <0
Les deux racines sont A; = _1%6 et = _1%’\5 et la solution générale est

—1+i\/3 —1-iv/3
y(x)=cie 2 “H+cre 2

R) Sion cherche dans ce dernier exemple uniquement les solutions a valeurs réelles, on peut

réécrire
—e? C]COS (?x + ¢y cos (fx) +icy sin <\£§x> ~+ icp sin (fx)]

x) +i(c1 —cp)sin (fx)]
—e7 C1cos (fx + ¢ sin <\fx>]

11 faut donc restreindre c; et ¢, pour qu’on ait

(c1+¢2)cos

Il
Q
ot
1
~ ————
o5

ci1+c eR
i(cl—CZ) eR

5.2 Résolution pratique
On cherche des solutions de 1’équation ay” + by’ + cy = f(x)



5.2.1

5.2.2
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1¢* méthode
Une premiere méthode est d’utiliser 1’astuce précédente en notant

(0 L)
0
b=1{ s

t
Ainsi, Y (1) = Yy + / e *Ab(s)ds et la solution est la premiére composante du vecteur Y (t)
0

et

trouvé.

2¢eme méthode

On peut se simplifier la vie apres avoir trouvé une solution particuliere. Le tout est de la trouver...
Mais une fois cela fait, le probleme se résout plus simplement.
Prenons y, une solution particuliere et y;, une solution de I’équation homogene associée

ay’+by +c=0

Alors, par linéarité de la dérivé, y = y, + yj, est solution de ay” + by’ + ¢ = f(x).
La question est maintenant de savoir comment trouver des solutions particulieres.

Cas ay” + by +cy = pu(x)
e Si ¢ # 0, on cherche un polyndme de degré n
e Sic=0etb=#0,on peut intégrer une fois et on cherche un polynéme de degré n+ 1 dont
on néglige la constante
e Sic=0,b=0eta=#0,on peut intégrer deux fois et on cherche un polyndme de degré n+2
dont on néglige la constante et le coefficient en x

= Exemple 5.2 y” 4y —2y = 2x*> — 3x+ 1 : On cherche une solution de la forme ax? + bx + ¢
2a+(2ax+b) —2(ax* +bx+c) = 2x* —3x+ 1
= —2ax* + (2a —2b)x+ (2a—2c +b) = 2x* —3x+ 1

—2a=2
=< 2a—2b=-3
2a+b—2c=1
(a:—l
=J —2b=-1
b—2c=3
(a=—1
1
= bzg
I, P
)
(a=—1
1
= b:i
-5
c=—
4
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Une solution particuliere est donc y, = —x*+ 3 — % et la solution générale est
x 5
y(x) =cre" +creF -+ 371

Cas ay” + by +cy = €™ p,(x)

mx

En prenant z = ye™™, on se ramene au cas précédent. Ainsi, si y est solution de

ay” +by +cy =™ pu(x)

et comme
7= efmxy@yzzemx

z vérifie alors
a(ze™)” 4+ b(ze™) + c(ze™) = €™ pp(x)

On va calculer les différentes dérivées

L a()em =2 (e +melx)e™
= "™ (' (x) +mz(x))
Et aussi
% %Z(x)emx _ %emx(z’(x) + mz(x))
— me"™ (2 (x) + mz(x)) + €™ (2 (x) + mZ (x))
= ¢"(2"(x) +2mz/ (x) + m*z(x))
Donc,

a(ze™)" +b(ze™) + c(e™) = ae™ (2" (x) +2mz (x) +mz(x)) + be™ (2 (x) +mz(x)) +ce™z(x)
= "™ [az”(x) + (2am +b)7 (x) + (am® + bm + ¢)z(x)]

Et z est solution de I’équation
az” + (2am+b)7 + (am® +bm+¢)z = pu(x)

On trouve comme précédemment z, puis y = ze"™*

= Exemple 5.3 & — ¥ —2y = ¢ 2(2x2 —3x+ 1), on pose

Si y est solution, alors z est solution de

%z”(x) + (2411(—2) — ;) Z(x)+ (41‘(—2)2 — %(—2) — 2) 7(x) = 26* = 3x+1
C’est-a-dire

3
ZZ” — EZ/ =2x*—3x+1

Comme il n’y a pas de z, on doit chercher z d’un degré supérieur dont la constante n’importe pas
puisqu’il va disparaitre dans la dérivation. z est alors sous la forme

2(x) = ax® + bx* +ex+d
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ou d sera un réel/complexe libre. Calculons les dérivées :
7 (x) = 3ax* +2bx + ¢

et
Z2’(x) = 6ax+2b
On injecte dans I’équation

1 3 1 3
—7'(x)— =7 (x) = Z(6ax+ 2b) — 5(361)62 +2bx+c)

4 2
9 , 3 b 3
=—5a +<2a—3b>x+ <2—2c>

=2x* —3x+1
Ce qui revient a résoudre
9 ( 4
*EGZZ Cl:—§
3 2
—a—-3bh=-3<¢ —=—-3h=—
2a 3 3 3
b 3 b 3
o= 22 . _
272 2 2°¢
4
a=——
9
7
elb=—-
9
7 3 _q
18 2°°
4
a=——
9
7
S b= —
9
11
‘T
Donc 4 ; |
z(x):%x3+§x2 ﬁerd

Les solutions homogenes sont

yr(x) = cre® 4 cre™

On a donc trouvé les solutions de notre équation
Y(x) = yp(x) +ya(x)
11

—4 4 7
-2 3 T2 4x —2x
=e (9 x4+ 9x 27x+d> +cie™” 4+ e

—4 7 11
—2x 3 2 4x
R —X"— — 2
e ( 5 % +9x 27x+(d+c ))+cle



5.2 Résolution pratique 49

Cas ay” + by + ¢y = acos(wx) + bsin(wx)
e Siiw est racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliere sous la
forme y, = x(a cos(wx) + B sin(wx))
e Siim n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliere sous
la forme y, = ctcos(wx) + f sin(@x)

Cas général : ay” + by +cy = ™ (A(x)cos(wx) + B(x)sin( wx))
Une solution particuliere est sous la forme

yp(x) = xPe™ (ot(x)cos(wx) + B (x)sin(wx))

e Sim—+iw n’est pas racine du polyndome caractéristique, prendre p =0

e Sim+iw est une racine simple du polyndme caractéristique, prendre p = 1

e Sim+iw est une racine double du polyndme caractéristique, prendre p =2
Les degrés de o et de B sont difficilement généralisables. Le plus siir est de prendre le plus grand
des degrés de A et de B.

m Exemple 5.4 Résolvons I’équation
¥’ +2y +y = e“(xcos(2x) — sin(2x))

Ici,m = 1 et @ = 2. Comme 1+ 2i n’est pas racine de X 42X + 1, on prend p = 0 et la solution
particuliere est de la forme

yp(x) = €' (a(x)cos(2x) + B (x)sin(2x))
ou «a et B sont de degrés 1. Donc
yp(x) = e*[(ax+b)cos(2x) + (cx + d)sin(2x)]

On peut calculer les dérivées

yp(x) :%ex[(ax +b)cos(2x) + (cx +d)sin(2x)]

=¢"[(ax+b)cos(2x) + (cx+d)sin(2x)]
+ e*lacos(2x) — 2(ax + b)sin(2x) + csin(2¢) 4+ 2(cx + d)cos(2x))
=e*[((a+2c)x+ (a+b+2d))cos(2x) + ((—2a+c)x+ (=2b+c +d))sin(2x)]

Et

yp”(x) :%ex[((a +2¢)x+ (a+b+2d))cos(2x) + ((c —2a)x+ (d + ¢ — 2b))sin(2x)]

=e'[((a+2c)x+ (a+b+2d))cos(2x) + ((—2a+c)x+ (—2b+c +d))sin(2x)]
+e'[((—4a+2c)x+ (a—4b+4c+2d))cos(2x) + ((—2a — 4c)x+ (—4a — 2b + ¢ — 4d) ) sin(2x))
=¢*[((—3a+4c)x+ (2a—3b+4c+4d))cos(2x) + ((—4a — 3¢c)x + (—4a — 4b+2c — 3d))sin(2x)]

On insere tout ca dans 1’équation

yp”“!_zy; +yp = ...
=¢"[(8cx+ (4a+4c+8d))cos(2x) + (—8ax+ (—4a — 8b +4c) )sin(2x)]

On cherche donc a résoudre

(8cx+ (4a+4c+8d))cos(2x) + (—8ax+ (—4a — 8b +4c) )sin(2x) = xcos(2x) — sin(2x)
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C’est-a-dire

1
c=—
8c=1 8
da+4c+8d =0 l—i—8d:0
=<2
_8a:0 a:O
—4a—8b+4c=—1 1
-8+ —-=-1
+2
1
c=—
8
—1
d=—
& 16
a=0
3
b=—
16

Ces longs calculs fastidieux nous permettent de trouver une solution particuliere

X

yp(x)=e" [136c0s(2x) + (8 - 116> sin(2x)]
La solution y, homogene associé vérifie
i+ 2+ =0
Comme 1 est racine double du polyndme caractéristique,
yn(x) = (c1x+c2)e*

Et la solution a I’équation est

Y(x) =y (x) +y,(x)

3 1
= (cix+c)e" +e* [mcos(Zx) + (; - 16) sin(2x)]

3 1
=e' [qx—&- c+ Ecos(Zx) + (x - ) sin(2x)]

Cette maniere fonctionne trés bien, mais demande d’énormes calculs qu’on pourrait ne pas
avoir envie de faire. Il existe une autre maniere de résoudre des équations du second ordre, en
utilisant la transformation de Laplace.



6.1 Définition

fonction définie par

Définition 6.1.1 Soit [0,+e[: R — continue. On appelle transformée de Laplace de f la

= Exemple 6.1

e Pour f )[CO’+°°[

donc

° Pourf} )[CO’+°°[

Donc

~+o0
/ cte dx =
0

—
—

—

~+oco
/ cte ¥dx =
0

Z(f)

—cte

N

—SX

R
c

206 = [ e s

lorsqu’elle existe. Ici, -Z(f) est une fonction qui peut s’évaluer en un point, d’ou la notation
Z(f)(s)

, on obtient
v —sx e
/+ ce Mdx = [—ce sx] <
10,4+ — R
20 D

, on obtient
X

|

o0

0

1

S

—cte™s¥
s 0

]0?+°°[ —
—

X

~+o0
_ c
/ ce dx=
0

9
)
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6.2 Propriétés
6.2.1 R-linéaire

L application qui, a toutes fonctions continue, associe sa transformée de Laplace est R-linéaire :
Y(f,g) €C% VA ER:

—+oco
L(f4A8)6) = [ e +Rg)
= [T+ Ag()as

—/+oo (%) dx—i-/l/er “Me(x)dx
Z(f)(s)+2Z(g)(s)

6.2.2 Quelques exemples
Voici quelques transformées qui pourront servir plus tard :
o 7
o Le)(s) = o
o 7
o 7
<

6.2.3 Dérivé

L’intérét de la transformée de Laplace est le lien entre la transformé d’une fonction et celle de
sa dérivé :

Théoréme 6.2.1 Vf € Cl,

Démonstration. On va utiliser 1’intégration par parties :

2006 = [ e s
— el [ —se st

oo
:O—f(0)+s/0 e " f(x)dx
=sZ(f)(s) = £(0)

6.3 Transformée de Laplace inverse

Définition 6.3.1 On appelle rransformée de Laplace inverse 1’application réciproque de la
transformée de Laplace. Vf, g € C°,

Z(f)s)=g(s) & L7 (9)1) = f(1)

p) Comme la transformée de Laplace est injective, trouver I’inverse revient a trouver I’application
qui, lorsqu’on procede au transformée de Laplace, nous fait retomber sur la fonction de départ.
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= Exemple 6.2

oo R
e Avec f 10, oo — | .ona
X — =1
1 [O,+°°[ — R
<) X — e
0,400 —
e Avec f 10, o] 1 »ona
x — o
_ [0,+0] —> R
! 3
(f) x — %e3x+%
En effet, comme g(x) = ;;_19 = (F;)*(i =y = % S]J%, par linéarité

6.4 Application aux équations différentielles

6.4.1 Equotion linéaire du 1¢" ordre

Si on veut résoudre ay’ + by = g(x), on peut procéder ainsi

ay' +by = g(x) = ZL(ay' +by) = Z(g)
=aZ(y)+bZL(y) = Z(g)
= axZ(y) —y(0)] +bZ(y)

Z(g) +ay(0)

ax—+b

cf@Hﬂﬂ®>
ax+b

Z(g)
=Z(y) =

:>y:$1<

s Exemple 6.3 On veut résoudre

{ﬂ+y—3
y(0)=1
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avec la transformée de Laplace

Y4y=3=20/+y)=2(0)
= 20)+20)=>
= x2() () + 2()=>

3
=Zy)x+1)= ;—Fl
3+x

x(x+1)
3 2

=Z(y) =

6.4.2 Equation linéaire de second ordre

Comme pour les équations du premier ordre, on peut résoudre des équations du second ordre
comme dans cette exemple :

s Exemple 6.4 On résout

y”_|_2yl_|_y:xex
¥(0) =
7(0)=0
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avec la transformée de Laplace
y9’+2y/+y:xex:>$(y”+2y/+y):g(xex)
= L0 +220)+Z0) =

(x—1)?

= k2() ¥ (0)] + 2 L) ()] +Z(y) = —

-1

= xxZ(y) —y(0)]| +2xZL(y) + L (y) = 512

o
(x—1)
1
W—Fz—i—x
=@ +u+1)20) = (x—11)2+2+x
1 2 X
R P T s R P R P

B 1/4 1/4 1/4 1/4
jj(y)_ x_|_1 _x—1+(x_1)2+(x+1)2:|

= XLy + 2L y) + L) =

+ (x+21)2 + [x—il-l - (x+11)2}

3/ 1/4 1/4 5/4
= Zy)=
O =gttt e T o
N _g_e_x_}_)ﬁx_’_Sxe_"
YT Ty T, 4

L’inconvénient de cette méthode est qu’il faut constamment développer les fractions en éléments
simples pour pouvoir trouver la transformée inverse. Mais elle permet au moins de résoudre des
équations d’ordre supérieur






On considere un systéme linéaire

X =ax+by X a b X
/ = 1=
Y =cx+dy y c d Yy

Définition 7.0.1 On dit qu’un systéme linéaire est :
e asymptotiquement stable si thJP (x(¢),y(t)) = O pour toute solution x,y
—> 400

Y,

@ zg

Yo,

e stable si toute solution x,y est bornée sur R
Y,

vVl
Ay




58 Chapitre 7. Stabilité des systémes linéaires

e instable si il existe une solution x,y qui n’est pas bornée sur R

S
Z

Théoreme 7.0.1 Soient A; et A, les deux valeurs propres de A associées au systéme

X\ [(a b X
Yy ) \c d y
Alors le systeme est :

e asymptotiquement stable si et seulement si Re(A;) < 0 et Re(A;) <0
e stable si et seulement si Re(4;) <0, Re(A2) <0etsi A} = A, =0, alors A = 0. En langage
propositionnel :

N

(Re(A1) < 0) et (Re(Az) < 0) et [(A = A, = 0) = (A = 0)]

e instable si et seulement si Re(A;) > 0, Re(A2) > 0 ou A; = A, =0 et A =0. En langage
propositionnel :

(Re(A1) > 0) ou (Re(A2) > 0) ou [(A1 = A, =0) et (A =0)]

s Exemple 7.1 A = ( 01 ) est instable :

0 0

/ / = ct
(3)=(00) (3= oo p=iess

Toutes les solutions divergent vers 1’infini sauf pour la solutionx =0ety =0 "
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