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Topologie des espaces métriques

Controle 3 (Durée : 1 heure)

Exercice 1

(1) Caractériser les compacts par le suites.
(2)
(3) Soit E un espace métrique. Montrer que la réunion de deux singletons est compacte.
(4)

Carcatériser les connexes de R.

Est ce que la réunion de deux connexe est connexe ? Justifier votre réponse.

Exercice 2

Soient FE un espace métrique, K une partie compacte non vide de E et F une partie
fermée non vide de E avec F N K = (). On définit lapplication f : F — R, par

f(x)=d(z,F) := yuelgd(x,y)

On admet dans la suite que f est continue.

(1) Montrer qu’il existe xg € K tel que
inf f(z) = f(zo).

zeK

(2) Montrer que f(zg) > 0.
(3) En déduire

inf  d(z,y) > 0.
(x,y)ngxF (x y)

Exercice 3

Soit E' = C([—3, 5]; R) I'espace des fonctions continues sur [, 5], muni de la norme
uniforme

Il = w15

LL’E[—E,i

On définit 'application T': £ — R par

feE, Tf :/g sin(x) f (z)dz.
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(1) Vérifier que T est linéaire.
(2) Montrer que 7" est continue.
(3) Calculer /2 | sin z|dz.
3
n déduire que
4) En déduire
17| < 2.
Pour tout n € N* on définit la fonction impaire ¢, : [-5, 5] — R par
nz, si x€l0,1],
= 1
)= 1L W

(5) Calculer T'¢,.
(6) Calculer ||T]].



