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CHAPITRE 1

NOMBRES PREMIERS

§1.1. Rappels: factorisation, théoréme d’Euclide

A. Définition, crible d’Eratosthéne

Le premier chapitre de ce cours de théorie des nombres concerne les nombres pre-
miers; rappelons qu’'on dit qu'un nombre entier p > 1 est un nombre premier s’il n’est
divisible par aucun autre nombre entier positif que 1 et lui-méme. On notera & I'en-
semble des nombres premiers.

Il convient de remarquer que tout nombre entier strictement supérieur a 1 est mul-
tiple d'un nombre premier : c’est clair s’il est lui-méme premier et dans le cas contraire,
c’est un multiple de deux nombres entiers strictement plus petits qui sont par récur-
rence multiples d'un nombre premier. On peut encore raffiner cette remarque : tout
nombre entier n strictement supérieur a 1 qui n’est pas premier est divisible par un
nombre premier au plus égal a \/n.

Cette remarque faite, on peut alors commencer a énumérer les éléments de &7 a
I'aide du crible d’Eratosthéne qui consiste a écrire les nombres entiers 2,..., jusqu’a un
certain point, disons 20 :

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20

puis a raisonner de la facon suivante. L'entier 2 est premier, donc ses multiples 4,6, ...
ne le sont pas; on les raye :

2) 3) 4’ 57 6) 7’ 87 9)/1/67 11}%’ 13!% 15)/}6! 17)%) ]‘9’20/'

Apres 2, le premier entier non rayé, en 'occurence 3, est forcément un nombre pre-
mier : dans le cas contraire, il aurait été multiple d'un nombre premier déja détecté;
on le sélectionne et on raye ses multiples 6,9,... :

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16,17, 18,19, 20.

De méme, 5 est premier, on raye ses multiples :

2?3! 4? 5! 6? 7’8! 9?/]-/6! 11)/14?/1/?’/!/14?/1/5/)/%! 17’/]_/6’ 19)20/'
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On constate cependant qu'on n’a rien rayé de nouveau. En effet, 52 > 20 donc les
nombres entiers inférieurs a 25 sont ou bien premiers, ou bien sont divisibles par un
nombre premier au plus égal a 5. Par le méme argument, tous ceux qui restent sont des
nombres premiers, d’ot1 le début de I'énumération :

Zn|1,20] =12,3,5,7,11,13,17,19}.

B. Lemme d’Euclide

Loutil incontournable pour I'’étude de I'arithmétique des nombres entiers est la di-
vision euclidienne : si a et b sont des nombres entiers relatifs, avec b # 0, il existe un
unique couple (g, r) formé d’entiers relatifs tels que 0 < r < |b| et a = bg+r. On dit que
q estle quotient de la division euclidienne de a par b, et que r est le reste. On résumera
souvent ces propriétés en disant : « soit a = bq + r la division euclidienne de a par b »,
ce qui sous-entendra que q est le quotient et r le reste.

La démonstration de ce fait, par récurrence sur a, est supposée connue.

LEMME 1.1.1 (Euclide). — Soit a et b des nombres entiers et soit p un nombre premier
qui divise le produit ab. Alors p divise a, ou p divise b.

Démonstration. — Supposons que p ne divise pas a et définissons un entier n comme
le plus petit entier strictement positif tel que p divise an. Par hypothese, on a n > 1.
Puisque p divise évidemment ap, on a n < p. Soit p = nq + r la division euclidienne
de p par n; comme ar = a(p— nq) = ap — (an)q est multiple de p et que 0 < r < n,
la minimalité de n implique que r = 0. Autrement dit, n divise p. Puisque p est un
nombre premier et que n > 1, on a nécessairement n = p.

Puisque p divise ab, on a aussi p < b. Soit b = pq + r la division euclidienne de b
par p. Comme précédemment, ar = ab— p(aq) est multiple de p et puisque 0 < r< p =
n,la minimalité de n entraine r = 0. Autrement dit, p divise b, ce qu'’il fallait démontrer.

O

C’est en substance la démonstration originelle d’Euclide et un peu d’algebre permet
de la simplifier. Lensemble des entiers relatifs n de Z tels que p divise an que 'on a
introduit dans la démonstration est stable par somme et différence (et n’est pas vide) :
c’est un sous-groupe de Z (pour 'addition). Or, la propriété de division euclidienne a
pour conséquence que tout sous-groupe non-nul G de Z est I’ensemble des multiples
d’'un unique élément strictement positif de G, a savoir son plus petit élément stricte-
ment positif.

On peut alors reprendre la démonstration précédente :

Démonstration (en termes de sous-groupes deZ). — L'ensemble G des entiers k de Z
tels que p divise ak est un sous-groupe de Z, non réduit a 0 puisqu’il contient p; il
est donc de la forme nZ, avec n > 0. Supposons que p ne divise pas a; on a alors n > 1.
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Mais comme p € G, p est multiple de n, donc n = p. Par ailleurs, b appartient a G par
hypothese, donc b est multiple de p. O

Si a et b sont des entiers (pas tous deux nuls), le plus petit élément strictement po-
sitif du sous-groupe (a, b) de Z est appelé leur plus grand diviseur commun (pgcd). 1l
se calcule via I’algorithme d’Euclide ; une extension de cet algorithme I’écrit explicite-
ment comme combinaisonde aet b:

PROPOSITION 1.1.2 (Algorithme d’Euclide étendu). — Soit a et b des entiers stricte-
ment positifs. On définit une suite (a,, u,, v,) de triplets d’entiers relatifs en posant

(a()v Uy, UO) = (Cl,l,O), (al)ulrvl) = (b,O, ]-))
et,sia, #0,

(Ans1, Unt1, Uns1) = (@n-1 — Gnln, Un—1 — Gnlp, Un—1 — Gnln),

ol gy, désigne le quotient de la division euclidienne de a,—, par ay, de sorte que a,+y
soit son reste. Cette suite est finie : la suite (a,) est strictement décroissante. Si a,+1 =0,
alors ay, estlepgcddea etb etl'on a a, = au, + bv,.

Une relation de la forme d = au + bv, ou d = pgcd(a, b), est appelée relation de Bé-
zout pour a et b. Si pged(a, b) = 1, on dit que a et b sont premiers entre eux.

Démonstration. — Linégalité 0 < a,+1 < a, découle de la définition d'une division
euclidienne, si bien que la suite (a;,) est strictement décroissante; comme c’est une
suite d’entiers naturels, elle est par conséquent finie. Pour n = 0 ou 1, on a 'égalité
a, = au, + bvy, ; si cette égalité est vraie jusqu’au rang n et que a, # 0, alors

Aup1 +bvpy = aluy — guup-—1) + b(Vy — gnun-1)
= (auy + bvy) — gulaup_1 + bvy_1) = ap — Gnan-1 = An41,

donc elle est vraie au rang n + 1.

Si a;+1 =0, posons d = a,,. [l reste a démontrer que d est le pgcd de a et b. Montrons
que d divise a; pour tout n par récurrence descendente sur n; c’est vrai pour n = m
et n = m+ 1. Si c’est vrai pour tout entier au moins égal a n, I'égalité a,_; = a,+1 +
a,q, montre que c’est aussi vrai pour n — 1. En particulier, d divise ay = a et a; = b.
Inversement, la relation d = a,, = au,, + bv,, montre que tout diviseur commun a a
et b divise d, et est en particulier inférieur ou égal a d. Par suite, d est le plus grand
diviseur commun de a et b.

Nous avons vu que d = au,, + bv,, appartient au sous-groupe (a, b). Inversement,
tout élément strictement positif du groupe (a, b) est divisible par d donc est au moins
égala d. O

Le lemme d’Euclide s’exprime en termes de 'anneau quotient Z/ pZ de la fagon sui-
vante :
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PROPOSITION 1.1.3. — Soit n un entier tel que n > 1.
1) Soit a un nombre entier. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) les entiers a et n sont premiers entre eux;
(ii) la classe de a modulo n est inversible dansZ/nZ;
(iii) la classe de a modulo n est simplifiable dansZ/ nZ.

2) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Lentier n est un nombre premier;
(ii) l'anneauZ/nZ est un corps;
(iii) l'anneauZ/ nZ est integre;

Démonstration. — 1) Supposons les entiers a et n premiers entre eux et soit 1 = au +
vn une relation de Bézout. On a donc ait = 1 dans Z/nZ, ce qui démontre que a est
inversible dans Z/ nZ, donc (i) entraine (ii). Limplication (ii)= (iii) est évidente. Suppo-
sons maintenant que a et n ne soient pas premiers entre eux et notons d leur pgcd. On
peut ainsi écrire n = dm, avec 1 < m < n; comme a est multiple de d, am est multiple
de n, d’ot am = 0 dans Z/ nZ. Puisque m # 0, a n’est pas simplifiable, ce qui démontre
I'implication (iii)= (i) (ou plut6t sa contraposée).

2) Si n est un nombre premier, 7 est premier avec tout entier a tel que 1 < a < n; par
suite, tout élément non nul de Z/ nZ est inversible et Z/ nZ est un corps. Cela démontre
I'implication (i)=(ii) et 'implication (ii)= (iii) est évidente.

Inversement, si n n'est pas premier, il existe des entiers a et btelsque 1 <a,b< net
n = ab. Le produit @b des classes de a et b modulo 7 est donc nul bien qu’aucune des
deux ne soit nulle. Autrement dit, Z/ nZ n’est pas integre. O

Si n > 1, on note ¢(n) le nombre des entiers a dans l'intervalle [1, n] qui sont pre-
miers avec n.
On rappelle aussi le lemme chinois :

PROPOSITION 1.1.4. — Soit my,..., m, des entiers naturels non nuls; posons m =

n
i=1
famille (a; mod m;) passe au quotient et induit un homomorphisme

m;. Lhomomorphisme de Z dans [1}_,(Z/ m;Z) qui applique un entier a sur la

n
¢: ZImZ) — [ | @/ m;Z).

i=1
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Lesentiers my,..., my, sont premiers entre eux deux a deux;
(ii) Lhomomorphisme @ est surjectif;
(iii) Lhomomorphisme @ est injectif;
(iv) Lhomomorphisme @ est un isomorphisme.
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C. Factorisation

Lintérét que I'on porte aux nombres premiers vient que tout nombre entier (stric-
tement positif) s’écrit de maniere essentiellement unique comme produit de nombres
premiers :

THEOREME 1.1.5. — Pour tout nombre entier naturel n > 1, il existe une unique suite
finie (p1,..., pm), croissante, de nombres premiers telleque n=p; ... py.

Démonstration. — Démontrons ce résultat par récurrence sur 7.

Par convention, I'entier n = 1 est produit des termes de la suite vide () n’ayant aucun
terme.

Supposons le résultat vrai pour tout entier < n et soit p; le plus petit nombre premier
qui divise n. On peut écrire n = pyn’, ou n’ est un nombre entier tel que 1 < n’ < n.
Par récurrence, il existe une suite croissante (po, ..., pn) de nombres premiers tels que
n' = ps...pm, dolt n = p;...py. En outre, p, divise n donc p; < p, d’apres le choix
de pi, ce qui entraine que la suite (py,..., p;,) est croissante. Cela prouve 1’ existence
d’'une telle suite pour n.

Etablissons son unicité. Soit en effet n = q; ... q, une suite croissante de nombres
premiers telle que n = g ... gr. Puisque p, est le plus petit nombre premier divisant n,
ona p; < q;. D’autre part, le nombre premier p; divisant le produit ¢ ... g, divise 'un
des facteurs en vertu du lemme d’Euclide, donc est égal a 'un des facteurs, disons p; =
gi. On a alors q; < g; = p1 < q1, ce qui implique p; = ¢;. En simplifiant, on a n’ =
G>...qr = p2... pm- Par récurrence, les suites (¢, ..., q;) et (po,..., pm) sont égales; on a
doncr=met(q,...,q7) =(p1,---» Pm)- O

On peut aussi regrouper le produit précédent, nombre premier par nombre premier
et en déduire I'énoncé : Pour tout nombre entier naturel n > 1, il existe une unique suite
strictement croissante (py, ..., pm) de nombres premiers, et pour tout i, un entier stricte-
ment positif a;, tel que n = pfl ...pyr. Enfin, il est agréable d’autoriser des exposants
nuls, voire négatifs en faisant des fractions, de faire abstraction de I’ordre des facteurs,
d’autoriser un signe, ce qui amene a énoncer le résultat sous la forme équivalente :
Pour tout nombre rationnel non nul x, il existe une unique famille (ap) e 5 d'entiers
naturels, nuls sauf un nombre fini d’entre eux, et un unique élément € € {1} tels que
x = e[lper p*.

Lentier a, est appelé valuation p-adique du nombre rationnel x et est noté ord, (x).
On pose par convention ord,(0) = +oo. La valuation p-adique vérifie les propriétés
suivantes : pour xet ye Q,ona

ord,(xy) = ord,(x) +ord,(y) et ord,(x+y) > min(ord,(x),ord,(y)).
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On observera en outre que ord,(x + y) = min(ord,(x),ord,(y)) lorsque ord,(x) #
ord,(y); en effet, si ord,(x) < ord,(y), ona

ord,(y) > ord,(x) = ord,((x + y) — y) = min(ord, (x + y),ord,(y))

ce qui impose min(ord,(x + y),ord,(y)) = ord,(x + y), d’ot ord,(x) > ord,(x + y) et
donc I'égalité.

Pour qu'un nombre rationnel x non nul soit un entier relatif, il faut et il suffit que
ord,(x) = 0 pour tout x.

D. Caractere infini de 'ensemble des nombres premiers

THEOREME 1.1.6 (Euclide). — Lensemble &7 des nombres premiers est infini.

Démonstration. — Dans le cas contraire, & serait un ensemble fini que I’on pourrait
énumérer : & = {py,..., pm}. Soit alors N 'entier p;... p,, + 1. Il vérifie N > 1 donc est
multiple d'un nombre premier, c’est-a-dire de 'un des entiers py, ..., p;, disons p;. Par
soustraction, I'entier 1 = N — py ... p;, est aussi multiple de p;, ce qui est absurde. [

Dans ce chapitre, nous allons préciser ce résultat dans deux directions. La premiere
est quantitative : pour x > 0, posons 7(x) = card(£? n [1, x]), le nombre de nombres
premiers au plus égaux a x. Puisque & est infini, on a limy_.., 7(x) = +00. Le théoréme
des nombres premiers, conjecturé par Euler, Legendre, Gaull des le xviii® siecle mais dé-
montré indépendamment par Jacques Hadamard et Charles-Louis de la Vallée-Poussin
en 1896, fournit un équivalent de 7 (x) en +o0:

T(x) ~ .
logx

La seconde direction est plus qualitative : on peut s’'intéresser aux nombres pre-
miers p vérifiant une propriété de congruence, par exemple p = —1 (mod 4). Il est fa-
cile de voir que ce sous-ensemble est lui-méme infini : en effet, si py,..., pn sont des
nombres premiers congrus a —1 modulo 4, considérons 'entier N = 4p;...p,, — 1. 11
est aussi congru a —1 modulo 4 donc n’a que des facteurs premiers impairs, et en a au
moins un, disons p, qui est congru a —1 modulo 4. Ce nombre premier p n’est pas 'un
des p;, car sinon, 1 =4p; ... p,, — N serait multiple de p;. Cela fournit un autre nombre
premier congru a —1 modulo 4 ; on voit de la sorte qu’il y en a une infinité. Le théoréeme
de Dirichlet (1837) que nous démontrerons aussi affirme que dans toute progression
arithmétique {kn + a, k € N}, il y a une infinité de nombres premiers des lors que le
premier terme a et la raison n sont premiers entre eux.

Qu’on ne se réjouisse pas trop vite : malgré la beauté de ces deux énoncés, les ré-
sultats démontrés concernant les nombres premiers sont largement en deca des espé-
rances des mathématiciens. On ne sait par exemple toujours pas s’il existe une infinité
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de nombres premiers de la forme n? + 1, ou s'il existe une infinité de nombres pre-
miers p tels que p+2 soit encore un nombre premier (probleme des nombres premiers
«jumeaux »)...

Exercices

1) a) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers congrus a —1 modulo 6. (Si
p1,-.., pr sont des nombres premiers, considérer un facteur premier de6p; ...pr—1.)

b) Soit n un entier strictement positif. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres pre-
miers qui ne sont pas congrus a 1 modulo 7.

2) Soit f un polyndme non constant a coefficients entiers.

a) Montrer qu'il existe des entiers n arbitrairement grands tels que f(n) ne soit pas un
nombre premier.

b) Montrer que I'’ensemble des nombres premiers qui divisent 'une des valeurs f(n) de f,
pour n > 1, est infini.

3) a) Montrer que si p est un nombre premier tel que p = 3 (mod 4), il n’existe pas d’entier
a € Z tel que a? + 1 soit multiple de p. (Indication : Que vaut a”~! modulo p?)
b) En déduire qu'’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.

4) Le but de cet exercice est de prouver, suivant VA. Lebesgue, que 'équation y? = x> +7 n'a pas
de solutions en nombres entiers. On consideére une telle solution (x, y).

a) Démontrer que x est impair et que y est pair.

b) A I'aide de la factorisation x3 + 8 = (x + 2)(x2 — 2x + 4), démontrer que x3+8 posséde un
facteur premier congru a 3 modulo 4.

c¢) Démontrer que chaque facteur premier de y® + 1 est congru a 1 modulo 4. Conclure.

5) Soit a et b deux entiers strictement positifs. On suppose que pour tout nombre premier p,
le reste de la division euclidienne de a par p est inférieur ou égal au reste de la division eucli-
dienne de b par p.

SoitA=al=1-2...(a—1)aetB=(b—a+1)...(b—1)b, de sorte que B/A = (Z) Pour tout
nombre premier p et tout entier k, on note a(p*) et B(p*) le nombre de facteurs de A et B
respectivement qui sont divisibles par p*.

a) Montrer que ordy(a) = Y32, a(p®) et ord,(b) = X%, B(p").

b) Montrer que |a(pk) —,B(pk)| <L

c) Montrer que a(p) = B(p).

d) Montrer que pour p > a, ni Ani B n’est divisible par p.

e) Soit k(p) le plus grand entier k tel que B(p*) > 0. Montrer que B/ A divise [p<a p<P-1

f) En déduire que a = b (on commencera par démontrer que b < 2a).

6) Soit » un nombre entier > 1.
a) Montrer que 'on a

-1
@(n) = n]—[p—,
pln p
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ol le produit est étendu a I'ensemble des nombres premiers qui divisent 7.

b) Soit a un nombre entier relatif et soit d = pgcd(a, n). Si d = 1, montrer que l'ordre de la
classe @ de a modulo n dans le groupe Z/ nZ est égal a n.

¢) Montrer que 'ordre de a dans le groupe abélien Z/ nZ est égale a n/d.

d) Montrer que I'on a }_ 4, ¢(d) = n, ou la somme est étendue a I'ensemble des nombres
entiers d dans [1, n] qui divisent 7.

§1.2. Criteres de primalité ou de non-primalité

Au dela de l'intérét théorique que suscitent les nombres premiers, ils sont devenus
un outil important pour certaines applications des mathématiques a la vie courante,
notamment la cryptographie ou la signature électronique (Internet...) et les codes cor-
recteurs d’erreurs utilisés en télécommunication numérique.

La production de nombres premiers « aléatoires » de grande taille est ainsi deve-
nue une activité courante, rendant nécessaire le développement de méthodes efficaces
permettant d’affirmer qu'un nombre entier donné n est, ou n’est pas, un nombre pre-
mier. La méthode naive, tenter les divisions par tous les entiers inférieurs a /n, est
rapidement impraticable si n a plus de quelques chiffres. Le bon parameétre est plutot
le logarithme de n, c’est-a-dire (a un facteur pres) le nombre de chiffres de n écrit dans
une base arbitraire.

Les algorithmes dont nous allons parler ici résultent le plus souvent de théorémes
qui prennent I'une des formes suivantes :

— si n est premier, tout entier a tel que 1 < a < n vérifie une certaine propriété P(a).
Dans ce cas, il suffit d’exhiber un entier a tel que la propriété ne soit pas satisfaite pour
en déduire que n n'est pas premier; un tel a sera appelé témoin de non-primalité. En
revanche, savoir que tout entier a vérifie P(a) n'implique pas que n soit un nombre
premier.

— si n est premier, il existe un entier b, dans [1, n] vérifiant une propriété Q(b). On
dira que b est un témoin de primalité. Le second cas est symétrique : exhiber un entier b
vérifiant Q(b) prouve que b est un nombre premier. Il n’est cependant pas raisonnable
de tester tous les entiers successivement, a moins de savoir qu'’il existe un entier b vé-
rifiant Q(b) qui soit de taille modérée. Si I’on sait qu'une proportion importante d’en-
tiers b est constituée de de témoins de primalité, on peut tester la propriété Q(b) sur
des entiers b pris au hasard : si n est premier, la probabilité qu’aucun des entiers choi-
sis ne soit un témoin de primalité, est égale a (1— p) ¥ si p estla densité des témoins de
primalité et k le nombre d’essais, donc décroit trés rapidement avec k. Le test obtenu
est ainsi appelé probabiliste.

A. Critere de Fermat

Ce test repose sur le « petit théoreme de Fermat » :
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PROPOSITION 1.2.1. — Soit p un nombre premier ; pour tout entier a qui n'est pas mul-
tiplede p, onaaP ' =1 (mod p).

Démonstration. — L'ensemble des éléments non nuls du corps Z/pZ est un groupe
pour la multiplication ; son cardinal est p — 1. Par conséquent, pour tout a € (Z/ pZ)*,
aP~! = 1. Traduit en termes de nombres entiers, on obtient a”?~! =1 (mod p) si a est
un entier qui n’est pas multiple de p. O

Cette proposition fournit un test de non-primalité : si n est un nombre entier, il suf-
fit d’exhiber un nombre entier a dans l'intervalle [1,n — 1] tel que a” “1#£1 (mod n)
pour en déduire que n n’est pas un nombre premier. On I'appelle le fest de Fermat. On
observera que la donnée d’'un tel a prouve que n n’'est pas premier sans pour autant
I’écrire comme produit de deux entiers inférieurs a n.

Toutefois, il existe des nombres entiers n, appelés nombres de Carmichael, vérifiant
la propriété suivante : tout entier a tel que 1 < a < n qui est premier a n vérifie a1 = 1
(mod n). Pour ces nombres entiers-1a, les seuls témoins de non-primalité sont les en-
tiers a qui ne sont pas premiers a n et fournissent ainsi automatiquement une fac-
torisation partielle de n. Le plus petit d’entre eux, découvert justement par Robert
Carmichael en 1910, est 561 (voir I'exercice . Un théoréeme démontré par les mathé-
maticiens Alford, Granville et Pomerance en 1994 affirme qu'il existe une infinité de
nombres de Carmichael.

Malgré ce défaut, le test de Fermat est utilisé par I'algorithme de cryptage PGP pour
décider qu'un nombre entier donné est premier; la probabilité qu’il échoue étant
considérée comme négligeable.

En effet, si n n’est ni un nombre premier ni un nombre de Carmichael, on peut dé-
montrer qu'au moins la moitié des nombres entiers a de [1, n] qui sont premiers a n
sont des témoins de non-primalité pour le test de Fermat (exercice|9).

B. Test de Miller-Rabin

C’est un raffinement du test de Fermat qui repose sur la remarque suivante : si p est
un nombre premier et a un entier tel que a®> =1 (mod p), alors a = +1 (mod p). En
effet, 'hypothése est que p divise a’—1=(a-1)(a+1); il divise donc I'un des facteurs
d’apres le lemme d’Euclide.

PROPOSITION 1.2.2. — Soit p un nombre premier impair et soit a un nombre premier
non multiple de p. Notons r =orda(p—1), m= (p—1)/2" et soit s > 0 le plus petit entier
tel quea™ =1 (mod p).

Sis>0,alorsa™’ " =-1 (mod p).

Soit n un nombre entier impair, r = ord,(n—1) et m = (n—1)/2". Un témoin de non-
primalité de Miller-Rabin pour 7z est un entier a tel que a™"” # —1 (mod n) mais
a™’ =1 (mod n). Lintérét de ce test est qu'il est fiable : le phénomene des nombres
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premiers de Carmichael ne se produit plus. Plus précisément, si n est un nombre entier
impair tel que n > 1, au moins trois quarts des nombres entiers a dans [1, n] sont des
témoins de non-primalité de Miller-Rabin (exercice[10).

On dispose ainsi d'un algorithme de primalité de nature probabiliste : tirons k
nombres entiers au hasard dans [1, ] ; si n n’est pas premier, la probabilité qu’aucun
ne soit un témoin de non-primalité est inférieure ou égale a 1/4%. Autrement dit, si
I'on tire au hasard k nombres entiers et qu’aucun n’est un témoin de non-primalité de
Miller-Rabin, il y a de fortes chances pour que n soit premier.

Si 'on admet '’hypothése de Riemann généralisée, un théoréeme d’E. Bach (1990)
affirme que dés qu'un entier n > 1 n'est pas un nombre premier, il y a un témoin de
non-primalité inférieur a 2(logn)?. Cela permet d’envisager essayer les entiers dans
I'ordre et de tester si ce sont des témoins de non-primalité et fournit, sous I'hypothese
de Riemann généralisée, un algorithme déterministe pour décider de la primalité d'un
entier n dont la complexité est polynomiale en log .

C. Critere de Lucas

Il repose sur les propriétés des groupes abéliens finis.

LEMME 1.2.3. — Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement. Soit g et h des
éléments de G d’ordres m et n. Si m et n sont premiers entre eux, alors gh est d'ordre mn.

Démonstration. — Observons que les sous-groupes (g) et (h) n'ont pas d’autre élé-
ment commun que 1. En effet, 'ordre d’'un élément commun doit diviser m et n, donc
est égal a 1. Par suite, si (gh)™ = 1, qu'on peut récrire g"¥ = h™" puisque G est commu-
tatif. D’apres la remarque faite, gN = h N =1;ainsi, N est multiple de m et de n, donc
de mn. Inversement, (gh)™" = g""h™" = 1. O

PROPOSITION 1.2.4. — Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement. Pour
toute partie S de G, il existe un élément de G dont l'ordre est le plus petit multiple com-
mun des ordres des éléments de S. En particulier, il existe dans G un élément dont l'ordre
est multiple de l'ordre de chaque élément de G.

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de démontrer si G possede deux élé-
ments g et h d’ordres m et n, il posséde un élément d’ordre ppcm(m, n). Comme
ord, (ppcm(m, n)) = max(ord,(m),ord,(n)), on peut écrire m = m'm" et n = n'n", ot
les facteurs premiers de m' et n' sont ceux tels que ord,(m) > ord,(n), ceux de m"
et n” étant ceux tels que ord,(n) > ord,(m). Alors, gmN est d’ordre m’, tandis que h"
est d’ordre n”. Les entiers m' et n” sont premiers entre eux, leur produit est égal au
plus petit multiple comun de m et n; d’apres le lemme, I'ordre de g’””h"’ est égal

appcm(m, n). O
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme qui donne lieu au critére de prima-
lité de Lucas-Lehmer.

THEOREME 1.2.5. — Soit n un entier > 1. Supposons que pour tout facteur premier p
de n—1, il existe un entier a tel que a” ' =1 (mod n) et a”V'P #1 (mod n). Alors, n
est un nombre premier.

Démonstration. — Si a est un entier tel que a"~! =

1 (mod n), observons que a et n
sont premiers entre eux. Lhypothese signifie donc qu'il existe, pour tout facteur pre-
mier p de n—1, un élément a, du groupe (Z/nZ)* dont I'ordre divse n — 1 mais ne
divise pas (n—1)/p. Le plus petit multiple commun des ordres de ces éléments a,, di-
vise n — 1 mais n’est pas un diviseur strict de n—1; il est donc égal a n— 1. D’apres la
proposition le groupe (Z/nZ)* posséde un élément d’ordre n — 1. Cela impose

que (Z/ nZ)* soit d’ordre au moins n — 1, donc que n soit un nombre premier. O

Considérons par exemple I'entier n =571 ; puisque 'on a
n—-1=570=2x3x5x19,

il suffit de trouver dans le groupe (Z/571Z)* quatre éléments d’ordres ne divisant

pas 570/ p pour p = 2,3,5,19, autrement dit quatre entiers x,, tels que 571 divise x270_1,

p
570/ . .
P P et 571 soient premiers entre eux.

Lorsque p = 2, 570/p = 285 et x, = —1 convient. Voyons si x = 2 convient : on a
570/3=190,570/5=114 et 570/19 = 30. On a respectivement

tandis que x

2570 =1 2190 =461, 214=1 239=306 (mod571).

En particulier, 'ordre de 2 dans (Z/571Z)* divise 570 mais ne divise pas 570/p si
p =3 ou 19. Il reste & trouver un entier x convenant pour p = 5; comme 34 = 481
(mod 571), il convient et cela conclut la démonstration que 571 est un nombre premier.

Le défaut de ce critére est de nécessiter la factorisation de n — 1, mais des variantes
permettent de se contenter d'une factorisation partielle, cf. I'exercice Son intérét
est qu'il produit un certificat de primalité : la simple donnée des entiers x, = —1, x3 =2,
X5 = 3 et x19 = 2 permet a n'importe qui de vérifier rapidement que 571 est effective-
ment un nombre premier.

Il est néanmoins utile lorsque 7 est un nombre de Fermat, c’est-a-dire de la forme
22" +1; on obtient alors le critéres de Pépin et de Proth :

COROLLAIRE 1.2.6 (Criteres de Pépin-Proth). — Soit r un nombre entier tel que r > 2.
Pour que le nombre de Fermat F, = 2%’ + 1. soit un nombre premier, il faut et il suffit que
l'on ait l'une des congruences suivantes :

a) 3FD2=_1 (mod F,);
b) 5F~D/2=_1 (mod F,).
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Démonstration. — Comme F, —1 = 22r, la suffisance de ces conditions résulte du cri-
tere de Lucas. Supposons inversement que F; soit un nombre premier et vérifions ces
deux congruences. Elles signifient en fait que 3 et 5 ne sont pas des carrés modulo F; et
résultent immédiatement de la loi de réciprocité quadratique de Gaull compte tenu des
congruences F, =1+ (-1)2 =2 (mod 3) et F, =1 4427 2141?22 mod 5). O

Voir I'exercice 14| pour une démonstration des cas de la loi de réciprocité quadra-
tique qui ont été utilisés dans la démonstration précédente.

Sous les hypotheses du critere de Lucas, le groupe multiplicatif (Z/ nZ)* est cyclique.
Il est important de savoir que cette propriété est vérifiée pour tout nombre premier
puisque cela montre que les hypotheses de ce critére sont aussi nécessaires. Plus gé-
néralement :

THEOREME 1.2.7. — Soit F un corps commutatif et soit G un sous-groupe fini de F*.
Alors G est cyclique.

Démonstration. — Soit g un élément de G dont 'ordre, disons 7, est multiple de
'ordre de tout élément de G. Tout élément x de G vérifie x”* = 1. Comme F est un corps
commutatif, 'équation polynomiale x" = 1 dans F a au plus n solutions. Comme les
n éléments 1,g,g2,...,g"""! du sous-groupe de G engendré par g sont solutions, on a
nécessairement G = (g). O

Seconde démonstration. — Soit n 'ordre de G. D’apres le lemme et une récurrence
évidente, il suffit de produire, pour tout facteur premier p de G, un élément g, de G
dont I'ordre est p°™d»("_ En effet, le produit des gp sera un élément de G d’ordre n.
Comme F est un corps commutatif, I'équation polynomiale x*'? = 1 a au plus n/p
solutions ; comme G est d’ordre n > n/p, il existe donc un élément x de G tel que x™/7 #
1. Posons alors y = x™?". On a y”" =1 mais y”r_1 = x™'P £ 1. Par suite, 'ordre de y est
un diviseur de p” qui ne divise pas p’~!; c’est donc p” et on peut poser g =Y. O

Lintérét de la seconde démonstration est qu’elle se préte au calcul effectif d'un gé-
nérateur. Montrons-le sur un exemple, disons le calcul d’'un générateur du groupe mul-
tiplicatif (Z/71Z)*.Ona71—-1=70=2 x5 x 7; d’apres la démonstration, nous devons
trouver des éléments d’ordres 2, 5 et 7.

Il est clair que g = —1 est d’ordre 2. Cherchons un élément d’ordre 5; il suffit de
trouver un élément x tel que x'* # 1 (mod 71). Essayons x =2 :

214 =4"=4.(16)2=4-(16)-(256) =64-43=-7-43=-301=-17 (mod 71).

Par suite, g5 = —17 est d’ordre 5. De méme, cherchons un élément x tel que x10#£1
(mod 71) et essayons encore x =2 :

210=16-64=16-(-7)=-112=30 (mod 71)
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si bien que g7 = 30 est d’ordre 7. Leur produit
2887 =(-1)x(-17)x(30)=510=13 (mod 71)

est ainsi un générateur du groupe multiplicatif (Z/71Z)*.

Remarque 1.2.8. — On peut raisonner a l'envers et se demander, un entier a étant
donné, pour quels nombres premiers p est-ce que a est un générateur du groupe mul-
tiplicatif (Z/ pZ)*. Pour qu'un tel nombre premier impair existe, une condition néces-
saire évidente est que a ne soit pas un carré : si p est impair, les carrés de (Z/pZ)*
forment un sous-groupe strict. De méme, a = —1 n’est un générateur de (Z/ p*)* que si
p =2 ou p = 3. Une conjecture du mathématicien Emil Artin est que ces deux condi-
tions nécessaires sont suffisantes pour qu’il existe une infinité de tels nombres pre-
miers! Cette conjecture est toujours ouverte : on ne connait a ce jour aucun nombre
entier a pour lequel on sache qu’elle est vérifiée. Cependant, C. Hooley a démon-
tré en 1967 qu’elle est vérifiée si 'hypothése de Riemann généralisée I’est, tandis que
R. Heath-Brown (1985), généralisant des travaux de R. Gupta et M. Ram Murty (1984),
a montré qu’elle est vérifiée pour tout nombre premier a sauf au plus 2. Par exemple,
des entiers 3, 5 et 7, au moins I'un est un générateur de (Z/ pZ)* pour une infinité de
nombre premiers p.

Exercices

7) a) Soit n et m des nombres entiers. Montrer que le groupe (Z/ nZ) x (Z/ mZ) est cyclique si et
seulement si n et m sont premiers entre eux.

b) Si n est une puissance de 2, montrer que (1 +4x)” =1 +4nx modulo 8n.

¢) Soit a un entier > 2 et n = 2%. Montrer que l'ordre de (la classe de) 5 dans (Z/nZ)* est égal
4292 Le groupe (Z/nZ)* est-il cyclique ?

d) Soit p un nombre premier impair, @ un entier > 2 et n = p“. Si x est un entier, montrer
que x” = x (mod p). Montrer par récurrence sur a > 2 que les conditions x =1 (mod p“_l) et
xP =1 (mod p?) sont équivalentes.

e) Soit x un entier dont la classe modulo p engendre (Z/pZ)*. Montrer que (la classe de) x
engendre (Z/nZ)* si et seulement si xP71#£1 (mod pz).

f) Si xP~! =1 (mod p?), montrer que (x + p)’~! #1 (mod p?). En déduire qu'au moins I'un
des deux, x ou x + p, est générateur de (Z/nZ)*.

g) Pour quels nombres entier 7 le groupe (Z/nZ)* est-il cyclique ?

8) a) Soit n > 1 un nombre entier sans facteur carré tel que pour tout facteur premier p de n,
p—1divise n— 1. Démontrer que n est un nombre premier ou un nombre de Carmichael.
b) En déduire que 561 est un nombre de Carmichael.
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9) Soit n un nombre entier tel que n > 1. Soit p un facteur premier de n et soit r = ord,(n) ; on
pose m=nlp’.

a) Soit a, un générateur du groupe cyclique (Z/p’Z)* et soit a un nombre entier tel que
a = a, (mod p)eta=1 (mod m). Si a™ 1 =1 (mod n), démontrer que r=1etque p-1
divise n— 1.

b) Si r > 2 ou si p—1 ne divise pas n — 1, démontrer que pour au moins la moitié des élé-
ments a de (Z/nZ)*, a1 #1.

¢) Démontrer que si n est un nombre de Carmichael, alors 7 est sans facteur carré et p—1
divise n — 1 pour tout facteur premier p de n (théoréme de Korselt, 1898).

d) Démontrer qu'un nombre de Carmichael est impair et a au moins trois facteurs premiers
distincts.

e) Soit k un nombre entier tel que les trois entiers 6k+1, 12k+1 et 18k+1 soient des nombres
premiers. Montrer que leur produit (6k + 1)(12k + 1)(18k + 1) est un nombre de Carmichael
(Chernick, 1939).

10) a) Montrer que dans un groupe cyclique G d’ordre pair, I'équation 2g = 0 possede exacte-
ment deux solutions.

b) Soit n un nombre entier impair tel que > 1 et soit u le nombre de facteurs premiers dis-
tincts de n. Démontrer que dans le groupe (Z/nZ)*, I'équation a? = 1 posséde exactement
2% solutions.

¢) On suppose que n n'est pas premier, c’est-a-dire que u > 2. Démontrer que parmi les
nombres entiers a de [1, n] qui sont premiers a n, les témoins de non-primalité de Miller-Rabin
de 7 sont en proportion au moins égale a 1 —2'"% > 3/4,

11) a) Soit N un entier tel que N > 2. Soit p un nombre premier qui divise N — 1 et soit e le plus
grand entier > 1 tel que p° divise N — 1. Soit @ un entier tel que a”~! =1 (mod N) et tel que
a™N=1/P et N soient premiers entre eux. Soit £ un nombre premier qui divise N.

Montrer que (la classe de) a est inversible dans (Z/¢Z). Si t désigne son ordre, montrer les
divisibilités p®|t et t|¢ — 1. En déduire que £ =1 (mod p®) (critere de Pocklington).

b) Soit N un entier > 2. On écrit N = 1 + uv et on suppose que pour tout nombre premier p
qui divise u, il existe un entier a comme dans la question précédente. Montrer que tout facteur
premier ¢ de N est congru a 1 modulo u. Si de plus v < u + 1, en déduire que N est un nombre
premier (critére de primalité de Pocklington-Lehmer).

12) a) Si2" + 1 est un nombre premier, montrer que » est une puissance de 2.

b) On pose F;, = 22" 41 (nombres de Fermat). Montrer que F;, est premier pour n=0,1,2,3,4.

¢) Si n # m, montrer que F, et F,;, sont premiers entre eux; écrire une relation de Bézout.

d) Montrer que 641 divise Fs. Cette divisibilité a été découverte par Euler, contredisant ainsi
une affirmation de Fermat selon laquelle les F, seraient tous des nombres premiers. (Ecrire
232 +1=16(2")* +1 et remarquer que 16 = 641 — 625.)

e) Soit p un nombre premier qui divise F,,. Montrer que 2 est d’ordre 2"*+1 dans (Z/ pZ)*. En
déduire que p=1 (mod 2"*1).

f) (suite) En utilisant que 2 est un carré modulo p, démontrer que p=1 (mod 2"*?) (Lucas).
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13) Soit p un nombre premier impair.

a) Démontrer que dans (Z/pZ)*, (p —1)/2 éléments sont des carrés et et (p—1)/2 n'en sont
pas.

b) Soit a un entier non multiple de p. Démontrer que a'?~Y/2 vaut +1 modulo p.

Démontrer que pour que a soit un carré dans (Z/pZ)*, il faut et il suffit que a’?~V/? = 1
(mod p). (Les carrés de (Z/pZ)* vérifient cette condition; combien d'éléments au plus la
vérifient-ils ?)

¢) Pour que —1 soit un carré modulo p, il faut et il suffit que p soit congru a 1 modulo 4.

d) Montrer que (p—1)! = —1 modulo p.Si p=1 (mod 4), démontrer que a = ((p—1)/2)! vérifie
a’? =-1 (mod p). Est-ce un moyen pratique de déterminer une racine carrée de —1 dans Z/ pZ
lorsque p est grand ?

14) Cet exercice propose la démonstration directe de quelques cas de la loi de réciprocité qua-
dratique, a partir de la remarque que pour certaines valeurs de n, 2 cos(2r/ n) vérifie une équa-
tion du second degré dont le discriminant est + 7.

a) Soit x une racine primitive huitieme de I'unité. Montrer que x + 1/x est solution d’'une
équation du second degré a coefficients dans F;, dont le discriminant est 2. En déduire que 2
est un carré modulo p si p=+1 (mod 8). Inversement, si 2 est un carré modulo p, montrer que
x et 1/x sont solutions d'une équation du second degré de discriminant —2. En déduire que
p=+1 (mod 8).

b) Ecrire I'équation du second degré dont les solutions sont les racines primitives cubiques
de I'unité. En déduire que —3 est un carré modulo un nombre premier p > 4 si et seulement si
p=1 (mod 3).

¢) Soit p un nombre premier tel que p > 5. Soit x une racine primitive cinquieme de I'unité
dans une extension de F,,. Montrer que u = x+1/x est solution d'une équation du second degré
de discriminant 5. Si p?> =1 (mod 5), en déduire que 5 est un carré modulo p.

d) (suite) Supposons inversement que 5 soit un carré modulo p. Montrer que x et 1/x sontles
solutions de I'équation > — tu + 1 = 0. Montrer que x” est aussi une solution de cette équation
et en déduire que 'on a xP = x ou xP = 1/x, puis que p = +1 (mod 5).

15) a) Soit » un nombre entier qui n’est pas multiple de 3. Montrer que 41> + 3 posséde un
facteur premier p tel que p =7 (mod 12).
b) Démontrer qu'’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 7 modulo 12.

16) Soit p un nombre premier de la forme 4¢ + 1, o1 ¢ est un nombre premier. Démontrer que
2 est un générateur du groupe (Z/ pZ)*.

17) Si r est un entier, on pose M, = 2" —1 (nombres de Mersenne).

a) Si M; est un nombre premier, démontrer que r est un nombre premier.

b) Soit p un nombre premier tel que p > 2. Montrer que tout facteur premier de M), est
congru a 1 modulo p, eta +1 modulo 8.

¢) On dit qu'un nombre entier est parfait s’il est égal a la somme de ses diviseurs (stricts,
c’est-a-dire sauf lui-méme). Démontrer qu'un nombre entier pair n est parfait si et seulement
s'il existe un nombre premier p tel que M), soit un nombre premier et n = 2’”‘1Mp.



16 CHAPITRE 1. NOMBRES PREMIERS

§1.3. Le théoréme des nombres premiers

Rappelons que 'on note & I'ensemble des nombres premiers et 7(x) le cardinal
de & N1, x]. Lobjectif de ce paragraphe est le théoreme suivant, communément ap-
pelé théoreme des nombres premiers :

THEOREME 1.3.1. — On a l'équivalent, lorsque x tend vers +oo,

7(x) ~ .
logx

Je vais essentiellment suivre, en rajoutant quelques détails, la présentation (en a
peine 4 pages!) que donne Zagier dans [8] d'une démonstration due a D. J. Newman.
Comme dans presque toutes les preuves du théoréme des nombres premiers, nous au-
rons a faire usage de la théorie des fonctions holomorphes. Presque toutes, car il existe
des démonstrations « élémentaires » qui ne recourrent pas a ’analyse complexe; ces
démonstrations sont cependant moins transparentes et plus difficiles a exposer! La
premiere démonstration élémentaire est due a Erdos et Selberg, une démonstration de
Daboussi est exposée dans le bien joli petit livre [7].

A. Lafonction de zéta de Riemann et sa dérivée logarithmique

Définissons, pour tout nombre complexe s tel que R(s) > 1,
=1
((s) = Z —-
n=11

La fonction ainsi définie est appelée fonction zéta de Riemann; bien qu’introduite par
Euler vers 1727, c’est B. Riemann qui, dans un somptueux article publié en 1859, en a
révélé toute 'importance dans la théorie des nombres premiers.

Par comparaison a I'intégrale [ dt/t%, pour a > 1, on voit que cette série converge
normalement dans le demi-plan fermé d’équation R(s) < a. Comme chaque terme
de la série est une fonction holomorphe dans le demi-plan ouvert R(s) > a, la fonc-
tion zéta de Riemann est une fonction holomorphe sur ce demi-plan, donc sur leur
réunion qui est le demi-plan ouvert d’équation R(s) > 1. Son comportement au bord
de ce demi-plan va s’avérer crucial. Pour a € R, on notera Q, '’ensemble des nombres
complexes s tels que R(s) > a.

Le lien avec les nombres premiers provient de la formule :

PROPOSITION 1.3.2. — Pour tout nombre complexe s tel queR(s) > 1, ona

1 1

1
()= —— = —,
1-2-51-3 e 1= P

ot le produit infini converge absolument dans l'ouvert Q,, uniformément dans chaque
demi-plan Q, avec a > 1.
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Démonstration. — Pour R(s) > 1, [p~| <letl'ona

La convergence absolue du produit infini pour R(s) > 1, et sa convergence uniforme
pour R(s) > a si a > 1, proviennent ainsi du fait que

et de la convergence absolue (resp. uniforme...) de la série de Riemann.
Soit T'un nombre entier. On peut alors développer le produit des facteurs 1/(1—p~*)
pour p premier, p< T :si Zn[1,P] ={py,..., p:}, on obtient

1

et VDDA Z Z AN AN

—p=S
p i<tm;=0

peZn(L,T)

C’est une sous-série de la série qui définit la fonction zéta de Riemann : seuls sont pré-
sents les termes n~° oll n est un entier dont tous les facteurs premiers sont inférieurs
a T, et ces termes apparaissent une fois et une seule d’apres le théoréme de décompo-
sition en facteurs premiers. En particulier, cette série multiple converge absolument si
R(s) > 1, ce qui justifie le développement fait. En outre,

(-]

p<T1_p

<2 |7l

n>T

ce dernier terme tend vers 0 quand T tend vers 'infini en vertu de la convergence de la
série de Riemann. Par suite, le produit infini écrit vaut {(s). O

PROPOSITION 1.3.3. — La fonction { sétend en une fonction méromorphe sur C. Ce
prolongement a un unique pole en s = 1, simple et de résidu s = 1.

Démonstration. — On se contente de montrer |'existence d'un prolongement a 'ou-
vert Q. Pour cela, observons que pour R(s) > 1,

((s)——:Zn f x Sdx
n=1
00 n+1 1 1
rlzz“lj:l (ﬁ — F) dx.
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Notons f;,(s) 'intégrale figurant au n-ieme terme de cette série. Par intégration par

parties,
n+1 1 1
s) = ——-—|dx
o= (w
1 1 n+1 n+1
= (———)(n+1—x) +sf n+1-x)x"ldx
n® x3 n n
n+1
= sf (n+1-x)x*dx,
n
si bien que
[s]
9] < ot

La fonction f,, est holomorphe sur ) et la majoration précédente entraine que la série

Y. fn(s) converge pour tout s € Qp, uniformément dans tout ouvert Q, avec a > 0. La

somme de cette série définit donc une fonction holomorphe f sur le demi-plan Q.
1

Pour R(s) >1,onal(s) = =+ f(s); cette derniére expression fournit le prolongement

voulu. B

Dans la suite, on notera encore { le prolongement méromorphe de la fonction zéta
de Riemann.

B. Non-annulation de la fonction zéta sur la droite R(s) = 1

Méme s’il est difficile de le concevoir au premier abord, c’est dans cette propriété
analytique de la fonction zéta de Riemann que réside le cceur de la démonstration du
théoréme des nombres premiers.

PROPOSITION 1.3.4. — Pour tout nombre complexe s # 1 tel queR(s) > 1, ona{(s) #O0.

Démonstration. — Lorsque R(s) > 1, cela résulte de I'expression de {(s) comme pro-
duit infini, aucun facteur n’étant nul. Toujours pour R(s) > 1, la dérivée logarithmique
du produit infini [T, 1/(1 - p™) s’écrit

0 _y logp :Zlogp Ly logp
() Fp-1 F p° Fpp-1

Comme log p = O(p®) pour tout € > 0, les deux séries du second membre convergent
pour R(s) > 1 et R(s) > 1/2, par comparaison avec la série de Riemann et définissent
des fonctions holomorphes dans les ouverts Q; et Q,,, respectivement, que I’on notera
® et V. (En effet, elles convergent uniformément dans tout Q, aveca>1leta>1/2.)

L'expression ®(s) = —('(s)/{(s) — ¥ (s) montre que ® posséde un prolongement mé-
romorphe dans le demi-plan Q;,,. Ses poles proviennent du pole simplede { en s =1,
avec résidu 1, et des zéros de ¢ dans le demi-plan Q;,,, avec résidu —1. Autrement dit,

lim(oc-1)®(0)=1, lim(o-1)®c+it)=-m
o—1 o—1
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si  possede un zéro d’'ordre men 1+ i7.

Suppsosons donc que ( ait un zéro d’'ordre m en s = 1 + it et un zéro d’ordre n en
1+2it. Comme ((5) = m, ( aaussiun zéro d’ordre men s=1-it etun zéro d’ordre n
en 1 —-2i7. Observons que pour tout nombre réel o > 0,

2 . .
k—Zz (Zj PO +iTh) :;_k;gap (p‘2”+4p‘”+6+4p”+pz”)
_ logp —iT iT 4
_; o (p +p )

I
=) ﬁgp(z cos(tlogp))* > 0.
p P

Lorsque 'on multiplie cette expression par o — 1, pour o un nombre réel > 1, et que
I'on fait tendre o vers 1, on obtient

—-n—-4m+6-4m-n=0,
c’est-a-dire 8m +2n < 6. Nécessairement, m = 0 : la fonction { ne s’annule pas en

1+ir. O

Mettons en exergue un résultat établi au cours de la démonstration :

COROLLAIRE 1.3.5. — La série ®(s) =} ,(log p)/ p* converge pour R(s) > 0, définit une
fonction méromorphe dans l'ouvertQ,», et wa pas de pole dans un voisinage du demi-
plan {R(s) > 0}.

C. Un théoréeme taubérien, et la conclusion

Pour tout nombre réel x > 0, on pose

6(x)=)_ logp.

p<x

Nous allons voir que la connaissance du comportement de 0 équivaut a celle du com-
portement de la fonction 7, mais elle est plus facile a étudier.

LEMME 1.3.6. — Sif0(x) ~ x en +oo, alors m(x) ~ x/log(x).

Démonstration. — Supposons donc 6(x) ~ x. On a donc

O(x)= ) logp< ) logx < m(x)logx.

p<x p<x

En particulier,

. . 0(x)
limsup Llimsup—— < 1.
x—oo X/logx x—oo X
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Dans l'autre sens, si € est un nombre réel tel que 0 <e <1,

0(x) > Z logp

x1_£<p<x

Z (1-¢)logx

xl—egpgx

(1-¢)logx (m(x) - m(x'™9)

WV

=
> (1-e)m(x)logx+0(x7¢/%)

puisque 7(x) = O(x). Il en résulte que

liminf@>(l—£)liminf 7(x) ,
x x—oo x/logx

soit encore, en faisant tendre € vers 0,

X 0(x
liminf () gliminfg =1.
x—oo x/logx x
Le lemme est ainsi démontré. O

Il suffit donc de démontrer ’équivalent 8(x) ~ x, ce qui va passer par une forme
apparemment plus faible :

LEMME 1.3.7. — Si l'intégrale
oo 6 _
1 X

converge, alors (x) ~ x au voisinage de +oo.

Démonstration. — Si x est un nombre réel tel que 8(x) > Ax, avec A > 1, alors

AX (1) -t AXO(x) -t AX Ax—t AA—t
f () dt>f (x) dt}f a dt:f dr>0.
X 12 X 12 X 12 1 t?

(La premiere inégalité provient de ce que 0 est croissante.) L'existence de tels nombres
réels arbitrairement grands contredit donc le critere de Cauchy pour la convergence de
I'intégrale de (0(x) — x)/x?. Dans 'autre sens, si x est un nombre réel tel que 0(x) < Ax,
avec A < 1, alors

X _ X _ X _ 11 _
f o(1) tdtgf 0(x) tdtgf Ax tdt:f A—t
Ax P2 Ax PP Ax PP A 1P

La encore, I'existence de tels nombres réels arbitrairement grands contredit le critere
de Cauchy. Cela démontre le lemme. O

dt<0.

La relation entre I'intégrale (*) et notre probléme vient de la relation suivante, pour
R(s) > 1. Notons py, po,... la suite (croissante) des nombres premiers; posons aussi



§1.3. LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 21

po = 1. Via une transformation d’Abel, on a donc, pour tout nombre complexe s tel que
R(s)>1,

X 1o
O(s) = Y —oP

i=1 P;

_ & 0(pi) —0(pi-1)
i=1 pf
0 1 1

=) 0(pi) (—S— 5 )
i=1 i i+1
&8 pi+1 g

=) 0(p) —dx
i=1 Pi

o0 S
= 0(x) e dx.

2
On peut réduire la borne inférieure de cette derniere intégrale a 1 puisque 6(x) = 0 pour
x<2,dou

D(s) = sf 0(x)x > dx.
1

Comme 1/(s—1) = [{°x *dx, on adonc

S X 0(x)—x
d)(s)—;:sfl P, ax.

Lorsque s tend vers 1, le membre de gauche a une limite car ® a un poéle simple de
résidu 1 en s = 1; il s’agit de démontrer que cette limite est obtenue en passant a la
limite sous le signe somme.

Via le changement de variables x = e’, on écrit alors

D(s 1 o0
L - :[ f(t)e_”dt,
S s—1 0
ol f(r) =0(e")e”! — 1. Le résultat voulu découle alors du théoréeme taubérien suivant,
de nature purement analytique.

THEOREME 1.3.8 (Newman). — Soit f: Ry — C une fonction mesurable bornée,
de sorte que, pour tout nombre complexe s tel que R(s) > 0, lintégrale g(s) =
JoS f(ve st dt, converge et définit une fonction holomorphe dans le demi-plan Q.
Supposons que cette fonction g s'étende en une fonction holomorphe, toujours notée g,
définie au voisinage du demi-plan {R(s) > 0}. Alors, l'intégrale [;° f (¢) dt existe et vaut
g(0).

Pour conclure, il reste a vérifier que la fonction f est bornée; cela fait 'objet du
dernier lemme de ce paragraphe.

LEMME 1.3.9. — Il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que 0(x) < cx pour x > 2.
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Démonstration. — Pour n € N, la formule du bindme entraine I'inégalité

2n
2 =1+ 1) >

Décomposons ce dernier coeficient binomial en facteurs premiers. Comme on a

2n|  (n+1)(n+2)...2n)
nl 1-2...2n

)

tout nombre premier p tel que n < p < 2n divise exactement (*""). Par suite,
2n
n n<p<2n

d’oli,en prenant les logarithmes, I'inégalité 8(2n) — 0(n) < 2nlog2. Soit x un nombre
réel et soit n la « partie entiere supérieure» de x/2;onadonc n—-1< x/2< net2n-2<
X < 2n; par suite

0(x)-0(x/2) <02n)-0(n—-1)<2nlog2+0(n)—0(n—1) < n(2log2+1) < x(1+2log2)

puisque n <1+ x/2 < x si x > 2. Cette inégalité est évidemment vérifiée pour x tel que
0 < x < 2 puisqu’alors 0(x) = 0. Alors, pour x > 1,

o0 (o0
0(x) < ZO (0(x72™) —0(x/2™h)) < (1 +2log2) Zozin <2(1+2log2)x.
n= n=
Le lemme est ainsi démontré. O

D. Démonstration du théoréme taubérien

Pour tout nombre réel T > 0 et tout nombre complexe s, posons g7(s) = fOT f(ne stdt.
La fonction gr estholomorphe sur C et il s’agit de démontrer que 'on alimy_., g7(0) =
g(0).

Par hypothese, la fonction f est bornée; posons donc B = maxis > | £ (1)

Pour R > 0 grand et 6 > 0 petit, soit Q I'ouvert du plan formé des nombres com-
plexes z tels que |z| < R et R(z) > —6. Lorsque R est fixé, et 6 > 0 est assez petit (dé-
pendant de R), la fonction g est définie et holomorphe au voisinage de Q. Notons C la
frontiere de Q et considérons-la comme un lacet. D’apres le théoréme des résidus,

1 2T z?\ dz
(E) g(O)_gT(O):ﬁj;(g(z)_gT(Z))e (1+ﬁ)

Pour R(z) > 0, g(z) est égale a l'intégrale [;° f(1)e *' dt sibien quel'on a

V4

|g(2) - gr(2)| = UT f(e ' dt

*© B
< Bf e R gp= — e RAT
T R(2)
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Toujours pour R(z) >0, on a
le%(z)T R + 2l 2R(2) R@T

o)

R? R z R R?
si, de plus, z € C, puisqu’alors |z| = R. La contribution a I'intégrale (E) du demi-arc de
cercle C; formé des z € C tels que R(z) > 0 est ainsi majorée par

dz| ¢(C,)2B B
The )2 o=
me |82~ gr(a)| e (+R z 271 R R

Soit C_ la partie du lacet C contenue dans le demi-plan R(z) < 0. Pour calculer I'in-

tégrale
22
d
f gT(z)eZT(l + ﬁ) 7Z

on peut remplacer le lacet C_ par le demi-arc de cercle C” = C; car l'intégrande n’'a pas
de pole dans le demi-plan R(z) < 0, g7 étant holomorphe sur C. Sur cet arc de cercle C’,
ona

~

lgr(2)| =

fo(t)e_tht <Bf RE gL —— B T
0 —R(2)

Pour tout z € C’, on a comme précédemment la majoration

2
<7 1+Z_ 1 §+f _ 2|§R(z)|e§R(z)T
R2) z z R R?

1
— _e§R(z)T
R

Ainsi,

I,<£(C’)2B<B
' "9o7 R2TR

2T dz
2171[ glz)e ( ) '

Majorons enfin I'intégrale

Posons
z2\ 1
B = max g(2) 1+—)—‘.
zeC R2) z
Lelacet C_ est formé de deux bouts d’arcs de cercles de longueurs au plus Rarcsin() <
2R6 et d'un segment de droite contenu dans la droite d’équation R(z) = -6 et de

longueur 2v' R? - §2 < 2R. La partie de l'intégrale I’. correspondant aux deux arcs de
cercles est ainsi majorée par

4R6 _,

—8B

2m

tandis que la partie de I'intégrale correspondant au segment de droite est majorée par

2R

2n

)

Be o7,

Ainsi,
/ /R 6T
|IT|<B;(26+e ).
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Mettant bout a bout les trois majorations obtenues, nous pouvons donc affirmer que
B R
80~ gr(0)] <27 +B~ (26+¢77).
T

Soit € > 0 et montrons que pour T assez grand, | g(0) - gT(0)| est inférieur a €. Com-
mengcons par poser R = 2B/¢ puis § > 0 de sorte que 2R6B'/n < €. Comme e 0T tend
vers 0 en décroissant quand T tend vers l'infini, il existe Ty tel que (RB'/m)e %™ < €.
Alors, pour T > Ty, on a

|g(0) - gr(0)|<e+e+e=3e¢.

Cela démontre que limr7_., g7(0) = g(0) et conclut la démonstration du théoréeme tau-
bérien ainsi que celle du théoréme des nombres premiers!

E. Lhypothese de Riemann

Nous avons vu que le théoréeme des nombres premiers repose sur la non-annulation
de la fonction ¢ de Riemann sur la droite {R(s) = 1}. L' hypotheése de Riemann est qu’en
fait la fonction ¢ ne s’annule pas dans le demi-plan Q2. On peut démontrer que cela
entraine le développement asymptotique suivant :

*odt
> logt

ou € > 0 est un nombre réel arbitraire. (Lintégrale du second membre, appelée loga-
rithme intégral, est équivalente a x/logx au voisinage de +o00.) Inversement, s’il existe
un zéro de la fonction zéta de Riemann dont la partie réelle est égale a a avec % <a<l,
alors on ne peut pas choisir € < a — % dans le développement asymptotique.

Cette hypothése figure dans 'article de Riemann de 1859 mais n’est toujours pas
démontrée. Elle fait 'objet d’'une mise a prix d’'un million de dollars par la fondation
Clay.

Lhypothese de Riemann généralisée est I'extension de cette conjecture aux fonc-
tions L de Dirichlet qui sont introduites au paragraphe suivant, et plus généralement,
aux fonctions zéta de Dedekind associées aux corps de nombres.

Exercices
18) a) En utilisant le fait que la fonction {(s) tend vers +oco quand s tend vers 1 par valeurs
supérieures, démontrer que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

19) On note pj, le n-iéme nombre premier. En outre, les fonctions 8 et ¢ sont définies par

0(x)= ) logp, w(s)= ) logp,

p<x pmsx

ol les sommes sont prises sur I’ensemble des nombres premiers et des puissances de nombres
premiers inférieurs ou égaux a x.
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Montrer que les énoncés suivants sont équivalents au théoreme des nombres premiers :
a) pp ~ nlogn;
b) 0(x) ~ x;
) y(x) ~x.
20) a) Démontrer I'égalité

2n a S ( 2n n
= p’r,  ap= L—J—ZL—J).
( n ) pgn P mz::1 p " p "

b) Démontrer que pour tout nombre premier p, a, < |log2n/logp].

c) Vérifier que (2”") > 2" et en déduire que y(2n) > nlog2. (La fonction v, ainsi que la fonc-
tion 0, est définie dans I'exercice précédent.)

d) Démontrer alors qu'il existe un nombre réel c tel que 8(n) > cn pour n > 2.

21) Démontrer que pour tout entier n > 1, 8(n) < 2nlog2. (Reprendre en étant plus soigneux
les arguments de la démonstration du lemme|[1.3.9])
22) Le but de cet exercice est de démontrer le postulat de J. Bertrand : il existe pour tout entier n
un nombre premier p tel que n < p <2n.

a) Vérifier que 'assertion est vraie si n < 1000.

On suppose dans la suite que n est un entier qui met en défaut le postulat de Bertrand et on
reprend les notations de I'exercice

b) Soit p un facteur premier de (2:) ; démontrer que p < %n

¢) Soit p un nombre premier tel que p? divise (*"). Démontrer que p < v27.

d) Déduire des deux questions précédentes et de I'exercice[21]que 'on a

2 4
log( nn) < §n10g2+ v2nlog(2n).

e) Démontrer que (2,:1) > 22"/2p et obtenir une contradiction.

23) Vérifier que le résultat de I'exercice |5|est une conséquence immédiate du postulat de Ber-
trand démontré dans I'exercice22]

24) Dans la littérature, la fonction logarithme intégral est plutot définie par la formule
. ) 1= d¢ *odt
li(x) = lim —+ e
e—0*Jo logt Jiielogt
a) Justifier I’existence de cette limite.

b) Etablir, pour tout entier k > 0, le développement asymptotique
X

+ .04 T
logx log" x

k+1 x)‘

lilx) = + O(x/log

§1.4. Le théoreme de la progression arithmétique

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréeme de la progression arithmétique,
conjecturé par Euler en 1775 et démontré pour la premiere fois par Dirichlet en 1837.
Il s’agit du théoréme suivant :
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THEOREME 1.4.1. — Soit a et n des entiers naturels premiers entre eux. Pour x > 0, no-
tons n(x; n, a) le cardinal de I'ensemble des nombres premiers p tel que p = a (mod n)
et p < x. Alors, lorsque x tend vers +oo, on a l'équivalent

( ) 1 X
n(x;n,a) ~————.
@(n)logx

En particulier, 'ensemble des nombres premiers congrus a a modulo n est infini.

(En fait, Euler et Dirichlet n'étaient concernés que par le caractere infini de I'en-
semble des nombres premiers dans une progression arithmétique; I'assertion indi-
quée, plus forte que le théoreme des nombres premiers, fut démontrée par de la Vallée
Poussin.)

Dans ce théoréme, '’hypothése que n et a sont premiers entre eux est cruciale :
comme tout nombre entier qui est congru a a modulo n est multiple du pgcd de n
et a, il n'y aurait sinon qu’au plus un nombre premier vérifiant la congruence donnée.

Sil'on veut adapter les méthodes analytiques utilisées pour démontrer le théoreme
des nombres premiers, on est tenté d’introduire des variantes de la fonction zéta, no-
tamment les fonctions d'une variable s données par

Cals) = H %,
p=a (modn) t P
dont le produit est la fonction zéta de Riemann a quelques facteurs pres. Mais on ne
sait pas comment étudier cette fonction holomorphe si I’on ne sait rien des nombres
premiers congrus a a modulo n. Lidée remarquable de Dirichlet a consisté a transfor-
mer des propriétés multiplicatives en propriétés additives en introduisant les carac-
teres du groupe abélien (Z/ nZ)*.

A. Caracteres des groupes abéliens finis

Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement. On appelle caracteére de G
tout homomorphisme de G dans C*. Comme G est fini, les valeurs prises par un ca-
ractére sont des racines de I'unité. Lensemble des caractéres de G est noté G; c’est un
sous-groupe de I'’ensemble des fonctions de G dans C* et son élément neutre est la
fonction 1 constante de valeur 1. Le conjugué y d'un caractére y est aussi un caractere,
d’ailleurs égal a 'inverse y~! de y.

Supposons que G soit cyclique d’ordre n, engendré par un élément g. Tout élément
de G est alors de la forme g%, pour un entier a € Z bien défini modulo n. Un carac-
tere de G est ainsi déterminé par 'image de g qui est une racine n-ieme de 'unité.
Inversement, pour toute racine n-ieme de I'unité z, I'application de G dans C* qui ap-
plique g% sur z%, pour 0 < a < n, est un caractére de G. Le groupe G est ainsi identifié
au groupe des racines n-iemes de 'unité, qui est un groupe cyclique d’ordre n. Plus
généralement :
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PROPOSITION 1.4.2. — Soit G un groupe abélien fini; le groupe G a méme cardinal
queG.

Comme dans le cas d’un groupe cyclique, on peut démontrer que les groupes G et G
sont isomorphes, voir I'exercice
La démonstration de cette proposition utilise un lemme, d’intérét général.

LEMME 1.4.3. — Soit G un groupe abélien fini et soit H un sous-groupe de G. Pour tout
caractere y1 de H, il existe un caractere y de G tel que x1 = X|H-

Démonstration. — Démontrons ce lemme par récurrence sur l'indice (G : H) =
card(G)/ card(H). Il n'y arien a démontrer si (G : H) = 1. Considérons sinon un élément
g € G\ H et soit m le plus petit entier > 1 tel que g"”* € H. Comme G est commutatif,
I'ensemble des produits g%h, o1 0 < a < m et h € H est un sous-groupe H' de G. En
outre, 'égalité g“h = gbk avec0 < a< b< meth,ke H entraine gb‘“ =kh™!, dou
a= b et h= k. Tout élément de H' s’écrit donc d’'une seule maniére sous la forme g%h.

Soit z un nombre complexe tel que z™ = y,(g"). Pour h' = g*h € H', posons y' (k') =
z%y1(h). Lapplication y': H' — C* est un caractere. En effet, si h' = g%h et k' = g’k
sont des éléments de H, ona h'k’' = g**Phk.Si a+ b < m, il vient

X (WK = (g hk) = 2P y1 (hk) = 220 y1 (W1 (k) = ¥ (W) (K,
tandisquesia+b > m,onaaussia+b<2met
X (WK = (g™ P g™ hk) = 2P y1 (g™ hik) = 2P x1(8"™) x1 (W) x1 (k)
=z by (k) = ' (W)y' (k).

Comme l'indice (G : H') de H' dans G est égal a (G : H)/m < (G : H), il existe par
récurrence un caractére y de G dont la restriction a H' est égale a y’. En particulier,
XIH = X1 H

Démonstration de la proposition|1.4.2. — Nous avons déja vu que cette proposition
est vraie lorsque G est cyclique. Dans le cas général, démontrons-la par récurrence sur
I'ordre de G. Les cas card(G) = 1, 2,3 résultent du cas cyclique.

Soit h un élément de G non réduit a 'identité et soit H le sous-groupe cyclique
engendré par h. Si m désigne son ordre, on a m > 1. Le groupe H étant cyclique, il
existe pour toute racine m-ieme de 'unité z, un unique caractere y, de H tel que
Xz(h) = z. Prolongeons-les en des caracteres y, de G. Par ailleurs, le groupe G/H est
d’ordre k = card(G)/ m < card(G) et il existe par récurrence card(G)/ m caracteres de ce
groupe ; notons-les 91,...,ék. Pour 1 < i < k, la composition ; de '’homomorphisme
de G dans G/H et de 0; est un caractere de G dont la restriction a H est constante de
valeur 1. Alors, pour tout couple (z, i) formé d'une racine m-ieme de 'unité et d'un en-
tier i tel que 1 < i < k, I'application y.0; est un caractere de G. Ces caracteres sont
deux a deux distincts. Supposons en effet que x.0; = x,0;; par restriction a H, on
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trouve z = u; alors, 6; = 0, ce qui entraine par passage au quotient 0;=0 jpuisi=j.
Nous avons ainsi construit mk = card(G) caracteres distincts de G.

Inversement, si y est un caractere de G, sa restriction a H est de la forme j., ou z
est une racine m-ieme de l'unité. Alors, yx;' est un caractere de G qui applique tout
élément de H sur 1. Ce caractere définit donc, par passage au quotient, un caractere
du groupe G/ H. Autrement dit, il existe un unique entier i € {1,..., k} tel que y ;' = 6;,
d’ou y = y.0;. Cela démontre que tout caractére de G est parmi ceux que nous avons
construit. Par conséquent, card(G) = card(G). O

Dans la démonstration, les caracteres y, prennent la valeur z # 1 en I'élément h
de G. Par conséquent :

LEMME 1.4.4. — Soit G un groupe abélien fini et soit h un élément de G distinct de
I'élément neutre. Il existe un caractere y de G tel que x(h) # 1.

La proposition suivante explique pourquoi les caractéres permettent de transormer
propriétés multiplicatives en propriétés additives.

PROPOSITION 1.4.5. — Soit G un groupe abélien fini. Pour tout caractere y de G, on a
0 Siy#1;
2 g = M
geG card(G) siy=1.

De maniere analogue, on a pour tout élément g deG :

{O Sig#1l;

(8= .
Z vs card(G) sig=1.

pore

Démonstration. — Le cas y = 1 est évident. Supposons y # 1 etsoit h € G tel que y(h) #
1. Comme g — hg est une permutation de G,

Y x@=> xhg) =y Y x(®.
geG geG geG

Puisque x (h) # 1, il vient nécessairement Y, ¥ (g) = 0.
Lautre égalité se démontre de méme en utilisant que si g # 1, il existe un caractére y
tel que (g) # 1 : alors,

Y=Y aw@=vE® Y 1,
xeG reG reG

d’oti 'annulation de ¥, y(g) pour g # 1. Lorsque g =1, on a évidemment

Z x(g) = card(G) = card(G). ]
G
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B. Fonctions L de Dirichlet

Soit N un entier naturel tel que N > 1. Le groupe abélien fini qui va nous intéresser
maintenant est le groupe (Z/NZ)* est entiers modulo N qui sont inversibles. Comme
la classe d'un entier a est inversible dans Z/ NZ si et seulement si a et N sont premiers
entre eux, le cardinal de ce groupe (Z/NZ)* est égal a ¢p(N).

Si ¢ est une fonction du groupe (Z/NZ)* dans C, on identifiera ¢ a la fonction de Z
dans C qui applique un entier a sur 'image par ¢ de la classe de a modulo N lorsque a
est premier a N, et sur 0 sinon. En particulier, les caracteres de (Z/ NZ)* sont identifiés
aux fonctions y: Z — C vérifiant les propriétés suivantes :

a) y()=1;

b) si(a,N)#1, y(a) =0;

c) siaet bsontdeux entiers, alors y(ab) = y(a)x(b).

On note y le caractére principal : c’est la fonction qui applique un entier sur 1 s’il est
premier a N et sur 0 sinon. Elle correspond au caractere trivial de (Z/NZ)*.

Ces fonctions sont appelées caracteres de Dirichlet modulo N.1ls sont en nombre ¢(N) ;
de plus, pour tout caractere modulo N, disons y, on a

a=0 @(N) siy=yo.

Pour tout caracteére de Dirichlet modulo N, y, on pose

oS 1
L(x,s) = ,1;)((");'

Cette série converge absolument si R(s) > 1, et la convergence est normale dans tout
demi-plan Q, avec a > 1. Comme pour la fonction { de Riemann, le lien avec les
nombres premiers provient de la décomposition en produit eulérien :

PROPOSITION 1.4.6. — Pour tout nombre complexe s tel queR(s) > 1, ona
L9 =[] —
’ pegzl_X(P)P_s.
pIN
Démonstration. — La démonstration est presque identique a celle de la proposi-
tion Elle résulte de 'unicité de la décomposition en facteurs premiers et de la
propriété de multiplicativité satisfaite par les caracteres de Dirichlet. O

Lorsque y = xo, on voit donc que

Lx0,9)/¢(s) =[] (1-p7)
pIN
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est une fonction holomorphe sur le plan complexe ; en particulier, L(yo, s) a un prolon-
gement méromorphe a C, avec un unique pdle en s = 1, simple et de résidu

1) @(N)
1-—|=—-.
M-)=*%

PROPOSITION 1.4.7. — Pour tout caractére de Dirichlet modulo N distinct du caractere
principal, la fonction s — L(y, s) s'étend en une fonction holomorphe sur C.

Démonstration. — Contentons-nous de démontrer I'existence d'un prolongement a
I'ouvert Q. Nous effectuons une sommation d’Abel. Posons donc F(n) =Y.7 _, x(m).
Pour R(s) > 1, on a alors

Ly, 9)=) xmn =) (Fm-Fn-1)n"*=) Fn)(n*—(n+1)~°).
n=1 n=1 n=1
n mod N

Comme YN _ y(m)=0,onaF(n)=Y" M°IN y(m) etla fonction F est bornée, majorée
par ¢ (N). En outre, lorsque n tend vers l'infini,

n-(n+) " =n"" (1 ~(1+ %)_s) =0(n~*™".

Par suite, la série de terme général F(n)(n™° — (n+ 1)~°) converge absolument pour
R(s) > 0, uniformément dans tout demi-plan Q, avec a > 0. Sa somme est une fonction
holomorphe dans le demi-plan Qg qui fournit le prolongement cherché de la fonction
Ly, s). O

Une variante de I’argument qui précede fournit une précision importante, a savoir
que pour tout caracteére non principal x, L(x, s) est égale a la somme de la série de terme
général y(n)/ n® pour tout nombre complexe s tel que R(s) > 0.

Le reste de la démonstration est tres proche de celle du théoreme des nombres pre-
miers, le point crucial étant la non-annulation des fonctions L de Dirichlet sur I'axe
{R(s) = 1}. Nous verrons cependant que 'existence d'une infinité de nombres premiers
dans une progression arithmétique (par opposition au dénombrement asymptotique
de tels nombres premiers) ne requiert « que » la non-annulation de L(y, 1), lorsque y
est un caractere non-principal. Cela explique que le théoreme de la progression arith-
métique ait précédé celui des nombres premiers de pres de 60 ans.

C. Non-annulation des fonctions L sur la droite R (s) = 1

PROPOSITION 1.4.8. — Pour tout caractere de Dirichlet modulo N, y, distinct du carac-
tere principal, et pour tout nombre complexe s tel queR(s) > 1, on a L(y, s) #O0.

Lorsque y est le caractere principal, la méme assertion vaut si l'on suppose de plus que
S#1.
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Démonstration. — Cela résulte de l'expression de L(y,s) comme produit infini si
R(s) > 1, la difficulté étant concentrée sur I’axe R(s) = 1. Plutot que de traiter séparé-
ment les diverses fonctions L, faisons leur produit et posons

Zs) =[] L, 9.
X

Pour R(s)>1,ona

_Z'(s)

x(p)logp ogp x(p)*logp
Ly T IO g (5| gy A

7 pP-x(p 7 ¥ p P(p° -x(p)’
Notons ®(s) le premier terme; si le second définit une fonction holomorphe dans le
demi-plan Q,/2, ® n'est a priori holomorphe que dans ; et nous devons prouver
qu’elle n’a pas de pole sur I'axe R(s) = 1. On a en outre

lo
o) =) Y 8P
p=1l (mod N) P

Les poles de @ sur cet axe sont simples et proviennent du pole simple de L(yo, s) en
s =1 et des zéros éventuels des fonctions L associées aux caracteres non-principaux.
(Le cas du caractere principal résulte de ce qui a été fait pour la fonction zéta.)
Fixons un nombre réel 7 > 0. Notons ¢, m, n la somme des ordres des zéros des
fonctions L(y,s)ens=1,s=1+itets=1+2it lorsque y parcourt 'ensemble des ca-
racteres de Dirichlet modulo N. Autrement dit, on a ords=1 Z(s) = q, ords=1+;7 Z(s) = m
et ords=142i7Z(s) = n.On a g > -1 (en s = 1, le caractere principal fournit un pole
simple, les autres fonctions L n'ont pas de pole) et m, n > 0; il s’agit de prouver que
g=-letm=0.

Comme m = L(},5), les ordres d’annulation de Z(s) en s=1-itet s =1-2it
sont égaux a m et n respectivement. Reprenons 'astuce utilisée pour la fonction zéta
de Riemann, observons que pour o > 1,

2
Y e +ith =% l‘;@ (2cos(rlogp)* >0
k=—2 p=

Par suite, multipliant par (o — 1) et faisant tendre o vers 1, on obtient
-n—-4m-6qg-4m-n=0,

d'ou 8m+2n < —6¢g. Nécessairement, g < 0. Si g = —1 (ce qu’on veut), il vient m = 0.

Il reste a exclure le cas ou g = 0 : dans ce cas, il existe un caractere modulo N, et un
seul, y, tel que L(y, s) ait un zéro simple en s = 1. Alors, L(},1) = L(y,1) =0,donc y = x
et le caractere y est a valeurs réelles. L'assertion voulue résulte alors de la proposition
suivante. O

PROPOSITION 1.4.9. — Si y est un caractere modulo N, non principal et réel, on a
L(x,1) #0.
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Démonstration (d'apres [6]). — Pour £ € [0, 1], posons
00 d

1= d .

f(@ d;x( L

La série converge pour tout ¢ dans l'intervalle indiqué, et la convergence est normale
sur chaque intervalle [0, a] avec a < 1. En développant 1/(1 — t%) en série, on obtient

)= Z}((d)thm Z "y x(d)

n=1 dn

en regroupant les termes de méme valeur n = dm.
Posons ¢, = ¥ 4, x(d). Montrons que ¢, > 0 pour tout entier n. Si n = p“ est une
puissance d’'un nombre premier, on a

cpe=1+x(P) +x(P*+-+x(pH =0

Plus précisément, la somme vaut a+1si y(p) =1, 1 si p|N; si y(p) = —1, elle vaut 1 ou 0
suivant que a est pair ou impair. En outre, si n =[] pff estla décomposition en facteurs
premiers de I'entier n, un diviseur d de n est de la forme [] plf"i avec 0 < m; < a;, d'ou

r
Cn = Z Zx(p apr=]]em >0
m=0 m,= i=1 !

Nous avons remarqué que ¢, = 1 si n est une puissance d'un nombre premier qui di-

vise N ; en particulier, ) ¢;, = +oo.
Par suite, lorsque ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures, f(¢) tend vers +oo. Lorsque
t—1,t"/(1-1t") est équivalenta 1/n(1 — t). Posons ainsi
t" 1 t" 1

b,=01-t - = S
n=( )l—t” n(l-r1 1+t+---4+t"1 n

Démontrons que la suite (b,,) est croissante. En effet, on a
B t" 1
A4t t")(A b4+t n(n+1)

bn+1 -
L'inégalité entre moyennes arithmétique et géométriques entraine par ailleurs
T+ t+-+t" 12 nt® D2 et 1+ t+- 41" > (n+ DY

si bien que
t" 1
byi1— by > - =
i+l n= nn+Dt" nn+1)

Supposons par I'absurde que L(y,1) = 0; alors ¥° , x(n)/n=0et

n 1 3
-t n(-1) 1-

f= Z x| " Y bux(n).
n=1
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Puisque y est périodique de période N et que er\le x(n)=0,ona |ZZ:1 )((d)| < N pour
tout entier n. Effectuons alors une transformation d’Abel :

[’ oo d
Y bax(m)| = (Z x(n))(bd—bd+1)

n=1 d=1\n=1

(0,0]
<N ) (bg—bage1) =N1-1).
d=1

On a donc | f (t)| N pour tout ¢ € [0,1[ ce qui contredit le fait que f(#) — oo pour
r—1. O
D. Conclusion de la démonstration

Soit a un entier qui est premier a N. Pour R(s) > 1, posons

lo
O(s;a) = Y gsp'
p=a (mod N) p

Posons aussi, pour tout nombre réel x > 0,

O(x;a)= ) logp.

psx

p=a
PROPOSITION 1.4.10. — La série qui définit ®, converge pour R(s) > 1; sa somme se
prolonge en une fonction méromorphe dans l'ouvert Q1 qui wa pas de pole dans un
voisinage du demi-plan {Re(s) > 1}, excepté un péle simpleen s =1, de résidu 1/¢(N).

Démonstration. — Si y est un caractere de Dirichlet modulo N et s un nombre com-
plexe de partie réelle > 1, la dérivée logarithmique de L(y, s) admet le développement
en série
s _ I L logpp™ gp ZX () logp
Lx,s) 5 I-x(p)p~° ,, ps(p—x(p)

Le membre de gauche est méromorphe dans le deml—plan Q) et n'a pas de podle dans
un voisinage du demi-plan {R(s) = 1}, hormis, si y est le caractere principal yo, un
pole simple de résidu 1 en s = 1 causé par le pole simple de L(yo,s) en s = 1. Le se-
cond terme du second membre définit une fonction holomorphe ¥(y, s) dans le demi-
plan Q,/,; par suite, le premier terme du second membre définit une fonction mé-
romorphe dans Q2 qui n'a pas de pole au voisinage du demi-plan fermé {R(s) = 1},
sauf en s = 1 si y = yo. Par suite, sommant sur I’ensemble des caractéeres de Dirichlet
modulo N, il vient

L'(y,s) _ _\lo _
Z L(X o =Z(ZX(P)x(a) 1) 8P x@™!
XS p \x
1
=@(N) Z ng+Z‘I’()(,s)X(a)
p=a (mod N)

=p(ND(s;a)+ ) Y1, 9x(@"
X
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puisque pour tout nombre entier p, notant b un inverse de a modulo N, on a

{(p(N) sipb=1 (mod N);
0

sinon.

Y xpx@ =Y x(pb) =
X X

Par conséquent, la fonction ®(s;a) s’étend en une fonction méromorphe dans le
demi-plan Q;,, sans podle au voisinage du demi-plan fermé {R(s) = 1} excepté en s =1
ol elle a un podle simple de résidu 1/¢(N) issu du terme pour y = yo (comme a est
premier a N, yo(a) =1). O

A ce stade, il reste a recopier ce qu’on avait fait pour le théoréme des nombres pre-
miers. On démontre successivement, par les mémes arguments, que l'intégrale

[T
1 ’ P(N) ) x?

converge, qu’au voisinage de +oo,

0(x;a) ~ X

p(N)

et enfin que
1 X

@(N) log(x)’
Sil’on souhaite éviter 'emploi du théoreme taubérien mais ne démontrer que I'exis-

n(x;a) ~

tence d'une infinité de nombres premiers congrus a a modulo N, il suffit d’observer
que ®(s; a) tend vers I'infini quand s tend vers 1, alors qu’il aurait une limite finie si la
progression arithmétique considérée était finie.

Exercices

25) Soit G un groupe abélien fini et soit V I'espace vectoriel des fonctions de G dans C muni du
produit scalaire hermitien

1 _
card(G) gEZGw(g)w(g)-

Démontrer que les caracteres de G forment une base orthonormée de V.

(p,p) =

26) Soit G un groupe abélien fini.

Soit & un élément de G dont I'ordre m est multiple de I'ordre de tout élément de G et soit H
le sous-groupe de G engendré par h. Démontrer qu’il existe un caractere y de G qui applique h
sur une racine primitive m-ieme de 'unité dans C.

a) Démontrer que 'image de y est le sous-groupe de C* formé des racines primitives de
l'unité.

b) Soit K'le noyau de y. Démontrer que HNK = {1} puis que G estisomorphe au produit Hx K.
27) Soit G un groupe abélien fini.

a) Démontrer que G est un produit de groupes cycliques. (Utiliser I'exercice[26])

b) Démontrer que les groupes G et G sont isomorphes.



CHAPITRE 2

CORPS FINIS

§2.1. Extensions de corps

A. Rappels

Soit K un corps. Une extension du corps K est un corps E muni d'un homomor-
phisme de K dans E. Un tel homomorphisme est injectif, ce qui permet en pratique
de considérer que K est un sous-corps de E, ou que E est un sur-corps de K. Lorsque
K — E est une extension de corps, on considere E comme une K-algébre et comme un
espace vectoriel sur K; on note [E : K] sa dimension, et on 'appelle le degré de I'ex-
tension K — E, mais cette notation peut étre trompeuse si K n’est pas un sous-corps
de E.

Soit K — E une extension de corps; un élément x de E est dit algébrique sur K
s'il existe un polynome non nul P a coefficients dans K tel que P(x) = 0. (En toute
bonne rigueur, si i: K — E est 'homomorphisme qui définit I'extension, il faudrait
noter i(P)(x) = 0, ou i(P) désigne le polyndme a coefficients dans E dont les coeffi-
cients sont les images par i des coefficients de P. On s’autorisera dans la suite ce genre
d’abus de langage, a moins que cela puisse créer des confusions dangereuses. Si x n’est
pas algébrique, on dit qu'’il est transcendant.

Si x € E est algébrique, 'ensemble des polynomes P € K[X] tels que P(x) = 0 est
un idéal de K[X], non réduit a 0. Il est donc formé des multiples d'un polynéme uni-
taire M, qu'on appelle le polynome minimal de x et qui est le polyndme unitaire de
degré minimal P tel que P(x) = 0. Le degré de M, est appelé le degré de x. Ce po-
lyndme M, est irréductible : si 'on avait une factorisation non triviale M, = PQ, on
aurait P(x)Q(x) =0, d’ol1 P(x) = 0 ou Q(x) = 0 ce qui contredit '’hypothése que M, est
de degré minimal.

Soit K — E une extension de corps et soit x un élément de E. Lensemble K[x] des
éléments de E de la forme P(x), ou P € K[X], est un sous-algebre de E. Si x est trans-
cendant, elle est isomorphe a K[X]; elle est donc de dimension infinie sur K et n’est
pas un corps. Si x est algébrique, elle est isomorphe a 'anneau quotient K[X]/(My).
C’est un sous-corps de E.
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Une extension K — E est dite algébrique si tout élément de E est algébrique sur K.

PROPOSITION 2.1.1. — Toute extension de degré fini est algébrique. Plus généralement,
soit K — E une extension de corps. Toute sous-K-algebre A de E qui est de dimension
finie est un corps et tout élement de A est algébrique sur K.

Démonstration. — Soit K — E une extension de degré fini, n, et soit x un élément
de E. Les éléments 1, x, ..., x" de E sont donc linéairement dépendants et il existe des
éléments ay, ..., a, de K, non tous nuls, tels que ap+ a; x+-- -+ a,x" = 0. Par suite, x est
algébrique sur K, de degré < n.

Soit K — E une extension de corps et soit A une sous-algebre de E qui est un K-
espace vectoriel de dimension finie. Soit x un élément non nul de A. La multiplication
par x est un endomorphisme injectif du K-espace vectoriel A car A est un anneau in-
tegre. Cet endomorphisme est donc surjectif et, en particulier, x est inversible dans A.
Cela démontre que A est un corps. Alors, K — Aest une extension de degré fini. D’apres
la premiére partie de la proposition, tout élément de A est algébrique sur K. O

COROLLAIRE 2.1.2. — Soit K — E une extension de corps. Lensemble des éléments de E
qui sont algébriques sur K est un sous-corps de E. En particulier, la somme, le produit
de deux éléments algébriques de E est algébrique; l'inverse d’'un élément algébrique non
nul de E est algébrique.

Démonstration. — Soit x, y des éléments de E qui sont algébriques sur K ; notons m
et n leurs degrés. Soit alors A I'ensemble des éléments de E de la forme P(x,y), ou
P e K[X,Y] est de degré < m en X et de degré < n en Y. C’est un sous-K-espace vec-
toriel de E qui est stable par la multiplication par x et y; comme il contient 1, c’est
une sous-algebre de E. Elle est engendrée par la famille finie formée des éléments de
laforme x’y/ avec 0 < i < met0 < j < n, donc est de dimension finie sur K. D’apreés la
proposition précédente, c’est un corps et tout élément de A est algébrique sur K.

En particulier, x + y et xy sont algébriques sur K, de méme que 1/x si x # 0.

I en résulte aussitot que 'ensemble des éléments de E qui sont algébriques sur K
est un sous-corps de E. O

Soit K — E une extension de corps et soit x, y des éléments de E qui sont algé-
briques. Si I'on souhaite déterminer explicitement un polynome annulateur de x + y,
le théoreme de Cayley-Hamilton s’avere tres utile. Connaissant des polynémes P et Q
qui annulent x et y, il est en effet tres aisé d’écrire une matrice (ag; j)x,1) de taille mn,
indexée par '’ensemble des couples (i, j) avec0 < i < met 0 < j < n, telle que

5 1 o
(x+yxy =3 a,punx'y’.
Soit IT le polyndme caractéristique de la matrice A. D’apres la proposition suivante,

le polyndme [T annule I'’endomorphisme de multiplication par x + y. En particulier,
P(x+y) =0.
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PROPOSITION 2.1.3. — Soit V un espace vectoriel sur un corps K, soit (vy,...,v,) une
famille génératrice de V. Soit f un endomorphisme de V et soit A une matrice de taille n
telle que

n
fwp =) aijv
i=1
pour tout entier j € {1,...,n}. Si P est le polynome caractéristique de A, on a P(f) = 0.

Démonstration. — Notons u: K" — V1’homomorphisme qui applique le i-iéme vec-
teur de la base canonique de K", e;, sur v;. Soit ¢ 'endomorphisme de K" de ma-
trice A.Ona uo@ = fou. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, P(¢) = 0. Par suite,
0= uoP(p) = P(f)o u. Comme u est surjectif, P(f) =0. O

Donnons un exemple en exhibant un polynéme annulateur de v/2 + /3. Avec les
notations précédentes, x = V2 et y= V3 et la famille génératrice de I'algebre K[x, y]
est 1,v/2,v/3,v/6. On a les relations

V2+v3)-1=0+v2+V3+0
(V2+V3)-V2=2+0+0+6
(V2+v3)-vV3=3+0+0+V6
(V2+v3)-V6=0+3V2+2V3+0,

donc on introduit la matrice

02 30
1

A= 0 03
1 0 0 2
0110

Son polynéme caractéristique est X* —10X? + 1 et 'on a bien
V2+V3) -10(vV2+V3)2+1=0.

Une autre méthode, plus systématique, consiste a utiliser la théorie des résultants.

B. Extensions de rupture, extensions de décomposition, cléture algébrique

Soit K un corps et soit P un polynome irréductible a coefficients dans K, notons d
son degré. Si d > 2, alors P n’a pas de racine dans K. Nous allons construire une exten-
sion de K dans laquelle P a une racine et qui est « universelle » pour cette propriété.

Notons L1'anneau K[X]/(P), quotient de I’anneau des polynémes par I'idéal princi-
pal engendré par P. Comme I'anneau K[X] est un anneau principal et que P est irré-
ductible cet idéal est un idéal maximal; autrement dit I’anneau L est un corps. C’est
donc une extension de K. Notons x la classe de X dans L; la division euclidienne par P
entraine que (1, x,..., x%-1) est une base de L sur K. Par suite, le degré [L: K] de cette
extension est égal a d.
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De plus, comme P(x) est la classe du polynéme P(X) dans L, on a P(x) = 0; ainsi,
x est une racine de P dans le corps L. Enfin, tout élément de L est un polynéme en x.
Nous dirons que L, et plus généralement toute extension de K qui est engendrée par
une racine de P, est une extension de K obtenue par adjonction d’'une racine de P, ou
une extension de rupture du polynéme P, voire encore un corps de rupture du poly-
nome P.

Si E est une extension de K et f: L — E est un morphisme d’extensions, f(x) est
une racine de P dans E. Comme tout élément de L est un polynéme en x, '’homomor-
phisme f est déterminé par cette racine f (x).

Inversement, soit E une extension de K et y une racine de P dans E. Notons g 'appli-
cation de K[X] dans E donnée par g(Q) = Q(y) si Q € K[X]; c’est un homomorphisme
de K-algebres. En outre, P(x) = 0 si bien que tout élément de 1'idéal (P) a pour image 0
par g. Par passage au quotient, on en déduit donc un homomorphisme f de L dans E
tel que f(x) = g(X) = y. Si E est engendrée par y, alors g est surjectif, donc f est sur-
jectif. Par suite, c’est un isomorphisme d’extensions.

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1.4. — Soit L une extension de rupture d'un polynome irréductible P €
K[X], et soit x une racine de P dans L.

a) Pour tout couple (E, y) formé d’'une extension E de K et d’'une racine y de P dans E,
il existe un et un seul homomorphisme d’extensions f: L — E tel que f(x) = y.

b) Si E est une extension de rupture de P et y une racine de P dans E, cet homomor-
phisme f est un isomorphisme.

Soit K un corps et soit P un polynéme a coefficients dans K; on ne suppose pas P
irréductible. Si P n’est pas scindé dans K, choisissons un facteur irréductible Q de P de
degré d > 2 et soit K — L une extension de rupture de Q et x une racine de Q dans L.
Dans L[X], le polyndme P est multiple de X — x; appliquons alors cet argument au
polynéme quotient P(X)/(X — x). On construit ainsi par récurrence une extension E
de K dans laquelle le polyndme P est scindé. Notons xi, ..., X; ses racines dans E, ré-
pétées suivant leur multiplicité, de sorte que P(X) = a(X — x;)...(X — x4) dans E[X].
Quitte a remplacer E par sa sous-extension engendrée par les x;, on peut supposer
que E = K[x,...,x4].

Une telle extension, dans laquelle P est scindé et qui est engendrée par les racines
de P, est appelée extension de décomposition du polynéme P.

Pour toute extension F de K dans laquelle P est scindé, on construit maintenant, par
récurrence descendante sur le nombre de racines de P dans K, un homomorphisme
d’extensions de E dans F. Si P est scindé dans K, on a E = K etiln'y arien a démontrer.
Soit sinon Q un facteur irréductible de P dans K[X] dont le degré est supérieur ou égal
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a 2 et soit x une racine de Q dans E. Alors, K[x] est une extension de rupture du poly-
nome Q. Choisissons arbitrairement une racine y de Q dans F; il en existe puisque Q
divise P est que P est scindé dans F. Il existe alors un homomorphisme d’extensions f
de K[x] dans F qui applique x sur y. Comme P a au moins une racine de plus dans K[x]
qu’il n’en avait dans K, on en conclut par récurrence que I’on peut prolonger ’homo-
morphisme f; en un homomorphisme d’extensions de E dans F.

Lesracines de P dans F sont lesimages f(x1),..., f (x4) par f desracines de P dans E.
Par conséquent, si 'on suppose de plus que F est une extension de décomposition
de P, F est engendrée par ces racines f(x;) et f est surjectif; c’est donc un isomor-
phisme.

PROPOSITION 2.1.5. — Soit P un polynéme a coefficients dans K et soit K — E une ex-
tension de décomposition de P. Soit Q) une extension de K ; Pour qu'il existe un homo-
morphisme d’extensions de E dans , il faut et il suffit que P soit scindé dans Q. Si,
de plus, Q est une extension de décomposition, un tel homomorphisme est un isomor-
phisme.

Soit K un corps. On dit que K est algébriquement clos si tout polyndme non constant
(a coefficients dans K) a une racine dans K. Rappelons que le corps C des nombres
complexes est algébriquement clos (théoreme de d’Alembert-GauR). Une cloture algé-
brique de K est une extension algébrique Q) de K dans laquelle tout polynéme a coeffi-
cients dans K est scindé.

PROPOSITION 2.1.6. — Soit K un corps et soit Q) une extension de K qui est un corps
algébriquement clos. Soit E l'ensemble des éléments de Q) qui sont algébriques sur K ;
alors E est une cloture algébrique de K.

Concernant |'existence et I'unicité des clotures algébriques, on a le résultat suivant :

THEOREME 2.1.7 (Steinitz). — Tout corps posséde une cloture algébrique. En outre, si
K est un corps et si Q1,Q, sont des clotures algébriques de K, il existe un isomorphisme
d’extensions de Q, dans .

Nous admettrons ce résultat; il n’est pas difficile mais sa mise en place rigoureuse
requiert un peu de théorie des ensembles. Signalons notamment qu’il dépend de
I’axiome du choix.

C. Norme, trace

Soit K un corps et soit E une K-algebre de dimension finie.
La multiplication u, par un élément a de E, définit un endomorphisme du K-espace
vectoriel E, donné par x — ax.
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Le déterminant et la trace (dans une base arbitraire de E) de cet endomorphisme
sont appelés norme et trace de a et sont notés Ng,x(a) et Trg/x(a). Comme l'applica-
tion a — p, applique la somme a+ a’ de deux éléments de E sur la somme g, + 7 des
endomorphismes p, et g, on a Trg g(aa’) = Trg/x(a) + Trg k().

Si a appartient a K, on a Trg/g(a) = [E: Kla et Ng/x(a) = a'FX,

LEMME 2.1.8 (Transitivité des norme et trace). — Soit K — L une extension de corps de
degré fini d et soit E une L-algebre de dimension finie e. Alors, E est une K-algebre de
dimension de. De plus, pour tout élément a € E, on a les relations

Trg/x(a) =Trp k(Trgi(a)) et Ng/x(a) =Npx(Ng/r(a)).

Démonstration. — Soit (x1,...,X;) une base de Lsur K et soit (31, ..., y) une base de E
sur L. Alors, la famille (x; y;) est une base de E sur K.

Soit a un élément de E et soit A= (a;;) la matrice dans la base (y,..., y.) de la mul-
tiplication par a dans le L-espace vectoriel E. La matrice dans la base (x; y;) de la mul-
tiplication par a du K-espace vectoriel E s’écrit par blocs d x d, (A; j), le bloc A; j étant
la matrice de la multiplication par a;,; dans la base (xi, ..., Xg).

On a donc déja

e e e
Trgix(a) = ) Tr(A;) = Y Tryx(ai:) =Ty () aii) = Try ke (Trg(a)).
i=1 i=1 i=1

D’autre part, comme les matrices A; ; commutent deux a deux le déterminant de la
matrice par blocs (4; ;) se calcule par la formule (lemme ci-dessous) :

det((A; })) = det( Y e [[Aion

g€, i=1

La matrice dont le déterminant prend le second membre est celle de la multiplication
par Ng/r(a); le second membre est donc égal a Ny x(Ng/(a)). Par suite, Ng/x(a) =
det((Ai,j)) =Ny/k(Ng;.(a)) comme annoncé. O

Il reste a démontrer le lemme annoncé :

LEMME 2.1.9. — Soit K un corps; soit (A; j)1<i,j<e une famille de matrices de taille d x
d, a coefficients dans K, commutant deux a deux; et soit A la matrice par blocs (A; ;), de
taille de x de. Alors, le déterminant de A est égal au déterminant de la matrice

e
Z Eg l_[ Ai,a(i)-
eSS, i=1

Démonstration. — O

Soit K un corps, soit K — L une extension finie et soit @ un élément de L. Nous allons
calculer norme et trace de a en fonction du polyn6me minimal de a et de ses racines
dans une extension algébriquement close de K.
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PROPOSITION 2.1.10. — Soit K un corps, soit K — L une extension finie. Soit a un élé-
ment de L et soit P € K[X] son polynéme minimal, noté P = X% + py X4 1 + ...+ py ; soit
e l'entier tel que de = [L: K]. Alors,

Tryx(a)=—-ep1, Npyx= ((—l)dpd)e-

En outre, soit Q) une extension algébriquement close de K et notons a,,...,a, les ra-
cines de P dans Q. On a alors

d d
Tryx(@)=e) a;, Nyx=][]aj.
j=1 J=1
Démonstration. — On a I'égalité [K(a) : K] = d et (1,x,...,x%"!) est une base de K(a)

sur K. Dans cette base, la matrice de la multiplication par a est la matrice compa-
gnon Cp du polyndme P :

0 ... ... 0 -—pg

. D —Pd-1
Cp=]0 . ™. :

: . . —pz

0 ... 01 -p

dont la trace vaut —p, et le déterminant (-1)%py.

On a aussi [L: K(a)] = [L: K]/[K(a) : K] = e; soit (x1,..., x.) une base de L sur K(a).
Dans la base (x! x;) de L sur K, la matrice A de la multiplication par a est diagonale
par blocs, chaque bloc étant égal a Cp. On a alors det(A) = (detCp)® = ((—l)dpd)e et
Tr(A) = e'Tr(A) = —ep;.

La derniere formule résulte alors des relations coefficients-racines, elles-mémes
conséquences de l'identification des coefficients dans I'égalité

P(X):(X—al)...(X—ad):Xd+p1Xd_l+...+pd'

D. Résultant, discriminant

Soit K un corps; on désigne par K[X], |'espace vectoriel des polynomes de degrés <
n. Soit A, B des polyndmes a coefficients dans K de degrés < n, m respectivement;
notons-les A= ap+a; X+---+a,X" et B= by+b; X+---+b,;, X". On appelle résultant (en
degrés (n, m)) des polynomes A et B, et on note Res,, ,; (4, B), le déterminant de I'ap-
plication linéaire de K[X]<;, x K[X]<, dans K[X]<;,+, donnée par (U,V) — UA+ VB,
pris dans les bases évidentes (X”1,..., X, 1; X", ..., X,1) et (X"~ X,1). Dans
ces bases, la matrice de cette application linéaire (appelée application résultante) est
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la transposée de la matrice de Sylvester :

an an_l coe d()
ap dp-1 ay
bm bm—l bO '
bm bm_l cee bo

ouil y a mlignes de a et n ligne de b.

Sil’on échange les roles de A et B, la matrice de Sylvester subit une permutation des
lignes — il suffit de remonter successivement chaque ligne de b de n positions. On a
ainsi la relation

(B) Resy;,m(A, B) = (‘DmnReSm,n(By A.

PROPOSITION 2.1.11. — Si deg(A) < n et deg(B) < m, alors Resy, (A, B) = 0. Suppo-
sons que l'on adeg(A) = n oudeg(B) = m; alorsRes;, ,,(A, B) = 0 si et seulement si A et B
ont un facteur commun.

Démonstration. — Soit D le pged de A et B et notons Aj, By les polyndmes tels que
A= DA et B= DB;. Si U et V sont des polynomes, la relation UB + VA = 0 équivaut
aux relations U = WB;y, V=-WA;, ou We K[X].

Sideg(A;) < netdeg(B;) < m, le couple (B;, A;) est un élément non nul du noyau de
I'application résultante, par suite, Res; (A, B) = 0. En particulier, Res;, ;; (4, B) s'an-
nule lorsque A et B ont un facteur commun, ou lorsque deg(A) < n et deg(B) < m.

Si D =1 et que 'on a deg(A) = n, alors tout couple (U, V) appartenant au noyau de
I’application résultante vérifie deg(V) > n ou V = 0; cette application est donc injec-
tive, d'ou donc Res;; (A, B) # 0. On raisonne de méme lorsque D = 1 etdeg(B) = m. [

Donnons maintenant une formule pour le résultant en fonction des racines de Aet B
dans une extension de K.

PROPOSITION 2.1.12. — SoitQ une extension de K dans laquelle on a les factorisations

n m
AX) =a, [[X-x), BX)=bn[[X-y).
i=1 j=1

Alors,

m
[TAG).
i=1

n m n
Respm(a,B) =a)' by, [][]xi—y) =a) [[Bx)==1D""b},
i=1 J

i=1j=1
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Démonstration. — Notons S la matrice de Sylvester introduite ci-dessus et V la ma-
trice de Vandermonde
ylm+n—1 ..... y’r1711+n—1 xlm+n—1 x’r1n+n—1
"% Vm X x,
n Y2 Ym X1 Xn
1 1 1 1 1
Ona
A Yo L A(Ym)
: : 0
nAn) YmA(Ym)
SV = A(_VI) A(_Vm)
X1 B(x1) x1B(xy,)
0 : :
B(x;) B(xp,)

Les colonnes sont multiples de A(yy),..., A(¥m), B(x1),...,B(xy,). Par suite, en appli-
quant la formule classique pour le déterminant de Vandermonde, il vient

det(S)det(V) = [T Ayp) [T B [T vy —yp) T Gir = x0).

j=1 i=1 j'<j i'<i
Par ailleurs,
det(V) = [T —yd) [ & —xp [ [ xi = yp).
i'<i j'<ij ij
En outre, pour tout i € {1,..., n} et pour tout j € {1,...,m},on a

B(x))=bp [[(xi—y)) et Ayp)=an[]j—x)==D"an[]@xi-y).
j:l i=1 i=1

Par conséquent, lorsque les x; et y; sont deux a deux distincts, on a les égalités

m n
Res;, m(A B) =det(S) = by, (1™ [ Ayj) = a;; [ | Bxa),
j=1 i=1
d’ot1 la proposition dans ce cas.

Pour démontrer que ces égalités restent vraies sans cette hypothese, le plus simple
est peut-étre d'utiliser le raisonnement algébrique suivant. Placons-nous dans le
cas ou les coefficients de A et B sont des indéterminées : leur résultant apparait
comme un polynéme « universel » Ry, ,(ao,...,an; bo,...,by) en ces coefficients.
Supposons maintenant que le corps de base soit celui des fractions rationnelles
K(an,x1,..., X0, Y1,---,Ym> bm), de sorte que les coefficients dominants et les racines
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de A et B sont des indéterminées, distinctes par hypothése. Les coefficients de A et B
s’expriment alors en fonction des polyndmes symétriques élémentaires :

n m
A=Y D" aor(x,..., x)X5, B=Y (D" *a,or0n,..., y X"
k=0 k=0

Alors, substituant les coefficients de A et B dans le polynome R, ,,, on obtient |’égalité

n m
Ry,m(@n00(X), ..., 4n0 n(X); BnOo (1), ..., b0 m (X)) = Resp,m(A, B) = a;" by, [ T [T xi—y)).
i=1j=1
C’est une égalité entre polyndmes, égalité dans laquelle il est loisible de spécifier
des valeurs pour les x; et les y;. Le membre de gauche fournit le résultant des deux
polyndmes considérés et celui de droite I’expression voulue en fonction des racines.
O

Lintérét de ces formules est de permettre un calcul récursif des résultants. En effet,
I'expression []}" | B(x;) peut se calculer en remplagant B par le reste By de la division
euclidienne de B par A. On obtient alors

n n
Respm(A B)=a) [[B(x) =a) [[ Bix:) = a,” "™ Resy,m (A By),
i=1 i=1
ol m; désigne le degré de B;. On peut alors remplacer échanger les roles de A et B et
continuer le calcul.

Le discriminant d'un polynéme A de degré n est défini par la formule

disc(4) = (-1)"""V’?Resy, ,_1 (B P)/ ap,

n

ol ay, est le coefficient dominant de A. Si A= a, [[;_, (X — x;), on a ainsi

n
disc(A) = (-1)""" V2" "2 TT P'(x;)
i=1

n
i=1j<i
Exemple 2.1.13. — Soit a et b des éléments de K et soit n un entier. Calculons le dis-
criminant du polynéme A(X) = aX?+bX+c.SiAX)=aX-u)(X-v),

disc(A) = a®(u - v)? = a®(u + v)? - 4a® u*v* = b* - 4ac.

E. Polynomes cyclotomiques

On note @, le polyndme unitaire dont les racines sont les racines primitives n-iémes

de 'unité dans C. Autrement dit,
n 2inma
P, =[] X- exp(— ).

a=1
(a,n)=1
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On l'appelle le n-iéme polyndéme cyclotomique. On a par exemple ®; = X -1, &, =
X+1,®3=X2+X+1, P, = X>+1... Le degré du polynéme @, est égal a ¢(n).

PROPOSITION 2.1.14. — Pour toutentiern>1,onaX" -1 =[]z, Pa(X).

Cette formule redonne le fait que Y 4, ¢(d) = n.

Démonstration. — Lordre d'une racine n-iéme de 'unité a est un entier d qui di-
vise n, et @ est une racine primitive d-ieéme de I'unité, donc une racine de ®,4. Inverse-
ment, si d divise n, une racine de ®,; est une racine de X" — 1. Les deux membres de
I’égalité ont donc mémes racines.

En outre, ces racines sont simples. C’est clair pour le polynome X" — 1. Par ailleurs,
les racines des polyndmes ®; sont simples et une racine de @4, étant une racine primi-
tive d-ieme de I'unité, n'est pas une racine d'un autre polynéme cyclotomique. Ainsi,
le polyn6me au membre de droite est a racines simples.

Les deux membres sont des polyndmes unitaires, ayant les mémes racines com-
plexes, avec les mémes multiplicités. Ils sont donc égaux. O

PROPOSITION 2.1.15. — Pour tout entier n, ®,(X) est un polynéme unitaire a coeffi-
cients entiers.

Démonstration. — C’est vrai pour n = 1,2,3,4. Supposons que ce soit vrai jusqu’au
rang n (non inclus) et effectuons la division euclidienne du polynéme X" —1 par le
produit des polynémes @4, pour d divisant n et d # n. Comme les polyné6mes ®; sont
a coefficients entiers et unitaires, cette division a un quotient Q et un reste R qui sont
des polynomes a coefficients entiers. Or, Q = ®, et R = 0. En particulier, ®,, est un
polynome unitaire a coefficients entiers. O

Comme @, est a coefficients entiers, cela fait sens de considérer ses racines dans un
corps arbitraire.

PROPOSITION 2.1.16. — Soit K un corps et soit n un entier > 1. Si K est de caractéris-
tique0, posons m = n; si K est de caractéristique un nombre premier p, posons m = n/p’
outr = ordy,(n), de sorte que p ne divise par m.

Les racines de ®,, dans K sont les racines primitives m-iemes de l'unité contenues
dans K : ce sont les éléments de K* dont l'ordre est égal a m.

Démonstration. — Traitons d’abord le cas ol 7 est premier a p; il faut démontrer que
les racines de ®,, dans K sont simples, égales aux racines primitives n-iemes de I'unité
contenues dans K. La formule X" — 1 = [, ®4 montre que les racines de ®,, dans K
sont simples, et sont des racines n-iemes de 'unité, car c’est le cas pour le polynome
X"~ 1 qui n’a pas de racine commune avec sa dérivée nX""!. (C’est 12 qu’on utilise le
fait que n n’est pas multiple de la caractéristique de K.)
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Soit a une racine de ®,, et soit d son ordre. C’est un diviseur de 7. Par récurrence,
a est racine de @4, donc est une racine multiple de X" — 1 4 moins que I'on ait d = n.
Autrement dit, @ est une racine primitive n-ieme.

Inversement, soit @ une racine primitive n-ieme. Par récurrence, a n’est racine d’au-
cun polynéme &4, ot d < n. Laformule X" -1 =[], ®4 entraine donc que « estracine
de (I)d.

Traitons maintenant le cas général; alors K est un corps de caractéristique un
nombre premier p si bien que 'on a I'égalité

X"-1=X""" _1=(X"-1".
Par récurrence sur r > 1, on en déduit la formule
D,(X) = D (X)P 27D,
En particulier, ®,, et @, ont mémes racines. O

Terminons ce paragraphe sur les polyndmes cyclotomiques en établissant un théo-
reme fondamental, dii encore une fois a Gaul3.

THEOREME 2.1.17. — Pour tout entier n > 1, le polynéme ®, est irréductible
dans Q[X].

Le cas particulier ol n est un nombre premier se démontre généralement a I'aide du
critere d’Eisenstein ; voir I’exercice

Démonstration. — Comme il s’agit de polyndmes unitaires a coefficients entiers, il
nous suffit de démontrer qu'’ils sont irréductibles dans Z[X].

Notons ¢ = exp(2in/n) et P son polyndme minimal; il est a coefficients entiers car
c’est un facteur irréductible de ®,,.

Nous devons prouver que P = ®,,. Par définition, les racines de ®,, sont les (%, o1 a
parcourt I’ensemble des entiers de [1, n] qui sont premiers a n. Nous allons démontrer
que pour tout nombre premier p qui ne divise pas n, P({”) = 0. Il en résultera, par
récurrence sur le nombre de facteurs premiers de a, que pour tout entier a qui est
premier a n, {“ est racine de P, et donc que P = ®,.

Ecrivons X" —1 = PR, avec R € Z[X] ; dérivons cette relation et évaluons-la en {”. On
trouve

n{P"Y = PCPIR (P p(P)QEP),
soit encore
n=(PPEPIR'(CP) +{PP' (PP,
Supposons par 'absurde que P({”) # 0; alors Q({”) =0 et {PP((P)R'({P) = n.
Or, le polynéme P est a coefficients entiers si bien que P(X)” = P(X?) (mod p), au-
trement dit, P(X)” — P(XP) est un polynome a coefficients entiers dont les coefficients
sont multiples de p. Cela entraine l'existence d'un polyndme S a coefficients entiers
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tel que n = pS((). Or, un argument de division euclidienne par P montre que tout élé-
ment de Z[{] s’écrit de maniere unique sous la forme ay + a;{ + -+ az_1{ d-1" 011 d est
le degré de P et les a; des entiers relatifs. Appliquons ceci a S; on obtient les égalités
absurdes n = paj, car n n’est pas multiple de p. O

Rappelons, pour mémoire, les énoncés de divisibilité utilisés dans la démonstration
précédente.

LEMME 2.1.18. — Soit P et Q des polynomes a coefficients entiers tels que Q divise P
dans l'anneau Q[X] Si les coefficients de Q sont premiers entre eux (on dit que Q est
primitif), alors Q divise P dans l'anneau Z[X].

Démonstration. — Soit R € Q[X] tel que P = QR. Nous dévons démontrer que R ap-
partient a Z[X]. Soit a € N* un dénominateur commun de ses coefficients, de sorte que
aR € Z[X], minimal. On a ainsi aP = Q aR. Soit p un facteur premier de a et considérons
I’égalité précédente modulo p. On a ainsi (Q mod p)(aR mod p) = 0. Le polynome Q
mod p n’est pas nul car les coefficients de Q sont premiers entre eux. Comme I’anneau
des polynomes a coefficients dans Z/ pZ est un anneau integre, aR = 0 (mod p). Les
coefficients de aR sont ainsi tous multiples de p, ce qui entraine que (a/p)R est a co-
efficients entiers, mais contredit I'’hypothese de minimalité faite sur a. Donc a n’a pas
de facteur premier, c’est-a-dire a = 1 et R € Z[X]. O

COROLLAIRE 2.1.19. — Soit P € Z[X] un polynome primitif qui est irréductible
dansZ[X]. Le polynéme P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. — Soit Q un facteur de P dans Q[X]; nous devons prouver que
degQ =0oudegQ = degP. Quitte a remplacer Q par aQ, ou a € Z est un dénominateur
commun des coefficients de Q, on peut supposer que Q € Z[X]. Quitte a le remplacer
alors par Q/b, ou b € Z est un facteur commun de ses coefficients, on peut supposer
que Q est primitif. Alors, Q divise P dans Z[X]. Comme P est irréductible dans cet an-
neau, ou bien Q, ou bien P/Q est inversible dans cet anneau. En particulier, degQ =0
oudegQ =degP. O

COROLLAIRE 2.1.20. — Soit P € Z[X] un polynome unitaire a coefficients entiers. Soit
Q € Q[X] un polynome unitaire qui divise P. Alors, Q appartient a Z[X].

Démonstration. — Comme dans la preuve du corollaire précédent, introduisons des
entiers a et b tels que aQ/ b soit un polynome primitif. Il est loisible de choisir a et b
premiers entre eux. D’apres le lemme, aQ/b divise P dans Z[X]; soit donc R € Z[X]
tel que P = (aQ/b)R. On a donc bP = aQR. Comparons les coefficients dominants,
on voit que b est multiple de a, donc a = 1 puisque a et b sont premiers entre eux.
Le polyndme Q/b apaprtient en particulier a Z[X] et il en est a fortiori de méme du

polynoéme Q. O
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Plus généralement, ce lemme et ses corollaires sont valables lorsqu’on remplace
I’anneau Z par un anneau factoriel A et le corps Q par le corps des fractions de A.
Les démonstrations sont les mémes, a ceci pres que lorsqu’on y choisit un élément
minimal a de 4, il s’agit d'un élément ayant le nombre minimal de facteurs premiers
(comptés avec multiplicités).

Exercices

1) Soit K — L une extension finie de corps et soit @ € L tel que L = K[a] (on dit que c’est une
extension monogene). Pour tout corps E tel que K c E c L, notons Pg le polyndme minimal
de a sur E; c’est un polyndme unitaire a coefficients dans E.

a) Démontrer que [L: E] = deg Pg.

b) Si E et E' sont des corps tels que K c E' < E c L, démontrer que P divise Pg.

c) Soit E un corps tel que K c E < Let soit E’' le sous-corps de E engendré par les coefficients
de Pg. Démontrer que Py = Pg. Conclure que E' = E.

d) Démontrer qu’il y a un nombre fini de corps E tels que K < E c L.

2) Soit K un corps, p un nombre premier et a un élément de K. Montrer que le polyndme X? —a
est réductible sur K si et seulement s’il a une racine dans K. (Si X” — a = P(X)Q(X), que peut
valoir P(0) ?)

3) [Polynémes d’Artin-Schreier] Soit p un nombre premier. Soit K un corps de caractéristique p
et a un élément de K. On suppose que le polyndme P = XP — X — a n’'a pas de racine dans K.
Soit K c L une extension de décomposition de P.

a) Si x est une racine de P dans L, montrer que les autres racines de P sont x = x+1, x + 2,
... X+ p—1. En particulier, P est séparable et L = K|[x].

b) Montrer que P est irréductible dans K[X]. (Si Q est un diviseur de P de degré d, considérer
le terme de degré d —1 de Q.)

¢) Démontrer que le polyndome X” — X — 1 est irréductible dans (Z/ pZ) [X].

4) Soit P = ay+ a1 X + - - - + a, X" un polyndme primitif a coefficients entiers. Soit p un nombre
premier qui ne divise pas a,.

a) On suppose que modulo p, le polynéme P est irréductible. Démontrer que P est irréduc-
tible dans Z[X] (et donc dans Q[X] d’aprés le théoreme de GauR).

b) On suppose que ay,...,a,—1 sont multiples de p (de sorte que P = a, X" (mod p)) mais
que ay n'est pas multiple de p?. Démontrer que P est irréductible dans Z[X] (critére d’Eisen-
stein). En déduire par exemple que le polyndme cyclotomique @, est irréductible (modulo p,
®,=(X~- 1)P~1; faire le changement de variables Y = X — 1).

¢) Soit Q un polyndme a coefficients entiers dont le coefficient dominant n’est pas multiple
de p; on suppose que modulo p, on a la congruence P = Q° et que Q est irréductible mo-
dulo p. Si le résultant Res(B,Q) n’est pas multiple de p?9¢8Q, démontrer que P est irréductible
dans Z[X].

5) Soit P le polynome X*—X%2_-2X+3.
a) Factoriser P modulo 2 et 3.
b) Démontrer que P est irréductible dans Z[X].
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6) Soit a4, ..., a, des entiers deux a deux distincts.
a) Démontrer que le polynéme H?:l (X — a;) — 1 estirréductible dans Q[X].
b) Si n est impair, démontrer que le polynome []}"_ | (X — a;) + 1 est irréductible dans Q[X].
¢) Donner un exemple de polyndéme de la forme [[(X — a;) + 1 qui n’est pas irréductible.

7) Calculer le résultant des polyndmes X’ + 1 et X3 + X + 1. (Utiliser des divisions euclidiennes
successives.)

8) a) Si m et n sont des entiers positifs, calculer le résultant des polynémes X" —1 et X" + 1
b) Donner un argument de nature arithmétique qui explique pourquoi, s’il n’est pas nul,
c’est au signe pres une puissance de 2.

9) Soit m et n des entiers positifs et soit d leur pgcd.

a) Démontrer que le pged des polyndomes X™ —1 et X — 1 est égal 2 X% — 1. (Appliquer I'al-
gorithme d’Euclide.)

b) Montrer que pour tout couple (a, b) d’entiers premiers entre eux, le pgcd de a™ — b™ et
a™ — b" est égal a a® — b?%. (Méme méthode.)

¢) Soit Aun anneau et soit a, b des éléments de A tels que A = (a, b). Démontrer plus généra-
lement que I'idéal engendré par a™ — b"™ et a” — b" est I'idéal a® — b?. (Méme méthode.)

10) Soit x un entier > 2. On dit qu’'un facteur premier p de x" —1 est primitif s’il ne divise aucun
des entiers x™ — 1 pour 1 < m< n.

a) Si n et x — 1 sont premiers entre eux, montrer que (x — 1) et (x" —1)/(x — 1) sont premiers
entre eux.

b) Si pk divise exactement x — 1, montrer que pk“ divise exactement x” — 1, sauf si p = 2 et
x=1.

¢) Montrer qu'un nombre premier p est un diviseur primitif de x” — 1 si et seulement si p
divise @, (x) et p ne divise pas n.

d) Pour tout nombre premier p, on pose a, = ord,(x" —1) ; soit P et Q les produits des p“», ol
p parcourt respectivement les diviseurs primitifs de x” —1 et les autres, de sorte que x"—1 = PQ.

Monterr que P divise @, (x).

e) On suppose n # 2. Si ®,(x) # P, démontrer que ®,(x) = ¢P, ou ¢ est le plus grand facteur
premier de n.

f) Soit n un entier ; notons s le nombre de facteurs premiers distincts de n. Démontrer I'in-
égalité

s—1
x-1)? x (2!
(—) x# < D,(x) < x# (—) .
X x—1

g) Démontrer que pour tout entier n distinct de 2 et 6, P > 1. Autrement dit, x" — 1 posséde
un facteur premier primitif.

h) Généraliser I’exercice en remplacant x” —1 par a” — b", ol1 a et b sont des entiers premiers
entre eux (Birkhoff-Vandiver, 1904). (Il n'y a alors pas d’exception pour n = 6, autres que (a, b) =
2,1).)
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11) Soit » un nombre entier tel que n > 1. On rappelle que @, désigne le n-ieme polyndme
cyclotomique.

a) Soit x un nombre entier et soit p un facteur premier de @, (x) qui ne divise pas n. Montrer
que p=1 (mod n) et que p ne divise pas x.

b) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 7.
12) En utilisant le polynome x2 + x + 1, démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo 6.
13) Soit n un entier strictement positif, soit p un nombre premier impair qui ne divise pas n tel
que ®,(2) soit multiple de p mais pas de p?.

a) Montrer que l'ordre de 2 dans F, divise n.

b) Remarquer que le polyndéme X" — 1 modulo p est séparable. En déduire que I'ordre de 2
dans F), est égal a n.

c) Montrer que 2" #1 (mod p?) puis qu’il en est de méme de 27!,

§2.2. Corps finis

A. Existence et unicité

Soit K un corps fini; notons g son cardinal.

L’homomorphisme naturel de Z dans K ne peut pas étre injectif. Soit p le plus petit
entier strictement positif tel que plx = 0. C’est un nombre premier : on a p > 1 car
1x # 0k, etsi p=ab,avec 1 < a,b < p, alors (alg)(blg) =0, donc alx =0 ou blg =0,
ce qui contredit la minimalité de p. Ce nombre premier p est appelé la caractéristique
du corps K. Par ailleurs, I'image de cet homomorphisme est un sous-anneau de K, iso-
morphe au corps Z/ pZ. On peut ainsi considérer que K est un surcorps de Z/ pZ. C’est
en particulier un espace vectoriel sur ce sous-corps Z/ pZ; sa dimension est finie car K,
étant fini, admet évidemment une famille génératrice finie. Notons f cette dimension
et soit (x1,...,X¢) une base de K sur (Z/ pZ). Comme tout élément de K s’écrit de ma-
niere unique sous la forme Z{Zl a; x;, avec a; € Z/ pZ, on voit que g = p/. Nous avons
ainsi démontré la premiere partie de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2.1. — La caractéristique p d’'un corps fini K est un nombre premier et
son cardinal q en est une puissance. Son groupe multiplicatif est un groupe cyclique de
cardinal g — 1. Enfin, pour tout élément x de K, ona x9 = x, et méme x7 ' =1 si x #0.

Démonstration. — Le groupe multiplicatif de K est de cardinal g — 1. Nous avons déja
démontré qu’il est cyclique. D’aprées le théoréme de Lagrange, on a donc x7~! = 1 pour
tout x € K*. Si x € K n’est pas nul, on a donc x7 = xx97! = x; si x = 0, cette derniere
relation est encore vérifiée, d’ou la proposition. O

La détermination explicite d'un générateur du groupe multiplicatif K* d'un corps
fini K dépend de la facon dont on peut manipuler les éléments de K. Toutefois les
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remarques que nous avions faites pour le cas du corps fini a p éléments continuent de
valoir.

Plus généralement :

PROPOSITION 2.2.2. — Soit K et K’ des corps finis et soit K' — K une extension. Les
corps K et K' ont méme caractéristique, disons p, et notons q = pf etq = pf " les cardi-
naux de K et K'. Si n désigne le degré (K : K'] de l'extension K' — K, ona f = nf’.

Démonstration. — L’homomorphisme naturel de Z dans K’ est le composé de celui
de Z dans K avec 'homomorphisme injectif de K dans K’ qui définit 'extension K —
K'. Par conséquent, les relations al g = 0 et al g = 0 sont équivalentes ce qui entraine
que K et K’ ont méme caractéristique.

Considérons le corps K’ comme un espace vectoriel sur K, sa dimension est finie
car K’ est fini, donc posséde une famille génératrice finie. En considérant une base
(x1,...,X,) de K' sur K, on voit que ¢’ = g". Par suite, pf' = (p/)* = p/ donc f =
f'n. O

Comme dans tout corps de caractéristique un nombre premier p, I'application
F: x — xP de K dans lui-méme est un homomorphisme de corps. En effet, on a les
égalités évidentes F(0) =0, F(1) = 1, F(xy) = F(x)F(y), tandis que la propriété d’ad-
ditivité F(x + y) = F(x) + F(y) résulte de ce que les coefficients binomiaux (’,z) sont
multiples de p si 1 < k < p— 1. Cet homomorphisme est appelé homomorphisme de
Frobenius. Comme K est fini et que F est injectif, il est automatiquement surjectif. En
outre, le composé F" = Fo---o F de n automorphismes de Frobenius est 'application

x—xP".Sin= f, il vient donc Flx)=x1=x pour tout x € K, donc Fl = idg.

PROPOSITION 2.2.3. — Si K est un corps fini de cardinal q, '’homomorphisme de Fro-
benius est un automorphisme de K. De plus, si q = p!, alors F/ =id.

THEOREME 2.2.4 (Existence et unicité des corps finis de cardinal donné)

Soit Q un corps de caractéristique p; l'ensemble des racines du polynéome X9 — X
dans Q est un sous-corps fini de Q. Si le polynome X9 — X est scindé dans Q, par exemple
siQ est algébriquement clos, c’est un corps de cardinal g, et c’est 'unique sous-corps de Q)
qui soit de cardinal q. Notons-leF.

Alors, tout corps fini de cardinal q est isomorphe a ce corps Fq. Plus précisément,
l'image de tout homomorphisme de corps de K dans Q) est égale aF.

Démonstration. — L'ensemble considéré est I'ensemble des points fixes de ’homo-
morphisme de corps x — x7 de Q dans lui-méme. C’est donc un sous-corps de Q.
Comme un polyndéme de degré g a au plus g racines, c’est un corps de cardinal infé-
rieur ou égal 4 g. Mais le polynome X7 — X, étant de dérivée gX9 ! —1 = —1 dans Q[X],
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n’a pas de racine multiple. Par conséquent, ce corps est de cardinal g des que X7 - X
est scindé dans Q.

Si K est un sous-corps de Q de cardinal g, on a x7 = x pour tout x € K, donc K c F;
puis I’égalité car ces deux corps ont méme cardinal.

Soit enfin K un corps de cardinal gq. Comme tout élément de K vérifie x9 = x, il
existe un homomorphisme de corps ¢: K — Q;1'image de ¢ est un sous-corps de Q2 de
cardinal g. On a donc ¢(K) = F,. En particulier, K est isomorphe a F,,. O

COROLLAIRE 2.2.5. — Soit K un corps fini de cardinal q, soit n un entier > 1 et soit
K — L une extension de décomposition du polynome X" — X. Alors, L est un corps fini
de cardinal q".

Démonstration. — Appliquons le théoreme précédent avec Q = L. On obtient dans L
un sous-corps L' de cardinal ¢”, formé des solutions dans L de I'équation x7" = x. Ce
sous-corps est manifestement une extension de décomposition du polynéme X9" - X,
d’ou L= L'. En particulier, card(L) = g". O

COROLLAIRE 2.2.6. — Soit K un corps fini. Pour tout entier n > 1, soit &, l'ensemble
des polynomes irréductibles unitaires de degré n a coefficients dans K.

Alors, &, n'est pas vide : il existe dans K[X] des polynomes unitaires de tout degré. De
plus, pour tout entier n > 1, on a la formule

x"-x=[1 ] P

d\nPeZ,

Démonstration. — Soit K < Lune extension de corps ol L est un corps a g” éléments;
le théoreme précédent en affirme l'existence. Soit x un élément de L tel que L= K|[x];
il en existe, il suffit par exemple de prendre pour x un générateur du groupe multipli-
catif L*. Le polyndme minimal P de x sur K est alors un polyndéme irréductible unitaire
a cofficients dans K; son degré est égal a [L: K], donc est égal a n. Comme de plus
x7" = x, le polynome P divise le polynome X7" — X. Plus généralement, le méme argu-
ment montre que P divise X" — X pour tout multiple m de n.

Dans l'autre sens, soit P un facteur irréductible du polynéme X4 " _ X et soit d son
degré. Soit L une extension de K obtenue par adjonction d'une racine x de P. Les in-
clusions K < L c F4» entrainent que d divise n. Autrement dit, le degré d'un facteur
irréductible de X7" — X divise .

Par ailleurs, le polynome X7" - X n'a pas de facteur multiple dans K[X] car il est
premier avec son polyndme dérivé g X a"-1_1=-1.

Les polynomes irréductibles unitaires dans K[X] dont le degré divise n sont exacte-
ment les facteurs irréductibles unitaires du polynéme X9" — X ; comme ces polynomes
sont deux a deux premiers entre eux, X9 — X est égal a leur produit. O
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B. Extensions de corps finis et théorie de Galois

Nous verrons plus loin qu’inversement, si K et K’ sont des corps finis de cardinaux
pl et pf " ol f’ est multiple de f, alors il existe des homomorphismes de corps de K
dans K'.

C. Facteurs irréductibles des polynomes cyclotomiques

PROPOSITION 2.2.7. — Soit K un corps fini, soit q son cardinal. Soit N un entier naturel
non nul et posons m = N/ p® ™) le plus grand quotient de N qui nest pas multiple
de p. Les facteurs irréductibles de ® dans U'anneau K[X] sont tous de méme degré, égal
al'ordre de q dans (Z/ mZ)*.

En particulier, pour tout entier n > 1, les facteurs irréductibles de ®4n_, dans K[X]
sont de degré n.

Pour n =1, cela entraine que ®,_; est scindé dans K[X]. Chacune de ses racines est
d’ailleurs un générateur du groupe multiplicatif K*.

Démonstration. — Soit P un facteur irréductible de ®,, dans K[X] et soit L = K[X]/(P)
I’extension de K obtenue par adjonction d'une racine x de P. On a démontré que x est
d’ordre m dans L*. Si d = deg P, alors [L: K] = d, donc Lest un corps fini de cardinal qd .
En particulier, x4"-1 =1, Par conséquent, m divise g% —1, c’est-a-dire g% = 1 (mod m).
Lordre de g dans Z/ mZ est donc un diviseur de d.

Inversement, si g° =1 (mod m), pour un entier e tel que 1 < e < m, alors xd° = x
et x appartient au sous-corps K, de L formé des éléments ¢ € L tels que F°(¢t) = t. Par
suite, K[x] < K,, donc L = K, puisque L= K[x]. Comme le cardinal de K, est égal a g°,
onam=e.

La derniére remarque résulte de ce que I'ordre de g dans (Z/(g* - 1)Z)* est égal a k.
En effet, g,4%,...,q""" sont tous compris entre 1 et g — 1, donc ne sont pas congrus
a1 modulo g* -1, tandis que g” =1 (mod g*-1). O

Pour construire explicitement un corps fini K a g = p” éléments, il suffit de trou-
ver un polynoéme irréductible P de degré n a coefficients dans Z/pZ et de poser K =
(Z/ pZ)[X]/(P). D’apres la proposition précédente, on peut se contenter de trouver un
facteur irréductible du polynome cyclotomique ®,»_;. D’'un point de vue théorique,
on retrouve |'existence d'un corps fini de cardinal p”. D’un point de vue pratique, I'in-
térét de cette construction est double : tout d’abord, dans la base (1, x, ..., x"!) de I’al-
gebre K sur (Z/ pZ), la table de multiplication est assez simple ; ensuite, x est un géné-
rateur du groupe multiplicatif K*. Cependant, on ne perdra pas de vue que la factori-
sation de polyndmes, méme a coefficients dans un corps fini, est un probleme délicat.
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D. Théoréme de Wedderburn

THEOREME 2.2.8 (Wedderburn). — Soit A un anneau a division (c’est-a-dire un an-
neau unitaire, non nul, non nécessairement commutatif dans lequel tout élément non
nul a un inverse). Si A est fini, alors A est un corps commutatif.

On résume parfois cet énoncé en disant que « tout corps fini est commutatif. » D’'un
point de vue pédagogique, c’est une source de confusion pour "étudiant qui aurait
perdu de vue que dans ses cours, les corps sont toujours supposés finis.

Ce théoreme est important; la démonstration qui suit fait de nouveau la part belle
aux polynomes cyclotomiques.

Démonstration. — Notons Q le cardinal de A.

Lhomomorphisme naturel de Z dans A n’est pas injectif; son image est un sous-
anneau de A, isomorphe a Z/pZ ou p est un nombre premier. Pour x € A, notons Ay
I’ensemble des éléments y € A tels que xy = yx (le commutant de x). C’est un sous-
anneau de A; de plus, si y € A, n'est pas nul, alors y‘lx = xy_l, donc y‘1 € Ay. Cela
démontre que Ay est un sous-anneau a division de A.

Lintersection des A, (le centre de A) est un sous-anneau a division Z de A qui
contient le sous-anneau Z/ pZ. Nous devons montrer que Z = A. Notons ¢ le cardinal
de Z.

Considérons alors A comme un espace vectoriel a gauche sur Z; on voit que le car-
dinal de A est une puissance de g, disons Q = g". De méme, pour x € A, le cardinal g,
de A, est une puissance de g, disons g, = ¢"*). On a m(x) = 1 si x appartient au centre
de A, et m(x) > 1 sinon.

Considérons aussi Acomme un espace vectoriel a gauche sur’anneau a division Ay ;
ainsi, Q est une puissance de ¢y et il existe un entier n(x) tel que n = n(x)m(x).

Faisons opérer A* sur A par conjugaison. Le stabilisateur d'un élément x € A est
I'ensemble A} des éléments non-nuls de A,. Pour que 'orbite d'un élément x soit un
singleton, il faut et il suffit que x appartienne au centre Z de A. Soit alors x;,..., x, des
représentants des orbites de A qui ne sont pas des singletons. Lorbite '(x;) de x; est
un sous-groupe de A* isomorphe au groupe quotient A*/Aj . L'équation aux classes,
qui traduit que le cardinal de A est la somme des cardinaux des orbites, s’écrit donc

r n
n_ q -1
K _q+;q”‘xl‘)—1'

Le numérateur q" — 1 se décompose en produit des ®;(g), ou d parcourt’ensemble
des diviseurs de 7. De méme, le dénominateur g"*)~! est égal au produit des ®;(g) oi1
d parcourt '’ensemble des diviseurs de n(x;). Comme n = n(x;) m(x;) est un multiple
strict de n(x;), le quotient (g" — 1)/ (g""*? — 1) est multiple de ®,(g).
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Par conséquent, ®,(q) divise g" — gq. Or, ®,,(q) divise aussi g" —1; il divise donc g—1.
Par ailleurs, la définition

n

D)= [] (g9-expRinaln))
(@1

entraine que |®,(g)| > (g—1)%", I'égalité étant stricte si n > 1. Par suite, n = 1 et Aest
commutatif. m

Exercices

14) a) Pour d = 2,3,4,5, déterminer un polyndme irréductible P de degré d a coefficients
dans (Z/27Z).

b) Ecrire la table de multiplication du corps K; = (Z/2Z)[X]/(P) danslabase 1, x,..., x41 ot
x est la classe de X. Identifier en outre K> a un sous-corps de Kj.

c) Calculer I’ordre de x dans K;.

d) Calculer un générateur du groupe multiplicatif K.

15) Reprendre I'exercice|l5/en remplacant le corps Z/2Z par le corps Z/ pZ, ot p = 3.
16) Reprendre I'exercice|l5/en remplacant le corps Z/2Z par le corps Z/ pZ, ot p = 5.

17) Cet exercice explique comment extraire une racine p-ieme dans un groupe cyclique. En
particulier, cela fournit une méthode pour extraire une racine carrée d'un élément d'un corps
fini, pourvu que cet élément soit un carré.

Soit G un groupe cyclique d’ordre N, noté multiplicativement. Soit p un diviseur de N; on
note s le plus grand entier tel que p® divise N. On se donne aussi un élément & d’ordre p*
dans G. Soit g un élément de G.

a) Montrer qu'il existe 1 € G tel que h” = g si et seulement si gV/? = 1. On supposera cette
hypotheése vérifiée dans la suite de I'exercice.

b) Soit m I'ordre de g. Si (p, m) = 1, trouver une racine p-ieme de g de la forme g”, avec
neN.

¢) Soit g un élément de G dont I'ordre est une puissance de p, disons p” avec 1 < r < s.
Montrer qu'il existe un unique entier u € {0,..., p — 1} tel que g"’r_1 = ¢“P""' En déduire que
l'ordre de ge=*7"" divise p"~ 1.

d) Soit K un corps fini et soit g son cardinal, supposé impair. On note s le plus petit entier
strictement positif tel que 2° divise g—1 et on se donne un élément € de K* d’ordre 2°. On pose
aussi m = (q —1)/2°. Expliquer pourquoi 'algorithme suivant extrait une racine carrée d’'un
élément a de K* qui est un carré. On pose (Xo, Jo, 20) = (@™, a"*D/2 ¢). Puis, pour 1 < i < s—1,
on pose

2 : 257
(Xi-1,¥i-1,%;_,) si (x;-1) =1;
(xi, yir i) = ) 2 .
(xi-12;_,,Yi-1%i-1,2;_;) sinon.
Alors, ys_1 est une racine carrée de a. (Algorithme de Tonelli pour le calcul des racines carrées.)
Que se passe-t-il si a n’est pas un carré dans K ?

e) Calculer une racine carrée de 3 modulo 13 puis une racine de 2 modulo 113.
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18) Soit K un corps fini et soit g son cardinal, supposé impair.

a) Pour a € K, déterminer le nombre de solutions (s, ) de 'équation -t =a. (Distinguer
suivant que a est un carré ou non dans K.)

b) Soit a un élément de K* qui est un carré. Montrer qu’il existe un élément ¢ de K tel que
le polyndéme X? — tX + a soit irréductible. Quelle est la probabilité que ¢, choisi au hasard,
convienne ?

c¢) Soit alors L1'extension quadratique K[X]/ (X2—tX+a). Montrer quelaclasse x de X dans L
vérifie x9*! = a puis que ¢ = x9*Y/2 est une des deux racines de a dans K. (Algorithme de
Cipolla pour le calcul des racines carrées.)

19) Soit K un corps fini et soit 2 un élément de K* qui est un carré. On note g le cardinal de K
et on le suppose impair.

a) Soit x un élément de K. Montrer qu’il existe au moins (g —1)/2 éléments b de K\ {x} tel
que (x + b)/(x — b) ne soit pas un carré dans K.

b) Démontrer qu’'avec probabilité supérieure ou égale a 1/2, le reste de la division eucli-
dienne du polynéme (X + b)9~1/2 —1 par X? — g est un facteur de degré 1 de X? — a. Lunique
racine de ce facteur fournit ainsi une racine carrée de a dans K* (adaptation de I'algorithme de
Berlekamp).

c) Déterminer une racine carrée de 7 modulo 37.

§2.3. Laloi de réciprocité quadratique

A. Symboles de Legendre et de Jacobi

Soit p un nombre premier impair. Pour tout entier a, on définit le symbole de Le-

gendre (g) par la formule

0 si p divise a;
1 si a est un carré modulo p;

—1 sinon.

THEOREME 2.3.1 (Euler). — Si p est un nombre premier impair et a un nombre entier,
on a l'égalité

(E) =a? V2 (mod p).
p

Démonstration. — Légalité est évidente si p divise a et résulte sinon de ce que le
groupe (Z/ pZ)* est cyclique. On remarque d’abord que a’'=1 (mod p), si bien que
aP~V/2 = 11, Supposons alors que a soit un carré modulo p; il existe alors b € Z tel
que a = b*> (mod p) et a?~V/2 = pP~1 =1 (mod p) puisque p ne divise pas b. Limage
Le morphisme de groupes x — x? a pour noyau {+1}; son image est donc de cardi-
nal (p—1)/2 et est formée des carrés de (Z/ pZ)* qui sont, comme on vient de le voir,
racines du polynome XP~/2 — 1. Comme ce polynéme a au plus (p — 1)/2 racines, ses
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racines sont exactement les carrés et a?~9/2 = -1 (mod p) si a n’est pas un carré mo-
dulo p. O

COROLLAIRE 2.3.2. — Soit p un nombre premier impair; pour que —1 soit un carré
modulo p, il faut et il suffit que p =1 (mod 4).

COROLLAIRE 2.3.3. — Soit p un nombre premier impair et a un nombre entier qui n'est
a

pas multiple de p. Le symbole |—| est égal a la signature de la permutation « multipli-
p

cation par a » dans (Z/ pZ)*.

Démonstration. — Lordre multiplicatif de a divise p — 1; notons-le (p —1)/d. Pour
que a soit un carré modulo p, il faut et il suffit que d soit pair. Alors, la permutation
« multiplication par a » dans (Z/ pZ)* possede d orbites, toutes de cardinal (p —1)/d.
La signature de cette permutation est donc égale a (—1)?~17% = (-1)4, ce qu'il fallait
démontrer. O

La loi de réciprocité quadratique est I’énoncé suivant :

THEOREME 2.3.4. — Soit p et q des nombres premiers impairs. Alors

A
qaj\p

Autrement dit, si p ou g est congru a 1 modulo 4, p est un carré modulo ¢ si et seule-
ment si g est un carré modulo p. Sinon, si p et g sont tous deux congrus a —1 modulo 4,
p est un carré modulo g si et seulement si g n’est pas un carré modulo p. Ce théoréme,
entrevu par Euler et Legendre et dont Gaull a donné la premiere démonstration, relie
de maniere surprenante des propriétés arithmétiques modulo deux nombres premiers.
Elle posséde plus de 200 démonstrations, Gaull en ayant lui-méme proposé huit! Nous
nous contenterons d’en expliquer cing...

Il nous faut auparavant énoncer et démontrer la «loi complémentaire » calculant le

2
symbole (—)
P

PROPOSITION 2.3.5. — Soit p un nombre premier impair. On a

(2)_{1 sip=+1 (mod 8);

E -1 sip=+43 (mod 8).

Démonstration. — Soit { une racine primitive 8-ieme de I'unité dans une extension K
du corps Z/ pZ. Elle vérifie {* = —1 si bien que ({ +{~1)? = 2. (Ce calcul n’est pas ma-
gique : dans C, on peut prendre { = exp(2i7/8) = (1+i)/v2 et V2 =2cos(m/4) = {+{ 1))
Posons a = { +{~'. Comme a? =2 # 0, on a a # 0. La question est de savoir si a est,
ou non, un élément de Z/pZ. Pour cela, on calcule a” et I'on trouve a” = (P + (7P
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puisque x — x” est un homomorphisme de corps en caractéristique p. Par suite, si
p = +1 (mod 8), on constate que a” = a. En revanche, si p = +3 (mod 8), on a a” =
{3 +({3 = —a qui est distinct de a puisque a # 0. O

Le symbole de Jacobi étend la définition du symbole de Legendre (%) en permettant

que 7 ne soit pas un nombre premier.
Soit 7 un entier naturel impair et soit soit n =[] p;n" sa décomposition de n en fac-

teurs premiers ; le symbole de Jacobi (%) est donné par la formule

o

Il coincide donc avec le symbole de Legendre lorsque 7 est un nombre premier. Lin-
térét de son introduction réside en ce que la loi de réciprocité quadratique continue a
étre valide.

PROPOSITION 2.3.6 (Loi de réciprocité pour le symbole de Jacobi)

a) Soit n un entier naturel impair; on a

(—_1) _ (_1)(71—1)/2 _ {1 sin=1 (mod 4)

n -1 sin=3 (mod4).

b) Soit n un entier naturel impair; on a

(2) {1 sin=+1 (mod 8);

-1 sin=+3 (mod 8).

c) Soit m et n des entiers naturels impairs, premiers entre eux. On a l'égalité

m\fn = (=1)m-D-D/4
nl\m '

2 . n; P o, . .
Démonstration. — a) Notons n =[] p;" la décomposition de n en facteurs premiers.

Par définition,
i "
n i\pi|

Les facteurs qui ne valent pas 1 valent —1 et sont ceux pour lesquels p; =3 (mod 4) et
-1

n; estimpair; autrement dit, |—| = (—1)" ou1 v est le nombre d’indices i tels que p; =3
n

(mod 4) et n; estimpair. On adonc n = (—1)" (mod 4) et (n—1)/2 est pair (respective-

=1 (respectivement —1).

. . -1
ment impair) quand (7
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b) Raisonnons de maniere analogue. Soit n = [] p;” la décomposition de n en fac-
teurs premiers et soit v le nombre d’indices i tels que p; = +3 (mod 8). On a de méme

—| = (-1)". D’autre part, comme 32=9=1 (mod 8), n=+1 (mod 8) si v est pair et
n

n=+3 (mod 8) sinon. La formule en découle.
c) Notons m =[] p;n", n=1J] q]’.lj les décompositions de m et n en facteurs premiers
distincts. Par définition du symbole de Jacobi et multiplicativité du symbole de Le-

gendre, on a
m; nj
(&

qdj

nj
21 =11 ’") I
)i\ irj
De méme,
minj

E i\ Pi

-l

C’est un produit de facteurs égaux a +1. Les seuls facteurs du produit qui ne valent
pas 1 sont ceux pour lesquels p; = g; =3 (mod 4) et ou n; et m; sont impairs. Notons
¢ le nombre d’indices i tels que p; =3 (mod 4) et m; = 1 et définissons v de maniere

analogue. on a ainsi
(m) ( n) -
nl|\m

Cette expression vaut —1 si p et v sont impairs, et vaut 1 sinon.

Enfin, (m—1)(n—1)/4 est pair si (m—1)/2 ou (n—1)/2 l'est, c’est-a-dire si m ou n est
congru a 1 modulo 4; sinon (m —1)(n—1)/2 est impair. Comme m = (—1)* (mod 4) et
n=(-1)" (mod 4), (—1)(’”_1)(”_1)/4 vaut —1 si y et v sont impairs, et vaut 1 sinon. Nous
avons ainsi démontré la loi de réciprocité pour le symbole de Jacobi. O

-G -0k

Par conséquent,

Cette formule permet de calculer les symboles de Jacobi (et donc aussi ceux de
Legendre) par récurrence, via une variante de l’algorithme d’Euclide. Donnons un

.Ona

Bl

en utilisant la seconde loi complémentaire pour 157 (qui est congru a —3 modulo 8) et
la loi de réciprocité quadratique (en notant que 21 =1 (mod 4)). Par suite,

-8B

42
exemple en calculant (E
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en utilisant deux fois la loi de réciprocité quadratique ainsi que la seconde loi complé-
mentaire (en observant 13 = —3 (mod 8)).

Comme 157 est un nombre premier (il n’est divisible par aucun des nombres pre-
miers 2,3,5,7,11 et 132 > 157), nous avons en fait calculé un symbole de Legendre. En
particulier, 42 est un carré dans Z/157Z.

Il est en revanche essentiel de remarquer que le symbole de Jacobi (%) est loi de

déterminer si a est un carré modulo n. Par exemple o1l = 1 alors que dans I'an-

neau Z/21Z qui est isomorphe a (Z/3Z) x (Z/7Z), —1 n’est pas un carré (il ne 'est dans
aucun des deux facteurs). En fait, si n n'est pas un nombre premier, la moitié des en-

. a .
tiers a modulo n pour lesquels | —| = 1 ne sont pas des carrés modulo n. Cette re-
n

marque est a I'origine du test de primalité de Solovay et Strassen.
B. Trois démonstrations de la loi de réciprocité quadratique

Premiere démonstration. — Nous avons vu que (B) est la signature de la multiplica-
q

tion par p dans (Z/gZ)*. La multiplication par p dans Z/ gZ: a une orbite et un élément
de plus, donc a méme signature. Remplagons maintenant le groupe Z/gZ par celui,
isomorphe, des racines g-iemes de I'unité dans une extension K du corps Z/pZ. La
multiplication par p dans Z/ gZ est transformée en I'élévation a la puissance p dans ce
groupe G; notons ¢ cette derniére permutation. La signature d'une permutation est
égale a (—1)", ou r est le nombre d’inversions, une fois choisi un ordre sur les éléments
permutés. Fixons donc un tel ordre <. Alors,

(B)_ I {1 sip(x)<e(y);
q _x<y -1 sip(y) <ex).
Par suite, on a I'égalité dans Z/ pZ:
Pl _ 71 9PX)—9})
(5) U=
puisque au numérateur et au dénominateur apparaissent, au signe pres, toutes les dif-

férences x — y avec x < y, avec autant de signes — que d’inversions. Par conséquent, on
a les égalités dans Z/ pZ :

P—yP (p-1)/2
q x<y xX—=y X<y vty

ou D est le discriminant du polynome Q(X) = X7 — 1 dans Z/ pZ. La loi de réciprocité
quadratique est presque démontrée puisqu’on a réussi a passer d'une condition sur
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p modulo g (la signature de la multiplication par p dans Z/gZ) a une condition mo-
dulo p, a savoir si D est ou non un carré modulo p.
Il reste a calculer ce discriminan OnaQ(X) = X7-1=[],ec(X — ). Par suite, si x
estun élément de G, [T, (x—y) =Q'(y) = qy7 ! = q/y. Finalement,
D=(DMTV2 [T (x-y) = (D7 D247 [T y = (1T V247,
XZy yeG
étant donné que q est impair et que [[ ¢ y = 1. On en conclut que

p -1)(g- - -1)(g- - -1)(g- q
Fl = (—1)p-D@-/4 gatp=Diz = 1y (p-Dg-D/4 g(p=D/2 = (_1y(p-Dig-DI4 T}
q P
Il s’agit d'une congruence modulo p entre deux nombres entiers égauxa +1. C’est donc
en fait une égalité. 0

Deuxiéeme démonstration. — Pour tout entier n impair, notons U, le n-iéme poly-
nome de Tchebychev de seconde espece caractérisée par la relation
sin(nf/2)
U,(2cosf) = ——,
nt )= 072
soit encore . 1
UpX+ )X 02=—
X X-1
qu’on récrit
1
XD _ 1)UL (X + 2= X" 1.

OnaU; =1, Us = X+1 etlarelation de récurrence U,,+; = 2XU,,—U,,_;. Cette relation
montre que U, est, pour tout entier impair 7, un polynéme unitaire de degré (n—1)/2
a coefficients entiers.

Cette démonstration de la loi de réciprocité quadratique va résulter du cal-
cul du résultant des polynomes U, et U, ainsi que de la formule Res(PQ) =
Res(Q, P) (—1)degPdegQ gj p et Q sont des polynomes.

Tout d’abord, Res(Uy, Uy), étant le résultant de deux polyndomes a coefficients en-
tiers, est un nombre entier.

Si ¢ est un nombre premier, Res(Uy, U,) (mod ¢) ne s'annule que si U, et U, consi-
dérés comme polynomes a coefficients dans (Z/¢Z), ont une racine commune (dans
une cloture algébrique). Supposons pour commencer que ¢ # p et £ # q. Soit a une
racine de U, ; on peut I'écrire sous la forme x +1/x, etl'onaalors 1+ x+---+ xP~1=0,
si bien que x est racine primitive p-iéme de 'unité. De méme, une racine § de Uy est
delaforme y+1/yott 1+ y+---+y9 1 =0 et y est racine primitive g-ieme de l'unité.
Légalité @ =  entrainerait que y est racine du polynéme 72 — a T + 1, donc est égale
a x ou 1/x, donc est d’ordre p ce qui est absurde. Par conséquent, Res(Up, U,) n'est
multiple d’aucun nombre premier ¢ distinct de p et q.

(U Ca serait mieux de I'avoir fait avant...
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Supposons maintenant £ = p. Une racine a de U, dans une extension de Z/ pZ est
delaforme x +1/x avec x” = 1, donc x = 1 et & = 2 Si « était racine de Uy, on pourrait
I'écrire y +1/y ol y serait une racine primitive g-ieme de I'unité. En résolvant I'équa-
tion, on trouve y = 1, ce qui est absurde. Autrement dit, U, et U, n'ont pas de racine
commune dans une extension de Z/ pZ et p ne divise pas Res(Up, Uy).

On raisonne de méme lorsque ¢ = g et g ne divise pas non plus Res(U,, Uy).

En conclusion, Res(Up, Uy) est un entier qui n’est divisible par aucun nombre pre-
mier. Il est donc égal a +1. Nous allons déterminer le signe en calculant Res(Up, Uy)
modulo p.

Siay,...,ap-1/2 et Pi,..., By-1)/2 sont les racines de Uy, et U, respectivement, on a

Res(Up, Uy = [[(ai - ;).
L,
Calculons ce résultant dans le corps Z/ pZ; on a vu que la seule racine de U, est a = 2.

Par suite, modulo p,

Res(U,, Uy =[]@-pnP V2 =0, P V2= gP D% (mod p).
i

Ainsi, Res(Up, Uj) est un entier égal a +1 et congru a (}ﬁa) ;onadonc Res(Upy, Uy) = (g)

De méme, Res(Uy, Up) = (ﬂ . La formule Res(U, U,) = (-1)P~D@-D/2Res(U,, U,),
p
évidente sur la définition du résultant comme produit de différences des racines de U,

et de U, entraine alors I'égalité (ﬂ) (g) = (- D@Dz, O
p

Avant de donner la troisieme démonstration, rappelons le théoreme de Wilson et
une variante :

LEMME 2.3.7. — Soit p un nombre premier impair; on a les congruences
-1
(p—D!'=-1 (mod p) et (PT)!z =—(-1)"P Y2 (mod p).
Démonstration. — La premiére congruence se démontre en regroupant chaque élé-
ment ade {1,..., p—1} avec son inverse modulo p dont il est distinct si et seulement si
a # +1. La seconde en découle, compte tenu des congruences modulo p :
p-1 p+1 (p—l)( p-1 ) (p—l)z (p-1)/2
-D=12...—)(—...(p-D)=|— | (-—)...(-D | = | —|"*(-DY .
(p—D!=( 2)(2(11))2(2)() 2()
O

Troisieme démonstration (Rousseau, 1991). — Soit G le groupe abélien fini quotient
du groupe G, = (Z/ pZ)* x (Z/ qZ)* par son sous-groupe d’ordre 2, {(1,1), (—1,—-1)}. Nous
allons calculer de deux facons différentes le produit IT des éléments de G.
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Tout d’abord, les couples (x, y) avec x € (Z/pZ)* et y € {1,...,‘77_1} forment un sys-
teme de représentants dans G; des éléments de G. Par suite, I1 est I'image dans G de
I'élément

(g-1)/2

L= J] JI @wp

xe(Z/pZ)* y=1

-1
_1nla-vre, q np-1
(p—1)Y (—2 )

grace au lemme précédent.

D’autre part, lorsque z parcourt 'ensemble des nombres entiers de {1,..., pg} qui
ne sont divisibles ni par p ni par g, les couples (z mod p,z mod g) parcourent une
fois et une seule les éléments de G;. A l'entier pg — z correspond le couple opposé (—z
mod p,—z mod g). Lorsque z parcourt uniquement {1,...(pqg —1)/2}, les couples (z
mod p,z mod q) forment un systeme de représentants dans G du groupe G;. Notons ¢
le produit de ces entiers. En rajoutant les multiples de g dans l'intervalle [1, (pg—1)/2],

on obtient
(pg-1)/2

-1
c= [] z/q-Zq...p—q.
z=1 2
(z,p)=1

Les entiers z qui apparaissent au numérateur s’écrivent d’'une part z = pu + v avec
-1 , -1 -1

0< u<q7et1< v<petdautrepartz:qu+vaveCI< vng. Modulo p,

I'entier u n’intervient pas et 'on a donc

1
c=(l...(p- 1))(’1‘”’2(1...’97) g0, P2

5 ) = (g)(—l)(q_l)/2 (mod p).

De méme,
c= P (—1)(’7_1)/2 (mod q),
q
si bien que

[l =(¢c modp,c modgqg) = ((g)(—l)("‘”/{ (l—;)(—l)(p‘”/z)

est aussi un représentant de I1 dans G;.
En comparant les expressions de I1; et de II,, on en déduit que

alE

ce qu'il fallait démontrer. O
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C. Sommes de Gaull

DEFINITION 2.3.8. — Pour tout entier naturel n > 1, on définit

n 2
Gp=)_ exp (Zin;)

k=1
THEOREME 2.3.9 (GauB). — Suivant la congruence vérifiée par n modulo4, ona:
vn sin=1 (mod 4);
G = 0 sin=2 (mod 4);
! ivn sin=3 (mod 4);
1+i)yvn sin=0 (mod 4).
Démonstration. — Soit f: R — Cla fonction définie par

(x+ k)2

flo)= nilexp (2in ).

k=0

Elle est de classe €*° et périodique, de période 1; on a bien str G, = f(0). Notons
f(x) =) cmexpRinmx)

sa série de Fourier. Par définition, on a

1({n-1 2
cm:f (Z exp(Zin(k-:lx) ))exp(—Zimnx)dx
0

k=0
n-1 pl 27 1 1
= Z[ exp[ﬂ(x+(k——mn)z)dxexp(Zin(mk——mzn))
k=0 0 n 2 4
k+1——mn 2im )
exp(—u”)du
k——mn p( n )
n——mn 2
:exp(—Zin )f exp ( ﬂuz)du
2mn
1——mn
- nexp(—2i7r )f exp ( Zlﬂnvz)dv

Etant de classe 4", la fonction f, est somme de sa série de Fourier; en particulier

Gh=f0)= ) cm.

meZ
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On observe que exp(—2imm?n/4) vaut 1 quand m est pair, et vaut exp(—2inn/4) quand
m est impair. Alors,

Gn= Z Cm+ Z Cm:ZCZrn"‘ZCZmH

m pair m impair meZ meZ
1-m %—m
=n) f exp (2imnv®)dv + nexp(—2inn/4) Y exp (2innv?)dv.
mezZJ—m meZ —%—m

Les deux séries de la derniére équation convergent et ont méme somme, a savoir I'in-
tégrale (généralisée)
(e,0)
f expinnv®)dy,
—0o0
intégrale qu’'on appelle parfois intégrale de Gauys!
Soit en effet des nombres réels a et b de méme signe tels que a < b, de sorte que 0 n'appar-
tienne pas a l'intervalle [a, b]. Alors, une intégration par parties donne

b b 1
f exp(2i7rnv2)dv:f - exp(2innv2)4i7rnvdv
a 4intnv

a

b b
exp(innv? +f expinnv®)dv
P ) a Ja 4imnv? P )

dinnv

d’ot 'on déduit que |, f exp(2irnv?)dv tend vers 0 quand a et b tendent tous deux vers +oo
ou —oo. Cela vérifie le critére de Cauchy pour I'intégrale généralisée indiquée et entraine aussi
facilement qu’elle est égale aux deux séries qui nous intéressent.

Autrement dit,
[e,0]

Gn=n(1 +exp(—2inn/4))f expinnv®)dv

exp(2i7tu2)du.
(0]

=vn(l1+ exp(—2i7m/4))f

Cette relation est vraie pour tout entier n, en particulier pour n = 1 ou elle fournit le
calcul de I'intégrale de Gaul$ :
o0 . 2 G 1+1
f_ooexp(ZZnu )du = 13- 7

Il suffit, pour conclure la démonstration du théoréme, de disjoindre les cas :

- Sin=0 (mod 4), exp(-2inn/4)=1etG,=1+1i)Vn;

- sin=1 (mod 4), exp(-2inn/4)=—-ietG,=/n;

- sin=2 (mod 4), exp(—2inn/4)=—-1et G, =0;
enfin, si n =3 (mod 4), exp(-2inn/4) =i et G, = i\/n. O

Nous allons déduire de cette formule une autre démonstration de la loi de récipro-

cité quadratique.

ST _ P4

LEMME 2.3.10. — On al'égalité Gyq = G,G, E —1.
p
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Démonstration. — Observons que si x et y sont des entiers congrus modulo 7, alors
exp(2imx?/n) = exp(2iny?)/ n. Par suite, pour définir la somme de GauR, on peut utili-
ser tout ensemble d’entiers représentant chaque classe de congruence une fois et une
seule. Lorsque x et y parcourent {1,..., p} et {1,..., g} respectivement, les entiers gx+py
sont deux a deux distincts modulo pg. Par suite,

P 4 X+ p1)2 P 2 4 2
Gpg=)_ ). exp (ZiHM) =) exp (Zinq—) exp (21.71'&).

x=1y=1 pq x=1 P y21 q

Lorsque x parcourt {1,...,p — 1}, gx* mod p parcourt deux fois les carrés non nuls
de Z/pZ si x est un carré modulo p, et les non-carrés sinon. Dans le premier cas, on

2
aYP_ exp (21'71%) =G, ; dansle second, ona

p 2 p-1 2
) exp (Zinq—x) =1+2 Y exp(2inx—)
x=1 p x=1 p

x non carré modulo p
p-1 x2
=1-2-2 Y exp(in—)
x=1 p

x carré modulo p

=-G,
compte tenu de I'égalité

p-l x P x
expin=)=-1+)_ exp(2in=)=-1.
1 p x=1 p

xX=

Par conséquent,

4 x2
exp (Zinq—) -4 Gp.
x=1 p p
En utilisant la relation correspondante obtenue en échangeant les roles de p et g, on a
donc le lemme annoncé. O

Le calcul de la somme de Gaul§ entraine une démonstration immeédiate de la loi de
réciprocité quadratique.

Démonstration de la loi de réciprocité quadratique. — Comme p et g sontimpairs, Gp,
G4 et G4 sont non nuls. On récrit alors la relation du lemme sous la forme

B2

a)\r] VpaGp Gg’
Si p est congrua 1 modulo 4, alors pg = g (mod 4) et G,q/\/pq=Gyl\/qGetG,l\/p=1;

/
par conséquent, (g) (g = 1. De méme, si g est congru a 1 modulo 4, alors )(ﬂ) =1.
p

QT
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En revanche, si p et g sont tous deux congrus a 3 modulo 4, G,/\/p = G4/,/q = i mais

pg=1 (mod 4) d’'ott Gpq//pq = 1. Par suite, (g) (g) =1/i’=-1. O

On peut en fait définir une variante de la somme de Gaul$ dans tout corps qui
contient une racine primitive n-iéeme de I'unité; elle nous permettra d’ailleurs de
donner une cinquieme démonstration de la loi de réciprocité quadratique. Soit K un
corps et soit { € K une racine primitive p-iéme de I'unité. On définit

p ) p-1 x
GO=) " =1+2 Y} = ) |2
x=1 x=1 xe(Z/ pZ)* p
x carré modulo p

(Comme {? =1, {" ne dépend que de la classe de n modulo p; si x désigne cette classe,
on peut donc noter {* = {".) Lorsque K = C et { = exp(2in/p), nous avons vu que
G(0)? = +p, le signe dépendant de la congruence de p modulo 4. C’est un fait général :

PROPOSITION 2.3.11. — On a les relations :
a) G)?=(-nPD2p;
b) pour toutac (Z/ pZ)*, G{(?) = (%)G(C).

Démonstration. — Commencons par établir la seconde relation. Soit en effet
a€ (Z/pZ)* ; alors,

/
GE9= ) (E)C“’“z 2 (M)Nz(f)c;m.
xe(ZI pZ)* ye@ipz)*\ P p
Par conséquent,
G(()zz(_—l)G(()G((_l):(_—l) Z cxz_yzz(—_l) Z ((x—y)(x+y)_
p P ] xyezipz P | xyezipz

Lorsque (x, y) parcourt (Z/ pZ)?, (x — y,x + y) parcourt aussi (Z/ pZ)?, car p est impair.
Ainsi,

G2 == Y C””=(_—1) Y (Z (“”)
P ) uvezipz P ) uezipz\vezipz
N p siu=0;
- ? uEZ/pZ{O sinon
-1
= ? p.

Cela conclut la démonstration de la proposition. O
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Démonstration de la loi de réciprocité quadratique. — Supposons que K soit un corps
de caractéristique ¢g; on a alors

oS5l

)T £es s . 5 X I
car I’élévation a la puissance g est un endomorphisme du corps K et que (—) = (—)
p

car g est impair. D’aprés la proposition, on a donc

%Gm.
1%

_1 (g-1)/2
—|P
p

G)T=GuN=

Alors,

G =GQ) (G?) V"

1 (g-1)1/2
=G()|— plar
( P)

ek
p q
-1

Comme G(()? = ( )p n'est pas nul dans K, G({) # 0 et il vient
p

(-GG

Lorsque p est congru a 1 modulo 4, (_—) =1etil vient (ﬂ) = (g) ; lorsque g est congru
p p

=G

a 1 modulo 4, (g —1)/2 est pair et 'on a encore q) - (E) ; enfin, lorsque p et g sont
p

-1
tous deux congrus a 3 modulo 4, (?) =—1, (q—1)/2 estimpair si bien que (g) =- (g)
La démonstration est terminée. O

Exercices

365
20) a) Calculer le symbole de Legendre (@) al’aide de laloi de réciprocité quadratique pour

le symbole de Legendre. (Exemple dii a Dirichlet.)
b) Refaire le calcul en utilisant la loi de réciprocité pour le symbole de Jacobi.
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21) a) A quelle condition —2 est-il un carré modulo un nombre premier p? On explicitera le
résultat sous la forme d’une liste de congruences modulo 8.
b) Méme question en remplagant —2 par 6, -5 et 11.

a
22) a) En utilisant I'interprétation du symbole de Legendre (;) comme la signature d'une per-

2
mutation, retrouver la valeur de (—) suivant la congruence satisfaite par p modulo 8.
p

a
b) Raisonner de méme et calculer les symboles (5) sia=-2,a=3o0ua=-3.

23) Soit p un nombre premier impair. Montrer que les deux nombres complexes i?~1/2(1 +
i)2(P~1/2 et 1 +iP appartiennent a Z[i] (c est-a-dire sont de parties réelle et imaginaire entiéres)
et sont égaux modulo pZ[i] (c’est-a-dire que leurs parties réelles et imaginaires sont égales

2
modulo p). En déduire une autre approche du calcul du symbole de Legendre (—|.

24) Soit p un nombre premier impair et soit @ un nombre entier qui n’est pas multiple de p.
a) Soit u le nombre des entiers i € {1,..., %( p — 1)} tels que le reste de la division euclidienne

de ai par p soit > %(p —1). Démontrer que 4 = (-1)*. (Lemme de Gauys.)
p

)

2] (3
b) Retrouver ainsi la valeur des symboles de Legendre (;), (;) et

25) Si p et g sont des nombres premiers impairs, on pose

(p-1/2
Spa=Y FJ .
i=1 LP
a) Démontrer que S(p, q) + S(q,p) = (p—1)(q —1)/4. (Observer que S(p, q) et S(g, p) repré-
sentent le nombre de points entiers de part et d’autre de la diagonale dans le rectangle de cotés
p et g dont I'abscisse est inférieure a (p — 1)/2 et 'ordonnée est inférieure a (g —1)/2.)
b) Démontrer que S(g, p) = ¢ (mod 2), oli, comme dans l’exercice U est le nombre des
entiers i € {1,..., %(p — 1)} tels que le reste de la division euclidienne de gi par p soit > %(p -1).
¢) En déduire une autre démonstration de la loi de réciprocité quadratique.

26) Nous reprenons dans cet exercice le calcul de résultants effectué au cours de la deuxieme
démonstration de la loi de réciprocité quadratique.

a) Si n est un entier impair, démontrer que les racines du polynéme U,, sont les 2cos(kr/n),
pourl < k< (n—-1)/2.

b) Démontrer que 'on a

(’"111[)/2 sin(kzm/n)

Res(U,, Uy, = .
(Un, Unm) =1 sin(km/n)

c) Alaide du lemme de GauRl (exercice, en déduire que Res(Up, Uy) = (g) si p et g sont

des nombres premiers impairs, distincts.
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27) Soit p un nombre premier impair et soit w une racine primitive p-iéme de 'unité dans C et
soit S = (wij)()g,-,j@ la matrice de Vandermonde de (1, w, ...,wP™1).

a) Calculer S et en déduire que det(S)? = (-1)PP~D/2pP,

b) Montrer que det(S) = jP(p-1)/2 p’”/ 2 (Utiliser le fait que c’est un déterminant de Vander-
monde.)

c) Montrer que les valeurs propres de S sont +,/p, £i,/p. Soit r, s, f, u les multiplicités
de /p, —/P, i\/P, —iy/p. Montrer que Tr(S) = \/psi p=1 (mod 4) et Te(S) = i\/psip=3
(mod 4).

d) Montrer que 'on a

p-1l(f
Tr(S) = Y (—)wk.
k=0\P
(Détermination du « signe » de la somme de Gauss; démontration due a Schur.)

28) On va montrer que I'équation 2x* = y* —17z* = 0 n’a pas de solution non nulle (x, y, z) € Z3
(Lind, 1940). On considere, par I'absurde, une telle solution (x, y, z).

a) Se ramener au cas oll X, y et z sont premiers entre eux deux a deux.

b) Montrer que x n’est pas multiple de 17.

¢) Montrer que x n’est pas un carré modulo 17.

d) Soit p un nombre premier impair qui divise x. (On a donc p # 17.) Montrer que 17 est un
carré modulo p, puis que p est un carré modulo 17.

e) Montrer que 2 est un carré modulo 17.

f) Montrer que x est un carré modulo 17, d’ot1 la contradiction recherchée.

§2.4. Polynomes irréductibles dans un corps fini

Le but de ce dernier paragraphe est d’exposer quelques méthodes pour factoriser
des polyndmes a coefficients dans un corps fini, ou pour décider de leur irréductibilité.
En théorie, le probleme peut sembler sans intérét, car il n'y a qu'un nombre fini de
facteurs possibles : il suffit en principe de les énumérer puis de tester la divisibilité.
Toutefois, cette méthode se heurte a un obstacle de complexité important dés que le
cardinal du corps fini n'est pas trés petit et ne peut donc étre appliquée en pratique. Il
s’agit donc d’exposer des méthodes efficaces.

A. Criteres d’irréductibilité

Soit F un corps fini de cardinal g et soit f € F[x] un polynome de degré n. Il s’agit
pour l'instant de décider si f est irréductible ou non.

Le premier pas consiste a détecter les facteurs multiples en dérivant.

Un polynéme g tel que g’ = 0 est un polynéme en x”; comme tout élément de F
est une puissance p-ieme, chacun des mondmes de g est une puissance de p, donc g
aussi. En particulier, g n’est pas irréductible. Dans I'autre sens, la dérivée d'un poly-
nome irréductible est non nulle.
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Notons f =I;_, fl.e" la décomposition de f en facteurs irréductibles. Supposons f' #
0, de sorte qu’au moins un des e; n'est pas multiple de p. Dans la décomposition

.
! ei—1 o1 ej
=Y el HI157
i=1 j#i
le polynéme f; apparait avec multiplicité e; dans chacun des termes d’indice j # i; il
apparait avec multiplicité e; — 1 dans le terme d’indice i si e; n'est pas multiple de p.
En comparant avec f, on voit donc que

r r
pgcd(f,f/) — l_[ f;.el'_l l_[ _f;-ei-
ve bl

Par suite, g1 = f/pgcd(f, f) est le produit des facteurs irréductibles f; pour lesquels e;
n’est pas multiple de p.

On peut réitérer le procédé avec f/g; qui ala méme décomposition en facteurs irré-
ductibles que f, les exposants non multiples de p ayant diminué de 1. On obtient alors
le produit g des facteurs irréductibles f; pour lesquels e; > 2 mais ni e;(e; — 1) n'est
pas multiple de p.

Au bout de p — 1 opérations, I'exposant de f; dans la décompositionde f/g;...gy-1
est le plus grand multiple de p inférieur ou égal a e;. Ce polyndme est donc la puis-
sance p-iéme d'un polynéme &k qu’on peut déterminer explicitement et avec lequel on
continue.

PROPOSITION 2.4.1. — Pour que f soit irréductible, il faut et il suffit que les polynoémes
x7° - x et f, pourl < e<n,etmémel < e < |n/2], soient premiers entre eux.

Démonstration. — Soit ¢ une racine de f dans une cloture algébrique F de F. Son po-
lyndme minimal g est irréductible et divise f, donc est un facteur irréductible de f. En
outre, le corps F[¢] engendré par ¢ est un corps fini de cardinal g°, ou e = deg(g). Il en
résulte que &9° = ¢, autrement dit les polynomes x7° — x et f ont une racine commune
dans F. Cela entraine que leur pged n’est pas égal a 1. Si g est le facteur irréductible de
plus petit degré de f, on a méme e < [n/2].

Inversement, si f et x9° — x ont un facteur irréductible commun, celui-ci sera de
degré au plus e, donc distinct de f si e < n. O

On peut généraliser ce résultat pour obtenir une factorisation de f en un produit de
polynoémes f,, chaque facteur irréductible de f, étant de degré e. Pour simplifier, on
suppose que f est sans facteur multiple.

PROPOSITION 2.4.2. — Soit f € F[x] un polynéme sans facteur multiple. Posons g, =

f; pour e > 1, posons f, = pgcd(xP* — x, go_1) €t go = Ge—1/fo. Ona f = fifo... et pour
tout e > 1, chaque facteur irréductible de f, est degré e.
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Démonstration. — Fixons pour la démonstration une cloture algébrique Q2 de F et no-
tons F,e I'unique sous-corps de (2 de cardinal F ge.

Comme dans la démonstration précédente, les racines de f; sont les racines de f
qui appartiennent a F,. Comme les racines de f sont simples, il en est de méme de
celles de f; et le polyndme f; est le produit des facteurs linéaires qui divisent f. Les
racines de f, sont les racines de g = f/ fi qui appartiennent a F . ; ce sont donc les
racines de f qui appartiennent a F > mais pas a F, (ces derniéres sont racines de f; et
ne sont plus racines de g car les racines de f sont simples). Par récurrence, les racines
de f. sont les racines de f qui appartiennent a Fge mais a aucun des corps F;r pour
1 < r < e; I'extension de F; engendrée par une telle racine est Fge, si bien que son
polynéme minimal est de degré e. O

Le dernier critere, dt a BERLEKAMP, fournit le nombre de facteurs irréductibles de f.

PROPOSITION 2.4.3. — Supposons que [ soit sans facteur carré et notons n son degré.
Pour 1 < e < n, soit g, le reste de la division euclidienne du polynéme x9¢ — x¢ par f.
Soit k le rang du sous-espace de F[x] engendré par les polynémes g1, ..., 8gn-1. Le nombre
de facteurs irréductibles distincts de f est égal an— k.

Avant de démontrer cette proposition, insistons sur le fait que pour calculer en pra-
tique les g., il importe de calculer x7 dans F[x]/(f) al'aide de 'algorithme d’exponen-
tiation rapide puis calculer ses puissances.

Démonstration. — Soit Al'algebre F[x]/(f) et munissons-la de la base (1, x, ..., x" 1,
Soit o 'application de A dans elle-méme donnée par o(a) = a9. C’est un homomor-
phisme d’algebres. On a par définition 0 = o (1) -1 et g, = o(x®) —x® pour 1 < e < n.
La proposition équivaut donc al’énoncé : le noyau de o —id est un F-espace vectoriel de
dimension égale au nombre r de facteurs irréductibles de f .

Notons B le noyau de o —id. C’est 'ensemble des éléments a € A tels que o(a) = a;
c’est donc une sous-algebre de A qu’on appelle la sous-algebre de Berlekamp de A. Nous
allons montrer qu’elle est isomorphe a F’.

Ecrivons la décomposition de f en produits de facteurs irréductibles, f = fi... f. 1ls
sont premiers entre eux deux a deux; d’apres le lemme chinois, ’algébre A est donc iso-
morphe a [];_, Flx]/(f;) et o s'identifie a 'endomorphisme (a,...,a;) — (af’,...,aﬁ).
Par suite, I'image de B par I'isomorphisme chinois est I'’ensemble des (ay, ..., a;) tels
que a? = a; pour tout i. Comme f; est irréductible, F[x]/(f;) est un corps fini de car-
dinal g98U7) et 'ensemble des a; € F[x]/(f;) tels que a? = a; est le sous-corps a q
éléments, c’est-a-dire F. Autrement dit, I'image de B est I'algebre F x ...F; elle est de
dimension r sur F. O
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B. Algorithme de CANTOR-ZASSENHAUS (1981)

Il s’agit maintenant, étant donné un polynome f a coefficients dans un corps fini F,
supposé sans racines multiples, de le factoriser. On suppose que tous ses facteurs ir-
réductibles sont de méme degré, ce qui est loisible compte tenu des résultats du para-
graphe précédent.

Notons f = f ... f; lafactorisation de f et ele degré des f;, de sorte que n = deg(f) =
er.Lalgebre A=F[x]/(f) estisomorphe a (F4e)".

LEMME 2.4.4. — Soit K un corps fini de cardinal q.

Supposons q impair. Lapplication u— u'9=Y'2 de K dans lui-méme prend une fois la
valeur0 (pour u=0), (q—1)/2 fois la valeur1 (lorsque u est un carré non nul) et (q—1)/2
fois la valeur —1 (sinon).

Supposons que q = 2" est une puissance de?2. Lapplication u — u+u®+ u? et u
de K dans lui-méme prend 2"" fois la valeur 0 et 2"" fois la valeur 1.

zn—l

Démonstration. — Notons ¢ cette application.

Dans le cas oi1 g est impair, on a @(u)? = 1 si u # 0 et () = 0 sinon ; par suite, ¢ (1)
vaut +1 ou 0. Comme ¢ est une application polynomiale de degré (q—1)/2, elle prend
au plus (g —1)/2 fois les valeurs —1 et 1, donc exactement (g — 1)/2 fois. (En fait, ¢(u)
est une généralisation du symbole de Legendre qui vaut 1 si u est un carré non nul, 0
si u =0 et —1 dans les autres cas.)

Lorsque g est une puissance de 2, on a

2

(p(u)2:u2+u2+...+u2n:(p(u)+u2n—u:(,0(u)-

Par conséquent, ¢(u)(@(u) —1) = 0 et ¢(u) vaut 0 ou 1. En outre, ¢ prend au plus
2"~1 fois chaque valeur, donc exactement 2"! fois la valeur 0 et 2""! fois la valeur 1.
O

PROPOSITION 2.4.5. — Soit F un corps fini de cardinal q, soit f € F[x] un polynéme
sans facteur carré dont tous les facteurs irréductibles sont de degré e.

a) Supposons que q soit impair.

Soit g un polynéme non nul de degré < n et soit h le reste de la division par f du
polynome g'9°~V'2_Alors, f est le produit depged(f, h), pged(f, h—1) et pged(f, h+1).

En outre, parmi les q" — 1 polynomes possibles g, seuls 2((q° — 1)/2)" fournissent une
factorisation triviale.

b) Supposons que q = 2" soit une puissance de 2. Soit g un polynéme de degré < n et
soit h le reste de la division par f du polynome g+ g*+---+ gzem_1 . Alors, f est le produit
depgcd(f, h) et depgcd(f, h—1).

En outre, parmi les g™ polynémes possibles g, seuls 2(2°"™ )" fournissent une factori-
sation triviale.
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Lorsque g est impair, la probabilité d’obtenir une factorisation triviale est donc égale

a e r
(@ -1 _
2]. r% g 2]. r_
7o

Lorsque g est une puissance de 2, elle est encore 2!, Par conséquent, si r > 2, on
peut espérer, en tirant des polyndmes g au hasard, factoriser f tres rapidement Ilest
cependant possible de n’avoir trouvé aucun facteur non trivial au bout de 1000 essais,

mais la probabilité est de 'ordre de 2!°°°0=" donc ridiculement faible.

Démonstration. — Notons Al’algebre F[x]/(f); comme f est produit de r polyndmes
irréductibles de degré e, deux a deux distincts, le théoréeme chinois entraine que A est
isomorphe a K", ou1 K est un corps a g° éléments.

Etant donné un polynéome g de degré < n, identifié a un élément de A, donc
a une famille (1,...,u,;) d’éléments de K, le calcul de 1'énoncé revient a celui de
(p(w),...,9(u,)) dans K’, ou ¢ est 'application du lemme précédent. Par suite,
¢(u;) €{0,1,—1} dans le cas ou g est impair, et ¢(u;) € {0,1} quand g est une puissance
de 2. Cela revient a dire que h = ¢(u;) (mod f);, donc que & est multiple des poly-
nomes f; tels que @(u;) =0, h—1 est multiple des polyndémes f; tels que ¢(u;) =1, et
h + 1 est multiple des polyndémes f; tels que ¢(u;) = —1. Comme les f; sont premiers
entre eux deux a deux, i, h—1 et h+ 1 sont en fait multiples des produits correspon-
dants. (Ce dernier polyndme n’intervient pas lorsque g est une puissance de 2.) La
premiére partie de I'énoncé en découle immédiatement.

Pourla seconde, il s’agit de dénombrer les familles (uy, ..., u;) tels que (@(wy),...,p(u;))
soit (0,...,0), (1,...,1) ou (—1,...,—1). On trouve exactement les valeurs indiquées. [

Le cas particulier d'un polynome scindé dans F est trés important. C’est en effet a
lui qu’on se ramene dans I'algorithme de BERLEKAMP exposé ci-dessous, c’est aussi ce
qui se passe pour un polynoéme de petit degré.

PROPOSITION 2.4.6. — Soit F un corps fini de cardinal q et soit f € F[x] un polynome
de degré n sans facteur carré qui est scindé dansF.

a) Supposons q impair. Pour a € F, posons h, = (x +a)'97Y'2 (mod f). Alors f estle
produit depgcd(hg, f), pged(h,—1, f) etpged(h, + 1, f). En outre, au plus la moitié des
valeurs de a fournit une factorisation triviale.

b) Supposons que q = 2™ est une puissance de 2. Pour a € F*, posons h, = (ax) +
(ax)2+---+(ax)2" . Alors, f estle produitdepgcd(hg, f) etdepged(h,—1, f). En outre,
au plus la moitié des valeurs de a fournit une factorisation triviale.

Dans les deux cas, la probabilité, tirant a au hasard, d’obtenir une factorisation tri-
viale est donc inférieure ou égale a 1/2.

@i r =1, cette probabilité est égale a 1, comme il se doit.
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Démonstration. — Notons xj, ..., X, les racines de f dans F.

Etudions d’abord le cas out g est impair. Dire que a fournit une factorisation
triviale, signifie que x; — a est identiquement nul, carré ou non carré lorsque i
parcourt {1,..., n}. Autrement dit, les « mauvaises » valeurs de a sont celles pour les-
quelles x; — a est non nul, et toujours carré ou non carré. En particulier, I’élément
(xo —a)/(x; —a) de FuU {oo} doit toujours étre non carré (co étant considéré comme
un carré). Comme a — (x; — a)/(x; — a) est une homographie, c’est une application
bijective de FuU {oo} et au plus (g — 1)/2q valeurs de a sont mauvaises.

Le cas ol1 g est une puissnace de 2 est analogue. Soit S 'ensemble des 2! solutions
(dans F) de’équation ¢(u) = u+ Wi+ 2" ; c’est un sous-groupe de F car p(u+v) =
@(u) + @ (v). En outre, h,(x;) vaut 0 si ax; appartient a S et vaut 1 sinon. En particulier,
si a(x, —x1) € S, ax) et ax, n'appartiennent pas tous deux a S, h,(x;) # ha(x2), donc
I'une des racines, x; et xp, est racine de pgcd(hy, f) tandis que l'autre est racine de
pged(h,—1, f). Ainsi, la factorisation n’est triviale que dans au plus (2™Mm-1_1) cas, c’est-
a-dire moins de la moitié. O]

C. Algorithme de BERLEKAMP (1970)

Revenons au probléeme de la factorisation d'un polynéme f de degré n, a coef-
ficients dans un corps fini F de cardinal g, supposé sans racines multiples. Notons
encore A l'algebre F[x]/(f) et B la sous-algebre de Berlekamp, noyau de 'endomor-
phisme d’espaces vectoriel a — a? — a. Par 'algebre linéaire (algorithme de Gauss,
ou de Gauss-Jordan), on peut en trouver une F-base by,..., b, représentée par des
polynomes de F[x] de degrés < n.

Si f =1I_, fi, le théoréme chinois identifie A au produit K;...K; des corps finis
F[x]/(f;) etidentifie B a la sous-algébre F".

Soit b un élément de B. Par définition, il existe pour tout i € {1,..., r} un unique élé-
ment ¢;(b) e Ftel que b= ¢;(b) (mod f);. Alors, f; est un facteur de b — ¢;(b) si bien
que la connaissance des ¢;(b) permet de factoriser f. De fait, on a la formule

f=1]pged(f,b-uw.
ueF
Pour que I'on obtienne une factorisation non triviale, il faut et il suffit que les ¢;(b)
ne soient pas tous égaux, c’est-a-dire que b n’appartienne pas a la sous-algebre diago-
nale F de B. Toutefois, la formule donnée est totalement inutilisable dans les applica-
tions pratiques ou le cardinal g de F est tres grand ; en effet elle suppose de calculer g
pgcd, ce qui est prendra bien trop de temps.

Il se pose donc la question de déterminer efficacement les ¢;(b). On s’inspire pour
cela de I'argument déja utilisé dans 1’algorithme de Cantor-Zassenhaus (historique-
ment, cela s’est passé dans 'autre sens...).
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Supposons d’abord q impair. Comme b9 — b est multiple de f, on al’égalité
f =pged(f, b V"2 _1) pged(f, b9V + 1) pged(f, b).

Il s’agit de voir a quelle probabilité cette factorisation est non triviale.

Observons que pour tout i, (,oi(b)(q_l)/2 vaut 0, 1 ou —1. Il s’agit de trouver b de
sorte que ces valeurs ne soient pas toutes égales. Si b est choisi au hasard dans B = F’,
@i ()92 yaut (1,...,1) si et seulement si tous les ¢;(b) sont des carrés non nuls,
(—1,...,—1) si et seulement aucun des ¢;(b) n'est un carré, (0,...,0) si et seulement si
@;(b) =0pourtout i.llyadonc2((qg—1)/2)" +1 tels éléments b, qui aboutissent a une
factorisation triviale de f, parmi lesquels tous les éléments de la sous-algebre F. En
dehors de ces choix, la factorisation n’est pas triviale, ce qui arrive avec une probabilité
supérieure a1 217",

Pour traiter le cas oil q est pair, on remplace le polynome X9~/ par le polynome
T=X+X2+X44+X2" ol g = 2° quivérifie T(T—1) = T2— T = X9-X, d'ot1 I'égalité

f =pgcd(f, T(b)) pged(f,T(b)—-1),

si b est un élément arbitraire de B. Il s’agit encore de voir si cette factorisation peut étre
non triviale lorsque b est choisi au hasard. Lorsque b est choisit au hasard dans B ~ F’,
distinct d'un élément de F, T(b) vaut (0,...,0) ou (1,...,1) si et seulement si tous les
¢;(b) ont méme image par T. Or, 0 et 1 ont tous deux 25! antécédents; il y a donc
2(25"1" éléments de B dont I'image est (0,...,0) ou (1,...,1). Ainsi, prenant b au ha-
sard, la probabilité d’obtenir une factorisation non triviale est au moins égale a 2°
parmi lesquels les g = 2° éléments de F. Parmi les éléments g" — g éléments de B\F,
27571+l _ g = q"217" — g fournissent une factorisation triviale, et donc g’ (1 —2'"") une
factorisation non triviale. La encore, la probabilité d’obtenir une factorisation non tri-
viale est supérieure a1 -2,

Pour résumer, la méthode est la suivante : compléter la famille (1) en une base
de I'espace vectoriel des polynomes Q € F[x] de degrés < n tels que Q7 = Q (mod f),
espace identifié a B et dont on note r la dimension; choisir un élément Q au ha-
sard dans B\ F puis calculer le pgcd avec f de QYY/2 -1 (si g est impair) ou
de Q+Q?+---+Q? " (si g = 2% est pair), d’oty, avec probablité au moins 1 — 21", un
facteur non trivial de f.

Exercices

29) Soit p un nombre premier impair tel que ¢ = 2p + 1 soit un nombre premier. Soit (x, y, z)
une solution de I’équation de Fermat

xP+yP+2zP =0.

Le but de I’exercice est de démontrer le théoréme de Sophie Germain (1820) selon lequel p divise
xyz : selon la terminologie consacrée, il s’agit de la résolution du premier cas de Fermat pour
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les exposants qui sont des nombres premiers de Sophie Germain, le second cas étant celui olt
p ne divise aucun des entiers x, y, z. On raisonne par ’absurde en supposant le contraire.

a) Montrer que y + z et (y? + z”)/(y + z) sont des entiers premiers entre eux. En déduire qu’il
existe des entiers a et Atels que

x=-aA et y+z=aP.

b) Démontrer de méme qu'il existe des entiers b, B, ¢, C telsque y = —bB, x+z = bP, z=—cC,
x+y = cP. Remarquer que les entiers a, b, ¢, A, B, C sont premiers entre eux deux a deux.

¢) En notant que pour tout nombre entier ¢, t” vaut 0, 1 ou —1 modulo ¢, démontrer que xyz
est multiple de ¢. Si ¢ divise x, montrer en outre que ¢ divise a.

d) Montrer que AP = pb”~! (mod ¢) puis conclure que p est une puissance p-ieme dans F,.
En déduire la contradiction recherchée.

e) Donner quelques exemples de nombres premiers p pour lesquels 2p + 1 est un nombre
premier.

30) Soit p un nombre premier

a) Soit w: Z/ pZ — C* I'application définie par v (x) = exp(2iné/p), ot { € Z est un représen-
tant quelconque de x. Montrer que ¥ est un homomorphisme de groupes.

b) Pour tout a € F, calculer }° xeF, ¥(ax) en fonction de a.

¢) Soit y: F,, — C* un homomorphisme de groupes. On pose

Ga(Y) = ). x@y(ax)

x€F,
(somme de GauR). Montrer que |G (x)| = v/P-
d) Soit F € Fy[Xj,...,X,]. Montrer que le nombre de solutions dans (F,)" de I'équation
F(xy,...,x;) =0estégal a

1
- > Y(xF(x1,...,X,)).

P (xo, 51,00 x0) ()41

e) Soit a € F, et soit d un entier tel que d > 1. Montrer que

DI ()

x: Fp—pa(C)

est égal au nombre de solutions dans F;, de I'équation x4

clique.)
f) Soit d un entier strictement positif et soit @ un €lément de F),. Montrer que

Y wayh= Y Gup.
yeFp x: F,—pa(C)
x#1

= a. (Utiliser le fait que F), est cy-

g) Montrer que |G4(x)| = v/P-
h) Soit n un entier, soit ay,...,a, des éléments non nuls de F, et di,...,d, des nombres
entiers strictement positifs. On note N le nombre de solutions dans (F,)" de I'équation

d
alel +-tapx,” =
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Montrer que 'on a
IN-p" | <Cp-Dpi,

ouC=TI",(d;-1).

i) Le résultat est-il évident si C = 0? Observer aussi que 'on peut remplacer d; par r; =
pged(d;, p— 1) dans la formule qui définit C sans altérer la véracité de I'inégalité précédente.

C’est un cas particulier d'une série d’inégalités concernant le nombre de solutions d’équa-
tions polynomiales dans les corps finis, dont les premiers exemples remontent au XIx° siécle
(GauR), furent démontrées pour les « courbes » et conjecturées en général par André Weil dans
les années 1940-1950. Leur démonstration n’a été achevée qu’avec les travaux de Grothendieck,
Artin, Verdier dans les années 60, puis Deligne en 1973. C’est précisément cet exemple qui est
donné par Weil comme indication de la véracité générale de sa conjecture.

31) Soit p un nombre premier et soit P un polyndéme de degré d en n variables a coefficients
dans le corps F),. Soit N le nombre de solutions dans (Fp)” deI'équation P(x1,...,x,) =0.

a) Montrer que'on a

N= > (1-P(x1,...,x)P7')  (mod p).
(X1 X ) E(E )
b) Calculer, pour h €N, I'expressions S; = Y. xeF, x.
¢) Montrer que pour tout (ji,..., jn) e N* tel que j1 +---+ jp<n(p—1),ona
x{‘ ...xé" =0.
(X1 X ) E(E)

d) Si d < n, montrer que N est multiple de p (théoreme de Chevalley-Warning, 1936). En
particulier, une équation homogeéne de degré d possede au moins une solution non nulle.
32) Soit F un corps fini; on note g son cardinal.

a) Montrer que 1'espace vectoriel F? est réunion de g + 1-droites vectorielles, et que g + 1
droites sont effectivement nécessaires pour recouvrir F2. Plus généralement, combien faut-il
d’hyperplans pour recouvrir F" ?

b) Soit Hj, ..., Hy des hyperplans affines de Fy qui ne passent pas par I'origine et qui re-
couvrent FZ \ {0}. Montrer que d > n(q—1). Montrer aussi que cette minoration est optimale en
exhibant un tel recouvrement avec d = n(q —1). (Si f; est une équation de H;, poser f = ]_[?:1 fi
et considérer la quantité S(f) introduite dans l'exercice[31})



CHAPITRE 3

GEOMETRIE DES NOMBRES

§3.1. Formes quadratiques binaires

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats classiques concernant la
théorie arithmétique des formes quadratiques en deux variables.

La motivation essentielle de cette étude est de trouver des conditions nécessaires ou
suffisantes pour qu’un entier 7 s’écrive sous la forme ax? + bxy + cy?, pour (x, y) € Z2,
ol a, b, c sont des nombres entiers fixés. Nous allons voir que le résultat est intimement
lié 2 'ensemble des formes quadratiques qu’on obtient a partir de ax? + bxy + cy? par
changement de variables dans SL, (Z).

A. Minimum d’une forme quadratique binaire

Soit g(x, y) = ax?>+bxy+cy? une forme quadratique en deux variables, a coefficients
(a, b, c) réels. Son discriminant est défini par la formule D = b?—4ac; il s'agit du discri-
minant au sens des polyndmes du second degré, c’est-a-dire —4 fois le déterminant de
la matrice ( b2 béz) de la forme quadratique q. On dit que g est non dégénérée si D # 0.
On dit que g est définie positive si g(x, y) > 0 pour tout couple (x, y) de nombres réels

distinct de (0,0) ; cela équivaut aux inégalités a >0 et D <0.

THEOREME 3.1.1. — Soit g(x,y) = ax® + bxy + cy® une forme quadratique définie po-
sitive, de discriminant D = b® —4ac < 0. Alors, il existe un couple (x,y) € Z?, distinct

de (0,0), tel que
0< q(x,y) < VDI /3.

Démonstration. — Comme q est définie positive, a >0 et D < 0. La décomposition de

Gaul}
2

qx,y) = a(x+ £y)z +(c— b—)y2 = a(x+ ﬁy)z— iDy

2a 4a 2a 4a
montre que ¢(x, y) tend vers I'infini quand x ou y tend vers l'infini. Par suite, g(x, y)
atteint sa borne inférieure sur ’ensemble Z? \ {(0,0)} ; soit (&, n) € 72 un couple non nul

ol ¢ soit minimale.

2
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Observons que ¢ et 1) sont premiers entre eux. En effet, si d désigne leur pged, on a
q&,n =d*q&ld,nld) et (é/d,n/d) estun couple en lequel g prend la valeur g(&,n)/ d?
quiest < g(¢,n) sid#1.D’apres le théoreme de Bézout, il existe donc des entiers u et v
tels que u¢ — vn = 1. Faisons dans g le changement de variables

x\ (¢ v\(X
(y) - (17 u) (Y)
Comme la matrice (‘f ¥) est dans Mat,(Z), elle induit une application de Z> dans lui-
meéme; puisque son déterminant est égal a 1, son inverse est aussi dans Mat,(Z) et
ce changement de variables induit un automorphisme du groupe abélien Z2. Apres
ce changement de variables, g s’écrit g(x,y) = Q(X,Y) = AX?2 + BXY +CY?, avec A=
q(&,n). De plus, le discriminant de la forme Q est égal a celui de g car le déterminant
du changement de variables est de carré 1. Effectuons alors une réduction de Gaul$ en
écrivant
1 2

B 2
QX,Y) :A(X+—Y) _EDY .

Par hypothese, Q(X,Y) > A si (X Y) # (0,0). Prenons par exemple Y =1 et choisis-
sons X € Z de sorte que | X + £ Y| < 1/2; il suffit de prendre pour X l'entier le plus
proche de —B/2A. Comme D < 0 on obtient

QX,Y) < <L lp,

4 4A
d’oti, puisque Q(X,Y) > A, I'inégalité 3 3A< 1 AD soit encore A% < D/3, ce qu'il fallait
démontrer. 0

Voyons-en tout de suite quelques applications.

PROPOSITION 3.1.2. —  a) Pour qu'un nombre premier p s'écrive sous la forme x* +
y?, avec (x,y) € 22, il faut et il suffit que p=2 ou p=1 (mod 4).

b) Pour qu'un nombre premier p s'écrive sous la forme x> +2y?, avec (x, y) € Z2, il faut
et il suffit que p = 2 ou que p soit congru a1 ou3 modulo 8.

¢) Pour qu'un nombre premier p s'écrive sous la forme x> +3y?, avec (x, y) € Z2, il faut
etilsuffitquep=3oup=1 (mod 3).

Démonstration. —  a) Si p=x?+ y?, x et y ne sont pas multiples de p (si p divise x,
alors p divise y> = p — x2, donc p divise y et p? divise aussi p = x> + y?, ce qui est ab-
surde). On a alors x% = — y2 dans Z/ pZ et le quotient x/ y vérifie (x/ )7)2 = —1; autrement
dit, —1 est un carré dans Z/ pZ et cela entraine p=2ou p=1 (mod 4).

Etablissons la réciproque. On a déja 2 = 12 + 12; supposons maintenant que p soit
congru a 1 modulo 4. 11 existe alors un entier a tel que a®> = —1 (mod 4) ; introduisons
la forme quadratique g(x, y) = x> + (ax + py)?. (C’est, apres changement de variables,
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la restriction de la forme x?+ y? a1'ensemble des couples (x, y) de Z? qui vérifient y = a
(mod 4).) On a

qx,y)=0+ clz)x2 +2apxy+ p2y2

et le discriminant de g est égal a 4a®p? —4p*(1 + a®) = 4p>. D’apres le théoréme précé-
dent, il existe un couple (x, y) € Z2, non nul, tel que g(x, y) < pV4/3 < 2p.

Puisque (x, y) # (0,0), g(x,y) # 0. On a en outre g(x,y) = x>(1+a?) =0 (mod p) :
q(x, y) est multiple de p, or le seul multiple de p non nul inférieur 2 pv/4/3 est p. On a
donc g(x, y) = p. En particulier, p = x>+ (ax+ py)? est somme de deux carrés d’entiers.

b) On a2 =0%?+2-12; supposons désormais que p soit impair. Supposons p = x? +
2y?, avec (x,y) € Z?. Comme précédemment, y n'est pas multiple de p (sinon 0 = x?
(mod p), donc x serait aussi multiple de p et p = x> + 2y? serait multiple de p?!). Mo-
dulo p, la relation p = x*> + 2y? devient alors ¥> = —2j? et X/j est une racine carrée
de —2. D’apres la loi de réciprocité quadratique, cela équivauta p=1,3 (mod 8).

Pour démontrer la réciproque, introduisons la forme quadratique g(x,y) = 2x? +
(ax + py)?, ol a est un entier tel que a®> = —2 (mod p). (Compte tenu de la loi de
réciprocité quadratique, I'existence d’'un tel entier provient de la congruence vérifiée
par p.) Son discriminant est —8p?; il existe donc un couple non nul (x, y) € Z? tel que
qx,y) < p\/m < 2p. Par construction, g(x,y) =0 (mod p) et q(x, y) > 0; nécessaire-
ment, g(x,y) = p et p= (ax+ py)? +2x? est de la forme x> +2y2.

c) Supposons p = x? +3y?; alors p ne divise pas y puis —3 est un carré modulo p.
D’apres la loi de réciprocité quadratique, cela entraine p=3 ou p=1 (mod 3).

Inversement, on a 3 = 0% +3-12; lorsque p # 3, introduisons la forme quadratique
q(x,y) = 3x%+ (ax + py)?, ol1 a est un entier tel que a®> = -3 (mod p). Le discriminant
de cette forme est égal & —12p?. 1l existe ainsi un couple non nul (x, y) € Z? tel que
qx,y) < p\/m =2p, d’'oul’on déduit que g(x, y) = p ou g(x, y) =2p. Il faut exclure
ce dernier cas. Or, si2p = 3x2 + (ax+ py)z, il vient (ax + py)2 =2p =2 (mod 3), ce qui
est absurde puisque 2 n’est pas un carré modulo 3. Nécessairement, g(x,y) = p et p est
de la forme x? +3y2. O

C’estici que la méthode atteint ses limites. Par exemple, il est facile de vérifier que 23
ne s'écrit pas sous la forme x? + 5y? bien que -5 soit un carré modulo 23. Pour autant,
voir I'exercicel6l

B. Formes quadratiques réduites

Au paragraphe précédent, nous avons pu voir 'utilité d’écrire une forme quadra-
tique g(x, y) = ax® + bxy + cy® dans une autre base, le changement de base étant ce-
pendant donné par une matrice de SL,(Z).
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Nous dirons ainsi que deux formes quadratiques binaires g et ¢’ sont équivalentes
s'il existe une matrice A € SL,(Z) telle que g(x,y) = ¢'(A- (x/, ). Cette notion est évi-
demment une relation d’équivalence; deux formes équivalentes ont méme discrimi-
nant.

Nous dirons enfin qu'une forme définie positive g(x, y) = ax?+bxy+cy?, est réduite
si ses coefficients vérifient |b| < a< cetsil’onadeplus b >0sic=aoua=|b|.

PROPOSITION 3.1.3. — Supposons que q(x, y) = ax®+ bxy+ cy? soit une forme réduite
et notons D = b? — 4ac son discriminant. Alors, a < v/D/3. De plus, pour tout couple
(x,y) € 72 distinct de (0,0) et (+1,0), on a q(x,y) = a. Linégalité est toujours stricte a
moins que l'on ne soit dans l'un des cas suivants :

- Onalégalittc=aet(x,y)=(0,£1);
— Onalles égalités c = a = b (autrement dit, q est multiple de la forme x> + xy + y*) et
(x,y)=+(1,1.

Démonstration. — Observons que I'on a les inégalités b?> < a? < ac, d’ou1 3b* = 4b* -
b? < -D.Deplus, 12ac = -3D+3b*> < —4Det, comme a < ¢, a < v D/3.

Par ailleurs, on a pour tout (x, y) € R? I'inégalité |xy| > min(x?, y?) si bien que pour
tout (x,y) € 72 non nul,

q(x,y) > (a—|bl+ c)min(x?, y?).

Siaucun de x, y n’est nul, on en déduit que q(x, y) > a—|bl+c > a, !’égalité ne pouvant
avoir lieu que si a = ¢ = |b|;dans ce cas, b > 0,donca= b = cet g(x, y) = a(x*>+xy+y?)
ne vaut a que pour les couples (x,y) = £(1,1), (x,y) = £(0,1) et (x,y) = +(1,0). Six =0
(mais y # 0), on a q(x,y) = cy? > c, 'égalité n'ayant lieu que si ¢ = a, en le couple
(x,y) = £(0,1); si y = 0 (mais x #0), on a g(x,y) = ax? > a, avec égalité pour (x,y) =
+(1,0). O

Lintérét de la notion de forme réduite provient du théoréme suivant, di a Gaul.

THEOREME 3.1.4. — Toute forme quadratique définie positive est équivalente a une
forme réduite et une seule.

Démonstration. — Soit g une forme quadratique définie positive. Comme dans la dé-
monstration du théoreme [3.1.1, on peut, quitte a effectuer un changement de base
dans SL,(Z), supposer que ¢(1,0) est le minimum des valeurs de g aux couples non
nuls (x,y) € 72 ; cela modifie g en une forme équivalente, disons ax® + 2bxy + cyz.
Pour u € Z, écrivons alors

qgx,y)=alx+ uy)2+ (b-2au)xy+ (c—auz)y2 =a(x+ uy)2+ (b—-2au)(x+uy)y+ c’yz,

avec ¢’ = g(-u,1) = au® — bu + c. Le changement de variables x' = x + uy, y' = y est
dans SL,(Z); en choisissant u égal a I'entier le plus proche de b/2a (choisi inférieur
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a b/2as’ily en a deux), on se ramene au cas oul’on a de plus —a < b < a. Comme a est
le minimum de g, on a aussi a < g(0,1) = ¢, d’ou les inégalités |b| < a < c.

Si |b| = a, on a de plus I'inégalité b > 0. Supposons que l'on ait a = ¢, c’est-a-dire
que g soit équivalente a ax? + bxy + ay? mais que b < 0. Comme le changement de
variables x = y' et y = —x’ transforme cette derniére forme en ax? — bxy + ay?, on voit
que g est aussi équivalente a ax? — bxy + ay? qui est une forme réduite. O

C. Représentation des nombres premiers par des formes réduites

Nous pouvons maintenant aborder le probleme de la représentation d'un nombre
premier par une forme quadratique binaire, définie positive et a coefficients entiers,
c’est-a-dire de la forme g(x, y) = ax®+ bxy+ (:y2 avec a, b,ceZ.

Si g est une forme a coefficients entiers et U € Mat,(Z), alors q(U - (x, y)) est encore
a coefficients entiers (changement de variables linéaire dans un polynéme homogene
de degré 2). Par conséquent, une forme équivalente a une forme a coefficients entiers
est a coefficients entiers.

Le discriminant D = b? — 4ac d’'une forme entiére vérifie la congruence D = b* = 0,1
(mod 4). Si D =0 (mod 4), cela signifie que b est pair (on dit que g est pair), si D =1
(mod 4), que b est impair (on dit que g est impaire). Comme les discriminants de deux
formes équivalentes sont égaux, cette propriété est conservée par équivalence; autre-
ment dit, une forme équivalente a une forme paire est paire, une forme équivalente a
une forme impaire est impaire.

Inversement, si D est un entier qui vérifie cette congruence, il existe une forme qua-
dratique entiére de discriminant D, par exemple la forme ¢q(x,y) = X%+ % y2 si D est
multiple de 4, et g(x,y) = X2+ xy+ % si D =1 (mod 4). Cette forme est appelée la
forme principale.

Nous dirons qu'un nombre entier n est représenté par la forme g s’il existe un
couple (x, y) € Z? tel que q(x, y) = n, et qu'il est proprement représenté par q s'il existe
un tel couple formé d’entiers premiers entre eux.

Supposons que 7 soit représenté par g et soit (x,y) € Z* tel que g(x,y) = n. On a
nécessairement n > 0 car g est définie positive; de plus, si n =0, il vient x = y = 0.
On supposera donc dans la suite que n > 0 et (x, y) # (0,0). Soit d le pgcd de x et y et
posons x' = x/d, y' = y/d. Alors, n = q(x,y) = d*q(x',y') et n/d? est un entier qui est
proprement représenté par q.

Il se trouve que la propriété, pour un entier n, d'étre proprement représenté par une
forme g est est plus maniable que la notion naive; les calculs précédents montrent
qu’il n'y a pas grand dommage a se cantonner a cette notion.

THEOREME 3.1.5. — Soit D un entier < 0 et soit n un nombre entier strictement positif.
Pour qu'il existe une forme quadratique binaire, définie positive, a coefficients entiers et
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de discriminant D qui représente proprement n, il faut et il suffit que D soit un carré
dansZ/4nZ.

Le discriminant D d'une forme entiere est congru a 0 ou 1 modulo 4; cette
congruence est bien vérifiée si n est un entier tel que D soit un carré dans Z/ nZ.

Démonstration. — Soit g une telle forme quadratique et soit (¢, 77) un couple d’entiers
premiers entre eux tels que q(¢,n) = n. Puisque ¢ et ) sont premiers entre eux, on peut
effectuer un changement de coordonnées dans SL,(Z) et supposer que (¢,7n) = (1,0).
Alors, g estdela forme g(x, y) = ax®+ bxy+ cyz, eta=¢q(1,0) = n. Le discriminant de g
est donné par la formule D = b? — 4ac; autrement dit, b> = D+4nc= D (mod 4n).
Inversement, supposons que D soit un carré dans Z/4 nZ et choisissons des entiers b
et c tels que D = b? —4nc; alors, la forme quadratique g(x, y) = nx>+ bxy+ cy? est en-
tiere, de discriminant D, définie positive et représente proprement n puisque ¢q(1,0) =
n. O

Pour que ce théoreme soit réellement utile, il faut ramener I'ensemble des formes g
dont le théoreme affirme 'existence a un ensemble controlable. Pour cela, la premieére
remarque est que deux formes équivalentes représentent proprement les mémes en-
tiers. Par suite, dans le théoreme précédent, on peut rajouter la condition que la forme
quadratique soit réduite.

Enfin, on a la propriété fondamentale :

PROPOSITION 3.1.6. — Pour tout entier D < 0, l'ensemble des classes d’équivalence de
formes quadratiques binaires, entieres et de discriminant D, est fini.

Démonstration. — Puisque toute forme est équivalente a une forme réduite, il suffit
de démontrer que I'équation D = b®> —4ac n'a qu'un nombre fini de solutions (a, b, ¢) €
73 vérifiant les conditions |b| < a < ¢ qui assurent que la forme quadratique ax?® +
2bxy + cy? est réduite.

On a déja vu que ces relations entrainent I'inégalité |b| < VvD/3; il n'y a donc qu'un
nombre fini d’entiers b possibles. Alors, b étant fixé, 'équation 4ac = —D + b®> n‘a elle
aussi qu'un nombre fini de solutions (a, ¢) (majoré par le nombre de diviseurs de —D +
b?), a fortiori qu'un nombre fini de solutions telles que |b| < a < c. O

Au moins lorsque —D n’est pas trop grand, il n’est pas difficile d’exhiber la liste des
formes réduites de discriminant D. Traitons par exemple les cas D = -3, D = —4, -8,
—20 et —23.

Exemple 3.1.7 (Formes réduites de discriminant D = —3). — Linégalité |b| < vD/3
implique b = 0 ou b = +1, mais b = 0 ne convient pas car une forme de discrimi-
nant —3 est impaire. L'équation pour (a, ¢) est alors 4ac =4, d’ou ac = 1 et 'inégalité
0 < a < centraine a = ¢ = 1. Par suite, g(x,y) = X +x Y+ yz. Par conséquent, la forme
x% + xy + y? est la seule forme réduite de discriminant —3.
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Exemple 3.1.8 (Formes réduites de discriminant D = —4). — Soit g = ax? + bxy + cy?
une forme réduite de discriminant —4; alors g est paire, donc b est pair. L'inégalité
|bl < VDI3 implique |b| < 1, d’olt b = 0. Ensuite, 4ac =4,d'outa=c=1.1ln'yadonc
qu'une forme réduite de discriminant 1, la forme x? + y2.

Par suite, cette forme représente un nombre premier p si et seulement si —1 est un
carré modulo p, c’est-a-dire p =2 ou p =1 (mod 4). On retrouve un résultat déja dé-
montré.

Exemple 3.1.9 (Formes réduites de discriminant D = —20). — Soit g = ax? + bxy + cy?
une forme réduite entiére de discriminant —20; elle est paire. Linégalité |b| < v/ D/3
implique b € {0,-2,2}. Pour b =0, il vientac=D =5,doua=1etc=5; pour b = +2,
on trouve 4ac = 20 + 4 = 24, donc ac = 6 et, compte tenu de 'inégalité |b| < a < ¢, la
seule solution a =2 et ¢ = 3; come |b| = a, seule la solution b = 2 convient. Les formes
réduites de discriminant —20 sont donc les formes x? + 5y? et 2x> + 2xy +3y°.

Exemple 3.1.10 (Formes réduites de discriminant D = —23). — Enfin, soit g = ax® +
bxy + cy? une forme réduite de discriminant —23; ¢’est une forme impaire. Linégalité
|b| < V'D/3 entraine |b| < 2, donc b = +1. Il vient alors 4ac = 24, donc ac = 6 puis,
comme a < ¢, (a,c) = (1,6) ou (a,c) = (2,3). La premiere solution impose en outre
b =1; les formes réduites de discriminant —23 sont donc les trois formes x2 + x y+6 y2,
2x2+ xy+3y? et 2x? — xy +3y°.

Exemple 3.1.11 (Formes réduites de discriminant D = —19). — Supposons enfin que
I'on ait D = —19. Linégalité |b| < v/ D/3 entraine |b| < 2, donc b = +1. Lorsque b = +1,
on a 4ac = 20 soit ac = 5 puis a = 1 et ¢ = 5. Finalement la seule forme réduite de
discriminant —19 est la forme principale x? + xy +5y2.

Exemple 3.1.12 (Formes réduites de discriminant D = —76). — Supposons enfin que
I'on ait D = —76. Linégalité | b| < v'D/3 entraine |b| <5,donc b=0oub=+2.Sib=0,
il vient4ac=76,dottac=19et (a,c) =(1,19).Si b= +2,0n a 4ac = 80, donc ac = 20
et, compte tenu de I'inégalité |b| < a < c, les solutions (a, ¢) = (2,10) et (a,c) = (4,5).
Les formes réduites de discriminant 19 sont ainsi les formes x? + 192, 2x? +2xy+10y?
et4x>+2xy+5y°.

Pour tout entier D < 0, notons /(D) le nombre de formes quadratiques entieres, ré-
duites et de discriminant D.

Exercices
1) a) Démontrer la relation

P+ (X*+ V) = (xX - Yy)* + (1Y + yX)°.



86 CHAPITRE 3. GEOMETRIE DES NOMBRES

b) En déduire que I'ensemble S des entiers non nuls qui s'écrivent sous la forme x? + y?, avec
(x,y) € 72, est stable par multiplication.

¢) Si n € S, démontrer que n > 0 et que pour tout nombre premier p congru a 3 modulo 4,
ordy(n) est pair.

d) Inversement, si n est un entier strictement positif tel que pour tout nombre premier p,
ord,(n) soit pair si p=3 (mod 4), démontrer que n € S.

2) Adapter 'exercice[l|et déterminer I'ensemble des entiers > 0 qui s’écrivent sous la forme x?+

2y2.

3) Adapter l’exerciceet déterminer 'ensemble des entiers > 0 qui s’écrivent sous la forme x? +
2

3y°.
4) Soit p un nombre premier congru 4 1 modulo 4 et soit @ un entier tel que a®> = -1 (mod p).
a) Démontrer qu'il existe deux couples distincts (x, y) et (x, ') d’entiers compris entre 0 et
Vptelsque x—ay=x'—ay (mod p).
b) En déduire qu’il existe des entiers u et v vérifiant |ul, |v| < /p tels que u = av (mod p).
¢) Démontrer que U+ v? = p.

5) (Cet exercice fait suite a 1’exercice ) Soit 7 un entier strictement positif.

a) Combien I'équation a® = —1 (mod n) a-t-elle de solutions ?

b) Soit a un entier tel que a®> = —1 (mod n). Démontrer qu’il existe des entiers u et v tels que
lul,lvl < v/netv=au (mod n). En déduire que u? + v* =n.

c) Combien y a-t-il de couples (u, v) d’entiers premiers entre eux tels que n = u? + v>? Et si
I'on enleve la condition de coprimalité ?

6) Soit p un nombre premier distinct de 5.

a) Ecrire la congruence modulo 20 sur p qui équivaut a ce que —5 soit un carré modulo p.

b) Si p s’écrit x*>+5y?, démontrer que p = 1,9 (mod 20). Si 2p s'écrit x> +5y?, démontrer que
p=3,7 (mod 20).

c) On suppose que p = 1,3,7,9 (mod 20). Soit a € Z tel que a> = -5 (mod p) et soit g(x, y) la
forme quadratique (ay + px)? + 5y?. Considérer un couple (x, y) € Z2, non nul, oi1 g soit mini-
male et vérifier que g(x, y) = p ou 2p.

d) En déduire que les conditions nécessaires de la question b) pour que p (resp. 2p) s’écrive
x% +5y? sont aussi suffisantes.

7) Adapter l’exerciceet déterminer 'ensemble des entiers > 0 qui s’écrivent sous la forme x? +
5 yz. (On utilisera aussi le résultat de 1'exercice @)

8) La démonstration que nous avons donnée du fait que toute forme est équivalente a une
forme réduite requiert de savoir en déterminer le minimum. Voici une autre méthode, de na-
ture algorithmique, qui fonctionne I'on se restreint aux formes a coefficients entiers.

a) Soit g(x,y) = ax? + bxy + cy® une forme entiére. (On ne suppose pas qu’elle soit définie
positive.)
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Si |b| > |al, trouver un changement de variables de la forme x' = x+ uy, y' = y qui trans-
forme g en une forme ¢'(x,y) = a'x* + b'xy + ¢'y* pour laquelle | '| < |b|.

b) De méme, si | b| > ¢, trouver un changement de variables qui fait diminuer b.

¢) En déduire par récurrence que toute forme entiére est équivalente a une forme entiére
q= ax®+ bxy+ cy2 pour laquelle |b| < |al < [c|.

Lorsque g est définie positive, on retrouve (essentiellement) la notion de forme réduite.

d) Calculer la forme réduite équivalente a la forme 11x? + 11x + 4. Méme question avec la
forme 6x? +7xy +3)°.

e) Démontrer que 'ensemble des classes d’équivalence de formes entiéres de discriminant
donné est fini.

9) Soit q(x,y) = ax? +2bxy + cy? une forme quadratique binaire, a coefficients réels, définie
positive. Soit 7 I'unique racine de partie imaginaire > 0 de I'équation g(1,7) = 0.

a) Montrer que 'action de SL,(Z) par changement de variables linéaire sur g correspond a
I'action de SL,(Z) par homographies sur 7.

b) En quelles inégalités sur 7 se traduit le fait que g soit réduite ?

¢) Démontrer qu'il existe une matrice g € SL,(Z) telle que g(r) vérifie | g(T)| >let|R7|<1/2
(domaine fondamental du demi-plan St > 0 sous Uaction des homographies de SL, (Z)).

10) Soit g(x, y) = ax® + bxy + cy? une forme quadratique binaire a coefficients entiers dont le
discriminant D = b? — 4ac est strictement positif mais n’est pas un carré.

a) On pose m = inf(y ,)ecz2\(0) |q(x, ¥) | Démontrer que m > 0 et qu’il existe un vecteur (x, y) €
72 tel que |q(x, y)| =m.

b) Démontrer que m < VDJ2.

c) Si m = vD/2, démontrer que g est équivalente (par un changement de variables
dans SL,(Z)) ala forme m(x? — y2).

11) Soit g(x, y) = ax® + bxy + cy? une forme quadratique binaire a coefficients entiers dont le
discriminant D = b? — 4ac est strictement positif mais n’est pas un carré.

a) Soit m la borne inférieure des g(x, y), ou (x, y) parcourt les couples non nuls de 72 tels que
q(x,y)>0.

Démontrer que m > 0 et qu'il existe un vecteur (x, y) € Z° tel que g(x, y) = m.

b) Démontrer que m < V/D.

§3.2. Sous-groupes discrets de R”, groupes abéliens de type fini

A. Forme de Hermite d’'une matrice a coefficients entiers

DEFINITION 3.2.1. — Soit A€ Mat,, ,(Z) une matrice mx n a coefficients entiers. On dit
que A est sous forme normale de Hermite s'il existe un entier r tel que 1 < r < n et une
suite (my,..., m;) dentiers tels que 1 < my < --- < m, < m de sorte que les coefficients
(ai,j) de A vérifient les propriétés suivantes :

a) Pour tout entier j tel que r < j < n et tout entier i € {1,...,m}, on a a;j = 0 (seules
les r premieres colonnes de A sont non nulles) ;
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b) Pour tout entier j tel que 1 < j < r et tout entier i telque1 < i< mj, onaa;jj=0
(les r premieres colonnes sont échelonnées) ;

©) Pour tout entier j tel que 1 < j < 1, on a am;,j > 0 (les premiers coefficients non
nuls de chaque colonne, appelés pivots, sont strictement positifs) ;

d) Pour tout entier j tel que 1 < j < r et tout entier k tel que 1 < k < mj, on a
0 < amj,k < am,,j (les coefficients de la ligne de pivot mj sont positifs ou nuls et sont
strictement inférieurs au pivot ap;, ;).

Cette notion, introduite par Hermite en 1851, tire son intérét du théoréme suivant.

THEOREME 3.2.2. — Soit A une matrice mx n a coefficients entiers. Il existe une unique
matrice H de méme taille, sous forme normale de Hermite et une matrice U € GL,(Z)
telleque A= HU.

La matrice H est appelée forme normale de Hermite de la matrice A.

Démonstration. — Lexistence d’'un tel couple (H, U) se démontre par récurrence, en
effectuant sur les colonnes de la matrice A une successions d’opérations élémentaires.
Introduisons quelques notations.

Si (i, j) estun couple d’entiers distincts dans {1,..., n} et a € Z, on note E; j(a) lama-
trice n x n dont la diagonale est formée de 1 et tous les autres coefficients sont nuls
sauf celui de coordonnées (i, j) qui est égal a a. Elle appartient a SL,,(Z), son inverse
étant E; j(—a). La méthode va consister a partir du couple (H, U) = (A1), formé d'une
matrice entiere et d'une matrice de SL;(Z), et a multiplier a droite H par une ma-
trice E; j(a) ; I'égalité évidente HU = (HE;, j(a))(E; j(—a)U) montre comment obtenir
un autre couple de méme méme nature et de méme produit.

D’autre part, pour tout entier i, on note S; la matrice diagonale n x n dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux a 1 sauf celui de coordonnées (i, i) qui est égal a —1.

Si H est une matrice ayant n colonnes, la matrice HE; j(a) est obtenue a partir de H
en ajoutant a la colonne C; de H la colonne C; multipliée par a (en abrégé, C; — C; +
aC;). La matrice HS; est obtenue en multipliant la colonne i par —1 (ce qu'on note
C; —-Cy).

Si U est une matrice ayant n lignes, la matrice E; j(—a)U est obtenue a partir de U
en ajoutant a la ligne L; la ligne L; multipliée par (—a) (en abrégé, L; < L; —alL;); la
matrice S; U se déduit de U en multipliant la ligne i par —1 (noté L; — —L;).

Cela montre que I'on passe d'un couple (H, U) au suivant par des opérations élé-
mentaires sur les colonnes de H et sur les lignes de U.

Commencons par démontrer qu'il existe une matrice H € Mat,,, ,(Z), échelonnée et a
pivots positifs, et un produit de matrices élémentaires U € GL,,(Z) tels que A= HU. On
procede par récurrence sur la taille m + n de A.

Démontrons alors par récurrence sur la somme des valeurs absolue des coefficients
de la premiere ligne de A que I'on peut supposerque a;; >0eta; j=0si2< j< n.
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Si cette propriété n’est pas vérifiée, notons j I'indice de colonne du coefficient non
nul de la premiere ligne qui est de plus petite valeur absolue. Pour k # j, I'opération
Cr < Cr—¢qCj, surles colonnes de A, ol g = |ay,x/ a1, ;] estla partie entiere du quotient
de a; x par a;,; ramene la matrice A a une matrice dont le coefficient a;  vérifie 0 <
a i < |a1, j|. Par récurrence, on se ramene ainsi au cas ou a;,; est le seul coefficient
non nul de la premiére ligne ; notons ¢ son signe. Si j # 1, les opérations C; < C; +&C;
puis C; — C; —€C; ramenent au cas ot j =1 et a; ; > 0. Supposons j =1ete=—1.Si
n > 2, on effectue successivement les opérations C, — C, + C;, C; — C; — C, qui nous
ramenentau cas j = 2. Si n = 1, laseule possibilité est de multiplier la premiére colonne
par —1.

Nous sommes donc réduits a traiter le cas ou, a I'exception du coefficient a;,; qui

est positif ou nul, tous les coefficients la premiere ligne de A sont nuls, on écrit A =
a 0
( x A

U= (g J); cestun produit de matrices élémentaires : le méme que U’ ot les indices de

lignes et de colonnes sont augmentés de 1 et un calcul par blocs montre que la matrice
H = AU ! est échelonnée a pivots positifs.

) puis A' = H'U', ot H' € Maty,_1 ,-1(Z) est échelonnée a pivots positifs. Posons

Il reste a mettre sous forme normale de Hermite une matrice échelonnée H autrement
dit a faire en sorte que sur la ligne d'un pivot, tous les coefficients soient inférieurs au
pivot.

Supposons cette propriété satisfaite pour les lignes des pivots d’indices de co-
lonnes > j et soit m; I'indice de ligne du pivot de colonne j. Pour tout entier i tel que
1< i< j, remplacons la colonne Ci de H par la colonne Cy — gC;, ou q = Lak,j/amj,jj
est la partie entiere du quotient de ay,j par an;,j. Tous les coefficients de la ligne m;
appartiennent alors al'intervalle [0, ..., am;,j —1] et ceux des lignes des pivots ultérieurs
(@m, k, pour tout entier ¢ tel que j < ¢ < r et tout entier k tel que 1 < k < m;) n'ont pas
été modifiés puisque, la matrice H étant échelonnée, a,, ;j =0sit > j.

Cela conclut, par récurrence, la démonstration qu'il existe une matrice U € GL,,(Z)
et une matrice sous forme normale de Hermite H € Mat,, ,(Z) telles que A= HU.

Démontrons maintenant que si (H, U) et (H', U’) sont deux couples de matrices tels
que HU = H'U’, ot H et H' € Mat,;, ,(Z) sont sous forme normale de Hermite et U, U’ €
GL,(Z), alors H = H'. Quitte a2 remplacer U par U(U’)~!, on suppose que H' = HU et
'on doit démontrer que H = H'.

Notons r le nombre de pivots de H et my,..., m, les indices de lignes correspon-
dants. Notons (a; j), (a;., ].) et (u; ;) les coefficients des matrices H, H' et U; notons aussi
Ly,..., L, les lignes de la matrice U. Si m; < i < my41, la t-ieme ligne de la matrice HU
est donnée par L’l. =aj1L; +---+ a; ;L. Puisque H' = HU est échelonnée, il vient déja
que les lignes Ly,...,L, de Ule sontaussi: u; ; =0si1 <i<retj>i.Deplus,lapo-
sitivité de ay,,, et “;n,, ; implique que les r premiers coefficients diagonaux de U sont
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positifs ou nuls. On peut donc écrire U = (g; 84 ), ou U est triangulaire inférieure. Dé-
montrons que U; =1,.

On a pour commencer |'égalité 1 = det(U) = det(U;) det(U,) si bien que det(U;) =
+1. Puisque det(U;) est égal au produit des coefficients diagonaux de U, ceux-ci sont
égaux a 1. Alors, la forme de la matrice HU montre que les pivots de H' = HU sont aux
meémes positions que ceux de H, chacun étant égal au pivot de H correspondant. Nous
allons démontrer par récurrence sur ¢ € {1,...,r} que L; = (0,...,0,1,0,...,0), le 1 étant
en colonne .

Supposons que ce soit vrai aux rangs < ¢ et démontrons-le au rang ¢. On a déja
prouvé que u;; = 1; considérons, s'il en existe, un entier j dans {1,...,t — 1} tel que
us,j # 0 et maximal. (En particulier, a,, k= Amyk si j < k < t.) Par hypotheése, on a

alors a/ .= am, Us,j+ Am, j. Comme ap, ; = a,

e — les inégalités 0 < am,,j < am,r

et0< a,, ;. <a, . impliquent ’amt, j—a. .| <am,:; puisque cette différence est un

mg, ] mtvj
multiple entier de ay, , elle est nulle, d’ou u;; = 0. Cela démontre que L, est de la
forme annoncée, puis, par récurrence sur ¢, que U; =1,.

Alors, H' = HU = H, ce qu'il fallait démontrer. O

Remarques 3.2.3. —  a) Lentier r est égal au rang de la matrice A. Sauf si r = i, on
n’'a pas unicité de la matrice U.

b) Supposons r = n et A€ SL,(Z). Comme 1 = det(A) = det(H), la matrice H est de
déterminant 1 ; comme elle est échelonnée, ses coefficients diagonaux sont donc égaux
a 1 et les autres sont nécessairement nuls. Autrement dit, H =1,, et A= U. La démons-
tration a démontré que A est produit de matrices élémentaires de types E; j(a) et S;.
L'usage des matrices S; n'est en fait pas nécessaire : le groupe SL,,(Z) est engendré par
les matrices E; ;(1). Notons E < SLy(Z) le sous-groupe engendré par ces matrices; il
contient les matrices E; j(a) pour tout a € Z. Pour tout k, SkEi_j(a)Szl estégala E; j(a)
si k ¢1{i, j}, a E; j(—a) sinon; par conséquent, les matrices Sy appartiennent au nor-
malisateur de E. Dans une expression de U comme produit de matrices élémentaires,
on peut de proche en proche les repousser a la fin. Comme det(A) = 1, le nombre de
telles matrices qui restent a la fin est pair et il suffit de montrer que le produit de deux
d’entre elles appartient a E. Or, la suite de matrices 2 x 2,

-1 0 -1 1 1 1 10

o -1)’{o -1/'\-2 -1J’\0 1)’
ol chacune se déduit de la précédente par une opération élémentaire du type C; —
Ci + aC; démontre que c’est bien le cas, au moins si n = 2. Dans le cas général, il suffit
d’effectuer les opérations correspondantes sur les colonnes concernées.

¢) L'énoncé et sa démonstration s’étendent au cas d'un anneau euclidien R arbi-
traire. Uhypothése de positivité sur les pivots doit étre remplacée par I'hypothese que
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les pivots appartiennent a un systeme de représentants d’éléments de R modulo l'ac-
tion par multiplication des éléments inversibles de R; quant a ’hypothése que les coef-
ficients ay,;, (avec 1 < k < j) d'une ligne de pivot sont positifs ou nuls et inférieurs au
pivot, elle est remplacée par celle que a,,,x appartient a un systeme de représentants
des restes des divisions euclidiennes par a,;, ;.

d) La démonstration donnée est algorithmique : elle fournit un moyen effectif de
calculer des matrices H et U. Lorsque les coefficients sont réels, les erreurs d’arron-
dis la rendent peu praticable. La situation n’est guere meilleure lorsque A est a coef-
ficients entiers. En effet, méme si un calcul exact est alors possible, I'algorithme que
nous avons décrit peut faire apparaitre, au cours du calcul, des coefficients de taille
démesurément grande comparée a celle des coefficients de A. Hafner et McHurley ont
donné I'exemple d'une matrice 20 x 20 de coefficients entre 0 et 10 pour laquelle ce
calcul requiert des nombres entiers de 5000 chiffres décimaux! Signalons qu'’il existe
aujourd’hui des algorithmes efficaces.

B. Application aux groupes abéliens

LEMME 3.2.4. — Soit A€ Mat,(R). Pour que l'on ait A(Z"") c Z", il faut et il suffit que
A € Mat,(Z) ; pour que l'on ait A(Z"") = Z", il faut et il suffit que l'on ait A € GL,(Z),
c'est-a-dire que A€ Mat,(Z) et det(A) € {£1}.

Démonstration. — Si A(Z") c Z", les colonnes de A, qui sont les images des vecteurs
de base de R”, appartiennent a Z"* ; la réciproque est évidente.

Si A€ GL,(Z), alors A et A} appartiennent a Mat,(Z), d’'ou les deux inclusions
AZ™) c Z" et A1 (Z") c Z". Par suite, A(Z"") = Z". La réciproque se démontre de
méme : si A(Z") =Z", on a déja A € Mat,(Z); d’autre part, 'image de A contenant n
vecteurs linéairement indépendants, A(R”) = R” et A est aussi injective. Par hypo-
theése, les antécédents des éléments de Z" appartiennent a Z", donc A~ (Z"*) c Z", puis
Al e Mat,(Z).

Enfin, si A € GL,(Z), donc A™! € Mat,(Z), on a 1 = det(A- A™!) = det(A)det(A™),
d’ou det(A) € {+1}. Inversement, si A € Mat,(Z) vérifie det(A) € {£1}, les formules de
Cramer (A™! = (det A)"''"Com(A)) entrainent que A™! appartient a2 Mat,,(Z), d'oi1 A €
GL,(Z). O

THEOREME 3.2.5. — Soit G un sous-groupe abélien deZ'". Alors G est un groupe abé-
lien libre de rang fini : il existe un entier r € {0,..., n} et des vecteurs uy,..., u, € R ap-
partenant a G tels que tout élément de G s’écrivent de maniere unique sous la forme
Z;:l ajuj, avec(ai,...,ay) €Z'.

Démonstration. — Soit A la matrice de taille m x n dont les colonnes sont les vec-
teurs vy, ..., Uy, soit H sa forme normale de Hermite et soit U € GL,,(Z) une matrice telle
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que A= HU. Par hypothese, G = A(Z"). Commeona U(Z") =Z",ilvient G = H(Z"). No-
tons r le rang de H et u,..., u, ses r premieres colonnes. Comme les autres colonnes
sont nulles, on a aussi G = (y; ... u,;)(Z") : tout vecteur de G est combinaison linéaire
a coefficients entiers de u,..., u,. Comme ces r vecteurs sont échelonnés, ils sont li-
néairement indépendants dans R”’. Autrement dit, tout vecteur de G est de maniere
unique combinaison linéaire a coefficients entiers de u, ..., u,, ce qui démontre que G
est un groupe abélien libre, de base (u,..., u;). O

COROLLAIRE 3.2.6. — Soit G un groupe abélien engendré par un nombre fini
{g1,...,8n} de ses éléments. Si G est sans torsion, alors G est un groupe abélien libre : il
existe un entier r € {0,...,n} et des éléments hy,..., h, de G tels que tout élément de G
s'écrive de maniere unique sous la forme Z;zl a;h;, avec (ay,...,a,;) €Z’.

Démonstration. — O

Soit Aune matrice de taille m x n a coefficients entiers. Pour tout entier r tel que 1 <
r < min(m, n), on définit .%,(A) comme le groupe abélien engendré par les mineurs r x
r extraits de A.

Soit U € Mat,(Z) une matrice a coefficients entiers; par multilinéarité du détermi-
nant, on a .%,(AU) c .%,(A). En particulier, si U € GL,(Z) est inversible, on a .%,(AU) =
Z#,(A). De méme, pour toute matrice V € Mat,,(Z), on a .%,(VA) c .Z,(A), et % (VA) =
Z,(A) si V appartient a GL,,(Z).

En outre, le développement d’'un mineur r x r suivant une ligne montre que .%,(A)
est contenu dans .%,_; (A). Autrement dit, les groupes abéliens .%y(A) = Z, .71 (A),...
obéissent aux inclusions Z o> .#1(A) o ... ; ils sont appelés idéaux de Fitting de la ma-
trice A.

Si Aest de rang r, les idéaux de Fitting .%(A) sont nuls pour s > r; en outre, .%,(A) #
0.

THEOREME 3.2.7. — Soit A€ Mat,,, ,(Z) avec n > m. Pour qu'il existe une matrice B €
GL,,(Z) dont A constitue les m premieres lignes, il faut et il suffit que l'idéal de Fitting
Fm(A) soit égal a Z, c’est-a-dire que les mineurs m x m extraits de A soient premiers
entre eux.

Démonstration. — Soit B € Mat,(Z) une matrice carrée dont A constitue les m pre-
mieres lignes et soit H la forme normale de Hermite de B et U une matrice de GL,(Z)
telle que B = HU. Soit S € Mat,;, ,,(Z) la matrice formée des m premieres lignes de H;
onadonc A= SU.

(DLes propriétés que nous avons démontrées sont valables, avec la méme preuve, lorsque I'anneau Z est
remplacé par un anneau commutatif arbitraire ; les .%, (A) sont alors définis comme les idéaux engendré
par les mineurs r x r extraits de A, d’ol1 la terminologie.



§3.2. SOUS-GROUPES DISCRETS DE R, GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI 93

Si B appartient a GL,(Z), la relation det(B) = det(H) det(U) entraine que det(H) €
{1}, donc H € GL,(Z). Comme H est échelonnée, ses coefficients diagonaux sont donc
égaux a +1. En particulier, le mineur principal m x m de S est donc égala +1. On a donc
Fm(8) =2Z,d ot .F,(A =%, (SU) =.F%,(S) =Z.

Inversement, supposons que .%,,(A) = Z; soit S la forme normale de Hermite de A
et soit U € GL,(Z) telle que A = SU. Si .%,,(A) = Z, il en est de méme de .7 ,(S). Or, S
est de rang m, échelonnée, donc .%,,(S) est engendré par le mineur principal de S —
les autres sont nuls! Par conséquent, les coefficients diagonaux de S sont égaux a +1.
Soit H € Mat,(Z) la matrice dont les m premieres lignes sont celles de S et les n—m
derniéres sont celles de la matrice I,,. C'est une matrice triangulaire supérieure, a coef-
ficients diagonaux +1; elle appartient donc a GL,(Z), de méme que la matrice HU. Un
calcul par bloc entraine alors que les m premieres lignes de HU sont celles de A, d’ou
le théoréeme. O

COROLLAIRE 3.2.8. — Soit u € Z" ; pour qu'il existe une matrice A € GL,(Z) dont u soit
le premier vecteur colonne, il faut et il suffit que les coordonnées de u soient premieres
entre elles.

Démonstration. — Quitte a transposer les matrices en jeu, ce qui échange lignes et
colonnes, c’est le cas m = 1 du théoreme. O

C. Sous-groupes discrets de R" et réseaux

Rappelons qu’on dit qu'un espace topologique X est discret si, pour tout point x
de X, la partie {x} est ouverte dans X. Cela revient a dire que toute partie de X est
ouverte et fermée. Une partie S d'un espace topologique X est discrete si, pour la to-
pologie induite, c’est un espace topologique discret; cela revient a dire que pour tout
point x de S, la partie {x} de S est ouverte dans S, autrement dit, qu’il existe un ouvert U
de X tel que UN S = {x}.

PROPOSITION 3.2.9. — Soit G un sous-groupe de R". Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Lespace G est discret dansR".

(ii) pour r> 0 assez petit, l'intersection de G et de la boule de centre0 et de rayon r est
réduite au point0 ;

(iii) pour tout R, l'intersection de G et de la boule de rayon R n'a qu'un nombre fini de
points.

Démonstration. — Limplication (i)= (ii) résulte de la définition. Inversement, soit r >
0 tel que la boule de centre 0 et de rayon r dans R" ne rencontre G qu’en 0. Soit g € G;
pour tout point x de Gn B(g, r), x — g appartient a Gn B(0, r), donc x = g si bien que
GnN B(g,r) ={g}. Par suite, G est discret, d’ou (i).
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Avec ces notations, les boules de centres g € G et de rayon r/2 sont disjointes : si
x€B(g,r/2)nB(g',r/2),alors ||g’ - g|| < r,donc g’ € B(g, 1) NG, d'ou1 g’ = g. Par consé-
quent, si B(0, R) contient N points, la boule B(0, R+r/2) contient N boules disjointes de
rayon r. Comme elles ont méme volume, on a donc Nvol(B(0, 7)) < vol(B(0,R+r/2));
en particulier, N # +oo. Cela démontre (iii).

Inversement, supposons que G N B(0, R) soit fini. Si G = {0}, alors G est discret. Si-
non, soit g un élément non nul de G et posons R = || g|| + 1. Comme G n B(0, R) privé
de 0 est fini (par hypothése) et non vide (il contient g), 'ensemble des normes || g|| des
points g # 0 de Gn B(0, R) admet un plus petit élément r. On a donc Gn B(0, r) = {0}.
Cela démontre (i). O

DEFINITION 3.2.10. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. On appelle
réseau de V tout sous-groupe de V formé des combinaisons linéaires a coefficients entiers
d'une famille librede V.

On appelle rang d'un réseau la dimension de I’espace vectoriel réel qu’il engendre.

Soit G un réseau d’'un espace vectoriel de dimension finie V. Soit (vy,...,v;) une
famille libre de V qui engendre G comme sous-groupe de V. Alors, G c vect(vy, ..., V)
donc vect(G) < vect(vy,...,v;); inversement, comme G contient vy,...,v,, vect(G)
contient vect(v,..., v;). On a donc vect(G) = vect(vy,..., vy) et dimvect(G) = r. Cela dé-
montre que le rang d'un réseau est égal au cardinal de toute famille libre qui engendre
ce réseau.

THEOREME 3.2.11. — Soit G un sous-groupe discret deR". Alors, G est un réseau deR".
Il existe un entier r € {0,..., n} et une famille libre (g1,...,8r) de R" qui est une Z-base
deG.

Inversement, observons que le groupe abélien engendré par une famille libre de R"
est un sous-groupe discret : quitte a effectuer un changement de base, on peut sup-
poser que cette famille libre est formée des r premiers vecteurs de la base canonique
de R"; alors, G=Z" x {0}"""" est un sous-groupe discret de R”.

Nous allons en fait démontrer un résultat plus précis qui fournit un procédé
constructif de base.

THEOREME 3.2.12. — Soit G un sous-groupe discret deR", soit V le sous-espace vecto-
riel réel de R" engendré par G et soit (g1,...,8:) une base de V formée d’éléments de G.
Pouri€|0,...,r}, posons V; =vect(gy,..., &)

Pour tout i € {1,...,r}, il existe un élément v; € V;N G tel que l'on ait |lv—w| >
” v; — w’” pour tous w, w' e Vi_jettoutve Gn (V;\ V;_1). Alors, (v1,...,v,) est une base
de V formée d’éléments de G et tout élément de G est combinaison linéaire de vy, ..., vr.
En particulier, G est un réseau de rang .
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Démonstration. — On va démontrer par récurrence sur i I’existence de v; et le fait que
Vi N G (qui est manifestement un sous-groupe discret de R” contenu dans V;) est un
réseau de base (14, ..., ;).

Pour i =0, ona V=0, donc V5N G = {0} est un réseau de R” de base la famille vide.

Soit alors i € {1,..., r}; supposons construite une base (vy,...,v;—1) de Vj_; telle que
V;_1 NG soit un réseau de base (vy,..., v;_1). Démontrons I'’existence d'un vecteur v; €
GNV;\Vi_; tel que |lv; — wl < ||v— || pour tous w, w' € V;_; ettout ve GN V; \ Vi_y.

Soit (g,) une suite d’éléments de Gn V; \ V;_; et (w,) une suite d’éléments de V;_;
telles que || gn— Wy H tende vers la borne inférieure m des || g- w|| pourge GNV;\ Vi,
etwe Vi_.

Décomposons wy, dans la base (vy,...,v;-1) de V;_1, wy = Y k<i Xk, nVk. Posons h;,, =
> k<ilXk nl vk. Quitte a remplacer g, par g, — h, et w, par w, — hy, on peut supposer
que 0 < xi,, < 1 pour tous k, n. La suite (w;) est donc bornée, de méme que la suite (g,)
puisque | gn|| < Hgn — wn” + |lwyll et que ||gn - wy, || tend vers m. Comme les g, appar-
tiennent a G, qui est un sous-groupe discret de R”, ils ne peuvent donc prendre qu'un
nombre fini de valeurs. Quitte a considérer une sous-suite de la suite (g;), on peut
supposer qu’elle est constante. Notons g sa valeur et démontrons que 1'on peut poser
v; = g. Il est clair que g € GN V; mais que g ¢ V;_; car c’est le cas de chaque gj,.

Par compacité de I'intervalle [0, 1], on peut, quitte a en considérer successivement
des sous-suites, supposer que les xi , convergent tous; alors, la suite (w,) vers un élé-
ment w de V;_;.Onadonc ||g — wy| — m, donc || g — w|| > m, doncl'égalité | g— w| =
m par définition de m, ce qui démontre I'existence de v;.

Comme v; € V;\ V;_1,ona

dim V; > dimvect(vy,..., v;) > dimvect(vy,...,vi_1)+1 >dim V;_1 +1;

comme, par définition, dim V; = dim V;_; + 1, chacune de ces inégalités est une égalité
et (vy,..., ;) estune base de V;.

Soit maintenant v € V; et faisons I'observation suivante concernant ||v — w| lorsque
w parcourt V;_,. Notons X, ..., x; les coordonnées de v dans labase (g1, ..., g;), de sorte
que v = x1 81 +---+x; g ; démontrons que d(v, V;_1) = |x;| d(g;, Vi—1). En effet, pour tout
we Vio,ona |v-wl| = ||xigi—w|, avec w' = w— ¥ j<; Xk gk. Ainsi, w' € V;_y, de
méme que w'/x; si x; # 0, si bien que |v— w| > |x;| d(g;, Vi—1). Lautre inégalité se dé-
montre de facon similaire : si (w,,) est une suite de vecteurs de V;_; telle que || gi— Wy ||
converge vers d(g;, Vi—1), alors || v-w, || converge vers |x;| d(g;, Vi-1), ou w), est défini
par w), = X; Wy + Y. k<, Xk 8- Par conséquent, |x;| d(g;, Vi-1) = d(v, V;_1).

Supposons de plus que v appartienne aussi a G et démontrons qu'’il est combinaison
linéaire a coefficients entiers de v1,..., v;. Notons a;,..., @; les coordonnées de v; dans
la base (g,...,8i), de sorte que v; =a; g +---+ a;g;. Comme v; ¢ V;_;, a; # 0; posons
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q=lxila;l etv'=v—quv; =Y x; g avec x; = X — qay. Alors, V' € V;nG et
/

I . — / . . — xi . .
AW, Vioy) = |x}| d(gi, Vi-1) = = dwi, Vi),
1

Puisque 0 < x} < a; et d(v;, V;-1) >0, 0ona d(V/, Vi_1) < d(v;, V;-1). Par définition de v;,
cela entraine v’ € V;_;. Par récurrence, v’ est une combinaison linéaire a coefficients
entiers de vy,...,v;_1 : soit q1,...,g;—1 des entiers tels que v/ = gy v + -+ + g;j—1 Vi—1. Po-
sons aussi ¢; = g. Onadonc v =} ;<; gx Uk, d'ot1 la conclusion voulue. O

COROLLAIRE 3.2.13. — Soit G un sous-groupe discret deR". Pour que G soit un réseau
deR" de rang n, il faut et il suffit qu'il existe une partie bornée P de R" telle que G+ P =
R” (autrement dit, que G soit cocompact).

Démonstration. — Soit (g1,..., &) une base de G.

Si G est un réseau de rang n, on a r = n et on peut prendre pour P le parallélépipede
de cotés gi,..., gn, C'est-a-dire 'ensemble des Z?Zl X;8i, avec x; € [0,1] pour tout i.

Inversement, soit P une partie compacte de R" telle que G + P = R". Soit v un vec-
teur quelconque de R”. Pour tout entier m > 1, on peut écrire mv = gy, + pm, ol
gm € G et p;, € P; comme P est borné, on en déduit que v = %gm + O(1/m) lorsque
m tend vers +oo. En outre, % gm appartient au sous-espace vectoriel V engendré par
(g1,.--,8r). Passant a la limite, il vient v € V (regarder les coordonnées de v apres avoir
complété (gi,..., &) enune base; se rappeler éventuellement qu'un sous-espace de R"
est fermé). Comme v est arbitraire, V =R" et (g1,..., gr) engendre R”. Puisque c’est une
famille libre, c’est une base de R" et G est un réseau. O

D. Volumes et indices

Soit G un réseau de R” et soit (vy,..., ;) une base de G qui est une famille libre
de R". Posons V(G) = |det(vy,...,v,)|, le déterminant étant pris par rapport a la base
canonique de R”. C’est le volume du parallélépipede de R” de cotés vy, ..., vy.

Si (uy,...,uy,) est une autre base de G, il existe une matrice A € GL,(Z) telle que
(uy,...,un) = (vy,...,vy). Par conséquent,

det(uy,..., u,) = det(A) det(vy,...,v,) = xdet(vy,..., Vy).

En particulier, |det(uw, ..., u,)| = |det(vy, ..., v,)| ce qui montre que V(G) ne dépend pas
du choix de la base (vy,..., v,) et justifie la notation adoptée. On appelle V(G) le covo-
lume du réseau G. On a par exemple, V(Z") = 1. Si G est un réseau et A un nombre réel
non nul, 'ensemble AG des Ag, pour g € G, est un réseau et V(AG) = |A|" V(G). En effet,
si(uq,...,u,) estune base de G, (Auy,...,Au,) est une base de AG.

Soit G’ un sous-groupe de G. C’est en particulier un sous-groupe discret de R” et,
d’apres le théoréeme(3.2.11} c’est un groupe abélien libre engendré par une famille libre
(uy,..., uy) de R"™. Pour que G’ engendre R”, il faut et il suffit que I'on ait r = n.
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PROPOSITION 3.2.14. — Le groupe quotient G/G' est fini si et seulement si r = n, c’est-
a-dire si et seulement si G' est aussi un réseau deR". Le cardinal de G/G' est alors égal a
V(G)IV(G).

Démonstration. — O

Exercices

12) On dit qu'une matrice de taille n x m a coefficients dans un corps K est sous forme éche-
lonnée réduite (par lignes) si a) ses lignes sont échelonnées; b) le premier coefficient non nul
d’une ligne (un pivot) est égal a 1; c) dans la colonne d’'un pivot, les autres coefficients sont
nuls.

a) Démontrer que toute matrice A € Mat, ,,,(K) peut étre mise sous forme échelonnée ré-
duite par des opérations élémentaires sur les lignes.

b) Si A€ Mat,, ,(K), démontrer qu’il existe une matrice sous forme échelonnée réduite H, et
une seule, ainsi qu'une matrice inversible U € GL, (K), telle que A= UH.

13) Pour x € R, on note | x| sa partie entiére et {x} = x — | x] sa partie fractionnaire.

Soit & un nombre réel irrationnel.

a) Pour g € N*, montrer que les éléments 0, {a},{2a},..., {ga} de [0,1] sont deux a deux dis-
tincts.

b) Al'aide du principe des tiroirs, en déduire qu'il existe des entiers i et j telsque 0 < i < j <
g ettels que |{ja} - {ia}| < 1/q.

¢) Montrer qu’il existe, pour tout entier Q > 0 une fraction irréductible p/ g telle que | a—< ‘ <
1/qQ (Dirichlet).
14) On note (ey,..., e,) la base canonique de R”. Soit G un sous-groupe de Z" qui n’est pas
contenu dans un hyperplan de R”.

a) Pour i e{l,...,n}, démontrer qu’il existe des vecteurs f; € G de la forme x; €, +--- + x;€;, ol
x1,...,Xx; sont des entiers et x; # 0.

b) Pour i € {1,..., n}, soit f; un vecteur comme ci-dessus, choisi de sorte que x; soit stricte-
ment positif et minimal.

Démontrer que (fi,..., f) est une base de G.

§3.3. Théorémes de Hermite et Minkowski

A. Minimas d’'une forme quadratique définie positive

Soit g une forme quadratique sur R” et soit Q sa matrice dans la base canonique. On
a donc g(x) = 'xQx pour tout vecteur colonne x € R”. Définissons le discriminant de g,
noté disc(g), comme le déterminant de Q.

Supposons g définie positive, c’est-a-dire g(x) > 0 pour tout x € R", x # 0. Alors,
disc(g) > 0.

Le premier énoncé généralise en toute dimension le théoreme|3.1.1
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THEOREME 3.3.1 (Hermite, 1854). — Il existe un vecteur u € Z"*, u # 0, tel que q(u) <

(%)(n_l)/z disc(g)'/™.

Plus généralement, il existe n vecteurs uy, ..., u, € Z", linéairement indépendants, tels
que

4 n(n-1)/2
q(u)...q(u,) < (g) disc(q).
Démonstration. — Comme g est définie positive, g(x) tend vers I'infini lorsque || x| —

oo; en particulier, il existe un vecteur non nul u € Z" en lequel g(u) est minimale.

Les coordonnées de u sont premiéres entre elles : sinon, il existerait un entier d > 1
et un vecteur u' € Z" tel que u = du'; alors, g(u) = d>q(u), d'ot1 0 < g(u) < q(u) ce
qui contredit le choix de u. D’apres le corollaire[3.2.8} il existe une matrice U € GL,(Z)
dont u est la premiere colonne. La forme quadratique q(Uy) est définie positive, de
méme discriminant que g; puisque U € GL,(Z), elle atteint son minimum sur Z" \ {0}
en (1,0,...,0).

Notons (b;, ;) la matrice de la forme quadratique q(Uy) ; on a donc

2
qUy) =) bijyiyj=b1, y1+Ziyi +4q' (),
ij=1 iz bin

ol1 ¢’ est une forme quadratique sur R”~! en la variable y' = (y», ..., y»).

Silonposey, = yi+X", %y,-, le changement de variables (y1,..., yu) = (¥}, ¥2,--+» ¥Yn)

transforme la forme g(Uy) en la forme blyl(y{)2 + q'(y') dont le discriminant est
by disc(q'). Comme ce changement de variables est de déterminant 1, on a on a
by 1 disc(q'(y") = disc(q(Uy)) = disc(q).

Par récurrence, il existe un vecteur y' = (y»,...,¥n) € 7" non nul, tel que 7)) <
4\(n=2)/2
(3)
(1, 2,.-+, yn). Alors,

disc(g)!/*=V. Soit y; I'entier le plus proche de -, %yi et posons y =

4 (n—-2)/2

1
< S
qUy) < 191,14 + (3

En outre g(Uy) = b;,;1. On en déduit que

=2)/2
3 (4)(11 )/ Vin-1)

b <=
Rt B

Mettant cette expression a la puissance n — 1, on trouve

3 n—1 4\ (i=D(n-2)/2
(4_1 bl,l) b1 < (—) disc(q),

(diSC(Q)/bl,l)

3
d’ott
1) < (4/3)n D22+ (7 gise (g) = (4/3)" "D disc(g).

La premiere partie du théoréme en résulte.
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Démontrons aussi la seconde assertion par récurrence. Il existe ainsi des vecteurs
ué, N S Z"! linéairement indépendants, tels que

4 (n-1)(n-2)/2
) disc(q').

!/ !/ / !
q(uy)...q (u,) < (g
Pour i € {2,..., n}, définissons un vecteur u; € Z" comme suit : si u; a pour coordonnées

(J2,-.-, ¥n), choisissons pour y; I'entier le plus proche de —} 7, % y; et posons u; =
(»1,---,Yn). Alors, pour tout i € {2,..., n},

]‘ / / ]‘ / !
qUu;) < bl,lZ +q (u) < ZQ(Uui) +q (uy)
et g(Uu;) < %q’(u;). On a ainsi

4 n-1
qUu1)qUup)...qUuy,) < by (5) q (wy)...q (up)

4 n-1 4 (n-1)(n-2)/2
<(—) (—) disc(q') b1 1

3 3
4 n(n-1)/2
= (g) disc(g).

Les vecteurs ué,..., u,, sont linéairement indépendants, donc les vecteurs uy, ..., Uy,
aussi. Comme seule la premiere coordonnée de u; n’est pas nulle, u; n’appartient pas
al’espace engendré par les vecteurs uy, ..., u, etla famille (u;,..., u,) estlibre. Le théo-
réme est ainsi démontré. O

Le théoreme précédent concerne le comportement d'une forme quadratique définie
positive vis a vis du réseau Z”. Dans la pratique, il convient d’en énoncer une variante
ol interviennent un réseau et une forme quadratique arbitraires.

COROLLAIRE 3.3.2. — Soit G un réseau de R" et soit q une forme quadratique définie
positive surR".

Il existe un élément g € G, non nul, tel que q(g) < (4/3)""~D2(disc(q) V(G)*)!/".

Il existe des éléments g1, ..., g, de G, linéairement indépendants, tels que

n(n-1)/2
) disc(q) V(G)?.

Démonstration. — Soit (vy,..., V) une base du réseau G et considérons la forme qua-
dratique ¢’ sur R” donnée par
G (X1,...,%n) = qx101 + -+ X Up).

Son discriminant est égal a disc(q) det(v,..., v,,)? = disc(g) V(G)?. Le corollaire en dé-
coule aussitot. O

COROLLAIRE 3.3.3. — Tout réseau G de R" contient un point non nul g tel que ”g” <
(4/3)(n—1)/4V(G)1/n'
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Démonstration. — C’est le cas particulier ou g est la forme quadratique donnée par
g = vl 0

On appelle constante de Hermite le plus petit nombre réel y, tel que tout ré-
seau G de R” contienne un point non nul g tel que ||g||° < y,V(G)?'™. On a donc
Yn < (413)D2,

Si cette majoration est une égalité pour 7 =1 ou 2 (considérer le réseau de base 1 et
e217/3 dans C = R?), elle est tres grossiere lorsque n grandit. On peut en effet démontrer
que lorsque n tend vers 'infini,

L < Yn < 1,744;

2me " n 2me
la croissance de y, est donc linéaire et non exponentielle! Signalons qu’on en connait
la valeur exacte jusque n = 8, mais pas au-dela!

B. Sommes de quatre carrés

Dans ce paragraphe, on démontre par les méthodes de géométrie des nombres le
théoreme de Lagrange selon lequel tout entier positif est somme de quatre carrés.

LEMME 3.3.4. — Considérons r formes linéaires ¢1,...,¢, sur Z" et des entiers stricte-
ment positifs di, ..., d,. Lensemble G des éléments x € Z" tels que ¢;(x) =0 (mod d;) est
un réseau deR" tel que V(G) < d, ... d,.

Démonstration. — D’apres la proposition [3.2.14] il suffit de démontrer que le groupe
7" |G est fini de cardinal au plus d ... d,. Or, I'application L: Z" — ]'[;:1 (Z/d;Z) donnée
par L(x) = (¢;(x) (mod d;)) est un homomorphisme de groupes abélien dont le noyau
est égal a G. Par suite, Z""/G est isomorphe a un sous-groupe de ngl(Z/diZ)- Il est en
particulier fini et son cardinal divise le produit d; ... d,. O

LEMME 3.3.5. — Pour tout nombre premier p, il existe des entiers a et b tels que a® +
b? +1 soit multiple de p.

Démonstration. — Eneffet,ilyal+(p—1)/2 = (p+1)/2 éléments de la forme a?, avec
a € Z/ pZ, et autant d’éléments de la forme 1 — b?, avec b € Z/ pZ. Puisque (p +1)/2 +
(p+1)/2=p+1> p,il existe a et b dans Z/ pZ tels que a?=1-b% dotlelemme. O

THEOREME 3.3.6 (Lagrange, 182?). — Tout entier positif est somme de quatre carrés :
pour tout entier n > 0, il existe des nombres entiers x, y, z, t tels que n = x*> + y* + z2 + 2.

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ou n est sans facteur carré. Pour tout facteur
premier p de n, choisissons des entiers a, et b, tels que a,‘% + b,zj + 1 soit multiple de p.
Considérons alors I'ensemble G des éléments (x, y, z, t) de Z? vérifiant les congruences
suivantes :

X=apz+byr (mod p), y=bpz—ayt (mod p).
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D’apres le lemme [3.3.4] G est un réseau de R* tel que V(G) est majoré par le produit
des carrés des facteurs premiers de 7 ; autrement dit, V(G) < n?.
D’apres le théoreme d’Hermite, il existe un élément non nul (x, y, z, t) de G tel que

P+ 2+ 22+ 12 <@3)3?ve)V? <2n,

puisque (4/3)3 = 64/27 <3 <4.Posons N = x? + y? + z? + t* et démontrons que N = n.
Pour tout facteur premier p de n,

N:xz+y2+zz+z‘25(apz+bpt)2+(bpz—apl‘)2+z2+z‘2
— 2, 712 2 2, 2 2
=(ap+bp+1)z +(bp+ap+1)t (mod p),

donc x? + y? + z% + t? est multiple de p. Par conséquent, N est multiple de n. Puisque
0 < N < 2n, on a nécessairement N = n, ce qui conclut la démonstration du théoreme
de Lagrange. O

C. Les théorémes de Minkowski

Les théoremes de Minkowski auquel ce paragraphe est consacré généralisent du cas
d'une norme euclidienne au cas d'une norme quelconque les théorémes de Hermite.
La méthode inaugurée par Minkowski, mélangeant géométrie et théorie des nombres,
était d'une tres grande innovation au point qu’elle provoqua I'apparition d’'une nou-
velle branche de I'arithmétique : la géométrie des nombres.

PROPOSITION 3.3.7. — Soit ||-|| une norme sur R" et soit V le volume de la boule
unité B. Soit r un entier naturel. Si'V > r2", il existe dans Z" des vecteurs +u,,...,+u,
de normes < 1 et deux a deux distincts.

Démonstration. — Supposons d’abord que V > r2". Soit f la fonction indicatrice de
la boule de centre 0 et de rayon 1/2 et posons, pour x € R, F(x) =Y ,ezn f(x — u).
Comme f est a support compact, c’est une somme finie; plus précisément, les termes
d’'indice u sont nuls dés que [ ull > |x|l + 1. Intégrons F sur le parallélépipede P =
[0,1]"; on trouve

= f(x wdx= ) fx)dx= ff(x)dxzvol(B(O,l/Z)):V/2">r.
Rn

uezZn ueznJu+P

Comme le volume de P est égal a 1, il existe au moins un point x de P tel que F(x) > r;
comme F est a valeurs entiéres, on a donc F(x) > r+1 etil existe des éléments distincts
u,..., urdeZ" tels que f(x—u;) > 1, c’est-a-dire || x — u;|| < 1/2. Ordonnons les u; sui-
vant |’ordre lexicographique de leurs coordonnées. Alors, pour tout i € {1,...,1}, u; — uy
est un point de Z" tel que || u; — up|| < 1. Ces vecteurs u; — uy sont non nuls et deux-a-
deux distincts; de plus, si u; — up = —(u; — up), alors up = (u; + u;)/2, ce qui contredit le
fait que g est le vecteur dont les coordonnées sont les plus petites dans I’ordre lexico-
graphique. Les 2r vecteurs +(u; — 1) sont donc non nuls, deux a deux distincts, a co-
ordonnées entieres et de normes < 1. Cela conclut la démonstration lorsque V > r2”.



102 CHAPITRE 3. GEOMETRIE DES NOMBRES

Supposons maintenant que I'on ait I'égalité V = r2" et considérons les normes « |- ||,
ol a est un nombre réel tel que a > 1. Comme le volume de la boule unité pour cette
nouvelle norme est a”V > r2V, il existe 2r vecteurs + Vl,a)---»£VUrq, non nuls et deux a
deux distincts dans Z" tels que | v; «|| < a pour tout i. Faisons tendre a vers 1; comme
les parties fermées bornées de R” sont compactes, on peut trouver une suite (a,)
de nombres réels tels que a, > 1 et @, — 1 de sorte que pour tout i, la suite (v;q,,)
convergent; notons v; sa limite; on a || v;|| < 1. Une suite convergente de vecteurs a
coordonnées entieres est stationnaire ; on a donc v; 4, = v; pour n assez grand. En par-
ticulier, les 2r vecteurs + vy, ..., + v, sont non nuls et deux a deux distincts. Cela termine
la démonstration. O

THEOREME 3.3.8. — S0itG unréseau deR" ; soit|-|| une norme surR", B sa boule unité
etvol(B) son volume. Il existe un vecteur non nul u € G tel que || ull < 2(V(G)/vol(B)}/".

Démonstration. — Soit A la matrice d'une base (u4,...,u,;) de G et considérons la
norme |-| sur R” donnée par | x|’ = a|Ax|, olt @ = (vol(B)/V(G))""/2. La boule
unité B’ pour cette norme est égale 2 a ! A" B, son volume vol(B’) est donc égal a
vol(B)/a"|det A| = 2" V(G)/ |det Al. Par ailleurs, on a V(G) = |det A| par définition, d’olt
vol(B') = 2". D’apres la proposition, il existe un vecteur non nul x € Z” tel que | x|’ < 1.
Alors, le vecteur u© = xju; +--- + X, U, de G vérifie

lull = Axl = lIx|I' /& = 2(V(G)/vol(B)Y/".
Le théoreme est ainsi démontré. O

Dans le cas ou la norme est euclidienne, il convient de comparer le théoreme de
Minkowski avec celui d'Hermite. Commencons par rappeler le volume d’un ellipsoide :

LEMME 3.3.9. — Soit q une forme quadratique définie positive sur R" et soit B l'en-
semble des x € R" tels que q(x) < 1. Alors, vol(B) = n"V?T'(1 + n/2) ' disc(q)~'/2.

Démonstration. — La forme g définit un produit scalaire sur R”. Soit A la matrice
d’'une base orthonormée pour ¢, de sorte que q(Ax) = lxII2, ott |- désigne la norme
euclidienne usuelle sur R”. Si B; désigne la boule unité de R" (pour la norme eucli-
dienne), on a donc B = A(B,) et vol(B) = |det A|vol(B;). D’autre part, disc(q) = |det A|~2
car le discriminant de la forme quadratique II-11% est égalal.

Il suffit donc de démontrer que vol(B;) = 7™2/T(1 + n/2). Pour cela, on calcule I,, =
Jrn €xp(— I x[1?) dx. Un changement de variables en coordonnées polaires fournit

o0
I, = Snf exp(-r2) ' ldr,
0
ol S, est la surface de la sphere unité de R”. On a donc

* n-pr2 dx 1 o ni2-1 1
I, = Snj; exp(—x)x m = Esnfo exp(—x)x dx = ESnF(n/Z),
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ou I" désigne la fonction I" d’Euler. D’autre part, le volume de la boule unité se calcule

comme suit :
1

1
" ldr==8,.
n

vol(B;) = Snf

0
Par suite,

2

vol(B;) = —I,——

(Br) n "T'(n/2)

Enfin, le théoréme de Fubini assure que I,, = (})"; de méme, L = (I;)*> d’ou1 I,, =

(L)"?. En dimension 1 et 2, le volume de la boule unité vaut respectivement 2 et 7. Par
suite,

n
=L/T(+ ).

1
Il:2F(1+§):2F(3/2):F(1/2) et L=nl'(2)=m.
On en déduit I['(1/2) = /7 et vol(By) = 2™2/T(1 + n/2). O

La constante ¢y figurant au membre de droite du théoreme de Minkowski est donc
égale a

om —2V(G) /1 volB)V" =2V(G)n Y2 (1 + n/2)Y " disc(q)1/?"

2
—T(1+n/2)¥"|.
/A

= V(G) disc(g)'/*"
7 \VE

D’apres la formule de Stirling,
T(1+n/2) = (n/2)T(n/2) ~ (n/2)"*"2e "2 /zn

et il en résulte

vn
N3

TA+n/2)Y"~mi2)V?e 12 <

Autrement dit, lorsque n tend vers I'infini,

4n
: /
oy ~ V(G *disc(q)’ "

et le théoreme de Minkowski implique I'inégalité

'n o\n).

Ce résultat est d'une bien meilleure qualité que ce que fournit le théoreme de Hermite
qui se contente d’affirmer que y,, < (4/3)(""D/2,

Cependant, on observera que lorsque n = 2, le théoreme de Minkowski fournit la
majoration y, < 4/aT(3) = 2/m alors que l'onay, = 2/V/3.

De maniere analogue au théoreme de Hermite, Minkowski a aussi démontré I’exis-
tence d'une base de R formé de vecteurs entiers d'un réseau et de normes petites. La
démonstration étant nettement plus délicate, nous nous contentons de I'énoncer :
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THEOREME 3.3.10. — Soit G un réseau de R" ; soit ||-|| une norme sur R", B sa boule
unité et vol(B) son volume. Il existe une base (uy, ..., u,) deR" formée de vecteurs de G
tels que

lunll... lugll < 2" vol(B)/ V(G).

Exercices

15) Soit Q € Mats(Z) une matrice symétrique définie positive a coefficients entiers et de déter-
minant 1. Soit g la forme quadratique correspondante.

a) Démontrer qu'il existe une base (e, e, e3) de R® formée de vecteurs de Z3 tels que
qle)g(ex)q(es) < 2.

b) Démontrer qu’il existe une base (e{, eé, eé) de 73 dans laquelle la matrice de g est!'identité.
16) a) Soit x, y, z trois nombres entiers et n = X2+ y2 +z2. Démontrer que n n’'est pas de la forme
4%@8b+7), pour a,beN.

b) Inversement, soit n un entier qui n’est congru ni a 4 ni a 7 modulo 8. Démontrer, en consi-
dérant les diverses congruences possibles pour n modulo 8 qu'’il existe un entier b > 0 tel que

-b
p = bn—1 soit un nombre premier et (—) =1.
p
¢) Construire alors une matrice symétrique, définie positive, a coefficients entiers de la forme

an app 1
ap ap 0
1 0 n

et dont le déterminant soit égal a 1.
d) En utilisant le résultat de 1’exercice démontrer que n est la somme de trois carrés de
nombres entiers. (Théoreme de Dirichlet).

17) Soit ||-|| une norme sur R, soit B sa boule unité et vol(B) son volume.

a) Soit N(¢) le nombre de points x € Z" tels que || x| < t. Lorsque ¢ tend vers +oo, démontrer
I'équivalent N(¢) ~ t"vol(B). (En notant P = [0,1]", observer que les cubes x+ P, ou1 x € Z"
vérifie || x|| < t — n sont contenus dans ¢B.)

b) On suppose que vol(B) > 2". Soit T = [2¢] (plus petit entier supérieur ou égal a 2t); si ¢
est assez grand, démontrer qu'il existe des points distincts x = (x1,..., X,) et x' = (x{, e, x;) €
Z"ntBtels que x; = x; (mod T) pour tout i. En déduire qu'il existe un point y € Z" n B différent
de 0. (Démonstration du théoreme de Minkowski due a Mordell, 1935)



CHAPITRE 4

ANNFEAUX D’ENTIERS ALGEBRIQUES

§4.1. Nombres algébriques, entiers algébriques

A. Définitions ; premieéres propriétés

DEFINITION 4.1.1. — On dit qu'un nombre complexe z est un nombre algébrique s’il
existe un polynome non nul P € Q[X] tel que P(z) = 0. Un nombre complexe qui n'est
pas algébrique est appelé transcendant. On dit qu'un nombre complexe z est un entier
algébrique s'il existe un polynéme P € Z[X], unitaire (donc non nul), tel que P(z) = 0.

Les nombres complexes v/2, 3 + i1/5, etc. sont des nombres algébriques, puisqu'il
sont racines des polynémes X —2 et (X —3)?+5 = X? —6X + 14 respectivement. Ce sont
méme des entiers algébriques.

En revanche, les nombres réels e (base des logarithmes néperiens) ou 7 (surface
d’un cercle de rayon 1) sont des nombres transcendants. On observera que ces deux
nombres transcendants ne sont pas définis par ’algebre ou I'arithmétique, mais par
I'analyse : ce sont les valeurs de séries (377, 1/n!) ou d'intégrales (4 fol V1-x2dx).

PROPOSITION 4.1.2. — La somme, le produit de deux nombres algébriques est un
nombre algébrique; la somme, le produit de deux entiers algébriques est un entier
algébrique. L'inverse d'un nombre algébrique non nul est un nombre algébrique.

En conséquence, les nombres algébriques forment donc un sous-corps du corps C
des nombres complexes que I'on note Q; les entiers algébriques forment un sous-
anneau de Q qui est noté Z. Plus généralement, si K est un sous-corps de C, on note Z
I’anneau des éléments de K qui sont des entiers algébriques.

Démonstration. — La premiere partie a déja été démontrée (corollaire[2.1.2) en utili-
sant le théoreme de Cayley-Hamilton. Vérifions que cette démonstration s’adapte au
cas des entiers algébriques.
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Soit x et y des entiers algébriques, annulés par des polyndmes unitaires a coeffi-
cients entiers P et Q. Par récurrence, il existe pour tout couple (m, n) d’entiers na-
turels, un polynéme Py, ,, € Z[X, Y], de degré au plus deg(P) — 1 en X et de degré au
plusdeg(Q)—-1enY, tel que x"y" = Py, ,,(x, y). (Il suffit de prendre pour Py, ; le produit
des restes des divisions euclidiennes du polynéme X" par P et du polynéme Y par Q.)
Siz=x+youz=xy,onen déduit ainsiI'existence d'une matrice carrée A= (a, j),x,1)
de taille deg(P) deg(Q), a coefficients entiers, indexée par I’ensemble des couples (i, j)
tels que 0 < i < deg(P) et 0 < j < deg(Q), telle que

o o
zx"y =) ag,jpanx'y.

Le polyndome caractéristique de la matrice A est a coefficients entiers et est unitaire.
D’apreés la proposition2.1.3} il annule z, donc z est un entier algébrique. O

Le polynéme minimal d'un nombre algébrique z est le polynéme unitaire a coef-
ficients rationnels de plus petit degré qui annule z. (Il n'y en a qu'un seul : si P(z) =
Q(z) =0, P et Q étant de mémes degrés, P — Q est un polynome qui annule z et est de
degré strictement inférieur ; c’est donc le polynéme nul.) Son degré est appelé degré du
nombre algébrique.

Le polyndme minimal d’'un nombre algébrique est un polyndome irréductible
de Q[X]. Les polyndmes a coefficients entiers qui annulent un nombre algébrique sont
exactement les multiples de son polynéme minimal.

PROPOSITION 4.1.3. — Pour qu’'un nombre algébrique soit un entier algébrique, il faut
et il suffit que son polynéme minimal soit a coefficients entiers.

Démonstration. — Un sens est évident : si le polyndme minimal P d'un nombre al-
gébrique z est a coefficients entiers, la relation P(z) = 0 entraine que z est un entier
algébrique.

Laréciproque est plus subtile et repose sur des résultats démontrés au paragraphe[F}
Soit z un nombre algébrique, soit P son polyndme minimal et soit Q un polynéme uni-
taire a coefficients entiers tel que Q(z) = 0. D’apres le corollaire le polynéme P
est a coefficients entiers, ce qu’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 4.1.4. — Soit z un nombre algébrique et P son polynéme minimal, noté
P=X"+a,/1, X"+ +a.

Soit d un entier relatif non nul; pour que dz soit un entier algébrique, il faut et il suffit
que que d' a,_; soit un entier relatif, pour tout entier i tel que1 < i < n.

Supposons que z soit un entier algébrique non nul. Pour que 1/z soit un entier algé-
brique, il faut et il suffit que ap = +1.
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Démonstration. — Le polynome d" P(X/d) est unitaire, irréductible de degré n; c’est
le polyn6me minimal de dz. De plus, on a

dA"PXI/d)=X"+da, 1 X" '+ +d"ap,

d’ol la premiere assertion.

Siz#0,onaag#0. Le polynome Q = q; 1xnp(1/X) est irréductible, unitaire, de
degré n, et s'annule en 1/z. Son terme constant est a, 1. pour que Q soit a coefficients
entiers, il est nécessaire que I'on ait ay = 1. Si c’est le cas, Q est a coefficients entiers,
donc 1/z est un entier algébrique. Inversement, si 1/z est un entier algébrique, Q est a
coefficients entiers et gy = +1. O]

Avec les notations du corollaire, observons que si d est un dénominateur commun
de ay,...,a,-1, alors dz est un entier algébrique. De plus, I'entier d est le plus petit
entier naturel non nul tel que le polynéme dP(X) appartienne a Z[X] ; ses coefficients
sont des entiers relatifs premiers entre eux.

COROLLAIRE 4.1.5. — Soit z un nombre rationnel. Pour que z soit un entier algébrique,
il faut et il suffit que ce soit un entier relatif.

Démonstration. — En effet, si z € Q, son polynome minimal est X — z. O

D’apres le lemme ci-dessous, le polyndme minimal d’'un nombre algébrique n’a que
des racines simples dans C; ces racines sont appelées les les conjugués du nombre
algébrique considéré.

LEMME 4.1.6. — Soit F un corps de caractéristique zéro et soit Q) une extension algébri-
quement close de F. Soit P un polynéme irréductible a coefficients dans F. L'ensemble
des racines de P dans Q) est de cardinal deg(P).

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on suppose que P est unitaire. Il s’agit
de démontrer que P n’a pas de racine multiple. Une telle racine serait une racine com-
mune a P et P'. Posons D = pgcd(P, P'); c’est un polynéme a coefficient dans F qui
divise P et est unitaire. Comme P est irréductible a donc D = P ou D = 1. Comme F est
de caractéristique 0, P’ est de degré deg(P) — 1 : si le terme de plus haut degré de P est
aX" (avec a #0), on a na # 0 donc le terme de plus haut degré de P’ est naX"1etp
est de degré n—1. Cela empéche que P’ soit multiple de P si bien que D = 1. Autrement
dit, P et P’ n’ont pas de racine commune. O

DEFINITION 4.1.7. — Soit z un nombre algébrique; notons n son degré, P = X" +
an1 X" 1 +---+ ay son polynéme minimal et zy,..., z,, ses conjugués. Le dénominateur
de z, noté den(z), est le plus petit entier d > 1 tel que dz soit un entier algébrique. On
appelle alors taille de z I'expression :

t(z) = max(den(2),|zl,...,1zxl).
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PROPOSITION 4.1.8. — Soit T un nombre réel. Lensemble des nombres algébriques de
degré n et de taille au plus égale a T est fini.

Démonstration. — Soit z un tel nombre algébrique, posons d = den(z) et soit zy,..., 25
ses conjugués. On a donc |d| < T et |z;] < T pour 1 < i < n. Le polyndme minimal
de dz est égal au polynome []}_, (X —dz;) ; notons-le X" + a X" 1+.--+a,.Comme dz
est un entier algébrique, c’est un polynéme a coefficients entiers.

Pour 1 < k < n, (—1)*ay estla k-iéme fonction symétrique élémentaire des dz; ; par
suite, |agl < ¥j<.<i | A2 |- |dzi,| < (})e**. Ces inégalités montrent que les coeffi-
cients du polynome minimal de dz sont bornés indépendamment de z; comme ils
sont a coefficients entiers, ces polyndmes appartiennent a un ensemble fini indépen-
dant de z. Par suite, dz appartient a un ensemble fini indépendant de z, et il en est de
méme de z car d ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. O

B. Corps quadratiques

Le début de ce paragraphe est consacré a déterminer les entiers algébriques d'un
corps quadratique, c’est-a-dire un sous-corps de C qui est une extension de degré 2 du

corps Q.

PROPOSITION 4.1.9. — Soit K un corps quadratique. Il existe un unique entier relatif d
sans facteur carré tel que K = Q(\/a) sid>0etK= Q(i\/—_d) sid<0.

Posons § = Vd sid >0 et § = iv/—d sinon. Tout élément z de K s'écrit de maniere
unique sous la forme a+ bdd, avec a, b € Q. S'il Wappartient pas a Q, le polynome mini-
mal d’un tel élément est X> —2aX + a®> — db>.

1 est pratique de noter v'd 'élément § introduit ci-dessus, c’est-a-dire § = v'd si
d>0etd=ivV—dsid<0;onnes’en privera pas.

Démonstration. — Soit z un élément de K\ Q. Comme Q C Q(z) c K,on a [Q(z): Q] >
2=[K:Q], dou K =Q(z). En particulier, z est degré 2 sur Q et son polyndme minimal
estde la forme X? + aX + b, avec a, b€ Q. Alors, (z+ 3a)* = —b+ ;a*. Posons D= —b +
}laz ; C’est un nombre rationnel. Il n’est pas nul car sinon, on aurait z = —%a, douzeqQ.
Notons D =¢]] p?i sa décomposition en facteurs premiers, avec € € {+1} et n; € Z\ {0}.
Posons m; = 1 si n; est impair et m; = 0 sinon et posons alors d = e]'[p;"". Alors, d
est sans facteur carré; de plus, D/d = [[p;"" ™ = (] pE"i_m")/z)2 est un carré, disons
D=dr?avecreqQ.

Posons & = vVdsid>0etd =iv—dsid<O0 et vérifions que K = Q(9). Tout d’abord,
(z+ %61)2 = dr? = (6r)%. Par suite, § = +(z + %a)/r appartient a K; en outre, 6 ¢ Q car
cela entrainerait z = —%a + ré € Q. Reprenant I'argument initial, on voit que K = Q(6).

Alors, (1,6) est une famille de K libre sur Q, donc une base de K car [K : Q] = 2. Tout
élément z de K s’écrit donc de facon unique a+ bé, avec a, b€ Q.Siz¢Q,ona b #0, et
réciproquement. Supposons z ¢ Q. Alors, (z — a)? = b*62 = db?, si bien que z est racine
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du polynéme X? — 2aX + a? — db?. Lautre racine de ce polynéme est a— bd. Par suite,
ce polyndme n’a pas de racine dans Q; comme il est de degré 2, il est irréductible et
c’est le polyndme minimal de z.

Démontrons finalement I'unicité d'un tel entier d : supposons K = Q(§) = Q(8'), avec
62 =det (8")? =d', d et d étant des entiers relatifs sans facteurs carrés. On peut donc
écrire ' = a+bd,avec a,be Qetd = (6")? = (a®+ b*6%)+2abd = (a* + b*d) +2abd. Par
suite, 2ab=0et a’+b’d =d'.Comme 6’ ¢ Q,ona b #0,d'otta=0et d' = b>d. D’ apres
le lemme ci-dessous, b est un entier relatif. On peut écrire de méme d = (1/b)?>d’ donc
1/b est aussi un entier relatif. Onadonc b= +1, b>=1etd=d'. O

LEMME 4.1.10. — Soit d un entier relatif non nul sans facteur carré. Si x est un nombre
rationnel tel que dx? € Z, c'est un entier relatif.

Démonstration. — Posons n = dx? et écrivons x = p/ g, ol1 p et g sont des entiers re-
latifs premiers entre eux; il vient p?>d = g°n, si bien que g* divise p®d en étant premier
avec p?. Par suite, g° divise d. Comme d est sans facteur carré, g> = 1 et x € Z. O

COROLLAIRE 4.1.11. — Soit d un entier relatif sans facteur carré. Pour qu'un élément
z=a+bVd deQ(vd) soit un entier algébrique, il faut et il suffit que l'on ait :

—abeZsidZ1 (mmod 4);
- 2a,2beZ,a-beZsid=1 (mod 4).

Démonstration. — On doit déterminer les couples (a, b) de nombres rationnels tels
que2a€Zeta’—db*eZ.

La premiere condition entraine a € Z ou a + % € Z. Placons-nous dans le premier cas.
Alors, la seconde condition montre que d b? est un entier, donc b est un entier d’apres
le lemme ci-dessus. Inversement, si (a, b) € Z2, 2a € Z et a®> — db* € Z ce qui démontre
que a + bd est un entier algébrique.

Placons-nous dans le second cas et posons n = a® — db?. Alors, 4n = 2a)? — d(2b)?
ce qui entraine que d(2b)? est un entier. Par suite, 2b est un entier. Posons A = 2a
et B = 2b; A est impair et dB> = 4n — A? est impair; par suite, d et B sont impairs.
D’apres la premiere partie de la démonstration, A 1 3_16 est un entier algébrique,
donc z - (Azl B 15) “5 aussi. Le polynome mlmmal de (1+6)/2est X2 - X+ 14 d
Par suite, d =1 (mod 4). Cela démontre que si d # 1 (mod 4), ce cas ne se produit pas
et les éléments de K qui sont des entiers algébriques sont les a + bd avec (a, b) € Z>.

Supposons maintenant que d =1 (mod 4). Alors, (1 +6)/2 est un entier algébrique.
Ce qui précede démontre que les entiers algébriques sont les éléments de K de la forme
a+ bé, avec (a, b) € Z*> ou de la forme 2 + £ 50, ou A, B sont des entiers relatifs de méme

2t
parité. Posant a = A/2 et b= B/2, cela s1gn1ﬁe 2a€Z,2beZeta-b=(A-B)/2€Z. O

Remarque 4.1.12. — Soit d un entier relatif sans facteur carré. Posons K = Q(vV'd) et
soit Zx 'ensemble des éléments de K qui sont des entiers algébriques.
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Le sous-anneau Z[v/'d] engendré par v/d dans K est contenu dans Zy ; il est égal
AaZoZVd.

Dans le cas ou d # 1 (mod 4), il résulte de la proposition précédente que Zx = Z &
ZVd=17[Vd.

Dans le casoli d =1 (mod 4), (1+V/d)/2 est un élément de Zg qui n’appartient pas
a Z[Vd]. Plus généralement, soit z = a+ bv'd un élément de Zx. On peut écrire z =
(a-b)+ Zb%. Les conditions 2a € Z, 2be Z et a— b € Z équivalent a (a—b) € Z et

2b € Z. Par conséquent, Zx = Z & Z%ﬁ.
Dans les deux cas, 'anneau Zg est un groupe abélien libre de rang 2. C’est un cas
particulier d'un résultat important que nous démontrerons plus tard.

C. Corps de nombres

Rappelons qu’on appelle corps de nombres un sous-corps de C qui est une extension
finie de Q (autrement dit, un Q-espace vectoriel de dimension finie). Tout élément d'un
corps de nombres est un nombre algébrique.

PROPOSITION 4.1.13. — Soit K un corps de nombres et soit d son degré. Lensemble des
homomorphismes de corps de K dans C est de cardinal d.

Plus généralement, soit K et L deux corps de nombres tels que Lc K. Soitp: L— C un
homomorphisme de corps. Lensemble des homomorphismes de corpsy de K dans C tels
que | = @ est de cardinal [K : L].

Démonstration. — La premiere assertion est un cas particulier de la seconde, appli-
quée avec L = Q et ¢ l'inclusion de Q dans C qui est, du reste, 'unique homomor-
phisme de corps de Q dans C.

On va démontrer la seconde par récurrence sur [K : L]. Elle est évidente si [K: L] =1;
supposons-la démontrée pour toute inclusion de corps de nombres de degré stricte-
ment inférieur a [K : L].

Soit @ un élément de K qui n'appartient pas a L. On dispose alors d'une extension in-
termédiaire L(a) telle que L c L(a) c K. La restriction a L(a) d'un homomorphisme de
corps ¥ de K dans C tel que y|; = ¢ est un homomorphisme de corps ¢’ de L(a) dans C
dont la restriction a L est ¢. Commencons par déterminer ces homomorphismes y’'.
Soit P le polyndme minimal de a sur L, de sorte que L(a) = L[X]/(P). Un homomor-
phisme de corps ¢': L(a) — C tel que ¥'| 1 = ¢ est induit, par passage au quotient, d'un
homomorphisme de L[X] dans C de la forme ay + a1 X + ... — @(ap) + p(a))z +.... Que
cet homomorphisme passe au quotient signifie exactement que z est racine du poly-
nome ¢ (P) obtenu en appliquant ¢ aux coefficients de P.

Le polynome P est irréductible dans L[X]; le polynome ¢(P) est donc irréductible
dans ¢(L)[X]. Comme ¢(L) est de caractéristique zéro, le polynome ¢ (P) a exactement
deg(P) racines (lemm. [4.1.6). Par conséquent, 'ensemble des homomorphismes v’
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convenables est de cardinal deg(P). Par 'hypothese de récurrence, appliquée a I'ex-
tension L(a) < L et aux homomorphismes ¢': L(a) — C, il existe pour chacun d’entre
eux exactement [K : L(a)] prolongements a K, d’ou au total [K : L(a)] deg(P) = [K : L]
homomorphismes de K dans C dont la restriction a L est 'homomorphisme ¢. Cela
conclut la démonstration de la proposition. O

Soit K un corps de nombres, soit d son degré. Soit ® I'ensemble des homomor-
phismes de corps de K dans C; on dira aussi plongements de K dans C. Parmi les élé-
ments de ®, certains sont a valeurs dans R, on les appelle plongement réels. Les autres
prennent des valeurs complexes et on les appelle plongements complexes. Si ¢: K — C
est un plongement, z — ¢(z) est encore un plongement de K dans C, noté g, le plon-
gement conjugué de ¢. Dire que ¢ est réel signifie que ¢ = ¢. Ainsi, les plongements
complexes se regroupent par paires formées d'un plongement complexe et du plonge-
ment complexe conjugué.

Conformément a la tradition, on note r; le nombre de plongements réels de K et 2r»
le nombre de plongements complexes. Ainsi, 1 +2r, = n et 'on peut numéroter les

plongements de K de la forme (@1,..., 01, @r+1,@r+2) -, @ri4r) Pri+1,)-

Exemple 4.1.14. — Soit K un corps quadratique; K = Q(v/d). Les deux plongements
de K dans C sont donnés par a+ bv'd — a + bV d. Ils sont tous deux réels si d > 0 et
complexes (conjugués) si d < 0.

PROPOSITION 4.1.15. — Soit K un corps de nombres de degré n, soit ¢, ..., ¢, les plon-
gements de K dans C.

Soit a un élément de K, soit d son degré et soit P € Q[X] son polynéme minimal. Alors,
onall,(X-g;()=PX)"4.

Démonstration. — Les éléments ¢;(a) de C sont des racines de P; ils sont donc en
nombre au plus d. Inversement, chaque racine f§ de P fournit un plongement de Q(a)
dans C tel que @ — B. Chacun de ces plongements se prolonge en exactement n/d
plongements de K dans C, fournissant ainsi les 7 homomorphismes de K dans C. Par
suite, dans la suite (¢;(@))1<;<q4, chaque racine de P apparait exactement n/d fois. Si
B1,..., Baq désignent les racines de P, on a donc

n d
[TX-gi@)=]]x-B)""=pPx)""
i=1 j=1

O
COROLLAIRE 4.1.16. — Soit K un corps de nombres de degré n et soit ¢,,...,¢p, les

plongements de K dans C. Soit a un élément de K tel que @;(a) # @1(a) si i # 1. Alors,
K=Q(a).
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Démonstration. — D’apres la proposition précédente, I’ensemble des entiers i €
{1,...,n} tels que @;(a) = ¢(a) est de cardinal n/d, ou d est le degré de a. Par
hypothese, cet ensemble est de cardinal 1; on a donc n = d. O
COROLLAIRE 4.1.17 (Théoréme de I'élément primitif). — Soit K un corps de nombres.

Il existe un élément a € K tel que K = Q(a).

Démonstration. — Avec les notations du corollaire précédent, il suffit de démontrer
qu’il existe un élément a € K tel que @;(a) # @ (a) sii #1.Soiti € {2,...,n};'’ensemble
des a € K tels que ¢;(a) = ¢, (a) est un sous-Q-espace vectoriel V; de K. Il est distinct
de K car ¢; # ¢,. D’apres le lemme ci-dessous, leur réunion V, U---U V,, est distincte
de K, d’ou le corollaire. O

COROLLAIRE 4.1.18. — Soit F un corps infini, soit V un F-espace vectoriel et soit
Wi,..., Vy des sous-espaces vectoriels de V distincts de V. Alors Vy U --- U V,, est distinct
deV.

Démonstration. — Démontrons-la par récurrence sur n. L'assertion est évidente si
n < 1. Supposons-la vraie pour n — 1; il existe donc un vecteur w € V n’appartenant
pas a V;sii > 2. Lassertion est démontrée sil'on a w ¢ V7. Supposons donc w € V; et
considérons un vecteur ve V\ V.

Fixons alors i € {1,...,n}. Soit t et t’ des éléments distincts de F tels que v+ tw et
v+ t'w appartiennent a V;. Alors, (¢ — t') w appartient a V;, donc w € V; et i = 1. Alors,
v=(v+tw)— tw appartient a V1, ce qui est absurde. Par conséquent, il existe au plus
un élément ¢ € F tel que v+ tw appartienne a V;.

Par suite, il existe au plus n éléments ¢ de F tels que v+ tw appartienne a l'un des V;.
Comme F est infini, il existe donc ¢ € F tel que v+ tw n’appartienne a aucun des V;.
Onadonc Vju---uV, £ V. O

D. Normes, traces et discriminants

DEFINITION 4.1.19. — Soit K un corps de nombres. On appelle trace et norme d’'un
élément w deK la trace et le déterminant de l'endomorphisme Q-linéaire de K donné par
la multiplication par w. On les note Trx (w) et Nx(w). Ce sont des nombres rationnels.

Pour tout w € K, notons p,, 'endomorphisme de multiplication par w dans K.

On a Uy, = Mw + Wy Par suite, Trg(w + w') = Trg(w) + Trg(w'). De méme, on a
Uww' = Hw o My sibien que Nx(ww') = Ng(w) Ng(w'). Sia€ Q, on a gy = apy, d'ot
Trx(aw) = aTrg(w) et Nx(aw) = a” Ng(w).

PROPOSITION 4.1.20. — Soit n le degré de K et soit ¢y,...,¢, les n plongements de K
dans C. On a alors, pour tout w € K, les égalités

n n
Trg(w) =) @i(w) et Ng(w)=]]¢iw).
i=1 i=1
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Ce résultat est une conséquence du lemme plus précis suivant.

LEMME 4.1.21. — Soit w € K et soit W la matrice de l'endomorphisme de multiplica-
tion par w dans une base de K. Alors, W est semblable sur C a la matrice diagonale
diag(p1(w),...,pn(w)).

Démonstration. — Soit a un élément primitif de K. Le polynome minimal de « est
[I(X —¢@;(a)); comme «a est primitif, il est a racines simples et la matrice A de la mul-
tiplication par a (dans une base arbitraire fixée) est diagonalisable (sur C), ses valeurs
propres étant les ¢;(a). Autrement dit, la matrice A est semblable sur C a la matrice
diagonale D = diag(¢p; (a),...,px(a)).

Le cas d'un élément arbitraire de K s’en déduit facilement : si w € K, il existe un
polynéome P € Q[X] tel que w = P(a). Alors, la matrice W de la multiplication par w
dans la base fixée de K est égale a P(A). Le changement de base qui diagonalise A la
transforme en la matrice P(D) qui est diagonale, de coefficients P(¢;(a)) = ¢;(P(a)) =
@;(w),pourl <i<n. O

COROLLAIRE 4.1.22. — Si w est un entier algébrique de K, alors Trg(w) et Nx(w) sont
des entiers relatifs.

Démonstration. — Notons P = X%+ m X d=l4...4 ag le polynome minimal de w. Alors,
Trx(w) = —(n/d)a; et Ng(w) = ag/d. Comme d divise n, ce sont des entiers. O
DEFINITION 4.1.23. — Soit K un corps de nombres, n son degré. Soit # = (z,...,2n)

une base de K. On définit le discriminant de 9 par la formule

disc(%) = det(¢;(z)))*.

(Lorsqu’on change I'ordre des ¢;, le déterminant det(¢;(z;)) est multiplié par +1; le
discriminant de % est donc bien défini.)

Exemple 4.1.24. — Soit a un élément primitif de K et soit Zlabase (1,a,...,a” 1). On
adonc

disc(#) = det(g; (@’ ™)* = det(p:(@)!™)? = V(g1 (a),..., @n(@))?,
ou V(...) désigne le déterminant de Vandermonde. Par conséquent,

disc(B) = [ (@ (@) — pi(@)?.
j>i

Ainsi, disc(ZA) est égal au discriminant du polyn6me minimal de «. Il n’est pas nul.

PROPOSITION 4.1.25. — Soit K un corps de nombres, n son degré. Soit z, ..., 2z, des élé-
ments de K et soit D la matrice (Trg(z;z;)). Alors, det(D) = det((pi(zj))z. En particulier,
le discriminant d’'une base de K est un élément non nul de Q.
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Démonstration. — Notons ¢y, ...,¢, les plongements de K dans C. D’apres la propo-
sition précédente, on a

n n
Trx(zize) = ) @j(zizi) = ) @ (z)@;(zk).
j=1 j=1
Par conséquent, la matrice D est égale a 'AA, ou A est la matrice (¢;(z ). En particulier,
det(D) = det(A)>.

Supposons par I'absurde que (z,...,z;) soit une base de K de discriminant nul.
Alors, la matrice (¢;(z;)) n'est pas inversible; il existe donc des nombres complexes
(c1,...,cn) tels que X7, ci;(z;) = 0 pour tout entier j tel que 1 < j < n. Lapplication
Y cip; de K dans C étant Q-linéaire et nulle en tout élément d'une base de K, elle est
identiquement nulle. Or, ¢y, ...,¢, sont n homomorphismes distincts dans C et, a ce
titre, sont linéairement indépendants sur C (voir I'exercice 22). O

COROLLAIRE 4.1.26. — Soit K un corps de nombres, soit n son degré et soit 5, %' des
bases de K. Alors,
disc(#') = detx(#")? disc(#).

Démonstration. — Posons % = (z1,...,2,), B' = (z,,...,2,) et soit P la matrice de pas-
sage de la base % ala base %' telle que z} = Y. y_1 PkjZk pour tout entier j € {1,..., n}.
Soit A et A’ les matrices (¢;(z;)) et ((pi(z})). Les égalités (pi(z}) =Y}, Pkj@i(zk) en-
trainent A’ = PA, d’ot1 disc(#') = det(A')? = det(P)? det(A)? = det (%) ? disc(#B). O

Comme le discriminant de la base donnée par les puissances d'un élément primitif
n’est pas nul, il en est de méme du discriminant d’'une base arbitraire.

Remarque 4.1.27. — La proposition[4.1.25peut étre interprétée en disant que disc(%)
est le discriminant de la forme quadratique w — Trg(w?) dans la base 4. Cette forme
quadratique est donc non dégénérée. De plus, le corollaire précédent n’est autre que
la formule classique comparant les discriminants d'une forme quadratique dans deux
bases.

Exercices

1) a) Soit P = a,X" +--- + ap un polyndme a coefficients entiers, o1 a, # 0. Soit r un nombre
rationnel, donné par la fraction irréductible u/v, tel que P(r) = 0. Montrer que u divise ay et
que v divise a.

b) Soit x un nombre rationnel. Montrer que 2 cos(rx) est un entier algébrique.

¢) Soit x un nombre rationnel appartenant a [0, 1] tel que cos(xx) soit aussi rationnel. Mon-

trer que x appartient a I’ensemble {0, %, %, %, 1}

2) a) Est-ce que est un entier algébrique ?

—2+V2+iV2
2

13+3

b) Donner le polynéme minimal sur Q de . Est-ce un entier algébrique ?
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3) Soit P un polyndme unitaire a coefficients entiers. On suppose que toutes les racines com-
plexes de P sont de modulo < 1.

a) Soit a une racine complexe de P. Démontrer que pour tout entier n > 0, a” est un entier
algébrique de taille < 1.

En déduire que a = 0 ou « est une racine de I'unité.

b) Si P estirréductible, démontrer que P = X ou P est un polynéme cyclotomique. (Théoréme
de Kronecker.)

4) Soit K le corps de nombres Q(a), ol « est une racine du polynéme P = X3+X-3.

a) Démontrer que le polyndme P est irréductible. (Utiliser au moins deux méthodes,
par exemple en recherchant des racines rationnelles et en réduisant modulo un nombre
premier p). En déduire que K est de degré 3.

b) Calculer les polynémes caractéristiques de la multiplication par a et a® dans K. En dé-
duire Ng(a?) et Trg(a?).

¢) Démontrer que pour tout x € Q, la norme de x — « est égale a P(x).

5) Soit P un polynéme a coefficients complexes, noté
P=X-ay)...X—ap)=X"+a,_1 X" 1+ +a.

a) Si n > 2, calculer Z;?Zl a? en fonction de a,,_1 et a;_».

b) Si n > 3, calculer 27:1 a? en fonction de a;_1, a,—» et a;_s.

¢) On suppose que P € Q[X] est irréductible;; on note a une de ses racines et I'on pose K =
Q(a). Calculer Trg (), Trr(a?) et Trx (a®) en fonction des coefficients de P.
6) a) Soit @ un nombre algébrique et soit P son polyn6me minimal. On pose K = Q(a). Démon-
trer que disc(P) = Ng(P'(a)).

b) Calculer le discriminant d’un trinéme du second degré X2 + pX + q.

¢) Calculer le discriminant d'un trinéme X" + pX + g.

§4.2. Lanneau des entiers d’'un corps de nombres ; ordres

A. Lanneau des entiers est un réseau

Soit K un corps de nombres et soit Zx I’ensemble des éléments de K qui sont des
entiers algébriques; on dit que c’est I'anneau des entiers de K.

Notons n = [K : Q]. Notons ¢, ...,¢, les n plongements de K dans C de sorte que
©1,...,pr, soient les plongements réels, que @ +1,...,¢r+r, soient des plongements
complexes deux a deux non conjugués et que ¢, 4, +k = @r, +k Si k est un entier tel que
1< k< r.Onadonc n = r+2r,.Soit V1'espace vectoriel réel R"* xC™2 et soit ®: K — V
I'application définie par

q)(Z) = ((Pl(z)»-u,(l)rl (Z), (pr1+1(Z),---y(Pr1+r2 (Z))-

C’est une application Q-linéaire de K dans V; elle est injective car ¢; est injective.

THEOREME 4.2.1. — Limage de Zx par l'application ® est un réseau de rang n de l'es-
pace vectoriel V.
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Démonstration. — Démontrons d’abord que 'image de Zg est un sous-groupe discret
de V. D’apres la proposition[3.2.9} il suffit de démontrer que pour tout nombre réel R,
I’ensemble des z € Zg tels que || ®(z) || < R est fini. Le choix de la norme sur V n'importe
pas, nous supposerons que I'on a

”(xl;---;xrpxr1+1;---yxr1+r2)” = maX(lel,..., |xr1|»|xr1+1|;---; |xr1+r2|)

pour tout (Xi,..., X, +r,) € R x C™2. Soit z € Z, soit d son degré et soit zi,...,z4 ses
conjugués. Les ensembles {zi,..., z4} et {¢1(2),...,¢,(z)} coincident. Par conséquent,

yeeey

max(|zil,...,124]) = max(|g; (2) @n(2)]) = max(|¢1(2)] ..., |@r+n(2)))

puisque |@r, +r,+k(2)| = |@r+k(2)] si1 << n. De plus, le dénominateur de z est égala 1,
car z est un entier algébrique. Ainsi, si z € Zg, sa taille est égale a | ®(z)||. D’apres la pro-
position[4.1.8} il n'y a donc qu'un nombre fini d’entiers algébriques tels que [ ®(2)| < R
et ®(Zg) est un sous-groupe discret de V.

D’apres le théoreme ®(Zg) est un réseau de V. Son rang est la dimension
maximale d'une famille linéairement indépendante de ®(Zg); il est inférieur ou égal
adimg V = n. Or, K est un espace vectoriel de dimension 7 sur Q ; considérons-en une
base (a;,...,a,) et soit D le ppcm des dénominateurs des a;. Alors, (Da;, ..., Daj) est
une base de K sur Q formée d’entiers algébriques. L'image de ces éléments par ® est
une famille libre de cardinal n de ®(Zg). Par conséquent, ®(Zg) est de rang n = [K :

Ql. O

COROLLAIRE 4.2.2. — Soit K un corps de nombres, soit n son degré et soit Zx l'anneau
des entiers de K. En tant que groupe abélien, Zx est isomorphe aZ”.

B. Ordres

DEFINITION 4.2.3. — Soit K un corps de nombres et soit A un sous-anneau de K. On
dit que A est un ordre de K s'il vérifie les deux propriétés suivantes :

— comme Q-espace vectoriel, A engendre K ;
— comme groupe abélien, A est de type fini.

Exemples 4.2.4. — a) D’apreés le corollaire précédent, Zx est un ordre de K.

b) Soit @ un entier algébrique tel que K = Q(a) ; posons n = [K : Q]. Démontrons que
Z[a] est un ordre de K.

Puisque A contient une base de K comme Q-espace vectoriel, il engendre K. Soit
en outre P le polyndme minimal de « ; c’est un polynome a coefficients entiers, uni-
taire, de degré d. Par suite, pour tout entier k > 0, a* est combinaison linéaire a co-

efficients entiers de 1, a, ..., a1 ; ainsi, Z[a] est engendré comme groupe abélien par
La,...,a™
Remarques 4.2.5. — a) Tout ordre de K est contenu dans Zk. Soit en effet A un ordre

de K et soit zj,...,z, une famille génératrice de A comme groupe abélien. Soit w un
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élément de A; définissons une matrice M = (m;;) € Mat,(Z) de sorte que pour tout
jelil,...,n},onait wz; = Z:'l:l a;jz;i. Soit P le polyndome caractéristique de M. D’apres
la proposition P annule I'endomorphisme y,, de A donné par la multiplication
par w; en particulier, P(u,)(1) = 0, c’est-a-dire P(w) = 0. Comme P est un polynéme
unitaire a coefficients entiers, w est un entier algébrique, c’est-a-dire w € Z.

b) Inversement, un sous-groupe de Zx qui contient 1 et est stable par produit est
un ordre de K des qu'il contient une base de K. Sous ces hypothéses en effet, un tel
sous-groupe abélien est un sous-anneau de K et engendre K comme espace vectoriel.
De plus, étant un sous-groupe d'un groupe isomorphe a Z", il est de type fini (REFE-
RENCE).

COROLLAIRE 4.2.6. — Soit K un corps de nombres, soit n son degré et soit A un ordre
de K. Comme groupe abélien, A est isomorphe aZ".

Démonstration. — En effet, A est contenu dans Zg d’apres la remarque ci-dessus.
C’est en particulier un groupe abélien libre, c’est-a-dire isomorphe a Z" pour un
entier m tel que 0 < m < n. Comme A engendre K comme Q-espace vectoriel, il
contient n éléments linéairement indépendants et'on a m = n. O

C. Discriminant d’'un ordre

Soit K un corps de nombres et A un ordre de K. Soit Z et 4’ des bases du groupe
abélien A. On a donc det»(#') = +1 si bien que disc(A) = disc(#').

DEFINITION 4.2.7. — La valeur commune de ces discriminants est appelée discrimi-
nant de l'ordre A et notée disc(A). Par abus de langage, on appelle discriminant de K le
discriminant de Zg.

PROPOSITION 4.2.8. — Soit K un corps de nombres, soit A un ordre de K. On a l'égalité
disc(A) = disc(K) card(Zx/ A)>.

Démonstration. — Notons n le degré de K. D’apres le théoreme de la base adap-
tée, il existe une base (wy,...,w,) de Zg et des entiers non nuls dj,...,d, tels que
(dywy, ..., d,wy,) soit une base de A. On a donc disc(A) = (d; ... d,)? disc(K). En outre,
Zk /A est un groupe abélien isomorphe au produit des groupes Z/d;Z, donc est de
cardinal d; ... d,. La proposition est ainsi démontrée. O

COROLLAIRE 4.2.9. — Sidisc(A) est sans facteur carré, alors A=Zg.

Exemple 4.2.10. — Soit K le corps Q(a) oi1 & est une racine du polynéme P = X3+ X+1.
Comme P est irréductible modulo 2 (il est de degré 3 et n’a pas de racine dans Z/2Z), P
est irréductible dans Q[X] et est le polyndme minimal de a. Ainsi, [K: Q] = 3.
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De plus, a est un entier algébrique, donc Z[a] est un ordre de K. Son discriminant
est donné par
Trg(1) Trg(a) Trg(a?)
disc(Z[a]) = det| Trx(a) Trg(a?) Trix(a®)
Trg(@?) Trg(a®) Tri(a?)
On a Trx(1) = 3 et Trg(a) = 0 (terme de degre 2 du polyndme minimal de @). On a
at=—a—-a’eta®=—-a®-a®=-a?+a+1.Danslabase (1,a,a?) de K, la matrice de
la multiplication par a? est donc

0 -1 O
0 -1 -1
1 0 -1

donc TrK(az) = —2. Par suite, TrK(a3) =Trg(-1—-a)=-3 et TrK(a4) =Trg(—a— az) =2.
Ainsi,

3 0 -2
disc(Z[a]) =det] 0 -2 -3|[=3(-4-9)—2(-4)=-39+8=-31.
-2 -3 2

Comme disc(Z[a]) est sans facteur carré, on en déduit que Zx = Z[a].

Dans la suite de ce paragraphe, on relie disc(A) au volume du domaine fondamental
du réseau de R x C™2 associé a A.

Soit ¢1,..., ¢, les plongements réels de K et ¢, 41,...,¢, +r, des plongements com-
plexes, deux a deux non conjugués. Si n désigne le degré de K, on adonc n =r; +2r».
Soit ®: K — R" xC"? I'application donnée par w — (¢ (w))1<j<n+r,- Onavuque ® est
Q-linéaire, injective. En outre, ®(A) est contenu dans ®(Zg), donc est un sous-groupe
discret de R™ x C2. Par ailleurs, A contient une base de K, donc ®(A) contient n vec-
teurs linéairement indépendants sur Q. Cela entraine que ®(A) est un réseau de rang n
de I'espace vectoriel R x C"2,

PROPOSITION 4.2.11. — Identifions R x C'2 aR" par l'application
0: (X1, 0, X0, Zry 415 Zry+1n) = (X1, 000, X, R(Z141), (21 +1)5 -+ R (21 41), S (21 41))
et soit P un domaine fondamental de ®(A) dansR". On a|disc(A)| = 4™ vol(P)?.
Démonstration. — Pour tout entier j tel que 1 < j < 12, posons @, 1r,+j = Qr 1. SOit
wi,..., Wy, une base de A. Par définition, on a
disc(A) = det (¢ (wy))’.

Soit D la matrice (¢ j(wy)). Si j vérifie 1 < j < rp, seslignes d'indices ri + jetri+ 2+ j
sont conjuguées 'une de I'autre. Lopération Ly, +; < (Ly+j + Ly +r,+;)/2 remplace la
ligne L, +; par sa partie réelle et divise le déterminant par 2. Lopération Ly 1,+; <
[(Lp+r,+j—Lr+;) remplace alorslaligne L ,,+; parla partie imaginaire de I'ancienne
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ligne L;, ; ; et multiplie le déterminant par i. Par r, échanges de lignes, on obtient donc
une matrice D' et |det(D')| est égal au volume du domaine fondamental P = [0, 1] w; +
-+ +[0,1]wy, de ®(A) dans R". On a donc vol(P) = |det(D")|, d’out det(D")* = vol(P)>.
Comme det(D') = (—i/2)"?det(D), on a

vol(P)? = (=1/4)2 det(D)? = (=1/4)"2 disc(A),

autrement dit disc(A) = (—=4)™2 vol(P)2. O

COROLLAIRE 4.2.12. — Soit K un corps de nombres; le signe du discriminant de tout
ordre de K est égal a (—1)"2, ot r» est la moitié du nombre de plongements complexes
deK.

Exercices

7) Soit K un corps de nombres de degré n. Parmi toutes les bases (ay,...,a,) de K for-
mées d’entiers algébriques, on en choisit une dont la valeur absolume du discriminant,
D =disc(a;,...,a,) est minimale.

a) Soit w un élément de Zg tel que I'on puisse écrire w = x; @) + -+ + X, &, avec xy,..., X, €Q
et 0 < x; < 1. Démontrer que (w, ay,...,a,) est une base de K formée d’entiers algébriques.
Calculer son discriminant en fonction de D et en déduire une contradiction.

b) Démontrer que (ay,..., &) est une base de Zg.

8) a) Soit P = X3 — X — 1 et soit a une racine complexe de P. Calculer le discriminant de I'ordre
Z[a] de K. En déduire que A =Z.
b) Mémes questions avec les polynomes X* - X —1et X* -2 X?> - X - 1.

9) Soit P le polynome X3 — X — 4 et soit a une racine complexe de P. Soit K le corps de
nombres Q(a).

a) Démontrer que A =Z[a] est un ordre de K; calculer son discriminant.

b) Calculer le polyn6me minimal de w = (a®+a)/2.

¢) Démontrer que Z+ Za + Zw est un sous-groupe abélien de Zx (c’est en fait un ordre de K).
Calculer le discriminant de la base (1, a,w) et en déduire que (1, &, w) est une base de 'anneau
des entiers de K.

10) Soit P le polynéme X3 — X — 2 et & une racine de P. Soit K le corps de nombres Q(a).

a) Calculer le discriminant de 'ordre A = Z[a] de K. Si A # Zk, démontrer que le groupe
abélien Zy / A est isomorphe a Z/2Z.

b) Calculer les traces de 1, a, a?.

¢) Soit u, v, w des entiers relatifs ; écrire la matrice de la multiplication par u + va + wa? dan
labase (1, a, @?). En déduire que Ng (u + va + wa?) est de méme parité que u.

d) Démontrer que (1 + @)/2, a?/2 et (1 + a + a@?)/2 ne sont pas des entiers algébriques.

e) On suppose par I'absurde que Zx # A. Démontrer qu’il existe des entiers u, v, w, pas tous
pairs, tels que w = (u+ va + wa?)/2 appartienne a Zg. En considérant Trx (w), vérifier que u et
v sont de méme parité puis obtenir une contradiction.
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11) Soit p un nombre premier (p > 2) et soit w une racine primitive p-ieme de I'unité dans C.
On pose K = Q(w).

a) Quel est le polyn6me minimal de w ? Quel est le degré [K : Q] ? Démontrer que 1'on peut
numéroter les (p — 1) plongements de K dans C de sorte que ¢;(w) = ' pourie{l,...,p—1}.

b) Calculer Trg (w) et N (w). Calculer aussi Ng (1 — w).

c) Soit a € Zg et soit ay,...,@p-1 ses conjugués; ce sont des éléments de Zk. Observer que
9 (l-wa)=(1- wi)ai pour tout i, puis démontrer que que Trg(a (1 — w)) appartient a (1 —
w)Zk. En déduire que Trx (a(1 — w)) € pZ.

d) On veut démontrer que Zg = Z[1 — w]. Soit a € Zg ; démontrer qu’il existe des nombres
rationnels zi,...,z,-1 telsque a = 25:11 zj(1- w)/ L,

e) Démontrer que les z; sont solution d'un systeme linéaire a coefficients dans Zg dont
le déterminant est p”~2. En déduire qu'il existe des entiers relatifs ny,..., np-1 tels que z; =
n; /p(p—3)/2_

f) Soit a € Zg ; on suppose que pa € Z[1 — w]. En considérant Trx(pa/(1 — w)/), démontrer
par récurrence sur j que z; est multiple de p pour tout p puis que a € Z[1 — w].

g) Démontrer que Zg =Z[1 — w].

12) Soit n un entier tel que |n| > 1 et qui n’a pas de facteur cubique (c’est-a-dire qui n’est mul-
tiple de p3 pour aucun nombre premier p).

Soit w la racine cubique de n dans R; on pose K = Q(w).

a) Quel est le polyndme minimal de w ? Quel est son discriminant ?

b) On suppose que n=1 (mod 9) et on pose & = (1 +w +w?)/3. Calculer Trx(a), Ng(a) ainsi
que le polyndme minimal de a. En déduire que a est un entier algébrique.

¢) Démontrer que (1, w, a) est une base entiere de Zg.

13) Soit n un entier naturel tel que n > 2 et soit p un nombre premier. Soit P € Z[X] un poly-
nome unitaire de degré n qui vérifie le critére d’Eisenstein en p : P = X" (mod p) et P(0) n’est
pas multiple de p?. On rappelle que P est alors irréductible.
Soit @ une racine complexe de P et soit K le corps de nombres Q(a). Soit Al'ordre Z[«] de K.
a) Soit M la matrice de la multiplication par a dans la base (1,a,...,a”!) de K. En calculant
M modulo p, démontrer que pour (uy, ..., Uy-1) € Z",

Ni(uo+wa+-+u,1a" = ull (mod p).

b) Soit (ug,..., Un_1) €Z"; onpose w = uy+ U a+---+u,_1a" " et on suppose que w/p est un
entier algébrique. Démontrer que par récurrence que pour tout i € {0,..., n—1}, u; est divisible
par p.

¢) Démontrer que I'indice de A dans Zk n’est pas multiple de p.

d) On suppose que P = X3 —5X — 5. Démontrer que A est I'anneau des entiers de K.

14) Soit K un corps de nombres de degré n, soit Zx son anneau d’entiers. On note ¢, ...,¢, les
plongements de K dans C.
a) Soit z un élément de K tel que ¢;(z) = ¢1(2z) pour tout i € {1,..., n}; démontrer que z € Q.
b) Soit ay, ..., a, des éléments de Zg. On pose

n n
a= Y Jlesplap et b= Y [J]eopa,

geG, j=1 e, j=1
g(o)=1 e(o)=-1
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ol les sommes concernent les permutations de {1,..., n} qui sont respectivement paires et im-
paires. Démontrer que disc(a;, ..., &) = (@— b)2.

¢) Démontrer que a + b et ab sont des entiers relatifs

d) En déduire que disc(ay,...,a,) est congru a 0 ou 1 modulo 4. En particulier, disc(K) est
congru a 0 ou 1 modulo 4. (Théoréme de Stickelberger ; démonstration d’'I. Schur.)

15) Soit K un corps de nombres de degré n; soit (a,...,a,) une base de Zg. Notons ¢, ...,¢5,
les plongements de K dans C.
a) Pour (xg,...,x,) € R", on pose

IGer,.. x0)ll = 1rgmjagxn(lxu.aj(on) +o X (@n))).

Démontrer que c’est une norme sur R” et que le volume de sa boule unité est égal a /|disc(K))|.
b) A I'aide du théoréme de Minkowski, en déduire qu'’il existe un élément non nul de Zg de

norme < 4/ |disc(K)]|.

c) Démontrer que |disc(K)| > 1 (théoréeme de Minkowski).
d) En vue d’améliorer cette inégalité, on considéere la norme suivante sur R" :

1t x) I =) j=1" x@j(ar) + -+ xppj(an)|.

Démontrer que sa boule unité a pour volume 2" (7/2)"2/ n!.
e) Soit (z1,...,2,) des nombres complexes. Démontrer 'inégalité arithmético-géométrique :

1e )"
=Y lzlf .
nizy

f) Démontrer que |disc(K)| > (/4)%>™(n"/n!)? et vérifier que cette minoration améliore la
précédente.

121 ... 20| <

§4.3. Le théoréme des unités

Soit K un corps de nombres. Dans ce paragraphe, on étudie le groupe des éléments
inversibles (ou unités) de I’anneau Zg.

On note n le degré de K, r; le nombre de plongements réels de K, r, la moitié du
nombre de plongements complexes de K et on fixe des plongements ¢,...,Qr +n,
comme précédemment. On note aussi ®: K — R" x C I'application w — (¢ ;(w)).

A. Lapplication logarithmique et son noyau

Notons A l'application de K* dans R"'*"2 donnée par

,108|(Pr1+1(W)|2,...,10g|(prl+r2(w)|2).

A(w) = (log |1 (w)|,...,1og @, (w)

C’est un homomorphisme de groupes qu’on appelle I'application logarithmique.

PROPOSITION 4.3.1. — L'intersection de Ker(A) avec Zx est l'ensemble des racines de
l'unités contenues dans K ; c’est un groupe fini.
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Démonstration. — Soit w € Ker(A) NZg; on a donc |¢;(w)| = 1 pour tout j et la taille
de w est égale a 1. Comme il n'y a qu'un nombre fini de nombres algébriques de K de
taille bornée, Ker(A) N Zg est un ensemble fini.

Si w € Ker(A) N Z, il existe donc des entiers k et d > 0 tels que w* = w**¥; puisque
w #0,0ona w?=1 et w est une racine de 'unité. Inversement, si w est une racine de
l'unité contenue dans K, il existe un entier d > 0 tel que w® =1 et |<p j(w)| =1 pour
tout j; en outre, w est un entier algébrique. Par suite, w € Ker(A) N Zg. O

k k+

B. Le théoréme des unités

Notons Uk le groupe des éléments inversibles de Zg, qu’on appelle aussi unités. Rap-
pelons qu'un élément w de Zk est inversible si et seulement si Ng(w) = +1. Ainsi, si
w € Uk, A(w) est un élément de 'hyperplan H de R *"2 d’équation #; + -+ + t;,+5, = 0.

THEOREME 4.3.2. — Limage deUg par A est un réseau derangr, + 1, —1 de H.

COROLLAIRE 4.3.3 (Théoréme des unités de Dirichlet). — Soit K un corps de nombres;
soit ug le groupe fini des racines de l'unité de K. Le groupe Uk est isomorphe au pro-
duit pg x Zn+r1

Démonstration. — Posons r =r; + 1, — 1 et soit wy,..., w, des éléments de Uk tels que
A(wn),...,A(w;) forment une base de A(Ug). Démontrons que 'application 0 de g x
Z" dans Ug donnée par (z, ny, ..., ny) — zw;" ... w)'" est un isomorphisme.

Soit (z, ny, ..., n;) un élément du noyau de 6. On a A(0(z, ny, ..., n;)) = mA(wy) +---+
n,A(wy). Par suite, ny = --- = n, =0 puis z = 1. Autrement dit, 0 est injectif.

Soit alors w € Ukg. Soit ny,..., n, des entiers relatifs tels que A(w) = niA(wy) +--- +
n,A(w,). Alors, wwl_”1 ...w; """ est une unité w' telle que A(w') =0; on a donc w' € ug
ce qui entraine que 0 est surjectif. O

La fin de ce paragraphe est consacrée a la démonstration du théoreme[4.3.2]

Démontrons d’abord que A(Ug) est un sous-groupe discret de R *"2, 11 suffit pour
cela de vérifier que pour tout nombre réel ¢ > 0 'ensemble des éléments w € Ug
tels que |log|¢;(w)|| < ¢ est fini, car cela démontrera que 'ensemble des éléments
(£1,..., tr+1,) de A(Uk) tels que || < ¢ pour tout j est un ensemble fini.

Or, I'inégalité |log|¢;(w)|| < ¢ implique |¢;(w)| < e°; comme c’est un entier algé-
brique, la taille d’'une telle unité est donc majorée par e. On conclut en rappelant qu’il
n'y a qu'un nombre fini de nombres algébriques de K de taille majorée par e°.

Comme A(Ug) est contenu dans 'hyperplan H, il reste a démontrer que A(Ug)
contient r; + r» — 1 éléments linéairement indépendants, c’est-a-dire a construire
r + r» — 1 unités multiplicativement indépendantes.

PROPOSITION 4.3.4. — Pour tout entier j € {1,...,11 + 12}, il existe une unité w; € Ux
telle quelog|pr(w))| <0 sik # j.
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Bien s(ir, la relation [Nx(wj)| = 1 entraine alors que log|¢;(w;)| > 0.

Démonstration. — Soit ¢ = (cy, ..., ¢r,+r,) une famille de nombres réels strictement po-
sitifs et soit |-l la norme sur R x C"2 donnée par

-1 -1 -1/2 -1/2
” (xl,---,xrl;Zr1+1,--~,Zr1+r2) ||C = maX(lxll Cl Hyeeny |xr1 | Crl |Zr1+1| cr1+1 Yooy |Zr1+rg| Cr1+r2) .

La boule unité B, de cet espace vectoriel est]’ensemble des (x, ...,z +,) tel que | x| <

cxpour 1 < k< etet |z < c}l/fk pour 1 < k < r». Sont volume est donc

,
Vol(Be) = c1...Cry(WCr41) .. (WCr4ry) =T2(CL. . Criary)-

Soit P un domaine fondamental du réseau ®(Zg) de R x C2. D’apres le théoréeme de
Minkowski, il existe, si vol(B.) = 2" vol(P), un entier algébrique non nul a, € Z tel que
®(a.) € B.. On a en outre

INk(ao)| = |@1(ao)]| ... |on @] |@n 1@ [* ... |@n+n(ac) |
<Cle..Crr, =7 "2vOl(B)
<2"m""2vol(P).

On a toute latitude pour choisir le parametre c; on choisit tous les c¢; (pour k # j)
égaux a un nombre réel ¢ > 0, supposé petit et on pose ensuite ¢; = 722" vol(P)/t"1 #7271,
Posons a; = a..

Lorsque ¢ tend vers 0, |(pk(at)| tend vers 0 si k # j et |(pj(a,;)| tend vers +oo; cela
prouve que 'on a construit une infinité d’entiers algébriques distincts dont les normes
sont toutes majorées par un méme nombre réel. Comme ces normes sont des entiers,
on a ainsi construit une suite infinie d’entiers algébriques de K de méme norme N.
Le groupe abélien Zx/ NZx est isomorphe a (Z/NZ)" ; il est en particulier fini. Quitte a
considérer une sous-suite de la suite précédente, on voit qu’il existe une suite infinie
(ay,,) m d’entiers algébriques non nuls de K de méme norme N et qui sont deux a deux
congrus modulo N.

LEMME 4.3.5. — Soita et b des éléments non nuls de Zg et N un entier relatif. On sup-
pose que Ng(a) =Ng(b) = N et que a— b € NZg. Alors, al b est une unité de K.

Démonstration. — Posons w = a/b et écrivons a = b+ Nc¢, avec ¢ € Zg. Comme N =
N (b), il existe un entier algébrique b’ € Zg tel que N = bb'. Alors, a= b+ bb'c = b(1 +
b'c) et w=1+b'c. Par suite, w est un entier algébrique. On démontre de méme que b/a
est un entier algébrique, ce qui conclut la démonstration que w est une unité de K. [

Pour tout entier m > 0, posons wy, = a;, / a; . D’apres le lemme précédent, w,, est
une unité de K pour tout m € N; ces unités sont deux a deux distinctes. En outre, si
k €{1,...,n + r} est distinct de j, |cp k(wm)| tend vers 0. Il existe en particulier une
unité u; € Uk telle que |(,0k(uj)| < 1 pour tout entier k € {1,..., 1 + 12} qui est distinct
de j. Cela termine la démonstration de la proposition{4.3.4 O
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Pour finir la démonstration du théoreme des unités, il suffit de démontrer que
les unités uy,..., u;+r,-1 construites dans la proposition m sont multiplicative-
ment indépendantes, ou encore, que leurs images par A sont linéairement indé-
pendantes dans R*2, Considérons la matrice M de taille (r; + rp) x (r; + 12 — 1)
formée par ces images et extrayons-en une matrice carrée M’ = (m; N j<rn+n-1
en Otant la derniere ligne. Si i # j, on a m;; = 10g|(p,~(uj)| (lorsque 1 < j < ) et
m;j = 2log |<pi (uj)| sinon; dans tous les cas, m;j < 0. En outre, pour tout entier j, on a
Mmyj+--+Myj = =My 4, > 0. D’apres le lemme suivant, M’ est inversible donc M est
derang r; + r» — 1, ce qu’il fallait démontrer.

LEMME 4.3.6. — Soit M une matrice n x n a coefficients réels. On suppose que m;j <0
sii# j et que la somme des coefficients de chaque colonne est strictement positive. Alors,
M est inversible.

Démonstration. — Considérons une relation de dépendance linéaire entre les lignes
de M et démontrons qu’elle est triviale. Soit donc xy, ..., x,, des nombres réels tels que

n
Y xim;j=0 pourje{l,..., n}.
i=1

Soit j un entier tel que x; = max(xy, ..., X,). Alors

n n n n
0= ximyj =3 (Xi—Xp)mij+X; ) mij>xj) mi
i=1 i=1 i=1 i=1

puisque (x; — x;) m;; est positif ou nul pour i # j, etestnulsii = j. Comme Y. , m;; >
0, il vient x; < 0 et tous les x; sont négatifs ou nuls. Le méme argument appliqué a leurs
opposés démontre qu’ils sont tous positifs ou nuls. Par suite, x; =--- = x, =0, ce qu’il
fallait démontrer. O

C. Léquation de Pell-Fermat
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Exercices

16) Soit d un entier strictement positif qui n’est pas le carré d’'un nombre entier.

a) Montrer que vd est irrationnel.

b) Montrer qu’il existe un entier 7 # 0 tel que 'équation x> — dy? = n posséde une infinité de
solutions. On fixe un tel entier dans la suite de I’exercice.

¢) Montrer qu'il existe des solutions distinctes (x;, y1) et (x2, y») de 'équation x%t-d y2 =n
telles que x; = x» (mod n) et y; = y» (mod n).

d) Ecrire la fraction (x; + N V) (x + Az v d) sous la forme x3 + V3 v'd. Montrer que x3 et y3
sont entiers et vérifient (x3)? — d(y3)? = 1.

e) Soit (1, v) € N? une solution de I'équation x> — dy? = 1 o1 v > 0 est minimal. Soit (x, y) € N?
une autre solution. Si y > 0, simplifier (x + y\/;i)/(u + vV/d) et construire une solution (x/, yhe
N? telle que 0 < ' < y.

f) Montrer que les solutions de I'équation x> — dy? = 1 sont de la forme +(x,, y,,), pour n € Z,
oil X, et y, sont déterminés par la relation x,, + y,V'd = (u+vv'd)" (résolution de I' équation de
Pell).

17) Soit a et b des entiers positifs tels que ab + 1 divise a® + b?>. Montrer que leur quotient est
un carré parfait (Olympiades internationales de mathématiques, 1988).

18) Soit P le polyndéme X3-X-5.

a) Montrer que P a une seule racine réelle, qu'on notera a, et qu’elle est comprise entre 1
et2.

b) Soit 8 et B les deux racines complexes de P. Vérifier que | ,6| <2.

¢) Soit K le corps de nombres Q(a). En calculant son discriminant, démontrer que
l'ordre Z[a] est égal a Zg.

d) Démontrer que 2 — & est une unité de Zg.

e) Démontrer qu'il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que I'on ait, pour tout (x, y, z) € R®,

max(|x + ya + za®|,|x+ yB + zp°|) > cmax(x|,|y|,|2).

Vérifier par un calcul numérique que ¢ = 0,9 convient.

f) Soit w = u + va + wa? une unité de Zx telle que 1 < w < 4. On pose 0 = u+ vp + wph>.
Démontrer que % < 10| < 1 et en déduire que max(|ul,|v|,|wl|) < 4. Démontrer aussi que 0 <
Trx(w) <6 et Ng(w) =1.

g) Par une recherche exhaustive des triplets (u, v, w) possibles, vérifier qu'il n'y a pas d’unité
de Zkx dans l'intervalle |1, 4.

h) Démontrer que Z1*< est le groupe engendré par —1 et 2 — a.

19) Soit K un corps de nombres, soit Zx son anneau d’entiers et soit A un ordre de K.

a) Démontrer qu’il existe un entier f > 1 tel que A contienne Z + fZg.

b) Soit u une unité de Zx. Démontrer qu’il existe un entier naturel n > 1 tel que 'image de u”
dans Zk/(f) soit égale a 1. En déduire que u" appartient a A.

¢) Démontrer que par 'application logarithmique, le groupe des unités de A a pour image
un réseau de R 2 d’indice fini dans I'image des unités de Z.
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§4.4. Factorisation ; groupe des classes d’idéaux

A. Anneaux d’entiers euclidiens, principaux

Commencons par quelques rappels.

Soit A un anneau integre. Rappelons qu’'on dit que A est un anneau euclidien s’il
existe Une jauge (ou jauge euclidienne, ou encore un stathme euclidien) sur A est une
fonction j: A\ {0} — N vérifiant la propriété suivante : pour tout a € A et tout b € A\ {0},
il existe g et r dans A tels que a = bq + r et tels que j(r) < j(b) ou r = 0. On exige aussi
que j(ab) > max(j(a), j(b)) pour tous a et b dans A\ {0} mais cette derniére propriété
n’est pas essentielle ; en effet, la fonction donnée par jnax(a) = ming, j(ab) est encore
une jauge qui satisfait a cette condition supplémentaire.

L'anneau Z des entiers relatifs est un anneau euclidien pour la jauge j = ||; si k est
un corps, 'anneau k[X] des polyndmes en une variables a coefficients dans k est un
anneau euclidien pour la jauge j = deg.

Un anneau euclidien est un anneau principal. La démonstration est la méme que
celle utilisée pour les anneaux Z et k[X]. Soit en effet A un anneau euclidien pour une
jauge j et soit I un idéal de A. Lidéal 0 étant principal, supposons I # 0 et considérons
un élément b € I\ {0} de jauge minimale. Soit a € I; soit g et r € Atelsque a= bqg+r
etr=0o0uj(r)<j(b).Comme bel, bgeletr=a—bqecl;l'inégalité j(r) < j(b) et
la définition de b entrainent r = 0, c’est-a-dire a € (b). Inversement, tout multiple de b
appartienta I, d’ou I = (b).

Un anneau principal est un anneau factoriel. La encore, la démonstration est la
meéme que pour les entiers ou les polynomes.

Donnons quelques exemples de corps de nombres K pour lesquels I'anneau Zg est
un anneau euclidien, la jauge étant la fonction norme Nk.

PROPOSITION 4.4.1. — Soit K un corps de nombres. Supposons que pour tout élément
z € K, il existe un élément a € Zk tel que Nx(z — a) < 1. Alors, Ng définit une jauge
euclidienne sur Zg et Zg est un anneau euclidien.

Démonstration. — Soit a et b des éléments de Zg, avec b # 0; posons z = a/b et soit
q € Zk tel que Ng(z — g) < 1. Posons alors r = a— bq; c’est un élément de Zg tel que
r=b(z—q), donc Nk (r) < Ng(b). Cela démontre que Nk est une jauge. O
Exemples 4.4.2. — a) Lanneau Z[i] = Zq(;) est euclidien pour la norme.

En effet, si z = x + iy € Q(i), posons a = { + in, ou ¢ et n) sont les entiers les plus
proches de x et y. Onadonc [ — x| < 1/2 et |17—y| < 1/2. Alors, Nx(z—a) = |E - X2+
2
-y <i+i<3
b) Soit j une racine cubique primitive de I'unité. De méme, I'anneau Z[ j] = Zq(j) est
euclidien pour la norme.



§4.4. FACTORISATION ; GROUPE DES CLASSES D'IDEAUX 127

On raisonne de méme : soit z = x+ jy € Q(i) et posons a = ¢ + jn, ou ¢ et n) sont les
entiers les plus proches de x et y. OnaN(z—a) = (x—&)?+(x—&) (y—n) +(y—n)? < % <1.

Exemple 4.4.3. — Soit K le corps Q(v—-19) et Zx = Z[w] son anneau d’entiers, o1 'on a
posé w = fracl ++/—192. Démontrons que Zg ne posséde pas de jauge, donc n’est pas
un anneau euclidien.

Considérons, par I'absurde, une jauge j sur Zg. Soit a € Zg un élément qui n’est ni
nul ni inversible et tel que j(a) soit minimal. Soit z € Zg et considérons une division eu-
clidienne z = aqg+ravecr=00u j(r) < j(a). Onadonc r = 0 ou r inversible. Autrement
dit, tout élément de Zg est congru modulo a a un élément qui est nul ou inversible. En
particulier, card(Zx/(a)) < card(Zy) + 1. Comme K est un corps quadratique imagi-
naire, Zy est un groupe fini, en I'occurrence réduit a {+1}; ainsi, card(Z/ K/ (a)) < 3.

Or, Zk/(a) est de cardinal Nx(a). Sil'on écrit a = x+ yw, avec x et ye Z, on a Ng(a) =
x2+xy+5y2. Si |y| =21, onaNg(a) > (x? +xy+y2) +4y2 >4;si |y| =0, alors |x| > 2
car a = x n'est ni nul, ni inversible, et Nx(a) > 4. Cette contradiction démontre que j
n’existe pas.

En revanche, on peut démontrer que Zg est un anneau principal.

B. Idéaux d’un anneau d’entiers

Soit K un corps de nombres et Zg son anneau d’entiers. On cherche a comprendre la
relation de divisibilité dans Zg, en particulier lorsque cet anneau n’est pas factoriel, ou
n’est pas principal. La théorie des idéaux a déja démontré son intérét, méme dans le cas
« facile » des anneaux principaux; pensons par exemple a I'égalité de Bézout. Comme
nous le verrons plus loin, il se trouve que les notions d’anneau factoriel et d’anneau
principal vont coincider pour Zg, mais la théorie des idéaux est |'outil privilégié pour
cette étude.

Nous reprenons les notations du paragraphe précédent en notant n = [K: Q], r et
21, les nombres de plongements réels, resp. complexes, de K et ® 'application cano-
nique de K dans I'espace vectoriel Vg =R x C"2,

PROPOSITION 4.4.4. — Soit I un idéal non nul de Zx. Lanneau Zk /1 est fini et l'en-
tier card(Zg /1) appartient a I.

Démonstration. — Soit a un élément non nul de [. Il existe un élément b de I tel que
Ng(a) = ab. En effet, Nx(a)/a est le produits de (n — 1) entiers algébriques (conju-
gués de a) donc est un entier algébrique ; comme c’est un élément de K, il appartient
a Zg. Cela démontre que 'entier Nx(a) appartient a I. Par suite, 'anneau Zg/I est
quotient de I'anneau Zx/ Nk (a) ; en tant que groupe abélien, ce dernier est isomorphe
a (Z/ Ng(a)Z)™, donc est fini. Par conséquent, Zg /I est fini.
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Soit N son cardinal ; d’apres le théoreme de Lagrange, on a Ncl(a) = 0 pour tout a €
Zk, cl désignant la classe modulo I. En particulier, prenant a = 1,ona N =0 (mod I)

c’est-a-dire N e I. O
COROLLAIRE 4.4.5. — Un idéal premier non nul de Zx est maximal.
Démonstration. — Soit I un idéal premier de Zg, supposé différent de I'idéal nul.

Alors, Zg/I est un anneau integre (car I est premier) et fini. C’est donc un corps (si
a € Zg /I n'est pas nul, la multiplication par a est un endomorphisme injectif de 'an-
neau fini Zg/I, donc est bijectif, donc a est inversible) ce qui signifie que 'idéal I est
un idéal maximal. 0

COROLLAIRE 4.4.6. — Lanneau Zx est noethérien : toute suite croissante (I,,) d’idéaux
deZx est stationnaire.

Démonstration. — Considérons, par I'absurde, une suite strictement croissante (I)
d’'idéauxde Zg. Pour n > 1, I,, # 0 donc Zx/ I,, est un ensemble fini. Uinclusion I,, € I;,41
entraine qu’il existe un homomorphisme surjectif de Zg /1, sur Zx /I, ; comme I, #
I,+1, cethomomorphisme n’est pas injectif. On a donc card(Zg/I,+1) < card(Zx/ I,).
La suite des nombre entiers (card(Zx/I,)) ,>1 est ainsi strictement décroissante, d’ou
la contradiction recherchée. O

COROLLAIRE 4.4.7. — Toutidéal deZx, distinct de Zx, est contenu dans un idéal maxi-
maldeZg.

Démonstration. — Soit I un idéal de Zg tel que I # Zx. Démontrons par récurrence
sur card(Zg/I) qu’il existe un idéal maximal P de Zk tel que I c P.

Si I est maximal, il suffit de poser P = I. Sinon, il existe un idéal I; de Zk tel que
I C I C Zg et card(Zx /L) < card(Zk/I). Par récurrence, il existe un idéal maximal P
deZg telque I; c P,et'onadonc I c P. O

COROLLAIRE 4.4.8. — Soit I un idéal non nul deZg. Alors, ®(I) est un réseau de rang n
de Vi ; le volume d’'un domaine fondamental de ce réseau est égal a

V(@) = card(Zx /) V(®(Zy)) = card(Zg /)2~ "2 v/ |disc(K)]|.
De plus, il existe un élément non nul a € I de taille
t(a) < @/m) "' " |disc(K)|Y?" card(Zx /DY ".

En particulier, il existe un élément non nul a € I tel que

rn
Ng(a) < (%) vV |disc(K)|card(Zx/1).
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Démonstration. — On a ®(I) c ®(Zg) ; comme ®(Zk) est un réseau de Vi, il en est de
méme de ®(I). Comme Z/I est fini, ®(I) est de rang 7 et ses domaines fondamentaux
ont une volume donné par la formule V(® (1)) = card(Zx /) V(®(Zx)).

Munissons Vx = R x C"2 de la norme définie par ||(z1,...,2n+5,)| = max(|z;]). Sa
boule unité est égale a [-1,1]™ x B(0,1)"2 et son volume vaut 2" 7"2. D’apres le théoréeme
de Minkowski, le réseau ®(I) contient un élément non nul ®(a) tel que

V((I)(D )1/}1
V(B)

1/
< (2"'r17t_r22_r2 V Idisc(K)Icard(ZK/D) "

D@l <2(

Tg/l’l
< (—) |disc(K)|Y?" card(Zx /D" ".
7

Cela signifie que tous les conjugués de a sont de valeur absolue majorée par le membre
de droite X de |'’expression précédente. En particulier, la norme de a est majorée par sa
puissance n-ieme. En outre, la taille de a est majorée par max(1, X), car a est un entier
algébrique. O

Si I est un idéal non nul de 'anneau Zg, on appelle norme de l'idéal I, et on note
N(I), le cardinal de I'anneau quotient Zg/I. Notons tout de suite le lien avec la norme
d’'un élément de K.

PROPOSITION 4.4.9. — Soit a un élément non nuldeZy. On aN(aZg) = |Nk(a)l.
Plus généralement, pour tout idéal non nul I deZg, on aN(al) = [Ng(a)|N().

Démonstration. — Soit (z,...,2,) une base de I. Alors, (az,...,az,) est une base
de al. Compte tenu de la formule donnée pour le volume du réseau défini par un
idéal, il suffit de vérifier que V(®(al)) = [Nkx(a)| V(O ). A son tour, cette derniére
formule résultera de I'égalité de discriminants

disc((az, ..., azp)) = Ng(@)* disc((z1, ..., Zn)).
Or, notant (¢ )1<j<n les plongements de K dans G, on a
disc((azi,...,az,)) = det(p;(az)* = det((@: (@) @i (z))))?
= (1(a)...pn(@)* det((p;(2)))°

= Ng(a)?disc((z1,..., zn).

Cela conclut la démonstration de la proposition. O

COROLLAIRE 4.4.10. — Pour qu'un idéal non nul I deZx soit principal, il faut et il suffit
qu'il existe un élémenta € I telqueNg(a) = £ N(I) ; un tel élément est alors un générateur
del.
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Démonstration. — Supposons que [ soit un idéal principal et soit a un générateur
de I;onadonc ac€let|Ng(a)l =N(), ce qu'il fallait démontrer.

Inversement, soit a un élément de I tel que Ng(a) = +N(I). Linclusion d’idéaux
(a) c I et I'égalité N((a)) = INg(a)| = N(I) entrainent que I = (a) ; en particulier, I est
principal. O

C. Groupe des classes d’'idéaux

Notons .Zx 'ensemble des idéaux non nuls de Zx et munissons-le de la relation sui-
vante :si I, ] € %k, ondit que I ~ J s'il existe des éléments non nuls a et b de Zg tels que
al = b]. C’est une relation d’équivalence. Notons %k I'’ensemble des classes d’équiva-
lence.

Si Zg est un anneau principal, tous les éléments de .#x sont équivalents entre eux.
Inversement, Si I est un idéal non nul tel que I ~ Zg, démontrons que I est un idéal
principal. Soit en effet a et b € Zk tels que al = bZx = (b), avec a, b # 0. Comme b € al,
il existe we Itelque b= awetl'ona al = (aw), doul’on déduit facilement que I = (w).

PROPOSITION 4.4.11. — Posons ¢ = (2/m)"2+/|disc(K)|. Tout idéal non nul de Zx est
équivalent a un idéal de norme < c. Lensemble € des classes d’idéaux deZx est fini.

Démonstration. — Pour tout entier naturel ¢ tel que 1 < ¢ < ¢, les idéaux de Zg conte-
nant ¢ sont en bijection avec les idéaux de 'anneau fini Zx /() ; iln'y en a qu'un nombre
fini. Démontrons que tout idéal non nul de Zk est équivalent a I'un de ces idéaux.

Soit donc I un idéal non nul de Zg ; d’apres le corollaire 22, il existe un élément non
nul a de I tel que [Nk (a)| < ¢N(I). Considérant la suite de groupes abéliens aZg c I <
Z, on voit que I/ aZg est un groupe de cardinal inférieur ou égal a c. 1l existe donc un
entier naturel ¢ tel que 1 < ¢ < c et tel que tI c aZg. Notons J la partie a~'tI de Zg;
c’est un idéal tel que ¢I = aJ. En particulier, I et ] sont équivalents. Comme a€ [, t € J.
La proposition est ainsi démontrée. O

DEFINITION 4.4.12. — On appelle nombre de classes de K le cardinal de €k, cest-
a-dire le nombre de classes d’équivalences pour la relation d’équivalence introduite
dans Ix ; on le note hg.

Ainsi, hg = 1 signifie exactement que Zk est un anneau principal.

L'ensemble . possede une structure de monoide commutatif, associatif et unitaire
donnée par le produit des idéaux : si I et J sont des idéaux, I'idéal I est 'idéal engen-
dré par les produits ab, ou a € I et b € J. La commutativité vient de ce que IJ = JI,
I’associativité de la relation (II')I" = I(I'I") ; enfin, 'élément neutre est I'idéal Zx.

En outre, la relation d’équivalence introduite ci-dessus est compatible au produit
des idéaux:si I~ I' et J ~ J', alors IJ ~ I'J'. (En effet, choisissons a, a’, b, b’ dans Z,
non nuls, tels que al = a'l’ et bj = b']'; alors, abl] = (al)(b]) = (d'T(W'])=a'b'T'].)
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L'ensemble quotient ¥ hérite donc d'une structure de monoide commutatif, associa-
tif et unitaire.
Le but de ce paragraphe est d’élucider la structure des monoides .#x et 6x.

THEOREME 4.4.13. — a) Le monoide €k est un groupe fini.
b) Dans le monoide ., tout élément est simplifiable : si I, I', ] sont des idéaux non
nuls deZy telsquelJ=1], alorsI=1T.

On démontre ce théoreme par une série de lemmes.

LEMME 4.4.14. — Soit I et ] des idéaux non nuls de Zg et soit a un élément non nul
deZg. On suppose que I] = aj. Alors, I = (a).

Démonstration. — Soit z € I, posons w = z/a et démontrons que w € Zg. On re-
marque que wJ c J. Soit (z,..., z,) une base de J. Ecrite dans cette base, la matrice M,,
de I'endomorphisme de multiplication par w est donc a coefficients entiers; si P dé-
signe le polyndme caractéristique de M,,, on a donc P(w) = 0 donc w est un entier
algébrique. Par conséquent, w € Zg. Ainsi, I < (a).

Pour démontrer I'autre inégalité, notons I’ 'ensemble a~'I de Z et prouvons que
I' = Zk. ll est clair que i’ est un idéal tel que I'J = J. Il existe donc des éléments a;; € I'
tels que z; = Z?:l a;jz;. Notant Q = X" + @ X" 1 +---+ g, le polynome caractéristique
de la matrice (a;;), le théoreme de Cayley-Hamilton (ou la définition d’'une valeur
propre) entraine que Q(1) = 0. Comme les ¢; appartiennent a I'idéal I, cela entraine
que 1l eI, d’ou I’ = Zg, ce qu'il fallait démontrer. O

LEMME 4.4.15. — Pour tout idéal non null de A, il existe un entier t tel quel < t < hg
et tel que l'idéal I' soit un idéal principal.

Démonstration. — Parmi les hg + 1 idéaux, Zg, I,..., 1", deux au moins ont méme
classe dans %k, disons I'"" et I"*P, avec 0 < m < m+ p < hg. Il existe donc des élé-
ments non nuls a et b dans Zg tels que al™ = bI"™*P, ce qu’on écrit bIPI™ = al™.
D’apres le lemme précédent, bI” = (a) et I” est principal. O

Démonstration du théoréeme. — a) Tout d’abord, le monoide %k est commutatif, asso-
ciatif et unitaire. D’apres le lemme précédent, tout élément de G possede un inverse.
Cela signifie que % est un groupe abélien. Il est fini d’apres la proposition 2.
b) Soit I, I', J des idéaux non nuls de Zg tels que IJ = I'J; démontrons que I =T'.
Soit J un idéal non nul de Zg tel que JJ' soit un idéal principal, disons (a), avec
a€Zg.Alors, IJ]' =I'JJ', dott al = al'. Multipliant cette égalité par a~!,onalI=1. O

D. Factorisation

Nous démontrons dans ce paragraphe que les anneaux d’entiers de corps de
nombres jouissent d'une propriété tres proche de celle des anneaux factoriels : les
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idéaux d’'un tel anneau se décomposent de maniere unique en produit d’idéaux
maximaux.

On conserve les notations précédentes : K est un corps de nombres de degré n, .Y
est le monoide des idéaux non nuls de I'anneau des entiers Zg et 6k est le groupe des
classes d'idéaux.

Commencons par un lemme qui relie les relation d’inclusion et de divisibilité dans
les idéaux. Si un idéal I est produit de deux idéaux J et J, alors I est contenu dans J

LEMME 4.4.16. — Soit I et ] deux idéaux non nuls de Zg. Pour qu'il existe un idéal J'
deZg tel que I c ], il faut et il suffit qu'il existe un idéal J' de K tel queI=]] .

Démonstration. — Supposons d’abord I = JJ'. Cela signifie que I est I'idéal engendré
par les produits ab, avec a € J et b € J'. Chacun de ces produits ab est contenu dans J,
par définition d’'un idéal. Donc I'idéal qu’ils engendrent est aussi contenu dans J, c’est-
a-dire I c J.

Pour la réciproque, nous devrons utiliser I'hypothese que K est un anneau d’entiers
de corps de nombres. Soit J; un idéal non nul de Zg tel que I'idéal J/; soit un idéal
principal; soit alors a € Zg un générateur de 'idéal //;, de sorte que JJ/; = (a). Comme
Ic],onall, c JJi = aZk. La partie a ' IJ; de K est donc contenue dans Z et est un
idéal de Zg. Notons-le J'. On a donc aJ' = IJ;. Multiplions cette égalité par I'idéal J; on
trouve aJJ' = IJ1] = I(a) = al. On peut alors simplifier par a (qui n’est pas nul), d’ou
’égalité JJ' = I, ce qui démontre le lemme. O

THEOREME 4.4.17. — a) Tout idéal non nul de Zx est produit d’idéaux maximaux.

b) Si Py,...,P; et Qy,...,Qs sont des idéaux maximaux de Zx tels que P,...P; =
Q1 ...Qs, alors t = s et il existe une permutation o de {1,...,t} tel que Q; = Py(;) pour
touti.

Démonstration. — a) Soit I un idéal non nul de Zx. Démontrons par récurrence sur
N(I) qu'il existe des idéaux maximaux Py,..., P; de Zk tels que I = P, ... P;. Supposons
le résultat vrai pour les idéaux de norme < N(/). Si N(I) = 1, c’est-a-dire I = Zg, on
prend ¢ = 0 (produit vide). Sinon, I # Zg et il existe d’apres le corollaire [4.4.7jun idéal
maximal P, de Zk tel que I c P;. D’apres le lemme précédent, il existe un idéal I; de Zg
telque I = P11,.OnalcI;sil’'onavait I = I}, on aurait alors P, = Zg d’apreés le corol-
laire 22, ce qui est absurde. Par suite, I C [; et N(;) < N(J). Par récurrence, il existe des
idéaux maximaux P,...,P;deZg telsque ) = P,...P; et =PI} = P\ P,... P;.

b) Démontrons le résultat voulu par récurrence sur t. Posons I = Py ... P; = Q... Q;.
Sit=0,1=Zg.Sil'on avait s > 0, on aurait I c Q; # Zg, d’ol1 une contradiction, on a
donc s =0.

Supposons maintenant ¢ > 0. Par hypothése, Q;...Q; < P;. D’apres le lemme ci-
dessous, il existe un entier j € {1,...,s} tel que Q; < P;, d’'out Q; = P; car Q; est un
idéal maximal de Zg. Quitte a renuméroter les Q;, on peut supposer que j = s. Posons



§4.4. FACTORISATION ; GROUPE DES CLASSES D'IDEAUX 133

alors ) = Py...P;y et} = Qy...Qs—1; on a [[ Py = [;Qs, d’ot I; = I} d’apres le corol-
laire 2. Par récurrence, s — 1 = ¢t — 1 et il existe une permutation o; de {1,..., ¢ — 1} tel
que Q; = Py, (;) pour tout i € {1,...,s—1}. On a donc ¢ = s et prolongeons o en une per-
mutation de {1,...,t} en posant o (i) = 01 (i) pour i € {1,...,t — 1} et o(t) = t. On a ainsi
Q; =Pyiypouri€fl,..., t}. O

LEMME 4.4.18. — Soit Q un idéal premier de Zx et I, ..., I, des idéaux de Zj. tels que
L...I, < Q. Il existe un entier j € {1,..., n} tel que I; < Q.

Démonstration. — Le cas n = 0 ne se produit pas car I’hypothese entrainerait Zx < Q
etdonc Q = Zg, contrairement a ’hypothese que Q est un idéal premier de Zg. Sin =1,
il suffit de poser j = 1.

Par récurrence, il suffit alors de traiterlecasou n=2.Si I Z Q et L, ¢ Q, choisissons
des éléments a; € I; et a, € L, qui n'appartiennent pas a Q. Comme Q est un idéal
premier de Zg, a;ap € Q. Mais a; a, appartient a I} I, par définition de I'idéal produit,
donc appartient a Q puisque L, < Q. Cette contradiction démontre que I; < Q ou
Iz c Q O

COROLLAIRE 4.4.19. — Posons ¢ = (2/m)"2+/|disc(K)|. Le groupe €k est engendré par
les classes d'idéaux maximaux de Zx de normes < c. En particulier, pour que Zg soit
un anneau principal, il faut et il suffit que les idéaux maximaux de normes < c soient
principaux.

Démonstration. — Posons ¢ = (2/m)"2+/|disc(K)|. D’apres la proposition 22, tout idéal
non nul I de Zk est équivalent a un idéal J de norme < c. Décomposons alors J en pro-
duit d’idéaux maximaux, disons J = P ... P;; pour tout j, J < P; donc N(P;) <N(J) < c.
Par suite, la classe de J, et donc celle de I, appartient au sous-groupe de ¢k engendré
par les idéaux maximaux de Zx de norme < c. Le corollaire est ainsi démontré. O

COROLLAIRE 4.4.20. — Soit K un corps de nombres. Si 'anneau d’entiers Zx est un an-
neau factoriel, c’est un anneau principal.

Démonstration. — Soit P un idéal maximal de Zg.

Soit a un élément non nul de P tel que |[Ng(a)| soit minimal et observons que a est
un élément irréductible. Soit en effet une factorisation a = a; a, de a en produit d’élé-
ments de Zx. Comme P est un idéal maximal, on a donc a; € P ou a, € P; supposons
pour fixer les idées que a; € P et démontrons que a, est un élément inversible de Zg.

Compte-tenu de I'égalité N (a) = Nx(a;) Nx(ap) et de I'inégalité [Ng(ap)| > 1, la mi-
nimalité de |Ng(a)| entraine que |Ng(a;)| = INg(a)|, d'ou [Ng(ap)| = 1. Par suite, a, est
un élément inversible de Zg, ainsi qu’il fallait démontrer.

Comme Zg est un anneau factoriel, 'idéal (a) engendré par a est un idéal premier,
non nul puisque a # 0, donc maximal. L'inclusion évidente aZk c P entraine alors que
P = aZg, autrement dit P est un idéal principal.
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D’apres le corollaire précédent, tout idéal non nul de Zk est principal et Zg est un
anneau principal. O

E. Exemples

Voyons sur quelques exemples comment utiliser les résultats précédents pour déter-
miner la structure du groupe de classes d’idéaux.

Nous aurons besoin, un nombre entier naturel n étant donné, de trouver explici-
tement tous les idéaux maximaux de norme 7. Faisons pour cela quelques remarques
générales. Soit K un corps de nombres et Zx son anneau d’entiers. Soit P un idéal maxi-
mal de Zg.

a) Lanneau quotient Zg /P est un corps fini; son cardinal est donc une puissance
d’un nombre premier p. On peut donc supposer que 7 est de la forme p/.

b) Comme le corps Zk /P est de caractéristique p, p est nul dans ce corps et 'on a
peP.

¢) Supposons que I'on connaisse un entier algébrique a de K tel que Zx = Z[a] ; soit
Ale polynome minimal de « ; 'anneau Zg est donc isomorphe a Z[X]/(A(X)). Limage
réciproque I dans Z[X] de I'idéal P est un idéal de Z[X] qui contient p et A(X); on
a en outre un isomorphisme d’anneaux Zx/P = Z[X]/I. Soit J I'image de I dans 'an-
neau F,[X] par 'homomorphisme de réduction modulo p; c’est un idéal de F,[X]
car cet homomorphisme est surjectif; il existe donc un polynome R € F,[X] tel que
J = (R(X)). De plus, on a un isomorphisme d’anneaux Z[X]/I ~ F, [ X]/(R(X)) ; par suite,
R est un polynome irréductible de F,, [ X]. Comme A(X) appartient a I, sa réduction mo-
dulo p appartient a J = (R(X)) ce qui entraine que R divise A. En remontant les calculs
et en notant R un polyndéme de Z[X] arbitraire dont la réduction modulo p est égale
aR,onaP=(pR@).

Inversement, par cette formule, tout facteur irréductible R de A (mod p) définit un
idéal maximal de Zx de caractéristique p.

d) Avec les notations précédentes, le corps fini Zx/ P est isomorphe a F,[X]/(R(X)).
On a donc N(P) = pdesk,

Récapitulons : les idéaux maximaux de Zx contenant un nombre premier p sont en
bijection avec les facteurs irréductibles de degré f du polynome A(X) (mod p).

Exemple 4.4.21. — Soit P = X3+ X +1; comme P’ = 3X? + 1, P définit une fonction
strictement croissante sur R et a donc une unique racine réelle, @. Posons K = Q(a).
C’est un corps de nombres de degré 3; on a Zx = Z[a] et disc(K) = —31. Comme P
possede une seule racine réelle, on a 1, = 1, = 1. Posons alors ¢ = (2/m)"2+/|disc(K)|;
on a ¢ =~ 3,5. Par conséquent, le groupe des classes 6k est engendré par les idéaux
maximaux de Zx de normes 2 ou 3.

Soit M un idéal maximal contenant 2. Dans F, le polynome P n’a pas de racine;
come il est de degré 3, P est irréductible modulo 2. Par suite, M = (2) et N(M) = 8.
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Soit M un idéal maximal contenant 3. Dans F3, 1 est racine de Petl'ona P = (X —
1)(X?+ X - 1), le polynome X? + X — 1 étant irréductible. On a donc deux cas :

—soitM=3,a—1) et N(M) =3;

~- soitM=@3,a’+a—-1) et N(M) =9.

Cela démontre que %k est engendré par la classe de 'idéal M = (3,a — 1). Comme
Ng(1—a) =P(1) =3 =N(M), 1 - a est un générateur de M. Par suite, |'anneau Zx est
principal.

Exemple 4.4.22. — Soit K le corps quadratique Q(v/-5); on a Zx = Z[V-5] et
disc(Zg) = —20.

Le groupe des classes %k est donc engendré par les idéaux maximaux de Zg de
normes < (2/1)v/20 = 2,8, autrement dit par les idéaux maximaux de Zg de norme 2.

Déterminons ces idéaux. Le polynome minimal de v/—5 est égal 2 X*>+5 et'on a X? +
5= (X +1)? (mod 2). Ainsi, le seul idéal maximal de Zx qui contienne 2 est I'idéal M =
2,1+ 1/=5); sa norme est effectivement égale a 2.

Il reste a déterminer si cet idéal est principal ou non. Cherchons pour cela un élé-
ment de norme 2 dans M. Or, si z = x + y\/—_5 € Zx, Ng(z) = X%+ 5y2. Par suite, si
y #0, on a INg(z)| = Nk(z) > 5; I'égalité Nx(z) = £2 entraine donc z € Z, mais alors
Nk (z) = z2 n'est pas égale a +2. Par conséquent, 'idéal M = (2,1 +v/—5) n’est pas prin-
cipal.

Lidéal M? est engendré par 4, 2(a + 1) et (@ +1)> = a? + 2a + 1 = 2a — 4. On a alors

M? = 4,2a+2,2a-4)=4,2a+2,20) = 4,2a,2) = (2,2a) = (2)

ce qui démontre que M? est un idéal principal.
Par conséquent, le groupe des classes d'idéaux de I’anneau Zk est isomorphe a Z/2Z
etla classe de I'idéal (2,1 + v/ —5) en est un générateur.

E. Multiplicativité des normes des idéaux

LEMME 4.4.23. — Soit I et ] des idéaux non nuls deZg tels que [+ ] =Zg. OnaN(]) =
NUNQU).

Démonstration. — Soit ¢ I'application de Zkx dans (Zx/I) x (Zx/]) telle que ¢(a) =
(clj(a),clj(a)) pour a € Zg. C’est un homomorphisme d’anneaux. Démontrons qu'il
est surjectif. Soit a et b des éléments de I et J respectivement tels que 1 = a+ b. Si
z € Zg, on a donc clj(az) = 0, cl;(bz) = 0 tandis que cl;(bz) = clj((1 — a)z) = clj(z) et
clj(az) = clj(z). Par suite, si z, w € Zk, ¢(bz + aw) = (clj(2),cl;(w)). Cela entraine que ¢
est surjectif. Soit z un élément du noyau de ¢, c’est-a-dire un élément de InJ. Ecrivons
z=2z(a+b)=az+ab:comme ze€ J,il vient az € IJ; comme z€ I,ona bz e IJ; en
déduit que z appartient a IJ. Inversement, siz€ IJ,onazeletze J,donc ¢(z) =0.

Il résulte de ¢ un isomorphisme d’anneaux de Zg /1] sur (Zx/I) x (Zg/]). En particu-
lier, N(I]), qui est le cardinal de Zg /1], est égal au produit de N (1) par N(J). O
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LEMME 4.4.24. — Soit P un idéal maximal de Zyx. Pour tout entier naturel e, on a
N(P¢ =N(P)¢.

Démonstration. — On démontre ce résultat par récurrence sur e. De la suite
d’idéaux P¢*!' c P c Zg, on déduit une égalité de cardinaux card(Zg/ petly =
card(Zy/P¢) card(P?®/P¢*1) et il suffit de démontrer que card(P¢/P°*!) = card(Zk/P).

Soit a un élément de P° qui n’appartient pas a P¢*!; il en existe car sil’on avait P¢ =
Pe*1 Tidéal P¢ aurait deux décompositions distinctes en produit d’idéaux maximausx,
a savoir P¢ et P°*1,

Soit ¢: Zx — P°/P°*! I'application telle que ¢(z) = clpe+1(az). C'est un homomor-
phisme de groupes abéliens; son noyau Q est un sous-groupe de P¢; c’est méme un
idéal de Zx carsize Qet A € Zg, ¢p(Az) = cl(aldz) = Acl(az) = 0. En outre, Q contient P.
Cependant, ¢(1) = cl(a) # 0, donc Q # Zk. Les inclusions P ¢ Q C Zk et I'hypothese
que P est un idéal maximal de Zg entrainent alors Q = P.

Démontrons que ¢ est surjectif. Soit J I'idéal P¢*l 4 (@). 1l est contient P¢*! donc il
existe un idéal J' de Zx tel que P°*! = JJ'. La décomposition de J en produit d’idéaux
maximaux est donc de la forme J = P/, o1 f estun entier naturel telque 0 < f < e+ 1.
De plus, J est contenu dans P° (car Pe*1 et (a) le sont), donc f = e. Toutefois, J n'est
pas égal a P¢™! car a¢ P°"!;ainsi, f #e+1.Onadonc f = eet ] = P°.

Soit x € P¢; démontrons que cl(x) appartient a I'image de ¢. Comme x € J = P¢*! +
(@), il existe donc z € P*™! et w € Zg tels que x = z+ aw; alors cl(x) = cl(z) + cl(aw) =
¢(w), comme il fallait démontrer, et ¢ est surjective.

Par conséquent, Zx/P est un groupe abélien isomorphe a P¢/P¢"!. En particulier,
N(P) = card(Zg/P) = card(P¢/P¢*1).

Par récurrence, N(P°*!) = card(Zg/ P?) card(P?/ P¢*') = N(P)**!, d’oti le lemme. O

THEOREME 4.4.25. — Soit I et ] des idéaux non nuls de Zx. On a l'égalité N(I]) =
N N).

Démonstration. — Ecrivons I = P ... P;"" la décomposition de I'idéal I en produits
d’idéaux maximaux, ou on suppose que Py, ..., P; sont deux a deux distincts. Nous al-
lons démontrer I'égalité

N =N(P)™...NP)™

le théoreme en découlera en appliquant cette égalité ainsi que les deux égalités ana-
logues pour N(J) et N(I)).

Lorsque ¢ = 1, I'assertion résulte du lemme précédent. On raisonne en général par
récurrence sur . Posons en effet I = P!, L, = P,"*... P;"". Vérifions que I, + L, = Z.
Comme P{"l c I + b, il existe un entier e tel que 0 < e < m; de sorte que [ + I, = Pf.
Par construction, I, n'est pas contenu dans P; (sinon, P; apparaitrait dans la décom-
position de I, en produit d’idéaux maximaux) ; en particulier, I; + I, n’est pas contenu
dans Pj ce qui entraine e = 0. Autrement dit, I} + I, = Zg.
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D’apres le lemme 22, N(I) = N(I; b)) = N(I;) N(L) ; par récurrence, on a aussi N(l») =
N(P)™...N(P;)"™, tandis que le cas t = 1 implique N(;) = N(P;)™. L'égalité voulue
en résulte, d’ou le théoreme. O

Exercices

20) a) Démontrer que I'anneau des entiers du corps quadratique Q(v/—19) est un anneau prin-
cipal.
b) Méme question pour les corps quadratiques de discriminants —43, —67 et —163.

21) Soit K un corps quadratique de discriminant A ; on pose w = (1 +v/A)/2si A=1 (mod 4) et
w = V/A sinon, de sorte que Zx = Z[w].

a) Soit P un idéal maximal de Zx contenant un nombre premier p. Démontrer que Ng(P) = p
ou p?. Si Ng(P) = p?, vérifier que P = (p) et que p est un élément irréductible de Zg.

b) On suppose que Ng(P) = p. Démontrer qu'il existe un entier a € {0,...,p— 1} tel que P =
(p, a—w). (Par la méthode du cours, P est de la forme (p, x+ yw) ; observer que y n'est pas multiple
dep.)

¢) On suppose que P n'est pas principal. Démontrer que |NK(a— w+ np)| = pz pour tout
neZz.

d) Si A =101, par exemple, démontrer que Zk est un anneau principal.

22) Soit I un idéal non nul d'un anneau d’entiers de corps de nombres dont la norme est un
nombre premier. Démontrer que I est un idéal maximal.

23) Soit K un corps de nombres et Zx son anneau d’entiers.

a) Soit I un idéal non nul de Zg et P un idéal maximal de Zx. Démontrer qu’il existe un plus
grand entier naturel e tel que I < P¢. On le note ordp(I).

b) Soit I,] des idéaux non nuls de Zg et soit P un idéal maximal de Zx. Démontrer que
ordp(I]) = ordp(l) + ordp(J) et que ordp(I + J) = min(ordp(I),ordp(J)).

¢) Soit I un idéal non nul de Zx. Démontrer qu’il existe un élément a € I tel que pour tout
idéal maximal P de Z qui contient I, a ¢ P1+°rd*( _Soit JI'idéal de Zk tel que (a) = IJ; démon-
trer que [+ J = Zg.
24) Soit K un corps de nombres et Zx son anneau d’entiers. Soit 7 un idéal non nul de Zx et soit
a un élément non nul de I.

a) Démontrer qu’il existe un idéal J de Zx et un élément non nul b € Zg tels que Zg = (a) + J
et IJ = (b). En déduire que l'idéal (a, b) engendré par a et b est contenu dans 1.

b) Démontrer que I = (a, b).
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