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Introduction

Vous connaissez les "nombres infinis décimaux" dont la lecture se fait normalement : de gauche
a droite, et qui dont |'écriture décimale comporte une infinité de chiffres apres la virgule.
0,123123123... par exemple.

Nous, nous avons travaillé sur un autre type de nombres infinis. C'est a dire un entier qui a la
particularité de se lire de droite a gauche avec une infinité de chiffres vers la gauche. Certains
de ces nombres ont une période que |'on note comme dans cet exemple : ...[6824171682416

On s'est demandé ce qui se passait si on utilise les régles de calcul habituelles.
® Par exemple la multiplication d'un nombre infini par un nombre fini :

...535353[53]
X 2
... 07070706

Voici quelques cas particuliers que hous avons remarqués au cours de nos recherches :

® Tci, un résultat surprenant : si on ajoute 1 au "plus grand" nombre infini que |'on imagine
J 9 q 9

..9999[9]: ...9999[9]

o+ 1
.000000 On obtient O |

® \oici une autre addition ol la somme de deux nombres infinis est 1:
...[682417] 682416

+...[317582] 317585
. ..0000000000001

On verra plus loin une multiplication entre deux nombres infinis.

Mais ce que nous avons surtout étudié c'est la question des inverses et celle de la divisibilité de
ces nombres.



I. Inverse d'un nombre fini N

1
=X

On cherche X infini tel que : N

c'est adire telque N x X =1
On a cherché cet (ou ces...) inverse(s) a l'aide d'une multiplication a trous.

a) Impossible si N est pair .

Exemple : X x2=1
Il faudrait que deux fois un nombre infini soit égal a 1.

Or les multiplications qui impliquent des nombres pairs ont toujours des résultats pairs.

b) Méme chose si N est un multiple de 5 :

5 fois un nombre infini donne un nombre dont le dernier chiffre sera 5 ou O ce qui ne remplit
pas la condition précédente.

c) Inverse dun autre nombre a un chiffre . 7

X

N 7
Produit

Retenus somms

Ratenus L1

L1

On cherche un nombre dont le produit par 7 finit par 1. Seul 3 est possible.

N 7
Produit 21
Rabenue Somme 0
Rabarvisg L1 2
L1 1

Ensuite, on veut obtenir un O dans la case occupée par le 2. On doit pour cela chercher un
nombre dont le produit par 7 finit par 8, car 2 est la retenue de la multiplication de 7 par 3.
Seul 4 est possible.

N 7
Produit 301
oo il | i

L1 8 1

On peut continuer ainsi de suite a trouver des O, et obtenir 1 comme résultat.

On remarque que, dans la table de multiplication de 7, tous les chiffres sont présents une fois
et une seule. Il sera donc toujours possible de trouver un nombre qui nous permette de
continuer la multiplication a trous, et ce nombre sera unique.

Donc 7 a un inverse, unique, qui est ..[857142]857143
_4-



d) un autre exemple : inverse dun nombre a deux chiffres : 19

¥

‘N 19
Produit

Teisrise norTS

L2

On proceéde de la méme maniére que pour 7. On cherche un chiffre qui, multiplié par 9 donne un
chiffre finissant par 1. Seul 9 convient.

X )

N 19

Produit 0171

Retenue somme 1 0
Retenus L1 -]

L1 01
Retenus L2 o]

L2 9

On cherche ensuite un nombre qui nous permette d'avoir un O a la place du 7. Il faut donc un 3 a
la place du O de L1. Ce chiffre correspond au résultat de la multiplication de 9 par le deuxieme
chiffre de X qui ne peut &tre que 7.

X 79

N 19

Produit 01501

Ratenie somme 1.2 9
Rbenue L1 6 8

L1 031
Ratenus L2 oo

L2 79

On obtient ainsi de suite un inverse de 19.

P BT B947368421052631579
N 19
Produit f11000000000000000000001
Rebsnuesomma ___ 0 0 1 7 T 7 1 217 Z A1 11112113320
L1 000532163 7426892058479531
LZ 005789473684 21052631579

Il existe et est unique, car, comme 7, la table de multiplication de 9 comporte tous les chiffres
de 1 a 9 une fois et une seule.



De plus, cet inverse est périodique : si I'on s'intéresse aux colonnes de ce calcul, on remarque
que tous les chiffres, résultats et calculs, retenues, sont compris entre O et 9. Comme cette
colonne a une longueur fixe, il y a donc un nombre fini de colonnes possibles, il y aura donc un
moment au bout duquel elle se répetera, ce qui entrdinera la périodicité de X.

x L5\ HA9473684210526315\70
N g
Produit g140Qp000O00C0QCOCQCOO0QC0QO0C0OO0QOD0DO0D1
F!a.rne-'.:-m!'r.... Ilil o1 2 :“.:“ i 2 I.:“ :“.I i I_I i I::“_I.I 2 :‘.:‘.

L1 COO05R2163T7T 4269058479531
Lz 0O057B94736842105263157/9

Donc |'inverse infini de 19 est .. [894736842105263157] 9

Pour ces mémes raisons :

Tous les nombres finis qui se terminent par 1, 3, 7 ou 9 ont un
inverse et un seul. De plus cet inverse est périodique




IT Méthode pratique de calcul d'un inverse

Comme l'inverse réel d'un nombre entier a une écriture décimale périodique, nous avons cherché
d comparer les périodes des deux écritures.

Conjecture :
Si on ajoute la période infinie a la période décimale cela donne O.

exemple pour N =7
.Période décimale : 1/7 = 0,[142857].....

Ce qui correspond a: ...... [857142]857143 et

[142857] 142857
+ ...[857142] 857143
...000000 000000

Avec cette méthode, on peut facilement
trouver le nombre infini correspondant a une période avec la méthode de I'addition a
trous (ou soustraction).

Formule:
Nous mettons notre conjecture sous forme algébrique.
En notant X l'inverse infini et Y l'inverse décimal
X =10"— (Y x 10"-Y)

Explication : pour N=3, X= ... 666666667 car ... 666666667 x 3 =1

EtY=1/3=0,3333........... Nous utilisons ici 107 comme
opérateur qui nous permet de
y % 1000 _ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 de’p/acer les pér/bdes a /’/ﬂf/ﬂ/
Puis on enléve la période
(Y x10°-Y)=..33333 x 10” d'origine pour passer dans
/'ensemble infini.
10"~ (¥ x 107 -Y) = ..0000000 - ...3333333 Nous prenans 10 carme ure
_ puissance de 10 dont /e 1 se
= ..6666667 décale a l'infini vers la gauche : i
X ne reste gue des 0.

Cette conjecture a été vérifiée par ordinateur sur de nombreux exemples mais n'est pas
prouvée.

Remarque du correcteur : on notera les limites de la formule algébrique dans le cas de

période de plusieurs chiffres (comment régler le décalage de la période dans I'écriture
avec 10™)



ITT Inverse d'un nombre infini Y

1
On cherche X infini tel que v X

c'estadire telque Y xX=1.

a) Comme pour les entiers, cet inverse n'existe pas si Y se termine par 2 ou 5.

b) Si Y se finit par 1, 3, 7 ou 9, on peut trouver son inverse infini par la méthode de la
multiplication @ trous comme pour les nombres finis.

x 1 5 % 4 7 85 4 7 5 5 0 4 4 6 1 0 5% 5 1 21 8 7
A 1 2 31 2 31 231 231 231 31 2 31 2 3
Produit ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0000 60 9
Falane snmme M 12 o 11 1 T 2 =2 T [} [} [} %5 El El 1 el el z z z 1 =]
Feenuwe L1l o 1 z 1 7 = 1 1 z 1 1 o 1 1 1 o o 7 1 o o o 7 1
L1 5 ¥ 21 4585 221 5 50 2 28 307 5 3 68 3 41
Pledin ua L2 1 1 =) 1 1 1 (=} 1 1 1 (=) (=) =) 1 =) =) 1 1 [ul (=} (=} 1 1
Lz > 8 8 4 65 0 8 4 0 0 0 8 8 2 20 8 0 2 4 2 6 4
mmwmE 6 6 6 o o 9 o o o o 6§ o 6 & o 9 9 o ° o o o
L3 % 4 7 85 47 5 5 0 4 46 170 %51 21 87
Feden ua L4 1 2 2 1 1 2 1 1 a 1 1 1 a4 2 1 a4 a 2 2
L4 21 4 5% 21 5 5 ¢ 2 2 8 3 07 5 3 6 3 41
Fetenus L5 1 1 1 o 1 1 R = = | a0 1 1 = 1 1
LS 4 6 0 & 40 0 0 8 8 2 20 80 2 42686 4
Fetgnuaid & 4 & & & & & & 4 & & 4 & 4 46 4 4 a4
L& 8 5 4 7 55 0 4 4610 % 512187
Fetenus LT 1 1 z 1 1 o 1 1 1 & 0 z 1 (= = z r
L7 § 21 5% 50 2 28 307 5% 36 3 41
Felenwa s & & & o & & & & & o & & 4 4 a4 4 4
L& 4 7T 5 50 4 4610 5% 51 2187
Predenus L2 | 1 1 [~ 1 1 1 [~ F 1 2oe Q | |
La 1 5% % 0 2 2 8 30 7 5 3 6 3 41
(=5 T e 1 1 =] =] [e) 1 (=) (=) 1 1 =} =} =] 1 1
Lio o000 8 8 2O EDZAZE A
. . ] /7 ’ . . )
Mais cet inverse n'est pas forcément périodique, car la longueur de la colonne augmente a

linfini.

IV Critéres de divisibilité des nombres infinis par des nombres
finis
Nous avons travaillé sur la divisibilité des nombres infinis par des entiers et nous avons observé
au cours de nos recherches que :

1) Dans certains cas, ce sont les mémes régles de divisibilité que pour les entiers finis comme :

-Par 2: Quand le dernier chiffre est pair.
-Par 5 Quand le nombre infini se fermine par O ou 5.
-Par 10: Quand le nombre infini se termine par O.
2) Dans d'autres cas, les régles de divisibilité des nombres finis changent pour les hombres
exemple : ...654654654654654771 est-il divisible par 9 ?

Si on multiplie un nombre infini Y par 9, et que I'on trouve un nombre infini Z, alors c'est que Z
est divisible par 9.

Il faut donc trouver Y tel que Y X 9 = ...654654654654654771

Mais, comme pour le calcul des inverses, on peut réaliser la multiplication a trou, car dans la
table de 9, tous les chiffres de O a 9 sont présents dans les unités des résultats.

Ici, on obtient Y = .. [850 517 183] 839 419
-8 -




V Généralisation des questions de divisibilité

Diviser un nombre infini Z par un nombre infini Y revient a trouver X infini tel que

Z
Ve X c'est-a-dire tel que Y x X=Z.

On distingue deux cas :

Premier cas : Y se termine par 1, 3, 7 ou 9 et Z est quelconque. Il est possible de trouver X :
il suffit de prendre X = Z x 1/Y

Deuxieme cas : Y se termine par 0, 2, 4,5, 6 ou 8

e Soit le dernier chiffre de Z ne figure pas dans les derniers chiffres de la table de
multiplication de Y. Dans ce cas, il est impossible de trouver X.

e Soit le dernier chiffre de Z figure dans les derniers chiffres de la table de multiplication du
dernier chiffre de Y :

Un exemple : avec Y = ...[4825]4825 et Z = ..[761325]761325

X 7

Y ...548254825
0 Pour obtenir 5 au résultat, il faut que X se termine par un chiffre

5 g E impair, choisissons par exemple 1.

ocoo

z 2 3 2 5
X 701
Ensuite, pour obtenir 2, il faudra que le deuxieme chiffre soitun ¥ ..548254825
nombre pair. 548254825
? 0
00
On se trouve donc devant une multitude de possibilités car a 000
chaque fois on peut avoir plus d'un choix, certains aboutissant et 0000
d'autres pas. z 325761325

Unicité du quotient :
Nous nous sommes alors demandé s'il ne pouvait pas exister plusieurs solutions pour X.

Onauraitalors YxXi=Z et YxX;=Z

DOHCyXX1—yXX2=O
<Y (X1—X2)=0 avec (X1 - Xz) et Y non nuls

Il s'agissait donc de savoir si on pouvait trouver deux nombres infinis non nuls dont le produit
serait nul. On a vérifié qu'il y avait une infinité de possibilités.

-9.



Comme par exemple :

Y 113[2 3 2[3[8[6 1122/ 1[3[ 13[4 7|6/ 5 6] 2| 5
K 3739053443636445519054432
0000000000000000000000 0
Donc, siona Xitelque ¥ x X;=Z

Y 1132/ 3[2[3[86]1]1]2[2[1]3[ 1] 3[4 7 6] 5/ 6] 2 5
X, ..|7/5319284655863491365743
Z 50709775447845458984375

Alors,avec X = X1 +K ,onaaussiY x X,=Z
Y 11323 2[3[8[6]1]1]2[2[1]3[ 13[4 7] 6] 5/ 6] 2 5
X, +K 112/ 7/14629019508 043320175
Z 50709775447845458084375

En résumé : si on veut « diviser » un nombre infini par un
autre, on peut :

e Soit trouver un résultat unique

e Soit ne pas trouver de résultat

e Soit en trouver plusieurs !

VI Bonus : les racines carrées de 1

On a bien siir
o 1%2:=1

° (—1)2 =1

Et comme ...9999+1=0,0na ...9999 = « -1 »
donc ....9999% = 1

e Il semble également possible de trouver une autre racine carrée de 1 dans les nombres
infinis :

(.....39954784512519836425781249) * = 1

[remarque du correcteur : ce nombre ne semble pas périodique...]
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