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Feuille d’exercices 2. Algébre linéaire

I Tests de compréhension

Les tests sont a faire pour vérifier que vous comprenez le cours, les réponses se trouvent en fin de
feuille de TD.

Test 1. Soit P le plan d’équation cartésienne 2z —y+3z = 2. On a aussi une représentation paramétrique

0 1 _3
2 2
P = 1)+t {1 +19 0 |t1,t2€R
1 0 1
1
Est-ce que |2| € P ? Quelle est la représentation (cartésienne ou paramétrique) la plus pratique pour
3

répondre a la question ?
Trouver un point de P. Trouver 2 autres points de P de sorte que ces 3 points soient non alignés.
Quelle est la représentation (cartésienne ou paramétrique) la plus pratique pour répondre a ces questions ?

1 4 7
Test 2. Calculer la combinaison lineaire [2| +¢1 |5]| +to |8].
3 6 9
1—t — 2ty
Ecrire le vecteur |2 —t; — 3to | sous la forme @ + t19 + t}u’;’.
3 —t1 — 4ty

Test 3. Les matrices suivantes sont elles échelonnées ?

01 11 01 1 1 8 (1) 1 i (2) (1) } }
(a)|0 0 0 O ®1l0 0 1 1 (¢) (d)
00 1 0 00 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 00O 0 00O
Test 4. Les systemes suivants sont ils échelonnées ?
r 4y 42z =1 z +y +2z 43t =1 z +y +2z 43t =1
(a) 0 =1 (b Y =1 (¢ z +t =1
0 =2 0 =2 Y =2
x4+ 2y + 3z T
Test 5. Ecrire le vecteur | z —y — 2z | sous la forme A.v pour une certaine matrice A et v = |y
20 — 3y + 2 z

IT Exercices

Droites, plans, et systémes linéaires
Exercice 1. (a) Ecrire sous forme paramétrique le plan de l'espace donné par 1'équation
P 2¢ —3y+42=6

En déduire un point et une paire de vecteurs directeurs de P.

(b) Méme questions pour le plan
P 20 —3y+42=0

Comparer avec la question précédente.




Exercice 2. Considerons le plan

0 1 2
P=X -1 +t;| 2|+t [1]|t1,t2 €R
1 -1 1
[0
(a) Est-ceque | 2 | € P?
-1
(b) Donner une équation cartésienne de P.
[3
(c) Est-ce que |2| € P 7 (utiliser la question précédente)
1

Exercice 3.  (a) Déterminer U'intersection des deux plans suivants :

Pi: =z +2y -3z = 0
Po: 2¢ —y +4z = 0
(b) Déterminer 'intersection des trois plans suivants :
Pi: z -y 43z =1
7)2 2z +y —Z = 3
Po: z —4y +10z = 1
(c) Déterminer l'intersection des trois plans suivants :
Pi: 2¢ 2y —2z = 2
Po: z 2y 4z = 1
Py: = +8y +4z = 1

Si lintersection n’est pas vide, donner une description géométrique de I'intersection.

Systémes linéaires

Exercice 4.  (a) Déterminer (sous forme paramétrique) I’ensemble des solutions du systéme suivant :

r —4dy —z 4w = 3
2r 8y 4z —dw = 9
- +4y -2z +5w = -6

(b) Quel est ensemble des solutions du systéme homogene correspondant ?

(c¢) Décrire 'ensemble des solutions du systéme initial comme somme d’une solution particuliére et de
I’ensemble des solutions du systéme homogéne.

a

(d) A quelle condition sur a, b, ¢ le systéme de second membre |b| a-t-il une solution ?

c

Exercice 5. Pour les systémes suivant, déterminer le nombre de solutions. Determiner le nombre de
variables libres du systéme homogéne associé.

2c 4y = 7 r +y -z = =2
(a) ¢ 3z +2y = 12 (b) X 2z —y +z = 5
dr —3y = 2 ¢y —4z = —11

Exercice 6. A quelle condition sur le second membre les systémes suivants ont-ils (au moins) une

solution 7
r 2y -z +t =a 33; —i—_3y i Z
(a) ¢ 2z +7y +4z +2t =D (b) yo-
—x +4 132z -t =c 2r 42y =c
y r -4y =d

r +y +z =a
()¢ = +y =b
- 4y 42z =c



Exercice 7. Résoudre les systémes d’équations linéaires suivants :

T +2y +2w = 0 2v +4y 4z 2w = 4
(a) 2¢ +4dy 4z H+2w = 2 (b) 2r 46y 42z 4w = 0
3 +dy —2z +b6w = -1 z 3y +z 4w = 1
2x -7z +10w = -10 r 42y 4z F2w = 4

r 42y +2w = 6

() 3z +5y —z +6w = 17

2¢ 44y +z 2w = 12

2z -7z +10w =

Systéme a paramétre

Exercice 8. Résoudre en fonction de a € R le systéme suivant :

T +2y +z = 1
2 +(a+4)y +(a+2)z = 4
-z +(a—2)y +z = a-1

Bases de R"

Exercice 9. Soient

of] el el

Montrer que ¥y, Ui est une base du plan R? et déterminer les coordonnées de @ par rapport a cette base.

Exercice 10. Pour chacune des familles de vecteurs suivantes, dire s’il s’agit d’une base de R3. Si c’est

2
le cas, déterminer les coordonnées du vecteur v = | 2| dans cette base.
3
1 1 1 1 1 4
(a) ﬁlz 1 _‘2: 2 _'3: 4 (b) _'1: 2 _‘22 1 173: 5
1 3 8 3 1 6

Calcul matriciel

Exercice 11. Soient

wa-(251) (5 ae) e (as)

Détermiuner, si possible, 24, A — B, A+ C.

Exercice 12. Calculer le produit des matrices suivantes

Y1 ! ! 2

-2 -1 2 -2 -1 2
(a) ( T1 T T3 ) Y2 (b) ( 3 2 1 > —2 () < 3 2 -1 ) -2 1
s 3 3 -1

Exercice 13. Soient

1 2

1 2 -2 6
a=( ) 5= ) c=( 13
-2 -4 1 -3 9 9

Calculer, si possible, AB, AC, CA, A%, C?.




Matrice inverse

Exercice 14. Soient A, B les deux matrices suivantes :

11 -2 -1 -4 3
A= 1 2 -1 B = 0 2 -1
2 3 =2 -1 -1 1

Vérifier que B est la matrice inverse de A.

Exercice 15. Soient

0 1 3 1 0 -1
A1:<_§ g) @:(é_é) A= 1 0 1 Ag= 11 0
0 1 5 2 1 -1
Déterminer si ces matrices sont inversibles, et si c’est le cas, calculer leur inverse.
11 -2
Exercice 16. Soit A=|1 2 -1
2 3 -2
(a) Vérifier que A est inversible et calculer A1,
(b) Résoudre le systéme A = 0.
2
(c) Résoudre A% = ¥, avec U= [4].
7
Exercice 17. On considére le systéme
r 4y -2z = -1
r 2y —z = 2
2v 43y -2z = 3
(a) Résoudre le systéme en utilisant A~! (voir exercice 14)
(b) Résoudre le systéme homogeéne correspondant :
r +y -2z = 0
r 2y -z 0
20 43y -2z = 0
2 2 3
Exercice 18. Soit A= 0 1 1
-1 2 1
(a) Vérifier que A est inversible et calculer A1
(b) Résoudre le systéme Az = 0.
1
(c¢) Résoudre AZ =9, ouv = |1
1
(d) Soient 1, iis, U3 les vecteurs colonnes de A. En déduire les coordonnées de ¢’ dans la base i1, i, U3

de R3.

Exercice 19. On connait l'identité remarquable (a + b)? = a? + 2ab + b? valable pour tous réels a, b.
Supposons maintenant que A, B sont des matrices de taille n x n.

Trouver A, B tq (A+ B)? # A? 4+ 2AB + B2,

Quelle est la bonne formule pour (A + B)?? A quelle condition sur A, B la formule (A + B)? =
A% + 2AB + B? est-elle valide ?

Exercice 20. Soit A, B deux matrices n X n. Supposons que AB soit inversible. En déduire que A et B
sont inversibles.




Puissances d’une matrice (Optionnel)

-1 2 =2
Exercice 21. On considére la matrice M = 1 1 -1
1 0 0

(a) Vérifier que M3 = M, mais que M? # I3 (ou I3 est la matrice identité de M3(R)).
(b) La matrice M est-elle inversible ?

(¢) Déterminer M™ pour tout n > 1.

III Exercices supplémentaires

Vous trouverez les réponses a ces exercices en fin de feuille de TD.

Exercice 22. Considerons le plan

1 2 1
P = 2 + tl 2 + t2 0
-1 -1 1
o
(a) Est-ce que [4| € P?
_1_
(b) Donner une équation cartésienne de P.
o
(c) Est-ce que |2| € P 7 (utiliser la question précédente)
1

Exercice 23. Pour chacun des systémes suivants, déterminer le nombre de solutions :

z +2y = 10 20 -y +z = 0
(a) ¢ 2z —2y = —4 (b) x 4y -z =0
3z +d5y = 26 z +4y -4z = 0

xercice . Résoudre les systémes d’équations linéaires suivants :
E 24. R dre les syst d’équat 1 t

z +2y 4z +2w = 0 20 42y +bz 4dbw = 0

(a) z 2y +2z 43w = 0 (b) 2¢ +2y +4z 46w = 0
2z -2z +4w = 0 r 4y 42z +3w = 0

r +3y +z 43w = 0 - -y —z —4w = 0

Exercice 25. A quelle condition sur le second membre les systémes suivants ont-ils (au moins) une

solution ?
2 4y =a
r 4y -3z =a 2¢ 4y =a r -3y —b
(a)q3z -2y —z =0b (b) ¢ = +z =0 (c) oy +4ZyJ B .
x -2y -2z =c dr +y +2z =c r -y =d

Exercice 26. Pour chacune des familles de vecteurs suivantes, dire s’il s’agit d’une base de R? :

1 4] [3 1 1 1
(a) |2 2 1 b) |1 2| |3
1 6| |4 1 3] (6



Exercice 27. Soient

~1 1 1 —4
=1 iy = |—1 iy = | 1 W= |6
1 1 1 -2

(a) Montrer que iy, i, i3 est une base de R3.

(b) Déterminer les coordonnées de W par rapport a cette base.

Exercice 28. Soient

1 3 1 1
i = |1 Uy = | 4 Uz = | 2 w= 12
0 -5 —4 3

Montrer que 1, s, U5 est une base de R® et déterminer les coordonnées de w par rapport & cette base.

Exercice 29. Soient :

-2 -2 1 -1 3
A‘(2 10) B_( 22)

Calculer, si cela est possible, AB, BA, A%, B2.

Exercice 30. Calculer les produits AB, BA, A%, B? des matrices suivantes :

1 2 -1 1 1 2
A= -1 2 1 B = 1 2 1
1 1 1 1 -1 1
Exercice 31. Soient
1 1 -2 3 2 —4
A1—<_é _i) AZ_(—Z ;2) As=( 1 2 -1 A= 1 -1 -2
2 3 =2 1 4 0

Déterminer si ces matrices sont inversibles et déterminer leur inverse le cas échéant.

Exercice 32. On considére la matrice M =

o= O O
O = OO
_ O O O
SO ==

(a) Calculer M?, M3, et M*; comparer M* et M.
(b) En deduire que la matrice M n’est pas inversible.

(¢) Déterminer M™ pour tout n > 1.




IV Réponse aux tests et exercices supplémentaires

T 1
Réponse au test 1. y| = |2| ¢ P puisqu’il ne satisfait pas ’equation 2z — y + 3z = 2. C’est la
z 3

resprésentation cartésienne qui est utile.
La représentation paramétrique permet de construire facilement des points de P. Par exemple, le

0
point A = [1]| est dans P (correspondant & t; = to = 0). Si on fait t; = 1,¢2 = 0, on obtient un point
1
1 _3
2 2
B = |2|; et onobtient C' = | 1 | en faisant t; = 0,t; = 1. Ces 3 points ne sont pas alignés puisque
1 2
1 _3
- _ 2 2
AB et AC sont les 2 vecteurs |1| et | 0 |.
0 1
1 4 7 1+ 4ty + Tto
Réponse au test 2. 21 +t1 |5 +1to |8 = [2+ 5t + 8ta|.
3 6 9 3+ 6t1 + 9ts
11—t — 2ty 1] -1 -2
2—t1 =3tz = |2| +t1 |—1| +t2 |—3].
3—t) — 4ty 3 -1 —4

Réponse au test 3. (a) Non : la ligne de zeros n’est pas en bas. (b) Non, il y a un coef non nul sous
le pivot de la 2e ligne. (c¢)(d) oui.

Réponse au test 4. (a),(b) oui. (¢) non : le pivot de la 3eme ligne est a gauche du pivot de la 2eme
ligne.

1 2 3 1 2 3 x x4+ 2y + 3z
Réponseautest 5. OnprendAd=|1 -1 —1|.Alorsdd=(1 -1 —-1}|.|ly|l=|z—-y—2 |.
2 =3 1 2 =3 1 z 2z -3y + =z

Réponse a ’exercice 22. (a) Il s’agit de savoir si le systéme

1 2 1 2
2 | +t1| 2|+t [0] = |4
-1 -1 1 1

2

d’inconnues t1,t5 a une solution. Il n’en a pas donc |4| ¢ P
1
(b) On trouve que le systéme

1 2 1 T
2|1 +t1| 2| +1t2|0] = |y
-1 -1 1 z

a des solutions ssi —x + %y 4+ 2z —1=0. P a donc pour equation cartesienne —x + %y +z—1=0.
3
(¢) [2] est solution de —z + %y + z — 1 = 0 donc appartient a P.
1




Réponse a ’exercice 23. (a) une unique solution (b) Une infinité de solutions (1 variable libre)

-1 -5
0
Réponse a ’exercice 24. (a) Sol ={|0|} (b) Sol = {s (1) +t (1) | s,t € R}.
0
0 1

Réponse a ’exercice 25. (a) Le systéme a toujours une (unique) solution.

(b) Le systéme a une solution si et seulement si —a —2b+c=0

(c) Le systéme a une solution si et seulement si —a+9b+ 7¢ = 0 et —2a —3b+7d =0 (il y a d’autres
écritures possible du résultat)

Réponse a ’exercice 26. 2 méthodes possibles : on peut échelonner la matrice et voir s’il y a des
variables libres, ou calculer le déterminant. (a) Non. (b) Oui.

Réponse a ’exercice 27. (a) Lorsqu’on échelonne le systéme
-1 1 1] -4
1 -1 1 6
1 1 —-1]-2

il n’y a pas de variable libre, donc c’est une base.

2
(b) En resolvant ce systéme on trouve @ = 2y — 3 + 43, donc les coordonnées cherchées sont | —3|.
1
14
Réponse a I’exercice 28. On trouve |—7| pour les coordonnées de .
8
-4 5 -1 7 =9
2 S 1 3 — 2 _
Réponse a ’exercice 29. BA = ( 0 —6 9 > B° = < 6 10 )
Réponse a I’exercice 30.
2 6 3 2 6 2 -2 5 0 4 1 5
AB= (2 2 1 BA=|(0 7 2 A*=1|-2 3 4 B*=[4 4 5
3 2 4 3 1 -1 1 5 1 1 -2 2
9 _3 -1 -4 3
Réponse a ’exercice 31. A;l = ( 1 ? ) Ay n’est pas inversible. Agl = 0 2 -1
2 -1 -1 1

A, n’est pas inversible.




Réponse a ’exercice 32. (a) On trouve

00 10 1100 00 0 2
, oo 10 s 1100 s [0 00 2]
M™=10 0 0 2 M™=10 0 2 0 Mi=13 9 09 o|=2M
1100 00 0 2 0020

(b) Si la matrice était inversible on pourrait déduire de M* = 2M que M~ *M* = 2M M <+
M?3 = 21y, (ou I est la matrice identité de My (R)), ce qui n’est pas le cas. Donc M n’est pas inversible.

() M®> = M*M = 2MM = 2M?, M = M*M? = 2M?, M7 = 2M* = 22M. Plus generalement,
comme M* = (M*)¥ = 2k[, on ecrit n = 4k + 1 avec r = 0, 1,2,3 (c’est la division euclidienne de n par
4, de reste ), et on obtient M™ = M+ = MR MT = 2K M™ ot M” est 'une des matrices Iy, M, M2, M3
selon la valeur de r.

V  Formalisation de I’algorithme du pivot

Algorithme 1 : Elimination par la méthode du pivot de Gauss

Entrée : une matrice A = (a;;)i<n,j<p
Sortie : une matrice échelonnée
Initialisation : ig = 1,9 =1
Tant que iy < n, jo < p, faire:
if a4, et tous les coefs en dessous sont nuls : then
incrementer ig, recommencer la boucle
else
Si necessaire, echanger L;, avec une ligne en dessous pour avoir a;, j, 7 0
Effectuer des operations sur les lignes du type L; <— L; — AL;, pour i > iy pour annuler
les coefficients sous a;,j,
;
incrementer g et jo et recommencer la boucle.

Renvoyer A

w]’ e
é?tlﬂe,()a nnée,,

Ay
< s

e:/v.lfl‘e

o> Budlac

Invariant de boucle
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