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Résun® : Dans ce papier, nous comparons les perfor-

trois filtres pour I'estimation d’'une trajectoire de I'oksci

mances de plusieurs algorithmes classiques d’assimila- lateur de Lorenz dont I'observation est diser et bruige.

tion de donges pour le mogle de Lorenz. Ce made a
la particularié d’étre fortement non ligaire et chaotique.
Nous introduisons de plus la borne de Cramer-Rao qui

repiesente en quelques sortes la plus faible erreur d’'es-

timation qu'on peut eggrer atteindre pour un praishe
d’assimilation dona.

Mots-clés : Assimilation de donees, Filtre de Kalman
d'ensemble, Filtre particulaire, Oscillateur de Lorenz,
Borne de Cramer-Rao.

1 INTRODUCTION

L'objectif de cet article est de comparer degthodes
d’assimilation de donges de type Monte Carlo pour le
mockle de Lorenz. On s'iéresse en particulier au filtre
de Kalman d’ensemble, qui esé#r utili€ notamment en
physique des @@ans, et deux versions du filtre particu-
laire, qui aéte cevelope plus recemment et qui est utéis
par exemple en navigation.

Le mockle de Lorenz constitue un cas tesémssant car
c’est un oscillateur chaotique et fortement noreéire.

Il est souvent utilié dans la littrature pour tester les
méthodes d’assimilation de doaes. Pour un historique
complet de l'utilisation du mogle de Lorenz en as-
similation de donées &quentielles, on peut se repor-
ter & [Evensen, 1997]. Les articles les plus marquants
sont [Miller et al., 1994] qui compare les progiés du
filtre de Kalmanétendu et de la &thode variation-
nelle, [Evensen, 1997] qui reprend leéme exemple
pour évaluer les performances du filtre de Kalman
d’ensemble (EnKF), du lisseur de Kalman d’ensemble
et d'une néthode d'optimisation et, plus recemment,
[Pham, 2001] qui compare le filtrbootstrap le filtre
EnKF, le filtre EnKF du second ordre et le filtsegular
evolutive interpolated Kalma(SEIK) pour reconstruire

la trajectoire détat du systme de Lorenz dari? quand

on ne dispose que d'une observation lFaitdanR.

Ici, nous proposons de comparer le filtre EnKF avec deux
filtres particulaires (filtrdootstrapet filtre sequential im-
portance resamplin¢SIR)). Le filtrebootstrapest la ver-
sion la plus simple des filtres particulaires et on peut
la voir comme une extension directe du filtre EnKF. Le
filtre SIR permet de é&soudre des probies poss par

le filtre bootstrap Nous comparons les performances des

A notre connaissance il n’existe pas @sultat sur I'uti-
lisation du filtre SIR pour le magle de Lorenz. De plus,

la variance des estimateurs propssst compée a la
borne de Cramer-Rao correspondante ce qui n'a jamais
été publié peccdemment.

Dans la section 2, nous gsentons bévement les filtres
que nous allons comparer dans un cadneeeal : le filtre
EnKF, le filtrebootstrapet le filtre SIR. Puis, dans la sec-
tion 3, nous introduisons la borne de Cramer-Rao. Enfin
dans la section 4, nousdrivons la mise en oeuvre des
filtres pour 'oscillateur de Lorenz, le calcul de la borne
de Cramer-Rao et nous commentons &suitats obtenus.

2 DESCRIPTIONS DES FILTRES

Dans un premier temps, nougativons, dans un cadre
géréral, les filtres dont les progates sonévallees plus
loin.

2.1 Geréralités
Consicerons le sysime dynamique discret suivant ;

T Je(@r—1) + wg )
yr = Hxp+ v 2
ou z € R™ repesente le vecteur étata l'instant &,

/& est une fonction non lieaire etH est un ograteur
linéaire. Les bruitsy, € R™ etv, € R? sont des bruits
blancs de loppy (dw) et gx(dv). lls sont independants de
la condition initialex, distribuee suivant la l0jug(dx).
Les observationg,, € R¢ sont incependantes entre elles
conditionnellemena I'état cack z;,.

On peut considrer ce modle comme un magle de Mar-
kov cacle al lesétats cachs {z;} forment une chime
de Markov et les observatiodgy } vérifient I'hypottese
de canal sans @moire. Le prol#me de filtrage consiste
alors a estimer le vecteur @htoirez;, connaissant une
suite d’observationsgy., = (yo, - - -, Uk)-

Selon le criere de minimum de variance, I'estimateur
optimal pour ce proléime est I'esprance conditionnelle
E[zk|yo.x])- Il est possible de calculer cette moyenne
conditionnelle, en utilisant le filtre bagien optimal
[LeGland, 2004]. Soreéquation est facilé écrire, mais

il est en gréral impossible de laésoudre, sauf dans le
cas particulier des sy&ines lireaires gaussiensy@lle se



ramene auxequations connues du filtre de Kalman-Bucy.
Dans le cas @réral, on a recoura des approximations
nunmériques de type Monte Carlo.

Lidéee des rmathodes d'assimilation de dodes
sequentielles (ADs) de type Monte Carlo est d'ap-
procher la moyenne conditionnel[z|yo.x] par une
esferance empirique calceg a partir d'un ensemble
de N particules. Les particules sont sousmiseaun
mécanisme d@volution en deusktapes :

Etape de pediction - Les particules explorent I'espace
d’état de facon inéjpendante selondfuation détat (1).
Etape de correction Lorsqu’'une observation est dis-
ponible, les particules sont corégs de facoma se
rapprocher de l'observation. &fape de correction est
illustrée, pour les trois filtredtudis, figures 3 et 4.

Les variations entre les défents filtres viennent la fagon
dont on Ealise lestapes de jdiction et de correction.

2.2 Algorithmes des filtres

Avant d’écrire les algorithmes des filtres, il e&taessaire
d’introduire quelques notations.

La moyenne et la variance de la variableeabire
(zk|yo:x) SONt Nnokes respectivement

wy = Elzklyo:x] ®3)

Py = El(zf —z)(2f — zx)" [yo] (4)
On cefinit également les quand$ suivantes

xi = Elzg|yor-1] (5)

Pl = El(@} - z)(af o) lyor—]  (6)

qui décrivent respectivement la moyenne et la variance
de la variable @atoire z|yo.x_1. Les indices’ et ¢
repiesentent respectivemengétat pédit (forecast) and
corrigé (analysed).

2.2.1 Filtre Kalman d’Ensemble (EnKF)
Supposons que;, etwv, sont des bruits blancs gaussiens

pr(dw) N(0,Qx)
ax(dv) = N(0,Ry)

La loi initiale est aussi gaussienne
,U/()(dl‘) = N(Oa PO)

et i NV (u, o) repesente la loi normale de moyenpest

de variancer.

Dans le filtre EnKF, letape de pidiction se fait d’apgs

I’ équation détat (1) et letape de correction estalige
comme dans le filtre de Kalman en calculant une
moyenne ponerée entre la position de I'observation et
la position de la particules dogéa par Iequation d’obser-
vation (2).

La figure 3 et 4 illustrent desétations des filtres pour
le mockle de Lorenz. On voit en particulier comment les
particules eparties autour du lobe le plus bas sont cor-
rigées et se regroupent autour de I'observation courante
qui est repesenée par l'intersection entre les 3 droites.
Quand la fonctionf; dans le systme dynamique est
linéaire, alors le filtre ENKF converge exactement vers

Initialisation - pouri =1,..., N
- gérererzy" ~ N (0, Pp).
Pourk > 1
Prédiction - pouri =1,..., N
- gérererwt ~ N (0, Q)
- x?l = fk(x]gfl)ff wh,
-xkf% 5 Ziﬁljk”f_ P
-P RN i (23" — ) (@ = 23)7]
Correction - pouri =1,..., N
- gérérervi ~ N (0, Ry)

z N iy ()i
-Ry = 5 i1 (vi) (vp) " _
-Ky = P[HT(HP/HT + Ry)~"
o = 2" + Kilyn — ha(af’) + o]

1

TAB. 1 — Filtre EnKF

le filtre de Kalman-Bucy quandV tend vers l'infini
[Evensen, 2003].

Le principal inconenient du filtre EnKF est gqu'il
nécessite de calculer des produits de matrices pour ob-
tenir le gain de Kalman

Ky, =PIHT(HP/HT + Ry,)™"

ol l'indice  represente la transpés de la matrice.
Ainsi des que la dimension du vecteur cetat x;, est
grande, par exemple = 10° pour les moéles physiques
de l'ockan, Py, R, sont des matrices deés grande di-
mension et le ciat de calcul est important.

2.2.2 Filtrebootstrap

Dans les algorithmes reposant sur des techniques
d’échantillonnage d'importance, on s’affranchit des pro-
duits de matrices.

Dans l'algorithmebootstrap I'étape de pdiction est
réalie comme pour le filtre EnKF d'aps I'équation
d’'état (1). Dans Btape de correction aussi appettape
de lection, l'ackquation de chaque particule avec I'ob-
servation esttvallee gace a la fonction de vraisem-
blance : un poids proportionnél la vraisemblance est
affecé a chaque particule et les particules selininées

ou dupligees selon la valeur de leur poids.

Initialisation - pouri =1,..., N
- gerererz)’ ~ po(dx).
pouri=1,...,N

-wh o go(Yo — Ha:(’;\’:). ‘

- gérérerzy’ ~ 3700 wt’)éxé,i.
Atout instantk > 1
Prédiction - pouri =1,..., N
- gérérerw;, ~ pi(dw)

af = fulay) +
Slection -pouri =1,..., N
- wy o (Y — H%’q’)- _

- gererery’ ~ 37wyl g

TAB. 2 — Filtrebootstrap



Cetteétape de@&ection constitue une atioration signi-
ficative par rappora I'algorithmesequential importance
sampling(SIS), dans lequel on se contente d’accumuler
les poids au cours du temps. On constate dans ce cas un
phénonene de égerérescence des poids, puisque seules
guelgques particules conservent un poids significatif et
contribuent utilemend I'estimation [Doucet et al. 2000].
Méme avec Btape de &lection, il peut Banmoins arri-
ver que la plupart des particules disponibdelissue de
I'étape de pdiction recoivent un poids trop faible, de
sorte que le &-échantillonnage ne concerne finalement
gue quelques particules. Cegrtonene est &s clair sur
I'exemple des figures 3 et 4. Deux solutions 6t pro-
poses [Arulampalam, et al. 2002] :

1. choisir la densé d'importance telle que la va-
riance des poids dimportance soit minimale.
[Doucet et al. 2000] a mor#@rque le choix optimal
de la dens# d'importance est la fonction de distri-
bution de probabilé dex) sachantxy_1,yx).

. redistribuer les particules : on donne une mesure de

gerération Nog = — . Si N.g est plus

1+ Var(wy,)
petit gu'une constante fee N, c'esta dire que les
poids sont tés degquilibrés, alors on redistribue les
particules de facoa obtenir un nouveau syshe de
particulesequieparties.

Le filtre SIR (poursequential importance resampling
présené ci—dessous reprend cegs.

2.2.3 Filtre SIR $equential importance resampljng

Dans le filtre SIR, létape de fdiction consista gerérer

un ensemble de particules selon une dérdimportance
qui n'est pas forement celle qui corresporadl’équation
d’état et qui peut @pendre de I'observation. éfape de
correction est similairé celle du filtrebootstrap mais
ony ajoute uné&tape de redistribution adaptative comme
indiqué ci-dessus.

Dans la table 3, onétrit le filtre SIR dans le cas d'un
syséme non liaire gaussien. On suppose quédw)
etqgi(dv) sont des lois gaussiennes cées de covariance
Q. et Ry respectivement, avek,. inversible. On utilise
de plus la loi d'importance optimale [Doucet et al. 2000]
donree dans ce cas par

p(rr|re—1,y6) = N(mk, Zi)
ou
.0 = Ql +H'R'H
mi = Se[Qply fr(ze—1) + H{ Ry yi]

Les deux filtresbootstrapet SIR sont t&s simplesa
mettre en oeuvre, ils neéaessitent pas d'@pation sur
des matrices de grande dimension. De plus, ils convergent
vers le filtre bagsien optimal lorsque le hombr¥ de
particules tend vers l'infini [Crisan et Doucet 2002].

Initialisation -pouri =1,..., N

- gerererz! ~ po(dx).

- wi o< qolyo — H;v{;z)

SiNgfy < Np,alorspouri =1,...,N

- gérererzf’ ~ S wgéw({,i.

-wh =1/N

Atout instantk > 1

Prédiction -independamment pour=1,..., N
- gerererz)’ ~ N(mi, )

ol mj, = Si[Q ful)_) + HE Ry il
Slection -pouri =1,..., N

-wj, o wi_yp(yklzy’y) }

ot p(yxlay”y) = N(H fr(xy”y), Quor + HRHT)
SiNesp < Np,alorspoui =1,...,N

- gerererz)’ ~ 320 wld g

-w) =1/N.

TAB. 3 — Filtre SIR

3 BORNE DE CRAMER-RAO

Pour évaluer les performances des filtres, dans les cas
d'école @i le syseme (1)-(2) est parfaitement connu, il
est classique de comparer les erreurs en moyenne qua-
dratique des estimateurs détht induit par chacun des
filtres. Il est alors inkressant de comparer ces erreurs
a la borne de Cramer-Rao (CRLB) qui est une borne
inférieure pour I'erreur en moyenne quadratique des esti-
mateurs ba@siens.

3.1 Cas @néral

Consicerons de nouveau le sgshe (1)-(2). Siz§ est
un estimateur du vecteur&tatz, sachant I'observation
yo:x, alors la matrice de covariance de I'estimategr
notteC),, admet une borne il'afieureJ,;1 :

Cr = B[(@} — ap) (@} —2)] = T (7
La matriceJ, est la matrice d’'information, de dimension

n xXn.

[Tichavsky et al., 1998] propose un algorithmecursif
pour calculer la matrice d’'informatios,

Jep1 = D7 — DI (J + D) ' D2 (8)
avec

D}! —E{V, [Va, log pap1|zi)] "}

D' = —E{V4, [V, logp(@ri|ze)]}

D = D"

D = —E{Vu. [V, logp(@pilzy)]}

—E{Va 1 [Var, logp(yrsi|zrs1)]" 3

ou E{.} repésente I'esprance en fonction de,, x; et
Yr+1- Vaz, €Stla @rivée partielle d'ordre 1 en fonction de
x. Le sclema (8) @marre avec la matrice d’information
initiale Jj :

Jo = E{[Va, log po(20)][Va, log po(z0)]” }



ou E{.} repiesente I'esprance en fonction dey, etpg
repesente la dengtdex.

3.2 Cas d'un mocklea bruit gaussien

Lorsque les bruit§w} et {v} du syséme (1)-(2) sont de
loi gaussienngi (dx) = N(0, Py), pi(dw) = N (0, Q)
et qx(dv) = N(0, Ry), avec Py, Qi et Ry inversibles,
alors l'ecriture deDi!, D', D3? et J, se simplifie et on
obtient [Ristic et al., 2004]

Jo = Pyt

D' = E{F/Q; Fi} (9)
Dy = E{F}Q' (10)
D¥ = Q.'+H'R'H

ol Fy, = [V, fI (z1)]" estle Jacobien dg, (z)) évalle

a la vraie valeur de;,. On remarque que dans ce cas, le
calcul de la borne de Cramer-Rao est similameelui du
filtre de Kalman lirearis.

4 APPLICATION

4.1 Modele de Lorenz

Loscillateur (11) introduit par Lorenz en 1963
[Lorenz, 1963] est un made simplifé qui repésente
un écoulement de fluide particulier. Il esélebre pour

son comportement chaotique et sa dynamique fortement

non linéaire. La figure 3 montre une trajectoire de
Lorenz. Il est courament utiléspour valider les iethodes
d’'assimilation de donges car il permet notamment de
reproduire 'impedictabilie de I'evolution des sysimes
méteorologiques. Le sysine de Lorenz §crit en temps
continu :

&y = o(yr — o) + 0}
U = pry — Yp + Tez + WY
2 = 24y — Ba +Ww§

(11)

ou i; repieésente la @rive dex par rapport au temps. On
choisit habituellemens = 10,p = 28,5 = 8/3. Les
bruits{w} sont incependants et tels que

b

Pour touta, b, / wedt = (b— a)W

a

avecW une variable @atoire gaussienne cedgrde va-
rianceq.

Nous supposons que nous disposons d’une suite d’obser-

vations bruies{Yia;}k=1....n, Yea: € R3 des trois com-
posantes d’'un oscillateur de Lorenz et nous cherclaons
reconstruire la trajectoire @tat correspondante.

4.2 Discietisation du syseme dynamique

Pour appliquer les filtres &trits plus haut, il est
nécessaire de disetiser le systme (11) qui ref@sente
I'équation détat. Pour cela diffrents scémas

numériques peuventétre utili€s. Ici, nous avons
choisi un scema d’Euler pour sa simpli@tmais aussi
parce que ce séma se parddlise facilement ce qui
permet de &duire les cits de calcul. Un point @icat

dans la disdtisation est la prise en compte des bruits
aleatoires{w}.

Une premere solution consista résoudre lequation de
Lorenz ordinaire (i.e. sans bruit) entre deux temps d’ob-
servation successifs = kAt etty 1 = (k+ 1)At avec

un pas de tempAr < At et d’'ajouter,a chaque temps
tx, un bruit gaussiea la solution nurarique. On notera
ce sclema EDO dans la suite.

Une seconde solution consistggsoudre num@riquement

I’ équation diférentielle stochastique et dorc ajouter
un bruit akatoirea chaque pas de temps du &aota
nunérique. Ce sabma sera n@EDS dans la suite.

4.3 Calcul de la borne de Cramer-Rao

En pratique, calculer la borne de Cramer-Rao revient
évaluer les egrances degquations (9) et (10). Une
approximation Monte Carlo est utiég, des &alisations
du vecteur cktat sont simées et ndtes {zi,i =
1,..., M}, puis les esgerances dans (9) et (10) sont ap-
proctees par les moyennes empiriques

M

1 i —1 g
Dy =~ MZ(Fk)TleFk
=1
1 &
b~ L3y
i=1

avecF} = [V, L (z%)]T le Jacobien dg(x) évalle
enz;.

De la néme facon, la matrice de covarian€g dans
I’équation (7) est estige empiriquemena partir deM

réalisations d&; " etx! :

M ‘ _
=S @ - )@ - a)T

i=1

CkN

Pour comparer, I'erreur en moyenne quadratique des es-
timateurs avec la borne de Cramer-Rao, on est @araen
comparer 2 matrices. Nous avons choisi de comparer les
traces des matrices :

E[@} — )" (@ — 2w)] > tr(J) (12)

ou ¢r(.) est 'opération trace de la matrice.

4.4 Resultats

Pourétudier les performances des filtres, noasggons,
avec un scéma d’Euler EDO, une trajectoire du nedd
de Lorenz que nous cong&bns comme la trajectoire
de eferencea estimer. La figure 3 montre une trajec-
toire de I'oscillateur de Lorenz avec pour condition irgial
(1.508870,—1.531271,25.46091). Le sclema d'Euler
est appligé avec un pas de tempsr = 0.005.

Nous disposons80 observations qui sontéparties
régulierement sur l'intervalld0, 40]. Les observations
sont simuéesa partir de la solution deéférence en
ajoutant un bruit gaussien ce@itde variancels 3 aux
valeurs de Etat (Figure 1) etl0l33 (Figure 2). On
note I,, , la matrice ident& surR™™. Dans le premier
cas, I'erreur du mogle est un bruit gaussien centde
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Fic. 1 — Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao, cas des bruits faibles, Haut : EDO. Bas : EDS. ...
bootstrap .- SIR, — EnKF, - - - borne de Cramer-Rao.
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FIG. 2 — Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao, cas des bruits importants , Haut : EDO. Bas : EDS.
...bootstrap .- SIR, — EnKF, - --borne de Cramer-Rao.

variance() = I3 3 et dans le second cas de variance
Q - 5.[373.

Pour comparer les performances des filtres, 100 trajec-
toires du modle de Lorenz oréte simukes etéestinees

en utilisant les trois filtres avec 100 particules. Les fi-
gures 1 et 2 montrent I'erreur en variance des estimateurs
ainsi que la trace de la borne de Cramer-Rao pour les
deux scémas de disétisation EDO (haut) et EDS (bas).
Pour faciliter les comparaisons, I'erreur en variance est
approclee par la formule de &quation (12). Nous avons
vérifié que les biais sont nuls.

Sur les figures 1 et 2, on observe ur@ipde transitoire
pour les temps irdrieursa 10 en particulier pour les filtres
SIR etbootstrap

On remarque tout d’'abord que les deux &uias de
disciétisation donnent degsultats tés differents pour les
filtres particulaires lfootstrapet SIR) alors que le filtre
EnKF semble mieux se comporter pour 'EDS. Dans le

cas a les bruits de mogles et d’observations sont faibles
(variance ident#), les estimateurs des filtres EnKF et SIR
ont une variance bien plus faible que celle de I'estima-
teur du filtrebootstrap On remarque de plus que le filtre
EnKF et le filtre SIR ont un biais nul et une erreur en
moyenne quadratiquests proche de la borne de Cramer-
Rao. Ceci signifie, qu’on ne peut pas essr angliorer
ces esultats. Dans le cas du g&ha EDS et dans le cas
ou les variances des bruits de nédes et d’'observation
sont plus importantes, les performances des filtres SIR et
EnKF se @gradent et €loignent de la borne de Cramer-
Rao.

LEnKF semble donner des ésultats &gerement
meilleurs que le filtre SIR, mais son temps de calcul est
en moyenne 3 fois plus important que celui des filtres
SIR etbootstrappour I'oscillateur de Lorenz. On avons
vérifé gu’en divisant le nombre de particules de le filtre
EnKF par 3, le temps de calcul devigrguivalent celui
des filtres particulaire et la variance de I'estimateur ne
change pas ouds peu.

5 CONCLUSION

Dans ce papier, nous comparons troisthodes usuelles
d'assimilation de donges &quentielle pour estimer la
trajectoire d'un oscillateur de Lorenz dont I'observation
est discete et bruige. On met erevidence que le filtre
EnKF permet d'obtenir de meilleuresultats que les
filtres particulaires, en particulier quand les erreurs de
mockle et d’observation sont importantes. Quand ces er-
reurs sont faibles, le filtre EnKF et le filtre SIR conduisent
a une variance d'estimateurt proche de la borne de
Cramer-Rao.
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FiG. 3 — Trajectoire de Lorenz et particules du filtre
SIR(haut),bootstragmilieu) et EnKF(bas) avantétape
de correction.
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FIG. 4 — Trajectoire de Lorenz et particules du filtre
SIR(haut),bootstragmilieu) et EnKF(bas) ags 'étape
de correction.



