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1 Matrices, espaces vectoriels, applications linéaires

1.1 Matrices

Définition 1.1. Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres (entiers, réels, com-
plezes).

Exemples 1.2.

T 1
1 1 00 T 2 4
A= 2 010 r=1 x3 c=1| 0 b= 1| 10
-1 1 0 0 1 Ty 0 5)
Ty 0
1 0100
01 01010 1 00
C:(_l O) T=1003 01 D=10 20
0 00 41 00 3
0 000 5

Définition 1.3. La taille d’une matrice est son nombre de lignes et son nombre de co-
lonnes. Si une matrice A a n lignes et m colonnes, on dit que A est de taille n x m. Lors-
qu’une matrice n'a qu’une ligne on dit que c’est un vecteur ligne, lorsqu’elle n’a qu’une
colonne que c’est un vecteur colonne.

Exemples 1.4. Pour les exemples ci-dessus : A est de taille 3 x 5, C' est de taille 2 X 2,
T est de taille 5 x b, x et ¢ sont de taille 5 x 1, b est de taille 3 x 1. Les matrices x, ¢, b
sont des vecteurs colonnes.

Définition 1.5. Une matrice est dite carrée si elle a autant de lignes que de colonnes.
Une matrice carrée A est dite diagonale si a;; = 0 si ¢ # j. Elle est dite triangulaire
supérieure st a;; = 0 si @ > j. Elle est dite triangulaire inférieure si a;; = 0 s14 < j.

Exemples 1.6. Pour les exemples ci-dessus : les matrices C', T et D sont carrées; T est
triangulaire supérieure, D est diagonale.

Définition 1.7. Soit A une matrice. La transposée de A est la matrice *A dont les coef-
ficients sont donnés par

(“A)ij = Aji.
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La transposée de A est la matrice dont les lignes sont les colonnes de A.
Exemple 1.8. La transposée de la matrice A prise en exemple ci-dessus est

—1

~+
BN
I
—_
S = O N
= o O

Définition 1.9. Soient A et B deux matrices de méme taille. La somme de A et B est
la matrice A+ B dont les coefficients sont donnés par

Exemple 1.10.

Exemple 1.11. Soient les deux matrices suivantes :
0 1 2 0
=(40) e (0 1)

0+2 140 2 1
E= —~ .
. (—4+10+1) <01)

Proposition 1.12. L’addition est associative et commutative; d’autre part la matrice
nulle (c’est-a-dire dont les coefficients sont tous nuls) est un élément neutre pour l’ad-
dition : si A, B, C sont trois matrices de méme taille et 0 est la matrice nulle de cette
taille, on a

Leur somme est

(A+B)+C=A+(B+C), A+B=B+A, A+0=A

Définition 1.13. Soient A et B deux matrices de tailles m X n et n X p respectivement
(autrement dit A a autant de colonnes que B a de lignes). Le produit AB de A et B est
la matrice dont les coefficients sont donnés par

k=1

La matrice AB est de taille m X p.

Exemples 1.14. Reprenons les deux matrices C' et E de 'exemple précédent. Elles sont
de taille 2 x 2. Les deuz produits CE et EC' sont définis :

cp— ( 02+11 0.0+ 1.1 (11
S\ (-D.2+01 (-1).0+01 ) \ -2 0)’

2.0+ 0.(~1) 2.1+ 0.0 0 2
1.0+ 1.(=1) L.1+1.0 ~1 1

On wvoit en passant que le produit n’est pas commutatif.
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Les vecteurs de la base canonique de R® sont

€1 = €y = €y —

S O O O
o O O = O
S
w
|
o O = O O
D
A
|
O = O O O
_— o O O O

Les vecteurs colonnes de A (la matrice prise en exemple plus haut) sont les résultats de
la multiplication de A par ces vecteurs de la base canonique. Par exemple

0
1 0100 1 0
A.ey = 101 ofl=1(1],
11001 0 1

0

0
1 100 0 0
Aes=| 2 1010 ol=1[1
1100 1 1 0

0

On peut obtenir de maniére analogue les vecteurs ligne en multipliant & gauche par des
vecteurs lignes ayant une seule coordonnées 1 et les autres 0 :

1 0100
(001)A=(001).l 2 1010]|=(-11001).
-1 1001

Soient A et B deux matrices de tailles m X n et n X p respectivement. Le produit AB
est bien défini (de taille m x p). Appelons Vi, ..., V], les vecteurs colonne de B. Alors le
j-éme vecteur colonne de AB est AVj.

Exemple 1.15. Considérons les matrices

1 11 1 0100
A= 0 2 1 B = 2 1 010
1 0 3 -1 1 0 0 1
Calculons AB
1 1 1 1 01 00 2 2111
AB=11 0 2 1 2 1 010 |= 3 3021
1 0 3 -1 1 001 -2 310 3
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Le deuzxiéeme vecteur colonne de B est

et on a
1 1 1 0 2
AV, = 0 2 1 1 = 3
1 0 3 1 3

Le deuxiéme vecteur colonne de AB est bien égal a AVs.

Soit A = (aij)lgismlgjsm et X = e R™. Alors on définit

111 + a12T9 + ... AT
AX _ 211 + 999 + ... AomIm
Ap1T1 + +0poTo + ... ApmTm

Le vecteur (colonne) A.X est dans R" .

Définition 1.16. On appelle matrice identité une matrice carrée diagonale dont les élé-
ments diagonauz sont 1. On note ces matrices Iy, I3,... (I'indice donne la taille) ou I (si
la taille n’est pas ou n’a pas besoin d’étre précisée).

Par exemple, on a
1 00
10
[2 = ( 0 1 ) s 13 = 010
0 01

Proposition 1.17. La multiplication de matrices est associative et les matrices identité
sont des éléments neutres pour la multiplication : si A, B, C' sont trois matrices de tailles
m X mn, nxpetpxq (autrement de tailles assurant que les produits écrits ci-dessous
soient définis), on a

(AB)C = A(BC), I,A= A= Al,

L’associativité permet d’écrire un produit de plusieurs matrices sans utiliser de paren-
theses : par exemple ABC (car le résultat est le méme si on calcule (AB)C' (d’abord AB)
ou A(BC) (d’abord BC)).
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Proposition 1.18. La multiplication de matrices est par rapport a l'addition : si A, B,
C' sont trois matrices de tailles m X n, n X p et n X p (autrement de tailles assurant que
les produits et sommes écrits ci-dessous soient définis), on a

A(B+ C) = AB + AC.

Définition 1.19. On dit qu’une matrice carrée A est inversible s’il existe une matrice
B (de méme taille) telle que
AB=BA=1

Cette matrice B s’appelle alors linverse de A et est notée A™".

Proposition 1.20. Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Le produit
AB est inversible et

(AB) ™' =B7tA™!
Pour le voir, il suffit d’écrire le produit
AB(BT'AT) = ABB HA ' = AIAT = AAT =1,

la premiére égalité vient du fait que le produit est associatif; en général on ne peut pas
changer 'ordre des termes d'un produit, mais on peut grouper les éléments d’un produit
comme on le souhaite sans changer le résultat.

Si A est une matrice carrée on peut la multiplier par elle-méme autant de fois qu’on veut ;
on obtient ainsi les puissances de A, notées A%, A3, etc... A premiére vue il est difficile
de calculer les puissances d’'une matrice. Pour certaines matrices c’est facile, par exemple
pour les matrices diagonales :

a 0 0 a* 0 0
D=|l05b0]|, D= 0 Vv 0
0 0 ¢ 0 0 cF

On dit qu'une matrice carrée A est diagonalisable si on peut trouver deux matrices P et
D de méme taille que A telles que P soit inversible, D soit diagonale et

D =P AP

C’est alors facile de calculer les puissances de A. Remarquons que 1’égalité précédente
permet d’écrire A en fonction de D. En multipliant & gauche par P et & droite par P71,

on obtient
PDP ' = P(P'AP)P' = (PP YA(PP') = IAI = A.

Calculons maintenant les puissances de A :
A? = (PDPYY(PDP ') = PD(P'P)DP ' = PDIDP ' = PDDP ' = PD*P !,
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A* = AA* = (PDP Y (PD?*P ') = PD(P'P)D*P~' = PDD?*P~! = PD*P 1,
puis, par récurrence, pour tout entier £ > 1,
AF = pDFPL.
Or on a vu qu’il était facile de calculer les puissances d’'une matrice diagonale.

Dans la suite, plutdét que de dire qu’une matrice A est de taille n x m, on dira parfois
A € Mym(R). Autrement dit on désignera par M, «,,(R) 'ensemble des matrices A de
taille n x m.

1.2 Quelques exemples d’utilisations des matrices
1.2.1 Matrice de Léontief (ou d’entrée-sortie)

Seulement ébauché en cours cette semaine. Ce sera fait la semaine prochaine. Plusieurs
exercices de la feuille 1 portent sur les matrices de Léontief, par exemple I'exercice 12 que
vous pouvez préparer.

1.2.2 Evolution de parts de marché

Considérons la matrice suivante :

0,6 0,15 0,05
A=102 0,7 0,05
0,2 0,15 0,9

Disons que les nombres qu’elle contient ont la signification suivante : trois entreprises
se partagent un marché, on suppose que chaque année 60% des clients de I'entreprise 1
(c’est le nombre 0,6) reste avec cette entreprise, 20% passent a l'entreprise 2 et 20% a
I'entreprise 3 (ce sont les deux 0,2) ; de maniére analogue 70% des clients de I'entreprise
2 restent avec l'entreprise 2 et la moitié du reste (15%) passe a 1 'autre moitié du reste
a 3; enfin 90% des clients de 'entreprise 3 restent avec I'entreprise 3 et la moitié du reste
(5%) passe a 1 I'autre moiti¢ du reste a 2. On cherche a savoir comment évoluent les parts
de marché avec le temps. Imaginons que la répartition soit donnée a une certaine année
par les trois nombres positifs ou nuls pgo), péo), péo) avec pgo) + péo) + péo) =1 (pz(-o) est la
part de marché de 'entreprise ¢ a ’année 0). La part de marché a 'année 1 de U'entreprise
1 sera alors :

PV =06 +0,15p +0,05.p.

En effet, la nouvelle part de marché est constituée des clients de 1 qui restent, de ceux
qui viennent de 2 et de ceux qui viennent de 3. De fagon analogue, on a :

P = 0,20 +0, 7.9 +0,05.p),
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ps” = 0,2 +0,15p8" +0,9.p

Introduisons les vecteurs
(0) 1) (k)

yZi P1 b
SO (U U O [ O
0 1 k
P P Py

donnant les répartitions du marché aux années 0, 1 et k. Les égalités précédentes s’écrivent

matriciellement sous la forme

P — ApO)

On a aussi
P® = ApW = AAPO = A2pO),

et, pour tout entier k,
P® — AkpO)

Ce sont donc les puissances de k qui permettent de décrire I’évolution des parts de marchés.

Calculons quelques unes de ces puissances :

0,6 0,15 0,05 0,4 0,2025 0,0825
A= 02 0,7 0,05 A? =1 0,27 0,5275 0,09
0,2 0,15 0,9 0,33 0,27 0,8275
0,166 0,169 0,152 0,158 0,158 0,158
A =1 0,225 0,230 0,200 A = 0,211 0,211 0,210
0,609 0,600 0,648 0,631 0,630 0,632

0,15779 0,15779 0,15779
A =1 0,21053 0,21053 0,21053
0,63158 0,63158 0,63158

(les chiffres sont arrondis au milliéme pour A et A% au cent milliéme pour A°°). On
constate que les puissances se stabilisent & une valeur trés proche de A°°, pour tout k& > 50,

0,15779 0,15779 0,15779
AF ~ | 0,21053 0,21053 0,21053
0,63158 0,63158 0,63158

et que les colonnes de cette matrice sont identiques. Pour & > 50, on a

0,15779 0,15779 0, 15779 0,15779
PR = AkpO) ~ | 021053 0,21053 0,21053 | P = | 0,21053
0,63158 0,63158 0,63158 0,63158

Autrement dit quelle que soit la répartition du marché a I’année 0, le mécanisme d’évolu-
tion aboutit & la méme répartition lorsque le temps grandit beaucoup (répartition donnée
par les colonnes de la limite de A¥ quand k tend vers I’infini.
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L’exercice suivant a été traité en TD. Il permet d’établir le comportement limite observé
des puissances de matrices A telles que celle prise en exemple plus haut dans un cadre
plus général.

Exercice 1. Soit A une matrice carrée n X n (n > 2) dont les coefficients sont tous
strictement positifs et telle que les sommes des éléments des colonnes soient égales a 1.
Notons d le plus petit coefficient de A.

1. Montrer que d est inférieur ou égal a 1/2.

2. Pour tout Y wecteur 1 X n dont les coefficients sont positifs ou nuls, notons m(Y)
le plus petit coefficient de Y, M(Y") le plus grand. Montrer que, pour tout'Y vecteur
ligne positif ou nul, on a

MY A) —m(YA) < (1—2d)(M(Y) —m(Y)).

3. En déduire que Y AF converge vers un vecteur ligne dont toutes les coordonnées sont
égales entre elles (lorsque k tend vers l'infini).

4. En déduire que A* converge vers une matrice dont toutes les colonnes sont égales,
puis que ’équation AX = X a une solution X positive.

Voici quelques éléments de réponses supplémentaires.

Commencons par une remarque sur la notion de moyenne. Par exemple, je vous ai dit que
votre note finale en Algébre III serait calculée comme la moyenne de quatre notes nq, ns,
ns, ng avec les coefficients 1, 3, 3, 6. Autrement dit la note finale sera

3 3 6

1 1
N = 1—3(n1 + 3ny + 3ng + 6ny) = 3 + " + EE + -

Imaginons qu'un étudiant vous dise que sa meilleure note est M et sa moins bonne m.
Que pouvez-vous dire de sa moyenne? Vous pouvez dire que sa moyenne est comprise
entre m et M. Cela s’écrit facilement

1 3 3 6 1 3 3 6

E A R E e T R E R R F I A
car chaque note est majorée par M et les coefficients sont positifs de somme 1. On a de
meéme

N 1 . 3 n 3 N 6 S 1 n 3 N 3 N
=—n1+ —=ne+—n3+-—ng4 > —m+-—m+-—m-+ —m=m.
1370137137 1313 13 13 13
Mais vous pouvez dire un peu mieux. La moins bonne moyenne possible est obtenue
lorsque M est affectée du plus petit coefficient (ny = M) et toutes les autres notes sont
minimales (ng = ng = ny = m), autrement dit
6 1 12

1 3 3
N> - M+ omt omat ~m=—M+ -Zm.
Z ittt gm Tt gm T gt gm
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Comment le voir ? Ce qui est str, c’est que m et M figurent parmi les notes. En remplacant
les deux qui ne sont peut-étre pas égales & m ou M par m, on diminue la moyenne. On a
donc

N>aM+ (1 —a)ym=m+ a(M —m),

ol « est le (ou un) coefficient de la note maximale M. Comme M — m > 0, la deuxiéme
expression montre que N est minimale quand « est minimal, c’est-a-dire ici quand a =
1/13. On montre de la méme fagon que

1 12
N < —mi =M
=133

Revenons a 'exercice.

1. Par hypothése les sommes des coefficients des colonnes de la matrice A sont égales
a 1. Pour tout j, on a
a1j+a2j+...+anj = 1

En divisant par n on obtient

1 1
—a1;+ —ag; + ...+ —Qp; = —
nIJ n23 n ™

La moyenne des nombres a;; est égale & 1/n. Mais la moyenne est supérieure ou
égale au plus petit des nombres a;; (ici c’est ¢ qui varie). Cela signifie que chaque
colonne comporte au moins un nombre inférieur ou égal & 1/n. Comme n > 2, d le
plus petit des coefficients de la matrice A est inférieur a 1/2.

2. Le j-éme coefficient de Y A est donnée par la somme

(YA); = yrar;+y2a0;+. . - AYn-10(n-1)j+Ynn; = a1;91+02Y2+. . -A-An—1);Yn—1F0njYn-

Comme les nombres ayj, agj, ..., am-1)j, anj sont positifs de somme égale a 1, le j-
éme coefficient de Y'A est une moyenne calculée avec les coefficients a;; (i variant).
Comme on I’a remarqué plus haut une telle moyenne est inférieure a celle obtenue
en prenant la valeur minimale m(Y") avec le plus petit coefficient et toutes les autres
valeurs égales a la valeurs maximales M (Y); on obtient

(VA), < (minag)m(Y) + (1~ mina;,)M(Y).
Comme d < min; a;;, cela entraine

(YA),; <dm(Y)+ (1 —d)M(Y).
De maniére analogue on a

(YA); >dM(Y)+ (1 —d)m(Y).
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Tous les coefficients de Y A sont donc compris entre dM (Y)+(1—d)m(Y) et dm(Y')+
(1—d)M(Y) :

dMY)+ (1 —=d)m(Y) <m(YA) < M(YA) <dm(Y)+ (1 —d)M(Y),
en particulier

M(Y A) — m(Y A)
<dm(Y)+ (1= d)M(Y) —dM(Y) — (1 — d)m(Y)
< (1—2d)(M(Y) —m(Y)).

3. Comme dans la question précédente on voit que, pour tout k, les coefficients de
Y A*! sont des moyennes des coefficients de Y A* et on en déduit (comme dans la
question 2.) que

MY AR —m(Y AR < (1 — 2d) (M (Y AF) — m(Y AF)).
Par ailleurs on a aussi
m(Y AF) < m(Y AT < M(Y AR < M(Y A%).
Par récurrence on montre que pour tout k&, on a
(M(Y AF) —m(Y A%)) < (1 = 2d)*(M (Y A) — m(Y A)).

Comme 1—2d appartient a [0, 1], (1—2d)* tend vers 0. Les deux suites (m(Y A¥)); et
(M (Y A¥))x sont donc adjacentes. Elles convergent vers une limite commune. Tous
les coefficients de Y A* étant compris entre m(Y A*) et M (Y AF), le théoréme des
gendarmes montre que tous les coefficients de Y A* vers une méme limite.

4. Les vecteurs ligne de la matrice A* peuvent s’écrire comme les produits Y; A* ou Y;
est le vecteur ligne ayant 1 pour i-éme coordonnée et 0 pour les autres; par exemple

Y1 =(1,0,0,...,0), Y2 =(0,1,0,...,0).
La question précédente assure que, pour tout 7, il existe une limite /; telle que
KAk —k—oo (lza li) li7 s )l’L)

Cela signifie (rappelons que Y; A* est le i-éme vecteur ligne de la matrice A*)

P I
o 1o 1 [

A | T ‘=1
l, 1, L, I,
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Pour finir, on remarque que A**' = AA* converge vers L et aussi vers AL ; on en
déduit AL = L. Le premier vecteur colonne (par exemple) de AL est le produit de
A par le premier vecteur colonne de L. On en déduit que, si on note X le vecteur
colonne de L, on a AX = X.

Remarque : le vecteur X obtenu ici n’est pas nul (ses coordonnées sont des nombres
positifs ou nuls dont la somme est 1). L’égalité A0 = 0 est bien vérifiee mais peu
intéressante.

1.2.3 Matrice associée a un graphe

Exercice 2. Donner le nombre de chemins de longueur 2 allant de 1 a 3 dans le graphe
sutwant. Combien y-a-t-il de chemins de longueur 3 allant de 1 a 37 Combien y-a-t-il de
chemins de longueur 8 allant de 1 a 8¢ Combien y-a-t-il de chemins de longueur 5 en
tout ? Combien y-a-t-il de chemins de longueur 42 en tout ? Se rendre compte que le calcul
matriciel est trés utile (la calculatrice aussi) pour répondre a ce genre de question quand
les nombres considérés sont grands.

Je donne quelques indications que je compléterai peut-étre plus tard. Décidons de placer
dans des matrices 4 x 4 les nombres de chemins joignant les sommets les uns aux autres :

(n) _
M™ = ) ) () (n)

Il faut comprendre donc que ml(?) désigne le nombre de chemins de longueur n joignant ¢
& j. Grace au dessin, on connait M@ :

M —

o o R O
o= O
_ O O
oo R

Fixons maintenant un entier n et voyons comment compter le nombre de chemins de
longueur n + 1 joignant le sommet ¢ au sommet j. On classe ces chemins en fonctions

11
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du sommet auquel on se trouve aprés n pas. L’ensemble des chemins de longueur n + 1
joignant le sommet 7 au sommet j est la réunion pour k allant de 1 & 4 des ensembles des
chemins de longueur n + 1 joignant le sommet ¢ au sommet j tels qu’au bout de n pas on
se trouve au sommet k. S’il n’y a pas de fleche entre k et j alors il n’y a aucun chemin de
longueur n + 1 joignant le sommet ¢ au sommet j tel qu’au bout de n pas on se trouve au
sommet k. S’il a une fleche entre k et j alors il y a autant de chemins de longueur n + 1
joignant le sommet ¢ au sommet j tel qu’au bout de n pas on se trouve au sommet k qu’il
y a de chemins de longueur n joignant le sommet i au sommet k. On peut résumer ces
phrases trop longues par ’égalité

4
(nt1) _ (n), (1)
My~ = Z M M -
k=1

Cela s’écrit encore matriciellement
MY — A )
On montre donc par récurrence qu’on a
M®™ = (MO,

Pour calculer les nombres demandés dans 1’énoncé de 'exercice il suffit donc de calculer
les puissances de M® :

01 11 01 11 1 111
MO — (D2 1001 Loo1| o121
0100 0100 1 001
0010 0010 0100
0111 1111 1 2 2 2
M® — 0@ — 1001 O 121 (1211
0100 1001 01 21
0010 0100 1001
1111 12 2 2 35 5 9
01 21 1211 2 4 5 4
5) _ 1 f@ 0 — _
M= MM 1001 0121 22 2 3
0100 1001 1211
355 9 12 2 2 13 21 21 21
M® — 6 e — 2 4 5 4 1 211 _ 10 17 18 17
2 2 23 01 21 7 10 10 11
1 211 1 001 4 7 6 6

On peut alors répondre aux questions posées : le nombre de chemins de longueur 3 allant
de 1 a 3 est 2, le nombre de chemins de longueur 8 allant de 1 a 3 est 21, le nombre total
de chemins de longueur 5 est la somme de tous les coefficients de M®), soit 47.
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