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Résumé

Nous étudions une classe de processus de Markov déterministes par mor-
ceaux & espaces d’états R% x E ol E est un ensemble fini. La partie continue
évolue suivant une équation différentielle déterminée par la partie discrete F
et qui est modifiée a des temps aléatoires. Le taux déterminant les probabilités
d’occurrence de ces changements d’équation différentielle peuvent dépendre de
la position du processus. Nous établissons que, sous certaines conditions de
régularité sur les taux de saut et de stabilité des équations différentielles im-
pliquées, la mesure sur R? définie comme la loi de la coordonnées continue du
processus converge exponentiellement vite vers I'unique mesure stationnaire
en distance de Wasserstein.
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1 Introduction

Les processus de Markov déterministes par morceaux (abrégé dans la suite en
PMDM) sont utiles dans différents domaines (biologie moléculaire [29], gestion de
stocks [6], du trafique internet [I8, 22, 23], activité neuronale [27, [7], modeles de
croissance de populations [19]...). Un processus de Markov est un PMDM si son
caractere aléatoire ne tient qu’a un mécanisme de saut : en particulier un PMDM n’a
pas de comportement diffusif. Davis (see [I3], 14]) est le premier & avoir étudié cette
classe de processus en tant que telle. Plusieurs travaux [10, [I7, [TT] sont consacrés aux
comportements des PMDM en temps longs (existence d'une mesure de probabilité
invariante, récurrence au sens de Harris, convergence a vitesse exponentielle vers le
régime stationnaire...). On peut montrer([12]) que le comportement d'un PMDM
est lié au processus en temps discret constitué des positions aux temps de sauts
associé a un processus de poisson indépendant. Cette approche ne semble pas fournir
d’information quantitative sur la vitesse de convergence a 1’équilibre. De récente



travaux ont établi de telles estimations pour certains exemples ([9, 20, 4]) ou pour
les chaine de Markov en temps continu ([§]).

Ici, nous étudions le comportement en temps long d’une classe de PMDM (voir
[29,7]). Ce sont des PMDM 4 valeurs dans R?x E ot E un ensemble fini. La premiére
coordonnée évolue dans R? suivant les trajectoires d'un champs de vecteurs régulier
défini par la seconde coordonnée. La deuxiéme coordonnée saute d’une valeur a
I’autre avec des taux qui peuvent dépendre de la premiere. On peut rapprocher ces
systemes de ce qu’on appelle, en temps discret, I'itération de fonctions aléatoires
(sur ce sujet voir [16]).

Soit F un ensemble fini, (A(+,7));cr n fonctions positives ou nulles sur R, P une
matrice stochastique irréductible et, pour tout i € E, F* : R? — R? un champ de
vecteur C*° tel que I’équation différentielle ordinaire

r, = Fi(x;), t>0;
Top =2,

a une solution unique définie pour tout temps et toute condition initiale z € R¢,
notée t — ©!(x). Nous considérons le processus de Markov

(Zt)s0 = (X, It) )15 o0 R x E

défini par son générateur infinitésimal L comme suit :

Lf(w,i) = (Fi(x), Vo f(2,1)) + Mo, i) Y Pl 5)(f(x,5) = f(z,0)) (1)

jEE

pour toute fonction C*®, f: R% x E — R (voir [I4] pour plus de détails sur L). Les
trajectoires de ce processus peuvent étre décrites de la facon suivante. Supposons
qu’a linstant 0 on ait (Xo, [y) = (x,7) € R? x E. Jusqu’a l'instant du premier saut
T, de la composante discrete I, la premiere coordonnée X est régie par le champ de
vecteur F* autrement dit X; = ¢!(x). L’instant T} est donné par :

¢
leinf{t>0 : /)\(Xs,i)dS>E1};
0

ou F; est une variable exponentielle de parametre 1. Comme les trajectoires de X
sont déterministes entre les instants de saut I, ¢’est Fq qui donne a 77 son caractere
aléatoire

t .
T; = inf {t>0 : /)\(gog(x),i)ds >E1}.
0

Remarque 1.1. La probabilité que le saut ne se produise jamais, P (T = +00),
peut étre positive si et seulement si

+o0 .
/ Mt (2),7) ds < +oo.
0

Par conséquent si A := inf(, ;) A(x,1) > 0 alors la deuxiéme coordonnée I saute une
infinité de fois.



A Dlinstant 7}, la coordonnée I change de position suivant la loi P(i,-) et le
champ de vecteur déterminant 1’évolution de la coordonnée X change...

Remarque 1.2. En général, la coordonnée I n’est pas un processus de Markov car
elle dépend de X.

En construisant des couplages explicites, nous allons donner des informations
quantitatives sur le comportement en temps long du processus défini par . Pour
la premiere composante X, nous utiliserons la distance de Wasserstein car la distance
en variation totale n’est pas adaptée ici. Rappelons que, pour tout p > 1, la distance
de Wasserstein W), entre deux probabilités p et ji sur R? ayant des moments d’ordre
p finis est donnée par

Wil ) = (inf

ot la borne inférieure est prise sur ’ensemble des mesures de probabilités sur R? x R?
dont les marginales sont p et i (de telles mesures sont appelées couplages de u et
ft). Pout tout p > 1, la convergence en distance W, de Wasserstein est équivalente
a la convergence faible plus celle des moments jusqu’au degré p. Il faut remarquer
que deux mesures de probabilités peuvent étre proches I'une de 'autre au sens de
W, tout en étant singulieres : si par exemple p = dy et fi = J., alors

o — #PTI(da, d;z))l/p )

Rd x R4

Wyl i) = and  [ln— fillpy = 1.

On trouvera plus d’informations sur les distances de Wasserstein dans [28], 32].
Pour évaluer la distance de Wasserstein, il n’est pas nécessaire de disposer d’in-

formation sur le support de la mesure invariante (I’ensemble des points récurrents).

Cet ensemble peut étre difficile a décrire et, de plus, il se peut que la loi de X; et la

mesure invariante soient singulieres pour tout ¢. L’exemple suivant l'illustre :

E={0,1}, Mu=,i)=1, F'(z)=—(z —ia) witha=(1,0).

Le processus (X, I) est ergodique et la premiére marginale p de sa mesure invariante
est portée par le segment {px ; p € [0,1]} (dans [6] les auteurs montrent que p est
une loi Beta). Si Xy = (0, 1)alors la loi de X; et la mesure invariante sont singuléres ;
en particulier, ||£(X;) — pt||1 vaut 1 pour tout ¢ > 0, en revanche nous verrons plus
bas queW,,(L(X;), p) tend vers 0 exponentiellement vite. Obtenir une vitesse pour la
distance en variation totale nécessite donc d’autres hypotheses (on peut penser aux
hypothéses portant sur les crochets de champs de vecteurs considérées dans [2] ou [5] ;
il est a noter que de telles hypotheses suffisent a assurer un résultat de convergence
vers 'unique mesure stationnaire mais il nous semble nécessaire d’y ajouter d’autres
conditions pour obtenir des informations sur la vitesse de convergence).

Dans ce travail, nous établissons I'existence de taux de croissance exponentiels
pour dans deux situations. Premierement, si les taux de sauts sur I ne dépendent pas
de X, alors une condition de contraction en moyenne pour les champs de vecteurs
(FY) ;e nous suffit. Deuxiemement, si les taux de sauts sur I dépendent de X, alors
nous considérons le cas ou cette dépendance et lipschitzienne et nous faisons une
hypothese plus forte sur les champs (F*) ;ep - 1s contractent tous exponentiellement
vite la distance euclidienne.

Dans la suite, p; désigne la premieére marginale de la loi de Z; = (X3, ;).



1.1 Taux de sauts constants

Lorsque les taux de saut ne dépendent de X, (Lt)@0 est un processus de Markov
a espace d’états fini E et (X)), est une fonction (déterministe) de (), ,- On
dispose alors de nombreux résultats aussi bien en temps discret (voir |26} BT 2T,
25, [I]) qu’en temps continu (voir [24] 15, B]). On trouvera dans [5] un exemple de
PMDM construit & partir de flots stables ayant un comportement explosif (lorsque
le taux de saut est suffisamment élevé).

Hypothése 1.3. Les taux de sauts (A(-,1));cp ne dépendent pas de x et I est un
processus de Markov irréductible sur E& dont la mesure de probabilité invariante est
notée v.

Hypotheése 1.4. Pour tout i € F, il existe a(i) € R tel que,
(v =& Fl(x) = F'(#)) < —a(i)le — &, x,& R,

et

> a(i)r(i) >0

icE
ou v est définie dans Uhypothése [1.3 précédente.

Alors le processus X est borné en norme LP, pour un certain p.

Lemme 1.5. Sous les hypothéses[1.3 et[1.), il existe k > 0 tel que, pour tout q¢ < k,
la fonction t — E(|X4|?) est bornée dés que B(|Xo|?) est finie. Il existe M(q,m) tel
que

sup B(|X¢|") < M(q,m),

t=>0

dés que E(| Xo|?) < m.
Le comportement en temps long est précisé par le résultat suivant.

Théoréme 1.6. Supposons sue les hypothéses et sont satisfaites. Soit p <
q < k. Notons s le conjugué de q : g1 +s71 = 1. Si pg et fig ont un moment d’ordre
q plus petit que m, alors

W, (i, fi < 2Pt ’mp/qo e —Lt ’
o (Hes fir) (g, m)"*Cy(p) exp s

ot p et n, sont des constantes positives dépendant seulement de la chaine de Markov

I.

Les constantes p, 1, et Co(p) sont définies en (), et (§).

Corollaire 1.7. Sous les hypothéses et le processus X admet une unique
mesure invariante [ et

W, (1, 1) < 2P M (q, plac —Lt )
e e e e



1.2 Taux de saut non constants

Venons en maintenant au cas ou les taux de saut dépendent de X. Pour les appli-
cations il est intéressant de faire dépendre aussi la matrice P de X. Nous modifions
donc légerement la définition de notre processus et considérons le processus défini
par le générateur infinitésimal suivant :

Lf(x,i) = (Fi(x), Vof (@) + 3 ale,i, j)(f(z,5) = f(2,1)) 3)

JEE

pour les fonctions régulieres f : R?x E — R. Nous allons supposer que les fonctions
a(wz,i,j) sont régulicres et que les champs de vecteurs F* ont des propriétés de
contraction fortes (en particulier ils auront un unique point fixe).

Hypotheése 1.8. Il existe a > 0 et k > 0 tels que, pour tout x,z € R eti,j € E,

a(wij)>a and Y la(w,i,j) — a(#,i, ) < sle — i,
jerE

La minoration assure que coordonnée I de Z change suffisamment souvent (de
telle sorte que les deuxiemes coordonnées de deux copies indépendantes de Z coin-
cident suffisamment souvent). Dans certaines condition on eut affaiblir cette hy-
pothese : par exemple si a(z,i,j) = A(z,i)P;; comme dans (1)), une fonction lip-
schitzienne A minorée par une constante positive et une matrice apériodique P sont
suffisants pour obtenir des vitesses de convergence analogues a ceux donnés plus bas.

Hypothese 1.9. [l existe o > 0 tel que,
(v -, Fi(z) - Fi(#)) < —alz — &, z,7€R% icE. (4)
L’hypothese assure que, pour tout ¢ € F,

i(2) = Q@) <e o — 3|, z,7 R

En particulier le champ de vecteurs F a un unique point stationnaire o(i) € RY,
stable : pour tout z € R?,

i(z) = o(i)| < e = o(i)].

Cela entraine que X est confiné dans un compact et que les fonctions continues
a(+,1,j) sont bornées le long des trajectoires de X. Plus précisément on a

Lemme 1.10. Sous les hypothéses et le processus Z ne peut quitter l’en-
semble compact B(0,7) x E ot B(0,7) est la boule fermée de centre 0 € R? et de
rayon r ‘

max;ep | F*(0)]

r= . (5)

(07

De plus, si |Xo| > r alors

(12 =) < et (1xof — %)

En particulier le support d’une mesure invariante est inclus dans B(0,r).



La vitesse de convergence que nous obtenons sous les hypotheses [1.8] et [1.9] est
décrite dans le résultat suivant.

Théoréme 1.11. Sous les hypothéses et[1.9 et si les supports de g et fig sont
inclus dans B(0,r) ot r est défini par , alors il existe des constantes positives
c,a,p telles que

«
Wi, i) < 2r(1 t - t].
1 (e, i) < 2 ( +0)6Xp< T/ >
Les constantes obtenues dans la démonstrations sont les suivantes
(a+b) — \/(a + b)? — 4bpa 1 a epab
v = and c= ,
2 a+7\/(a+b)2—4bpa

avec p = e 2/ et e = exp(1) et ou b dépend du temps de coalescence de deux
processus sur F, indépendants, définis comme deuxiemes coordonnées de deux copies
indépendantes de Z. Nous obtenons ce résultat en comparant le processus a un autre
qui peut passer instantanément (mais de moins en moins souvent) de petites a de
grandes valeurs (de l'ordre de 2r). Cela peut paraitre assez grossier. Nous pensons
qu’il n’est pas possible de faire beaucoup mieux en général : si I'un des deux flots
est tres fortement contractant, deux trajectoires peuvent s’éloigner tres rapidement
I'une de l'autre.

Corollaire 1.12. Sous les hypothéses et[1.9, le processus X admet une unique
mesure invariante (L et

(0%
Wl(,ut, ,u) < 27"(1 + Ct) exp <—1_|_O[/’7t> .

La section [2] est consacrée a la démonstration du théoréme [I.6] la section [3| a
celle du théoréme [LT1]

2 Taux de saut constants

L’hypothese assure que (It)t>0 est un processus de Markov irreductible sur
I'espace E. Son générateur infinitésimal A est la matrice définie par A(7,7) = —A(4)
et A(i,j) = Mi)P(i,j) pour i # j. Notons v son unique mesure de probabilité
invariante unique. Comme FE est fini il est facile de construire un couplage coalescent
de deux processus I partant de points différents.

Lemme 2.1 ([30]). Sous I’hypothése il existe p > 0 tel que, pour tout i,j € F,
P(T > t|]0 =1, j() = j) < e (6)

ot (Iy),5, et (ft)t20 sont deux processus de Markov indépendants de générateur infi-
nitésimal A de positions initiales respectives i et j, et T = inf {t >0: I, = ft} est
le temps de premiere intersection.



Remarque 2.2. Si E = {1,2}, alors le temps de premiére intersection suit une
loi exponentielle de paramétre N(1) + \(2) et Uéquation (0)) est satisfaite avec p =
A1) + A(2).

La démonstration du théoreme|[l.6|comporte deux étapes. Dans un premier temps
nous donnons un couplage de deux copies du processus de positions initiales (z,1%)
et (Z,1) et en déduisons une majoration. Ensuite nous utilisons cette majoration et
le lemme lemma [2.1| pour traiter le cas général.

2.1 Moments

Nous démontrons le lemme [[.5] et obtenons une estimation de la norme LP de
| X¢|. Pour tout p > 2 et € > 0,

d .
o1l =pl X (X0, P (X))
= p| X2 ( X0, F1(X0) = F(0)) + pl X, [P (X,, F'(0))
< —(pally) — )| Xef” + Clp. ©).

Du lemme de Gronwall on déduit :

t t t
E(|Xt|p) < C(p, 8) / E(e_ fs(pa(lu)—a) du> ds + E(’X0|p)E(€_ fo(pa(]u)—&‘) du>.
0

Le membre de droite dépend uniquement de E(| Xo|”) et (1)<, Par conséquent

X

il suffit d’étudier le comportement de e(p, t) défini pour tout ¢ > 0 par

e(p,t) = max E; <exp <— /Otpoz(]u) du)>

Nous suivons le raisonnement déveoppé dans [3]. Désignons par A, la matrice A—pB
ou A est le générateur infinitésimal de I et B est la matrice diagonale (a(1), ..., a(n))
et par 7, la quantité

= — max Ren~. 7
Mp SeSpeciA,) Y (7)

Le nombre 7, caractérise le comportement de e(p, t) en temps long : pour tout p > 0,
il existe 0 < C1(p) < 1 < Cy(p) < 400 tels que, pour tout ¢ > 0, on ait

Ci(p)e™™" < e(p,t) < Ca(p)e™". (8)

D’autre part on a la dichotomie suivante :
1. if a > 0, alors 1, > 0 pour tout p > 0,

2. if @ <0, il existe k € (0, min{A;;/a(i) : a(i) <0}) tel que n, > 0 pour p < K
et n, <0 pour p > k.

Nous renvoyons a [3] pour plus de détails.

Corollaire 2.3. Sip < k alors t — E(|X,|") est bornée dés que E(|Xo|") est finie.



2.2 Vitesse de convergence

Nous allons maintenant majorer la distance de Wasserstein W, (u, i¢) pour un p <
k. Pour cela nous construisons un couplage de deux copies de notre processus partant
de lois initiales distinctes. Supposons d’abord que les lois initiales sont masses de
Dirac en (z,14) il (Z,7). Comme les taux de saut sont indépendants de X, on peut
choisir un couplage de (X, I) et (X, 1) pour lequel I et I sont égaux. Par conséquent,
pout tout p > 2,

d . _ . .
X=X = plX, - X (X, — X, F(X,) — F(X,))
< —paly)| X, — Xt|p;

E(|X, - Xif) < (exp( p/ >)|x—az~\P

< 77Pt|a'j' x

cela entraine

Traitons maintenant le cas général. Choisissons (z,17) et (Z,7) dans R x E et
considérons le couplage suivant : les deux processus évoluent indépendamment jus-
qu’au premier temps 1" pour lequel les deuxieme coordonnées coincident. Alors, I et
I sont égales pour t > T. Fixons t > 0 et 3 € (0,1).

IE(|Xt - Xtm = IE(|Xt - Xt’p]l{th}) + E(’Xt - Xt|p]1{T<Bt})

Choisissons ¢ € (p, k) et définissons r = ¢/p et s le conjugué de r. L’inégalité de
Holder assure que

E(|X, - X,J)""B(T > 5t)"/
2P M (q, m)p/qef(ﬁp/S)t_

E(\Xt — Xt’p]l{T>Bt}) <
<

De plus,
~ ~ t
E(1X, — Xil Tirepy ) = ]E(\XT — X1|PEy, (eXp (—p/TCt(IS) ds))ﬂ{wt}>
< 2°M(p, m)OQ(p)e—np(l—ﬁ)t_

Enfin on prend la valeur de 8 € (0, 1) qui minimise le majorant obtenu. Avec

Mp
8=
77p+p/3

on obtient

~ S
(X, — ) < 27 Mg ol e (L2 ).
P

C’est ce que nous voulions montrer.



3 Taux de saut variables

Nous allons démontrer le théoréme [L11l Comme les taux de saut sont variables
le couplage que nous allons construire est plus subtil car la probabilité que I et I se
séparent est positive. Mais lorsque I et I sont égaux, la distance entre X et X décroit
exponentiellement vite et comme les taux de saut sont lipschitziens la probabilité
de séparation de I et I diminue : il est de plus en plus facile de les faire sauter
simultanément. Cette idée a déja servi dans des contextes différents dans [9) 4].

Nous démontrons d’abord le lemme [1.10| qui assure que le processus X ne peut
quitter une boule suffisamment grande. En particulier le support de la mesure in-
variante est inclus dans cette boule. Ensuite nous construisons un couplage entre
deux copies (X,I) et (X, ) définies par le méme générateur infinitésimal mais
partant de différentes conditions initiales. Enfin nous comparons la distance entre
X et X avec un processus auxiliaire qui converge vers 0 exponentiellement vite.

Démonstration du lemme[L10. Prendre 7 = 0 dans assure que, pour € € (0, a),
(Fi(w),z) < —ala* + (F'(0),2) < —(a — &)|z|* + M/ (4e),
si M = max;cp ]FZ(O)\2 En d’autres termes,
I M
X2 - X2 / 2(F1(X,), X, ) du < — a—s/\X|du+2—(t—s)

Par conséquent, on a

M

X, -
X < = de(a—¢)

(1— 72090 4 Xy P2,

En choisissant € = /2 on obtient

MN\* M\
(i -5) e (il -55)

En particulier, X ne peut quitter la boule de centre 0 et de rayon r = VM /a. O

3.1 Le couplage

Nous construisons un processus de Markov a espace d’états (R? x E)? dont les lois
marginales sont celles du processus que nous étudions partant respectivement de
(z,1) et (Z,7). Le générateur infinitésimal de ce couplage est le suivant :

1. ifi
£f(,1,%,§) =(F'(x),V f(myfc §))+ (F(), Vaf(x,i,7,j))
+ > alz,i,7)(f(z,i,2,5) — f(z,i,T,7))

el
+ " a(@, 4,7 (f(z,y,2,5) — f(z,y,,7)).

j'eE



2. ifi=y

£f(x,i,&,5) =(F'(2), Vo f(w,4,3,7)) + (F (&), Vaf (2, ,1))
+ > (alz,i,4) Na(Z,i,7)(f(z,d,,7) — f(x,i,2,1))

i'elF

+ > (alw,i,i) — a(@,i,i) T (f (2,1, 2,0) — f(z,4,7,7))
i'eE

+ > (a(z,i,7") —a(z,i,1) (f(z,4,,7) — f(2,i,2,1)).
=

Si f ne dépend que de (x,7) ou de (Z,j), alors £f = Af. Le couplage défini ici
fonctionne de la facon suivante. Quand I et I sont différents, les deux processus
(X, 1) et (X,I) évoluent indépendamment. Si I = I alors deux processus de saut
sont en compétition : un saut de I ou I ou deux sauts simultanés. Un saut unique se
produit avec le taux Yy cp |a(z,i,i') — a(Z,4,4")]. Ce taux est majoré par k|z — Z|.
Deux sauts simultanés se produisent avec le taux 3, cp(a(z,i,i') A a(Z,,4')).

Supposons que X, et X, appartiennent & la boule B(0,7) ot r est donné par (F).
Pour t > 0, notons D, la distance entre X; et X;. Le processus (D¢);s n'est pas
markovien. Mais, tant que I = I, D, décroit avec un taux supérieur & a. Si I + I,
D, peut grandir, mais ne dépasse jamais d = 2r. Apres l'instant de coalescence T, de
deux copies independantes de I, D décroit de nouveau. Or T, est stochastiquement
dominé par une variable £(b) de loi exponentielle d'un certain parametre b > 0
(par exemple, si E = {0,1}, alors T, est le minimum de deux instants de saut de
deux processus indépendants tous deux stochastiquement dominés par une variable
aléatoire £()A) et T, est stochastiquement dominés par £(2))). On en déduit que
E(Dy) < E(Uy) ot (Uy),s est le processus de Markov a espace d’état [0,d] U {d + ¢}
de générateur infinitésimal

—awf'(e) + Ka(f(d+2) - f(z) ifae[0,d]

Gle) = {b(f(d)—f(d+e)) ifo=d+e.

3.2 Le processus auxiliaire

Théoreme 3.1. Pour toutt > 0,

pabe at 1
E(U|Uy = d) < (d + (d+¢) (\/(a o 4pab) o 7) exp <—1+a/7at> (9)

o

(oz+b)—\/(a+b)2—4pozb _ (a—l—b)—\/(a—b)Q—i-él(l—p)ozb
2 2 '

—dk/a

p=e et v=

Remarque 3.2. Si« tend vers oo, alors v tend vers d ; si'b tend vers oo, vy ~ pa/b.

10



Démonstration. Partant de d + ¢, le processus U saute & un instant de loi £(b) en
d et va alors exponentiellement vite vers 0 jusqu'a ce qu’il revienne éventuellement
en d + ¢. L’instant de premier saut 1" partant de d se définit de la fagon suivante :
soit £ une variable aléatoire de loi £(1), alors

1 ol dk
—1 1—— i B < —
Té a0g< dli) shEs ’

+00 sinon.
En effet, si {Uy = d},

t t
/ AVy)ds = / drke ** ds = %(1 —e ).
0 0 a

En d’autres termes, la fonction de répartition Fr de T satisfait, pour tout ¢ > 0,

d
1-— FT(t) = ]P)(T > t) = exp <_,€(1 _ eat)>.
e
Définissons p = e~/ La loi de T est un mélange avec des poids p et 1 — p de la

masse de Dirac en +o00 et de la mesure de probabilité sur R de densité

dff dr

fite f(t) = ﬂefatefE(lfe_m)]l(o’_i_oo) (t) (10)
et de fonction de répartition
1 — e el
F tl—>F(t) = 1_€_M ]1(07_,_00)@).

Partant de d, U revient en d avec probabilité 1—p. La propriété de Markov assure que
le nombre N de retours U en d est une variable aléatoire géométrique de parametre
p. La longueur d’une boucle finie de d a ds’écrit comme la somme S 4+ F ou la loi
de S a pour densité la fonction f donnée dans , la loi de E est exponentielle de
parametre b et S et F sont independantes.

Lemme 3.3. La variable aléatoire S est stochastiquement dominée par une variable
exponentielle de paramétre a i.e. pour tout t > 0, F(t) > F,(t) ou F,(t) = (1 —
e_at>]l{t>0}-

Démonstration. 11 suffit de remarquer que, pour tout ¢t > 0,

dr —at
o € —1
=R = _1 et =1-F().
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La transformée de Laplace Lg de S de densité f est donc inférieure a celle d’une
variable exponentielle de parametre « : pour tout s <

(07

L < .
s(s) a—3s

Si L. est la transformée de Laplace de S 4+ F, alors, pour tout s < a A b, on a

«Q b
L.(s) < )
(5) a—sb—s

Désignons par H le dernier temps de passage en d i.e. le dernier instant de saut de
X et par L sa tranformée de Laplace. Soit N une variable géométrique p, (S;),-, des
variables de loi de densité f et (E;),., des variables exponentielles de parametres b,
toutes variables supposées indépendantes. Alors

HE g:(si + E).

i=1

Pour tout s € R tel que (1 —p)L.(s) <1, on a

ey pLe(s) __p 1
L(s) =E(e )—1_41_mL4@“1—p@=%1—mLJ$_l>

Notons

(a+b) — y/(a +b)? — dpab _ (a+0)+/(a+b)? — dpab

2 2
les deux racines de &% — (o + b)€ + pab = 0 (avec 7 < a A b < 7). Pour tout s < 7,
ona (1—p)Le(s) <1 et

L(s) < pab < pab 1
T(r=s)F-s) T A-sy—s

(11)

Reste a controler E(U;|Uy = d). Nous distinguons suivant que H > (¢ ou non
B € (0,1) (puis choisissons § au mieux) :

1. si H < Bt, alors U, < e~(1=8at,

2. la probabilité de I'événement {H > [t} est petite pour les grands valeurs de ¢
car la transformée de Laplace de H est finie sur un voisinage de l'origine.

Pour tous 5 € (0,1) et s > 0,

E(U|Uy = d) = E(Ut]l{Tgﬁt}) + E(Ut]l{T>Bt})
< de 1Pt L (d 4 &) L(s)e P, (12)

De I'équation (11]), on déduit que, pour tout s < v, on a log L(s) — Bts < h(s) ol

h(s) = log (f?pf:) —log(y — s) — Sts.

12



La fonction & atteint son minimun en s(t) =y — (8t)7! et

h(s(t)) = 1og( )+1og/3t+1—wt

Pour t > 0 et 8 € (0,1), choisissons s(t) = v — (8t)~" dans (12)), nous obtenons

E(U;) < de” 3Pt 4 (d 4 £)eh0®)

< de At L (d + )(pb>ﬁte_wt.

Enfin, en prenant 3 = a(a + )~! de sorte que (1 — 8)a = /3, on en déduit

b t
]E(Ut)<<d+(d+a)<pae> a >exp<— i t>.
Y—7v)a+y o+ 7y

En remplacant 4 — v par son expression en fonction de «, b et p on obtient @ O]
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