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DS2 (durée : 1h30)

Exercice 1. (4 points)
Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant l’algorithme du simplexe :

Max x1 + x2 + 3x3
2x1 + x2 + x3 ≤ 10
3x2 + x3 ≤ 6
2x1 + x2 ≤ 8
xi ≥ 0, pour tout i

Formuler le problème dual et donner sa solution.

Exercice 2. (4 points)
On considère la fonction ψ définie sur R3 par

ψ(x1, x2, x3) = x1 + x2
2 − 2x2

3.

Trouver les extrema de ψ sur l’ensemble K défini par la contrainte

x2
1 + 2x2

2 + x2
3 ≤ 1.

Exercice 3. (4 points)
On considère la fonction φ définie sur R2 par

φ(x1, x2) = x2
1 + 5x2

2 − 2x1x2 − 4x1 − 4x2

et l’ensemble C défini par les contraintes

x2 − x1 ≥ 0, x1 ≥ 0.

1. Dessiner l’ensemble C.
2. Montrer que φ n’a pas de maximum sur C.
4. On admet que φ a un minimum sur C. Trouver le point de C où φ est minimum.

Exercice 4. (8 points)
Sur une collection d’individus on observe des variables yi et des variables explicatives (ou ré-
gresseurs) xi, i = 1, ...n, chaque paire (yi, xi) représentant une expérience. On les arrange dans
un tableau de la façon suivante :

y =

 y1
...
yn

 , X =

 x1
...
xn

 =

 1 x12 . . . x1p
...

...
...

1 xn2 . . . xnp

 .

Pour tout vecteur β, on définit l’erreur quadratique moyenne d’ajustement (ou erreur résiduelle)
S(β) comme

S(β)2 = 1
n
‖y −Xβ‖2 = 1

n

∑
i

(yi − xiβ)2.
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1. (Question préparatoire) On considère la fonction de Rp dans Rp définie par

f(β) = c+ 〈b, β〉+ 1
2〈Aβ, β〉

où c est une constante réelle, b ∈ Rp, A est une matrice symétrique de taille p×p. Montrer
qu’on a

∇f(β) = b+Aβ et Hessf(β) = A.

2. Montrer que la fonction S est la fonctionnelle quadratique de la forme

c+ 〈b, β〉+ 1
2〈Aβ, β〉,

avec
c = 1

n
‖y‖2, b = − 2

n
tXy, A = 2

n
tXX.

3. On suppose que tXX est inversible. Montrer que tXX est définie positive.
4. Montrer que S a un minimum global strict au point β̂ donné par

β̂ = (tXX)−1.tXy.
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