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Abstract

Let G be a semi-group of measure preserving transformations of a probability space (X, B, m) and let u be a
probability measure on G. We prove a quenched central limit theorem for functions in Lf(m), p > 2, when the
spectral gap condition holds for the diagonal action of G on (X X X, m ® m).

Résumé

Soit G un semi-groupe de transformations d’un espace probabilisé (X, B, m) préservant la mesure m et soit p
une mesure de probabilité sur G. Nous montrons un théoréme limite central de type "quenched" pour les fonctions
dans LE(X,m), p > 2, sous la condition de trou spectral pour l'action diagonale de G sur (X x X,m ® m).

Abridged english version

Let (X,B,m) be a metric space endowed with its Borel o-algebra B and a probability m and let G
be a locally compact group or semi-group of Borel maps of X into itself which preserve m. Let p be a
probability measure on G.

Let (,P) = (GV, i), w = (w1, wy, ...). We denote by gi(w) := wy, k > 1, the coordinate maps. These
data define a random walk on X with Markov operator P, defined by P,p(z) = [, ¢(gz) du(g).

_ The operator corresponding to the diagonal action on (X x X,m x m) is defined on L*(m ® m) by

Pp(z,y) = fG ©(gz, gy) du(g). The measure m is a stationary probability for the associate Markov
chain. For p > 1, P, is a contraction of LP(X, m) preserving the subspace L(X,m) of functions ¢
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in LP(X,m) such that m(p) = 0. Let Py, (resp. Pp,) be the restriction of P, to L2(X,m) (resp. to
L3(X x X, m ®m)).

We say that P, (resp. P,) satisfies the spectral gap property if | Py .|| < 1 (vesp. || Py || < 1). There are
several situations where the spectral gap property holds for P, and P, (cf. [2], [3], [5], [6]). For example
we have ||Pp || < 1 for some groups of automorphisms of tori or nilmanifolds. We are interested in the
behavior for a fixed w of the ergodic sums defined by S¥¢(z) = Spp(w,z) == > 1_; ¢(gr(W) ... g1(w)z).

It is known (cf. [5]) that, if P, has a spectral gap, then for every ¢ € L3(m) the variance o2(p) :=
lim 2 [o (Snp)? dm dP = [ @ dm + 237 [ o(x) Pip(x) dm(z) exists, with o > 0 if (x) is not 0
for m-a.e. x. Moreover a central limit theorem holds with respect to the probability P ® m for the sums
Snp. The main result of this note is the following quenched central limit theorem:

Theorem 0.1 If ||Py .|| < 1, then, for every real function o in LE(X,m), with p > 2, for a.e. w € Q,

liml/|57°j<p(x)|2 dm = o?(¢) and lim m(z : SZo(r) < a) B dt,Va eR.
n

1. Préliminaires

Soit (X, B, m) un espace métrique muni de sa tribu borélienne B et d’une probabilité m. Soient G un
groupe ou un semi-groupe localement compact de transformations boréliennes de X préservant m et p une
mesure de probabilité sur G. Notons gz 1’action de g € G sur un point z € X. L’application (g, z) — gz
est supposée mesurable. Ces données définissent une marche aléatoire sur X, d’opérateur de transition

Pp(x) = / o(g7) du(g).
G

Notons E I'intégrale en w par rapport a P = u®V" et Lh(X,m), 1 < p < oo, le sous-espace de LP(X,m)
des fonctions d’intégrale nulle. L’opérateur P, définit une contraction de L (X m) préservant L (X, m).

L’opérateur P correspondant a P’action diagonale sur (X x X, m xm) est Pugo(x Y) fG w(gz, gy) du(g).
Soient Py, la restriction de P, a L2(X,m) et Py, la restriction de P, a L3(X x X m®m).

Nous dirons que P, (resp. P,) a un trou spectral si ||Py | < 1 (vesp. [[Py,| < 1). Il y a plusieurs
situations de nature algébrique pour lesquelles P, et P, vérifient la propriété de trou spectral, voir [2],
[3], [5], [6]. C’est le cas, par exemple, pour certains groupes d’automorphismes de tores ou de nilvariétés.

Le systéme dynamique correspondant a la marche aléatoire est défini sur ’espace (GN* x X, 18N ® m)
par 0, : (w,x) — (bw,T(w)z), avec O (wk)k>1 = (Wk+1)k>1 et 7(w)z = ¢g1(w)z. En itérant nous obtenons :

07 (w,) = (67w, g7 (@)), avee g} ()7 = go(w). .. g1 (w)a.

Soit ¢ une fonction sur X. En la considérant comme fonction sur €2 x X, nous pouvons la composer par
%. Nous nous intéressons a la distribution en z & w fixé des sommes ergodiques définies par

Seo(x) = Snp(w,x) = (pobf)(w,z)=> ¢lgw)...q(w)z).
k=1 k=1
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Il est connu (cf. [8]) que, si I'opérateur P, a un trou spectral, alors pour toute fonction ¢ € L(m) la
variance asymptotique o (¢) :=lim £ [ (Snp)? dm dP existe et vaut

#0) = [ @) @) +23 [ o) Brea) m@)

X k=1%

D’autre part, par une méthode inspirée de [7] (voir aussi [5]), on peut montrer, pour toute fonction ¢
réelle dans L (X, m), la majoration :

. Sh 1 5 I Y(n 7.
Erem (e °22)) — expl50%(e) )] < O e v (1)

Lemme 1.1 Si||Py || < 1, alors, pour toutes fonctions réelles o, 1 dans LE(X,m), pour tout a > 0, il
eziste une fonction K intégrable, telle que, pour presque tout w, ||SC¢||3 < K(w)n'te||pl||3 et

185913 = 187 el3] < K (w) n' v — @ll2(llell2 + lell2)-

Preuve Montrons la premiére inégalité qui implique la seconde. Nous avons la majoration

E| / P (w)a) (ot (@)o) dm(z)]| < (B / 1 (w)a) (gt (@)a) dm())

1/2

= ( / P (0@ 9)(2,9) (p @ ) (z,y) dm(z) dm(y)) "~ < || Pl llell3.

XxX

Soit A tel que ||Py .|| < A2 < 1. D’aprés ce qui précede, il existe une fonction K intégrable telle que

S / S (o 0 80)(6 s ) dmi@)] < K@) [oln 3
=0

r= n“+1X e r=n«+1

Le résultat s’obtient a l'aide de ce qui précéde, a partir du développement et de la majoration :

ISzelf =n [ ¢*@)dm(x) + 23
X

r=1
| /
L x

n—r

S [ oo, (O w0 dim(a),
=1%

Q

n—1l—r

3 (ppobl) (0t (w,2) dm(z)] < n'+o|p]l3.
£=0
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Montrons maintenant que, pour presque tout w, la variance asymptotique a w fixé est égale a la variance
asymptotique o2(¢). Dans la suite x est une constante > 0. Etant donnée ¢ dans L(X,m) avec p > 2,
nous utilisons une suite (p,,),>1 dans L§°(X, m) telle que, pour une constante C' > 0,

el
Il = enllE < C—225, oulle < 9lle, Ionlloe < 0 2)

Théoréme 1.2 S ||130,u|| < 1, alors, pour toute fonction ¢ dans LE(X,m), avec p > 2, pour presque

tout w, on alim [\ [S¥pl* dm = o?.



Preuve Soit a une constante dans |0, /{%2[ D’aprés le lemme 1.1, il existe K intégrable telle que

. . } o (el
1529113 = 152 @all3] < 2K (@) ' o = pullallgllz < 2K () n'+ (C‘nK(p_”z) Ill2,

de sorte qu’il suffit de montrer la convergence pour S, au lieu de S¥¢. Grace a la propriété de trou
spectral le calcul peut étre réduit & une somme de la forme .

Soit 1 ,, la fonction définie sur Q par ¥, = [ @n @nobl dz— [, x ¢n Pnob’ dzdP(w). Elle dépend

seulement des j premiéres coordonnées de w, donc fQ Vin Yjn o 0* dP(w) = 0, pour £ > j. A l'aide de
cette remarque et d’'un calcul de moment, on montre que pour presque tout w

n—1—r n®
1
(3 [5 3 wovnotn@i@a)de = 3 [ (o pot)wo)ds dPw) =0
r= lX £=0 TZIQXX

O

La propriété de trou spectral permet de majorer les moments de S, ¢, et d’obtenir :

Proposition 1.3 Pour tout entier v > 1, pour tout o > 0, il existe une constante C > 0 telle que, pour
toute fonction ¢ € L(X,m), P@m(|Snp| > L) < CL™2"n"1F)||p||2r, ¥n > 1.

2. Le TCL a w fixé

Théoréme 2.1 Si ||P0’,,|| < 1, pour toute fonction réelle ¢ dans L{(X, m), avec p > 2, pour presque tout
w € Q, nous avons

nlirrgom( 0\75 Yolw,z) <a)= \/7 / exp(—t?/2) dt,Va € R.

Preuve La méthode utilisée est analogue a celle de [1]. (Voir aussi [4] pour une autre méthode appliquée a
des composées d’une suite stationnaire d’automorphismes du tore). Grace au lemme 1.1, il suffit d’établir
la convergence pour S¥p, au lieu de S€¢, (p,) étant la suite définie plus haut. Soit o2 la variance
associée & ¢,, pour l'action de 6,. Rappelons que lim,, ,, = (). Posons

w 242
o(tw) —|/ ”S’”’“ ESEOAL), () — excp(~ T

Nous allons montrer que, pour tout p € N et presque tout w, limy Zx(t,w) = 0,Vt € [—p, p]. Nous avons :

itSY o (x) 2,2 2,2 itSY o (x)
Z3(t,w) = \/e G dm(x)|? — e~k 4 9e~ T §)‘Ee(e‘0kT - /e G dm(z)).
b'e
Comme dans [1] ou [5], écrivons

E(|/exp(”‘9’{</p£(m)dm(x)|2)=E(/ exp(i ¢

XxX

??‘

k—1
Z (91 (W)x) — ¢i(gi(w)y)) dm(z) dm(y)).
€=0

Sous I'hypothése || Py .|| < 1, la majoration (1) s’applique & Py, et a la fonction (z,y) — ¢x(z) — @1 (y)
pour la marche diagonale 6, ® 6, la variance asymptotique étant égale a 207 ; d’ou :
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E (Z(t,w)) < Cln(k) k=/2+3x, (3)

Soient a, 3,7, k des paramétres réels positifs qui seront précisés plus loin et L un entier. Comme dans [1]
nous découpons I’ensemble des entiers naturels et 'intervalle [—p, p|. Posons I,, := {n,... (n+1)¥ -1}
et, en notant [ ] la partie entiére, définissons s, := [((n+1)* —nX) =D +1, 7, := [(n+ 1)L —nF)P] 4 1.
Pour n > 2L, I'inégalité (n+ l)L —nl < nl est vérifice, ce qui assure r,, < 2nPL et s, < on(1-AL pour n

grand. Pour £ =0, ..., s, — 1, soit I, o :== {nt +lr, +k / k=0,.. —1}. Nous avons : I, C US” I,
Nous pouvons modifier la suite (@) introduite plus haut de telle facon que ¢ = ¢, , pour k € I, ¢,
les propriétés (2) restant satisfaites. Posons également J;,, := [L5f, —L2], t,, ; := L1, ko := nb + fry,.

Soit € €]0, 1]. Ces découpages fournissent la majoration

P(sup sup Zi(t,w) > ¢)
k>2N% te[—p,p]
oo Sp—1

<SS (@(swp swp | Zi(tw) — Zi, (o) >

€
)+ P12, (tnj:0) = 5))- (4)
n=N (=0 |j|<pnri+1  FEm.e t€Jin

m\m

D’aprés (3), l'inégalité suivante est vérifiée :
P(|Zk, , (tn.j,w)| > £/2) < Ce 22 (ko) Koy /% < C'e™2n(n-1/DL, (5)

Pour k€ I, ett € Jjp, nousavons 0 <k —k,; <r, < 2ntP et |t — tn,i| < n~7E. Partons de I'inégalité

itM ityl,jw _O_2ﬁ _0_2’:%7,]'
|2kt 0) = Zy, o (tngsw)l < [ e VE —e me | dm(z) + T T —em 7T
2

2 2 5
Soit No(e) tel que [e™7k'T — ¢=%k~2"| < £/4, pour n > No(¢) et t € Jjn- Nous avons alors

)

P( sup  sup [Zy(t,w) = Z, ,(tnj,w)| =
k€ly ¢ t€Jjn

N ™

w T
it SE g (2) it j—sk",éwknl( )
iR n,
S]P’(w:/ sup sup le V& —e Fae | dm(z) >
k€l e tEJj:"

)-lk\(")
~—
—
(=]
=

Tenant compte du fait que g = <Pk" , pour k € I, ; et de la majoration, vérifiée si B+ < 1,

sup sup |<pn(5 3/9L 4 p=(H1/2L < Oop=(r+1/2L

|—=
k€ln ¢ t€Jjn \[ \fné

nous avons

@ x
RO St Phn (@) St Phs (@)
sup sup | vF  —e nte | < osup sup |t————2——t — |
k€L, ¢ t€J5n k€l t€J5n \/E v Ene

L ||S§;

< sup sup ysk%x D)= S8 on @]+ s s | ISR o, 0)
né

k€l ¢ t€Jjn k€I, ¢ t€Jjn

< pn /2 S |S¢ ek, (@) = SE, ok (@) + Cn~OFVDEISE o, (). (7)
n,l

Si 1 est une fonction définie sur Q2 x X telle que 0 < ¢ < 2 et si 17 est un nombre réel > 0, alors la
minoration m(vy) > n implique m(t) > n/2) > n/4. On en déduit :
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1.

Pim(y) > n) <P{w: m{z: ¢Y(w,z) > g} > %} <A 'P o m{(w,z) : Y(w, ) >

BN

Compte-tenu de (6), cette inégalité implique :

P(sup sup |Zu(t,w) = Zi,, (tngs )| = £/2)
kEIn,I{ ter,n

w 5¢ ep (@)
k k
SE Pk, () ity n,t

e 'P@m{(w,z): sup sup l¢'T F  —e " Foe | > E} <8 '(A+B),
k:EIn,z te]j,n 8

A et B étant définis (cf. (7)) par

_ w w 3
A=Pe@m{(w,2): sup pn "2 |SPer, (@) =S¢ er,. (@) = =}
ke]n)( ’ 16

B=Pom{(w.a): On~OHINS; v, (@)] = g5

Comme Sy@k, , — Sk, 1 Pkns = Sk—kn.oPhn.e © 05"'2, la proposition 1.3 appliquée avec r = 4 implique

A < C(gnL/2)78 ,,,;lb(1+a) kffé nﬁL < 01678 n74L n4(1+o¢)[‘3L ,',LSKL n,@L7

B < CI(E n—(—y+1/2)L)—8 n4(1+a)L n8r€L < C/E—S n—4(2’y+1)L n4(1+a)L n8l’€L.

En rassemblant dans (4) la majoration (5) et les majorations précédentes, nous obtenons

P(sup sup Zx(t,w) >¢)
k>NE te[—p,p]

< CE_Q Z n(l—B)L n’yL (n—(1/2—4/§)L + TL_4L n4(1+o¢)ﬁL nSnL nﬂL + n—4(2'y+1)L n4(1+0¢+2.‘£)L).

n=N

Soient @ = 0.01, 8 = 0.7, v = 0.07, x = 0.001 et L 20. Pour tout n > 0, il existe Ni(g,n) tel que

le majorant, reste de la série de terme général Ce=9 (n=2:52 4 =188 4 n=284) " goit inférieur & 7 pour

N > Ni(e,n). On a donc P(supys nz SUpPse(—p ) Zx(t,w) > €) < n, pour N > max(No(e), Ni(e,7)); d'ott
P(lim supy, sup,¢(_p, ) Zk(t,w) > 0) =0.
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