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Feuille 4

Exercice 1. 1. Montrer que P(N) ® P(N) = P(N?).

2. Si p est la mesure de comptage sur N montrer que u @ p est la mesure de comptage
sur N2,

3. On considere une suite a deux indices (u; ;). Montrer que si les nombres u; ; sont
positifs ou nuls alors

4. Trouver un exemple de suite (u; ;) telle que
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Exercice 2. Trouver une fonction f borélienne de R? dans R telle que
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alors que ces deux quantités sont définies et finies.

Exercice 3. Soit f : R? — R une fonction borélienne et I' = {(x, f(x)) / x € R¢} son
graphe.

1. Montrer que I' est une partie borélienne de R+

2. Montrer que I' est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur R4+,

// dx dy
(14 y)(1+ z2y)’

ouD={(x,y) /x>0, y>0}.

2. En déduire
/+°° Inx d om
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/// dx dy dt
(14 2262)(1 + y?t?)’

ou D ={(z,y,t) /x€][0,1], y € [0,1], t > 0}.

2. En déduire )
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Exercice 4. 1. Calculer

3. Calculer

Exercice 5. 1. Calculer l'intégrale
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2. En déduire la valeur de

Exercice 6. La boule euclidienne de rayon R > 0 en dimension d € N* est définie par
By(0,R) ={x € R* / 23 +...2% < R?}.
1. Calculer le volume (c’est-a-dire la mesure pour la mesure de Lebesgue \g sur R?)
de By(0,R) pour d = 1,2,3.
2. Montrer que A\g(B4(0, R)) = R ;(B4(0,1)).
3. Montrer que
Ai(Bg(0,1)) = 21430 g_1(Bq-1(0,1)),
ot Iy = [3(1—y*)"7 dy.
4. Montrer que
L= /0 "% nt(0) db.

5. Montrer que
d+1

liyo = ——14.
2 = old

T

6. Montrer que Ijl411 = 57 —.

2(d+1)
7. En déduire

92d+1 ) d d
'RQdH, Aoa(Baa(0, R)) = —-R*".

/\2d+1(B2d+1(07 R)) - m = Jl

8. Comparer \;(By(0, R)) et A\g(Bq(0, R(1 —€))). Que se passe-t-il lorsque d tend vers
Iinfini ?
Exercice 7. On considére lapplication ¢ de R? dans R?® définie par
¢(x,y,2) = (z, 3y cos(z),ysin(2)).

1. Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme de A =]0,1[>x] — 7, 7[ sur son image
¢(A).
2. Calculer \3(¢(A)).

Exercice 8. On considére I'application de R? dans R? définie par

oz, y) = (22 — 12, 22y).

Calculer l'aire de ¢(D) ou D est le disque centré en (0,0) de rayon 2.



