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Exercice 1. 1. Montrer que P(N)
⊗
P(N) = P(N2).

2. Si µ est la mesure de comptage sur N montrer que µ
⊗
µ est la mesure de comptage sur

N2.
3. On considère une suite à deux indices (ui,j). Montrer que si les nombres ui,j sont positifs

ou nuls alors
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ui,j

 =
+∞∑
j=0

(+∞∑
i=0

ui,j

)
.

4. Trouver un exemple de suite (ui,j) telle que

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ui,j

 6= +∞∑
j=0

(+∞∑
i=0

ui,j

)
.

Exercice 2. Trouver une fonction f borélienne de R2 dans R telle que∫ +∞

0

(∫ +∞

0
f(x, y) dx

)
dy 6=

∫ +∞

0

(∫ +∞

0
f(x, y) dy

)
dx,

alors que ces deux quantités sont définies et finies.

Exercice 3. Soit f : Rd → R une fonction borélienne et Γ = {(x, f(x)) / x ∈ Rd} son graphe.
1. Montrer que Γ est une partie borélienne de Rd+1.
2. Montrer que Γ est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur Rd+1.

Exercice 4. Soit f : R→ R+ une fonction borélienne. Posons

A(f) = {(x, y) ∈ R2 / 0 < y < f(x)}.

1. L’ensemble A(f) est-il une partie borélienne de R2 ?
2. Que vaut la mesure de Lebesgue (dans R2) de A(f) ?

Exercice 5. Soient (X,A, µ) un espace mesuré et f un application mesurable de X dans N.
Montrer que l’on a

∫
X
f dµ =

+∞∑
i=0

iµ(f−1({i})) =
+∞∑
i=0

µ(f−1(]i,+∞[)).

Exercice 6. Calculer l’intégrale ∫
[0,1]2
bx+ ycdxdy.

Exercice 7. Étudier l’intégrabilité sur ]0, 1[2 et ]0, 1[3 respectivement des fonctions données par

(x, y) 7→ 1
(x2 + y2)α , (x, y, z) 7→ 1

x+ y2 + z3 et (x, y, z) 7→ 1
1− xyz .
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Exercice 8. 1. Calculer ∫ ∫
D

dx dy

(1 + y)(1 + x2y) ,

où D = {(x, y) / x ≥ 0, y ≥ 0}.
2. En déduire ∫ +∞

0

ln x
x2 − 1 dx = π2

4 .

3. Calculer ∫ ∫ ∫
D

dx dy dt

(1 + x2t2)(1 + y2t2) ,

où D = {(x, y, t) / x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], t ≥ 0}.
2. En déduire ∫ +∞

0

(arctan t
t

)2
dt = π ln 2.

Exercice 9. 1. Calculer l’intégrale ∫
R2
e−

x2+y2
2 dx dy.

2. En déduire la valeur de ∫
R
e−

x2
2 dx.

Exercice 10. La boule euclidienne de rayon R > 0 en dimension d ∈ N∗ est définie par

Bd(0, R) = {x ∈ Rd / x2
1 + . . . x2

d ≤ R2}.

1. Calculer le volume (c’est-à-dire la mesure pour la mesure de Lebesgue λd sur Rd) de
Bd(0, R) pour d = 1, 2, 3.

2. Montrer que λd(Bd(0, R)) = Rdλd(Bd(0, 1)).
3. Montrer que

λd(Bd(0, 1)) = 2Idλd−1(Bd−1(0, 1)),

où Id =
∫ 1

0 (1− y2)
d−1

2 dy.
4. Montrer que

Id =
∫ π/2

0
sind(θ) dθ.

5. Montrer que
Id+2 = d+ 1

d+ 2Id.

6. Montrer que IdId+1 = π
2(d+1) .

7. En déduire

λ2d+1(B2d+1(0, R)) = 22d+1d!πd

(2d+ 1)! R
2d+1, λ2d(B2d(0, R)) = πd

d! R
2d.

8. Comparer λd(Bd(0, R)) et λd(Bd(0, R(1− ε))). Que se passe-t-il lorsque d tend vers l’in-
fini ?

Exercice 11. On considère l’application φ de R3 dans R3 définie par

φ(x, y, z) = (x, xy cos(z), y sin(z)).

1. Montrer que φ est un C1-difféomorphisme de ∆ =]0, 1[2×]− π, π[ sur son image φ(∆).
2. Calculer λ3(φ(∆)).
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