MARTINGALES ET GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

STEPHANE LE BORGNE

a la mémoire de Mikhail Gordin.

1. INTRODUCTION

Comme son nom l'indique, le théoréme limite central est un théoréme important
de la théorie des probabilités. Ses applications tant pratiques' que théoriques sont
innombrables. D’abord établi pour les suites de variables indépendantes de méme
loi (théoréme de De Moivre-Laplace), il a été démontré dans un grand nombre de
situations (chaines de Markov, processus stationnaires a- ou ¢-mélangeants, mar-
tingales,...) qui affaiblissent de différentes fagons la condition d’indépendance.

Le probleme de la convergence vers une loi gaussienne des sommes ergodiques d'un
systéme dynamique a été abordé dés les années quarante (|25]). Au début des an-
nées soixante en Russie de nombreux outils ont été créés permettant d’attaquer la
question pour une classe plus large de systémes dynamiques.

Depuis l'article de Sinai (|61]) paru en 1960, la preuve du théoréme limite cen-
tral (tlc) dans les systémes dynamiques de type hyperbolique a fait 'objet de treés
nombreux travaux. Pour les systémes d’Anosov, on se sert généralement du codage
obtenu gréace a la construction de partitions markoviennes (cf. par exemple [29], [53]).
Lorsque I'on sort de ce cadre (abandon de la compacité de I'espace ou de la régu-
larité de la transformation, affaiblissement de la condition de régularité) différentes
techniques peuvent étre utilisées ([46], [64],...).

Soit (X, T, 1) un systéme dynamique probabilisé, ce qui signifie que T': X — X est
une transformation mesurable d'un espace mesurable X qui préserve la mesure de
probabilité 1. Si ¢ est une fonction mesurable de X vers R, les fonctions X, = poT*
forment une suite de variables aléatoires sur 'espace probabilisé (X, i) ; on s’attache
alors a décrire le comportement asymptotique des sommes de Birkhoff

n—1
Sn - Xj.

J

Il
=)

Le théoréme ergodique affirme que, si le systéme dynamique est ergodique, les
Xy, satisfont la loi des grands nombres : dés que ¢ est intégrable, les moyennes
Sn(x)/n tendent p-presque strement vers la constante [, ¢ du. Supposons que ¢ a

1. II convient sans doute de tempérer cette affirmation aujourd’hui, les outils de calcul automa-
tisé étant un peu plus rapides qu’il y a soixante-dix ans.
1
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une moyenne nulle et que son carré est intégrable. On dit que  satisfait le théoréme
limite central s’il existe un réel strictement positif o tel que

1 1 2
p{x; %Sn(x) €Al — m/f‘exp(rﬂ)dt

pour tout intervalle de nombres réels A. Nous allons nous intéresser aux processus
stationnaires définis par ’action de transformations hyperboliques sur des fonctions
réguliéres (en un sens qui sera précisé plus loin). Nous montrerons que le formalisme
des martingales est bien adapté pour obtenir le tlc dans de telles situations.

La méthode des martingales, développée par Billingsley, Ibragimov puis Gordin
(|26]) permet d’obtenir des résultats plus précis que le seul tle, tel le principe d’inva-
riance. Elle peut étre appliquée a des situations ot on ne dispose pas de partitions
markoviennes (cf. par exemple les articles [40], [41], [64], [48], [49], [47] ).

Nous montrons ici comment cette méthode fonctionne dans différents cas. Nous
insisterons sur un petit nombre d’idées simples et tenterons de donner des démons-
trations complétes... qui seront souvent basées sur des résultats fameux qui seront
pour nous des outils. Nous ne chercherons pas & donner les énoncés les plus généraux,
par exemple, nous ne nous intéresserons le plus souvent qu’a des fonctions bornées
et éviterons les difficultés techniques qu’entraine le fait de chercher a affaiblir les
propriétés de régularité des fonctions considérées.

Nous commencons par démontrer quelques résultats sur les martingales et présen-
ter la méthode de Gordin. Nous employons ensuite cette méthode dans deux cas
d’école : le doublement de 'angle sur le cercle et la transformation dite du "chat
d’Arnold". Aprés quoi nous passerons aux exemples venant de la géométrie hyper-
bolique (dont I'exemple du flot géodésique traité par Sinal). Nous insisterons sur
I'importance de I’équidistribution de certaines sous-variétés et expliquerons com-
ment relier cette équidistribution au mélange. Nous donnerons une application des
résultats établis a I’étude du comportement asymptotique du flot géodésique sur des
variétés hyperboliques fibrées.

2. LE TLC POUR LES MARTINGALES ET LA METHODE DE GORDIN

2.1. Le théoréme de De Moivre-Laplace.

Définition 2.1. Considérons une suite de variables aléatoires (X,,) et une variables
aléatoire Y. On dit que X,, converge en loi vers Y si, pour toute fonction continue
a support compact ¢, on a

E(¢(Xn)) =nsoo E(0(Y)).

Théoréme 2.2. Soient (X,) une suite de variables aléatoires et Y une variables
aléatoire. La suite X, converge en loi versY si, pour tout t, on a

E(exp(itX,)) —n_co E(exp(itY)).
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Théoréme 2.3. Soit( X)) une suite de variables indépendantes de méme loi, d’es-

pérance B(X) et de variance * > 0. La suite \%(Xl +Xo+ ...+ X, —nE(Xy))

converge en loi vers une variable gaussienne centrée de variance o?.

Démonstration. Nous ne considérons que le cas d’une suite de variables centrées.
E(exp(itS,/vn)) = | [ E(exp(itXy/v/n)) = E(exp(itX;/v/n))".
k=1

Nous utilisons le développement de Taylor suivant : exp(it X /y/n) = 1+t X, /\/n—
t2X2/2n 4+ O(1/n%/?), pour écrire

- _ CE(Xy) L B(X))? I o*t? 1
On obtient
. n 0—2t2 1 n 242

O

Nous allons maintenant assouplir la condition d’indépendance du précédent théo-
réme. Commengons par donner une autre expression de ’exponentielle qui nous sera
utile.

Lemme 2.4. Pour |z| < 1, l’égalité suivante définit une fonction ¢ :

exp(iz) = (1 + iz) exp (—%2 + (b(m)) ,

|=[*

et, pour |z| <1, on a |p(z)| < 5-.

Démonstration. Nous utilisons la fonction Log définie sur le disque unité du plan
complexe par :

+oo . Skt
Log(L+2) = Y (-1,
k=0

pour |z| < 1. On a exp(Log(z)) = exp(Log(z)) = z, pour |z| < 1. En majorant le
reste d'une série alternée par le module du premier terme apparaissant dans ce reste,

on obtient :
72
‘Log(l +ix) —ix — 0}

3 ,ZLA |ZL’|3
sy tagl=e

ce qui conduit a

Log (%@) =iz — Log(1 +iz) = —2* + é(z)

avec |¢(z)] < @ I1 suffit alors de prendre I'image par exp pour obtenir la majoration

souhaitée. N

Soit (X}) une suite de variables aléatoires centrées. Nous voulons étudier I'espérance

E(exp(itS,/v/n)).
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Transformons cette expression en utilisant le lemme :

E (H (1 —|—z— HeXp (fj%)))
- X g X7 Xk
= E <,£[1(1 - Z%) exp (kz:; (—% + qﬁ(%))))

Nous nous restreignons maintenant au cas ou les variables X}, sont bornées et don-

nées par l'action d’une transformation sur une fonction définie sur un systéme dy-

namique : il existe (€2, P) un espace de probabilité, T une application définie sur 2

préservant P et une fonction f sur € telle que X, = f o T*. On suppose en outre

que le systéme (2, P, T') est ergodique. Le théoréme de Birkhoff assure alors que
2o

k=1

E(exp(itS, /v/n))

X2 .
converge presque surement vers ]E(—l), et comme f est bornée

Xk < AP
S o) <UE

Ainsi on peut scinder la quantité precedente de la facon suivante :

E(exp(itS,/v/n)) = E (lﬁ(ljw%) _m();%))

- X 2271(—2‘—’3%(@)) sxh)
+E H(l%—z%) N e B B

k=1

Comme les variables X}, sont bornée par|| f||sole module de [],_, (1+3 f) est inférieur

a exp( If ”°°) Le théoréeme de Lebesgue implique alors que

E (ﬁ(1+l%) < k= 1( }2(5 4’(%)) —C_E(};%)>>

k=1

tend vers 0.

Définition 2.5. Ue suite de variables aléatoires (X) est appelée suite de diffe-
rences de martingale relativement a une filtration croissante (F,,) si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

pour tout n, X, est F,-mesurable,

pour tout n, E (X, |F,-1) = 0.

Définition 2.6. Ue suite de variables aléatoires (Xy) est appelée suite de diffe-
rences de martingale renversée relativement a une filtration décroissante (F,,)
st les conditions suivantes sont satisfaites :

pour tout n, X, est F,-mesurable,

pour tout n, E(X,|A,+1) = 0.
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Si la suite (Xj) est une suite de différences de martingales (directe ou renversée)
alors les espérances
E(]] X+,
J

sont nulles lorsque les k; sont différents. En particulier, si la suite (Xj) est une suite
de différences de martingales (directe ou renversée),

E (i[l(l —l—i%)> = 1.

Par conséquent si (X}) suite (Xj) est une suite de différences de martingales sta-
tionnaire ergodique, on a

E(exp(itS,/v/n))
B(X? u X =1 7)2{—’% Tk EXD)
— e ot +E (H(l-f—l\/_%) <ezk_ ( "Jr(b(ﬁ)) e )>>

k=1

_E(x})
—n—oo € 2

Cela démontre le tlc pour de telles suites.

Nous avons donc le résultat suivant (énoncé dans la terminologie des systémes dy-
namiques).

Théoréme 2.7. Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique inversible, f une fonction
mesurable bornée, A une sous-tribu de B telle que

ACTA,
f est A-mesurable,
E(fIT~1A) =0,

[ fPdp=0a>(f)>0.

Alors la fonction f satisfait le tlc.

Démonstration. L’hypothése assure que la suite (T*f) est une suite de martingale
renversée relativement a la filtration décroissante (T*A) :

E(T*fIT™"'A) =E (f|T"'A) o T" = 0.
O

Depuis les premiers travaux de Billingsley et Ibragimov il existe beaucoup de ré-
sultats de ce type sur les martingales (voir [30] par exemple; [12]). Il n’est pas
nécessaires que les variables soient bornées. Le résultat est encore valables pour les
variables L2

2.2. La méthode de Gordin. Peut-on trouver des fonctions f et des filtrations
A, telles que la suite (7™ f) soit une suite de différences de martingale ? La réponse
est oui. Mais il faut insister sur un point : notre probléme n’est pas de savoir si I’on
peut trouver des fonctions satisfaisant le tlc; la réponse est (presque) toujours oui
(cf'article de Burton et Denker [14], ou encore celui de Volny [62]). La question que
nous nous posons est : les fonctions réguliéres satisfont-elles le tle 7 Et en général les
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fonctions réguliéres ne définissent aucune suite de différences de martingale quelque
soit la filtration considérée.

Il faut assouplir la condition de martingale. On peut le faire facilement grace a une
idée introduite par Gordin en 1969 ([26]) : beaucoup des propriétés stochastiques des
sommes ergodiques associées a une fonction f sont encore valables pour les fonctions
homologues & f. Cela permet d’étendre les applications du théoréme précédent.

Définition 2.8. On dit qu’une fonction f est homologue a une fonction engen-
drant une suite de différences de martingale (resp. martingale renversée) si f peut
s’écrire f = g4+ h —Th, ot h est une fonction mesurable et g engendre une suite de
différences de martingale (resp. martingale renversée) sous l’action de T.

Si f et g sont homologues, on a ’égalité
Spf=Sng+h—T"h,

entre les sommes ergodiques, de sorte que, aprés normalisation, elles ont des com-
portements analogues.

Le caractere hilbertien de la notion de différences de martingale permet d’obtenir
facilement des critéres d’homologie & une fonction engendrant une suite de différences
de martingale.

Par exemple on a le résultat suivant (cf [30] page 145) :

Théoréme 2.9. Soit (X, A, n, T) un systéme dynamique inversible ergodique, (A,)
une filtration de A telle que A, C A,., = T1A, et f une fonction dans L* (1)
telle que

Y NEfIA) [l < oo et > |If = E(flAn) [|2 < oe.

n>0 n<0
Alors, soit ile existe une fonction intégrable h telle que f = h —Th, soit la fonction
f satisfait le tlc.

Il est facile de décrire comment on peut appliquer ce théoréme pour démontrer les
théorémes limite dans les systémes partiellement hyperboliques.

Supposons que X soit une variété différentiable et qu’en chaque point on puisse
définir une variété locale dilatée par T'. Supposons de plus qu’on puisse construire
une filtration (A,) telle que, pour tout n, les atomes de A, soient des morceaux de
feuilles dilatées. Alors les atomes de A,,, images par T~" des atomes de A, sont de
trés petite taille lorsque n tend vers 400 et s’enroulent rapidement dans X lorsque
n tend vers —oo. Considérons alors une fonction f réguliére sur X. La valeur de
I'espérance conditionnelle E (f|.A,) en un point z est la moyenne de f sur 'atome
de A,, contenant z. Pour n tendant vers l'infini £ (f|.A,) (z) est donc trés proche
de f(z) car f est réguliére : la convergence de la deuxiéme série sera assez facile a
établir (du moins dans les cas ou la dilatation est uniforme). Pour n tendant vers
moins l'infini E (f|.A,) (z) est I'intégrale de f sur un grand morceau de feuille dilatée
passant par z : pour démontrer la convergence de la premiére série, il faut disposer
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d’un résultat d’équidistribution des variété instable de T dans X. Ce deuxiéme point
est le plus délicat. Pour le traiter, on peut relier équirépartition des variétés instables
et vitesse de décorélation pour les fonctions réguliéres.

2.3. Exemple 1 : le doublement d’angle. Soit (X, 7, ;) défini de la fagon sui-
vante : X = [0, 1],

T:z— 2x mod 1,
i la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Soit f une fonction lipschitzienne définie sur le
tore T*. Nous nous intéressons au processus (f o T%),. Si f et g sont deux fonctions
mesurables bornées sur X, on a

/foT-gduz/ngdm
X X

ou 'opérateur P est donné par

P(x) = 5((5) + 1))

Les itérés de cet opérateur sont

1 %2 k
PUf@) = 5 30 F0).
k=0

Pour une fonction lipschitzienne f de constante de Lipschitz L; on a

1 Lf
17 = [ dulo < 52
0
Si de plus la fonction f est centrée la somme Zkzo P%f est convergente.

Par ailleurs

(TPf)() = (PF)(2x) = 57 ) + FCT0) = 57 (@) + fla + )
et
(PTf)() = 5(TF(5) + THE2) = S (@) + Tf (w4 1)) = f().

Soit A la tribu borélienne de X, et A,, = T "Ay. Lorsque f est continue, 7" f est
A,-mesurable. Les atomes de A, sont les ensembles {z + £ / k=0,...,2" — 1} et
on a

TP(-) =E(|A) T"P"(-) = E(|An).

Soit f une fonction lipschitzienne. On peut écrire :

fo= > _Pf=) Pty

k>0 k>1
= Y Pf-T (ZP’“f> +T (ZPkf> ~ > Pty
k>0 k>1 k>1 k>1

Notons ¢ la fonction

g:ZP’Cf—T<ZP’€f>

k>0 k>1



8 STEPHANE LE BORGNE

et h

h=-Y Py,

k>1
alorsona f=g+h—Thet

szP(ZPkf) — PT (ZP’“]‘“) => Pf=) Pif=0
k>0 E>1 E>1 E>1

‘est-a -dire E(g].A4;) = 0. Cela signifie aussi que pour k > n, E(T"g|Ax) = E(g|Ag_n)o0
T" = 0. En d’autres termes g engendre une suite de différences de martingale ren-
versée.

2.4. Exemple 2 : le chat d’Arnold. Soit A la matrice

R

T:T? — T?
z — Ax.

Cette transformation, et la mesure de Lebesgue (invariante par T') définit le systéme
dynamique (T?,T,m).

Description d’une filtration adéquate.

3 Directioff instable

Direcfion stable

Supposons que nous ayons une filtration décroissante (Ay) avec A, = T *A, et
considérons une fonction f. Une telle filtration est obtenue dans notre cas en consi-
dérant la tribu dont les atomes sont les sections stables des trois rectangles dessinées
ci-dessus. Ces rectangles définissent une partition markovienne pour 7' : les images
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des sections stables par T~! de ces rectangles sont des réunions finie de telles sec-
tions, d’ou les inclusions A = T*A,.

Dans un premier temps nous manipulons des séries sans tenir compte de leur éven-
tuelle convergence.

Définissons 'opérateur P par

P(f) =E(fl A1) o T7" = E(T " f|Ao).
Remarquons que

PTE(f|A0) = P (E(f]A0) o T) = E (E(f|4o) o T o T~ |Ao) = E(f|Ao).

E(flA) = Y E(T™*flA) =D E(Tf|A)

k>0 k>1
= Y E(T7FflA) - <ZE kf|A0>
k>0 k>1
+T (ZE(T-kﬂAo) > E(TF £l A).
E>1 k>1

Notons ¢ la fonction

¢=> E(T*f|A) - <ZE ’“f\«%)

k>0 k>1
et ¥

= — ) E(T"f|A).

k>1
Alors on a E(f|Ag) = ¢+ — Ty et Py =0 car
E (E(T"f|Ao) o T ' Ag) = E (E(f|Ax) o T " A)
E (E(f|Ag)[Agyr) o T~
= B (fl ) o T

de sorte que

Py = > E(E(T*f|A)oT | A) PT(ZE ’“f|A0)

k>0 k>1

= ZE(ﬂAkﬂ oT7F Z]E kf|-/40

k>0 k>1
= 0

Maintenant, nous allons procéder de maniére semblable pour f — E(f|.Ap).

Considérons l'opérateur ) défini par

Qg =(9—E(glA 1)) oT =goT —E(Tg|A)
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Sig=f—E(f]A) ona
QT™'g =g —E(gl4) = f —E(f|Ay) — E(f[Ao) +E(f|A) =
Etudions laction des itérés de Q :
Q%9 = Q(goT —E(Tyg|A))
= goT?—E(TglA))oT —E(goT? —E(Tg|Ay) o T|Ag)
= goT? —E(T?%g|A) — E(T%g|Ay) + E (E(T?g|A1)|Ag)
= goT? - E(T%glAi) — E(T"g|Ao) + E(T?g|A:)
= goT? —E(T%g|A)
E( oT

puis, de méme :
Qg =goT" —E(glA ) o T .
En appliquant ceci a la fonction g = f — E(f|.Ap) on obtient
Q°(f —E(flA)) = T*f—T"E(flA0) — E(f[A-4) o T* + E(E(f|Ao)|A-y) o T"
= Tf —T"E(f]Ao) — E(f]A_x) o T* + E(f]Ap) o T*
= T'f—E(fl[Ay)oT
On peut ainsi écrire

F=E(flA) = D QNS —E(flA) — Y Q" — E(f]A))

k>0 k>1

= ) QS —E(fA)) <ZQ“”f Ef|Ao>>>

k>0 k>1

o <Z Qs - E(fMo))) 2 QU ~ B/ A)

k>1 k>1

= Zka —E(flA ) oT" =T (Z TFf —E(flA) 0 Tk)

£>0 E>1

- (ZT’“f—E(fIA oTk> N TFf - E(flAL) o T

k>1 k>1

Notons ¢ la fonction

=N T - E(flA) o TF — T (Z T*f —E(f|A_i) 0 T’f)

k>0 k>1
et _
— Y T*f—E(f|A ) o T".

k>1
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Alors f —E(f|Ay) = ¢_ +v_ —T)_ et Qp_ =0 car

Qb = QY T'f—E(flAy)oTF— QT (Z T"f —E(f]A %) o T’“)

k>0 k>1

— ZT”‘f —E(flA_y) o T" - (Z T"f —E(f|A) o Tk)
E>1 k>1

= 0

comme nous avons vu que Q71 = Id en restriction & orthogonal de Ly(Ag). Cela
signifie que ¢_ appartient & Ly(A_1) et est orthogonal & Ly(Ap) : autrement dit elle
engendre une suite de différences de martingale.

Ainsi on a obtenu 1’égalité

f=0+0-+v-Ty
ol ¢ est dans Ly(Ag) orthogonale a Lo(A;), ¢— est dans Ly(A_1) orthogonale a
Ly(Ap). En modifiant un peu notre expression
f=0+T¢ - To_+¢_+9—T
nous obtenons
f=p+x—-Tx
ou ¢ est dans Lo(Ag) orthogonale & Ly(A;). En d’autres termes f est homologue &

une fonction ¢ engendrant une suite de sequence of différences de martingale si les
séries considérées convergent. Si les séries

DE (A oo <00 et D IIf = E (A [l < o0,

n<0 n>0

convergent alors c’est le cas et de plus les fonctions ¢ et y sont bornées.

Montrons que dans notre exemple ces séries convergent si f est un fonction C.
Dans ce cas la série de Fourier de f converge normalement :

f= Z CpCp

pEZL?
ol e, désigne la fonction e,(-) = exp(2im(p,-)) et ¢, est le coefficient de Fourier
o= [ I@)esp(~2im(p, ))d.
T
Les atomes de Ay sont les segments
Ap(z) ={z+tv / t € [lkw tra]}
1-v5

ot v est le vecteur (=522, 1) (vecteur propre associé a la valeur propre A =
La valeur de E(f|Ax)(x) est définie presque strement par

E(flA) @) = —— [

3—2\/5)'

EEEE— x + tv)dt.
(Uk,x - lk,m) oo f< )

L’entier k étant donné, ces segments peuvent avoir deux longueurs : les nombres
Uk —l1.» appartiennent a {aA=* bA~*} (ot a et b sont deux nombres a la description
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des sections stables des rectangles de la partition de Markov). Si k est négatif, la
différence entre E(f|Ax)(z) et f(x) est exponentiellement petite en |k] :

1 Uk, o

[f(x) = E(flA)(2)] = ‘f(ﬂf)— f(x + to)dt

(uk,z - lk,x) lix

1

(uk,x - lk,z)

/ " (F @) — flat o)) di

lk,z

1 Uk, x
e / W@ sl

1 Uk,
< — V fllsollv]]|t|dt
g el AL

T

< ClVflleA™"
Si k est positif,
E(f[A0)(@)] Y P
) = |—m— T+ tv
g (uk,a: - lk’,x) Iy,

1 Uk, x )
= e /z Z cp exp(2im(x + tv, p))dt
"L »L k,x

pEZ?

1 Uk, x
= Zcpexp(Qm(x,m)—/ exp(2im(tv, p))dt
S (uk,x - lk’ x)
PEL
1 Uk, x
< Z cpexp(QiW(x,p))—/ exp(2im(tv, p))dt
2 (uk,a} - lk: x)
PEL
< Z |cp| / exp(2im(tv, p))dt
pEZ? lm) lka
5)
< Z |cp| l / exp( 227rt p1+ pe))dt
peZ? uk T k:x) I,
1
< |l .
pezZ:Q (Upe = lz) |2Z7T(1 ‘[ p1+ D2
1
< OXN) gl
pEZ2 |(1 fp +p2)|

1_2\/5191 +p2)| > c|p1|™. On a donc

Mais %5 est quadratique, de sorte que |(

E(f]AR) ()] < CX Y |picyl.

pEZ?
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3. AUTRES THEOREMES LIMITE ET AUTRES EXEMPLES

3.1. Le principe d’invariance de Donsker. Nous nous intéressons maintenant
a un autre théoreme limite. Il s’agit encore d’une convergence en loi mais pour des
probabilités définies sur un espace de fonctions continues : le principe d’invariance
de Donsker affirme la convergence vers la mesure de Wiener de certains processus a
valeurs dans C'[0, 1].

Théoréme 3.1. I eziste sur C|0, 1] une unique mesure P ayant les propriétés sui-
vantes :

pour toute t, la loi de la variable Wy : f — f(t) est la loi gaussienne centrée de
variance t,

pour tous t, s avec s < t, les variables aléatoires Wy — W et Wy sont indépendantes,
pour tous t, s avec s < t, la variable aléatoire Wy — Wy a méme loi que Wy_g.

La probabilité définie dans le théoréme précédent est appelée mesure de Wiener.

Proposition 3.2. Une probabilité sur C1[0,1] est completement déterminée par
ses probabilités marginales de dimensions finies c’est-a -dire les lois des vecteurs
(X4, Xy, ... Xy,) pour tout k € N et (ty,ta,... 1) € [0, 1]~

Billingsley explique bien dans [4] comment obtenir la convergence vers la mesure dde
Wiener (et il traite le cas des différences de martingale ; cas également traité dans le
court article[12]). Pour montrer la convergence d’une suite de mesures vers la mesures
de Wiener on peut procéder en deux étapes : d’abord établir les convergences des lois
marginales de dimensions finies, ensuite la relative compacité de la suite considérée.

Une suite de probabilités (,,) vues comme des mesures de Radon sur un espace
polonais X est dite tendue si pour tout € > 0 on peut trouver une partie compacte
K de X telle que, pour tout n, on ait u,(K) > 1 —e.

Le théoréme d’Arzela-Ascoli caractérise les parties relativement compactes de C([0, 1]) :
ce sont les ensembles 2 C C([0, 1]) tels que, pour tout z € [0, 1], sup;cp | f(2)] < oo
et E équicontinu, c’est-a -dire

Ve>03da>0Vr,y (|l —yl <a=|f(z)— fly)] <e).

Soit (&,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans C([0, 1]). La suite des pro-
babilités image sur C([0,1]) est tendue si (on écrit simplement que les probabilités
d’une grande partie compacte de C([0, 1]) sont uniformément proches de 1) : pour
toutz € [0, 1],

lim supP(|¢,(x)] > M) =0

M—oco

et, pour tout € > 0,
lim sup P( sup  |§u(2) = Ealy)] > €) = 0.

n lz—y| <o

La relative compacité (ou tension) d’une suite définie par une martingale stationnaire
ergodique est une conséquence de 1'inégalité maximale suivante.
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Théoréme 3.3. (Inégalité de Doob) Soit (Fi)k>o une filtration définie sur un espace
de probabilité (2, F,IP) et soit (Sk)k>0 une martingale relativement & (Fi)r>o0-

On a
4
P(sup |sﬁ|2a)gw.
o

0<k<n

Démonstration. Soit A; I’ensemble

Aj= sup Sp <a.
0<k<j

C’est une suite décroissante d’ensembles dont 'intersection A,, est le complémentaire
de B = supy<i<,, Sp > a. Considérons la somme

n—1
U=> 14,5} - S} + 5.
j=0

Siz € Balorsil existe j tel que z ¢ A;. La variable U est alors égale en z a S}, | () ot
J satisfait supy<j<; Sp(2) < @, SUpgcpe g Sy > @, de sorte que U(z) = S}, (z) > a;
onaalg <U dou

P(B) <E(U)/a,

et il reste a vérifier que E(U) < E(S3)

EU) = (2?% 41T )>

= (n (Sj4+1 ) (Zl% g+1 Sf))

n—1
= B(SH - Y B (14 (S} - 5)
j—O

— Zﬁl% (E(S{qlF5) — S7))

Mais l'inégalité de Jensen donne E(Sj,|F;) > E(S;11|F;)* = S} (car t — t* est
convexe). D’ou le résultat. O

Soit (X}) une suite de variables aléatoires. Définissons ’élément aléatoire de C[0, 1]

suilvant :
1

6(0) = = (Sl - Dxia).

pour ¢t € [E B k=0, n—1.

n

Théoréme 3.4. Soit X une suite de différences de martingale (ou de martingale
renversée). On a la convergence

£ —E W
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Démonstration. Commencons par la convergence des lois marginales de dimensions
finies. Soit [ un entier positif, ¢, ..., #;, [ nombres dans [0, 1]. Nous voulons montrer
que

(En(t)), .., En(t))) =5 (W, ..., W0).

Ceci est équivalent a la convergence (par un changement de variables linéaire) sui-
vante pour laquelle les calculs sont plus simples :

(gn(tl)ﬂ gn(t2) - £n<t1)7 s >§n(tl) - én(tl—l)) _>£ (tha th - th cee 7th - th,l)-

D’apres le théoréme de Levy, cette convergence est vraie si

(exp Z fn 571 j—1 )—>Hexp t _tJ 1)/2)

Nous nous plagons ici encore dans le cas borné. On a alors

1 [v/nt;] C
\/_k [ftj 1] \/ﬁ
l ws [v/nt;]
E eXP(iZ\/—j— > X
J=1 k=[y/nt;_1]
l [vnt;]
o .Uij
=E H H exp(i \/ﬁ)
J=1 k=[/nt; 1]
l [V/nt;] 22
U X u; X uj Xy,
) 1 j % j
[T I om0l 20
J=1 k=[v/nt;_1]
! [v/nt;] ! w2 [v/nt;]
e (I I 0250 (TTewt-2 Y xio)
J=1 k=[\/nt;_1] J=1 k=[v/nt;_1]
Le théoréme de Birkhoff donne
[v/nt;]
Y Y X -ty — 4)E(XD)/2 = —ud(t; — ti1)/2
n Jj—1 1 - j\YJ Jj—1 :
k= [ftj 1]

Comme les X}, sont bornées et ¢(t) < Ct?, le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue entraine que la différence entre

l [V/nt;] w Xk l 02 [V/nt;]

(1 j S— X
([T T 0+ ([lewt-2 S xieolt)
J=1 k=[y/ntj_1] J=1 k=[v/nt;_1]

l [V/nt;]

E(T] I « “JX"‘ (Hexp - tj_l)/z)>

I=1 k=[v/nt; 1]
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tend vers 0. Enfin la propriété de martingale entraine

s (1 1 as
= 1.
J=1 k=[y/nt;_1] \/_

La convergence des lois marginales est démontrée.

Nous allons utiliser la majoration suivante : il existe C' > 0, tel que
E(S%) < Cn?.

C’est une conséquence facile de la propriété de martingale (developper la puissance
quatriéme de la somme S, et prendre 'espérance ; seuls restent les n termes E(Y;*)
et les n(n — 1)/2 termes E(Y;?Y}?)). Pour n suffisamment grand on a

[nt]

1
ZYkHzM—l)

P([&n(t)] > M) < IP’(Ilﬁ

E(Spy)
< Y > (M —1)'n?) < — <o (M —1)~*
de sorte que limp/ o0 (|§n( )] > M) = 0. Enfin il reste & montrer que, pour tout
e >0,
lim supP( sup |§n(w) - £n(y)| > 6) = 0.
a—0 n ICE*y‘<OZ

Fixons € et a. Si sup|,_, <, [€n(7) — §u(y)| > € alors in existe un entier k < 1/a tel
QU SUD|,_go<a [6(w) — & (ket)| > /2. Comme

[n(k—1)a]+£
1
P( sup [en(w) —&a(ka)| >€/2) < P( sup |—= Y Y| >¢/2)
|z—ko|<o 0<l<a(n+1) \/ﬁj:[n(kz—l)a]
1 [nka]+£
+P(  sup Y| > €/2).
(0<€<a n+1) \/_ zn;a] /

I'inégalité de Doob implique que

1 [n(kia}—i—é 1 [n(k—l)%a(n—i—l)]
P( sup |— Yi| > ¢/2) < ——E Y;
0st<a(n+1) \/ﬁj:[n(kz—l)a] e j=[n(k—1)a]
Par ailleurs on a
[n(k—1)a]+[a(n+1)]
E S Vi| | <Ca’(n+1)>

j=[n(k—1)a]
En rassemblant les inégalités précédentes on obtient
1
P( sup [€u(z) — &uly)] > €) < Ca~'7a%(n+1)? < Cac™
lz—y|<a n-e

qui tend vers 0 quand a. O
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Nous ne démontrerons ici que le tlc et le principe de Donsker. Mais des calculs
analogues fournissent d’autres propriétés. Donnons quelques exemples.

Le tlc pour les fonctions a valeurs vectorielles. Considérons le cas ol ¢ prend ses
valeurs dans R? (les cas de dimensions supérieures se traitent de maniére analogue).
On dit que ¢ = (g1, p2) engendre une suite de différences de martingale si ¢, et
9 le font. Alors pour tous ty, t9, 11 + tao engendre une suite de différences de
martingale. Le tlc pour la suite normalisée associée donne :

n—1 2(t t )
t t T? oo #
E(exp( ”ZJEZU 11 4 t2p2) 0 T7)) —psoo exp(— 5 ),

ou

a?(tr, ts) = E((tipr + taps)?) = E(¢]) + 2t1t2E(p1402) + 3E(5).
Cela signiﬁe exactement que nous avons le tle pour la fonction ¢ : le processus
f Zj "~ poTj avaleurs dans R? tend en loi vers la variable gaussienne de matrice

( E(¢?) E(%%))
E(p162) E(%pg) .

Cette loi limite est dégénérée si sa matrice de covariance a un déterminant nul.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que ce n’est le cas que si ¢, et @o sont pro-
portionnelles c’est-a -dire si ¢ prend ses valeurs dans une droite de R2.

de covariance

Lorsqu’on applique la méthode de Gordin & une fonction réguliére & valeurs dans R?
alors on obtient que les sommes ergodiques normalisée convergent vers un vecteur
gaussien non dégénéré si ¢ n’est pas cohomologue a une fonction prenant ses valeurs
dans une droite de R2.

Il existe aussi une version multidimensionnelle du principe de Donsker qui affirme la
convergence en loi de la fonction définie & partir des sommes ergodiques par inter-
polation linéaire pour les fonctions & valeurs dans R%vers un mouvement brownien
dans R

Le tlc pour les sou-suites. Nous voulons étudier le comportement des sommes ergo-
diques a des temps aléatoires ayant une densité positive commune dans N.

Théoréme 3.5. (tlc pour les sous suites) Soit (Yy) une suite de différences de
martingale définie sur un espace (2, B,P) et n(-) une suite aléatoire

n: Q=N w— n(w)

telle qu’il existe a €]0, 1] pour lequel, pour P-presque tout w,

Card{n(w)/n(w) < k}

k—oo Q-

Alors

n(-)—1

Yi(-) =2 N(0,aE(Y2)).

%\H

Jj=0
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3.2. Construction de filtrations adéquates. Voici une maniére de construire des
filtrations que nous utiliserons pour tous nos exemples. On se donne une partition
P. Pour deux entiers k < [, appelons P}, la partition définie par T-*P,... TP et
P! (z) l'élément de P}, contenant x.

Soient 7 et € €]0, 1] tels que, sur Fy, M~ dilate les distances d’un coefficient supé-
rieur & ne~™ et soit  dans |0, 1[. Si nous montrons que la mesure de ’ensemble

V,, = {x / Pg°(x) contient une boule in x + F de rayon nS"}

tend vers 1 quand n tend vers l'infini la proposition sera établie.
Considérons ’ensemble

W, ={y /d(T7y,0P (T7y)) > €8", Vj >0} .
Siy € Wy, alors P (ij)‘ﬂ (T7y + F) contient la boule B, (T7y, 3"€’). Ainsi 'en-
semble T (P (T?y) N (T7y + Fy)) contient la boule By (y, 8"n). Mais on a
Po° (y) D NjsoT 7 (P (T7y) N (T7y + Fy)) .
Donc, siy € W, P§° (y) contient la boule B; (y, 5™n). En d’autres termes V,, contient

W,. Par ailleurs, vue la forme des frontiéres des éléments de P grace a I'invariance
par T' de m, on montre qu’il existe L > 0 tel que

m{y / d(T7y,0P(T7y)) < €5"} < L 5"

On en déduit que la mesure de 'ensemble ‘W, est inférieure a 3, Lepr = L(1—
€)71B" et €V, a la méme propriété.

3.3. Exemple 3 : le flot géodésique sur une surface compacte de courbure
-1. Le flot géodésique sur une surface compacte de courbure constante égale a -1
est algébriquement défini comme ’action sur le quotient de G = PSL(2,R) par un
réseau cocompact I' du groupe a un paramétre :

g G/ — GJT

etz 0
e U § 7

Les flots horicycliques sont définis par les groupes a un parameétre (hy')icr et (h)er

w (11
ht_<0 1)7
s (10
a-(10)

Les orbites des groupes (h}');cr et (hf)icr fournissent respectivement les feuilles
instables et stables du flot géodésique :

gthgg—t = hgtaa gthzg—t = hZ—ta, Vta ac R.

Nous souhaitons étudier la convergence en loi d’intégrales de la forme

/OTf(gt')dt-
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Un calcul simple montre que sous la condition

| lrtae). e < o
la limite
o) =t k) [ syl
T T"J, L2(m)
existe. Il en résulte que la normalisation qui ménera a une convergence en loi (vers
une loi non dégénérée) doit étre de diviser fOT f(gy-)dt par VT.

Pour construire une filtration comme dit plus haut il est est préférable de se placer
dans le contexte du temps discret. On le fait facilement ici de la maniére suivante.
Soit f une fonction holdérienne sur G/T.

Soit T' la translation a gauche par ¢ :

T:G/T — G/T

e/2 0
y — 0 12 )Y

Le résultat suivant est dit & Burger.

Théoréme 3.6. Il existe a > 0 et C' > 0 tel que, pour toute fonction C* f sur
G /T, pour tout x ett > 1, on ait :

t
\%/ﬂmmm— ﬂwwmﬂsorwm@.
tJo a/r

Soir r > 0 un nombre réel et zo un point de X tel que le "cube"
PO = {hzgth'zuuzo / (U7t7 w) S [_T7 T]S}

ne soit pas X tout entier (c’est le cas si r est assez petit). L’ensemble P, définit
une partition de X en deux ensembles : Py et son complémentaire. Il sont tous les
deux d’intérieur non vide. Tout orbite de (h{);cr intersecte Py et “Py. En particulier
(hf)ier atteint la face

Fo={gh%z / (t,w) € [-r,7]*}.
Pour tout x dans X \ Fy, on peut trouver deux nombres I, < 0 et u, > 0 tels que :
hi x € Fo, by x € Fy, Vt € (I, uz), hiz & Fo.

Nous pouvons alors définir la partition @ dont les atomes sont les ensembles

Q) = {hiz [ t € (I, us)}-
C’est une partition du complémentaire de I’ensemble négigeable Fy. On définit en-
suite la partition QF :

Q%°() = M=o T Q(T* ).

Nous avons

T71OF(2) = Mol * 1 Q(T*2) = My T*Q(T T )
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de sorte que
QX (T ') = QT ') NT 1O (x).
Cela signifie que les atomes de Qg° ont les propriétés suivantes :

— ce sont des morceaux d’orbites finis de (h])icr,
— l'image par T~! d’un atome de O est une union d’atomes.

Notons Aj la tribu des ensembles boréliens saturés pour la relation d’equivalence
définie par Q. La seconde des propriétés précédentes assure que T~ ' Aq est une
sous-tribu de Ay. Pour tout k € Z, soit A, la tribu 7% A, : on obtient une filtration
décroissante dont les atomes sont des morceaux finis d’orbites de (h})icr.

Nous voulons maintenant controler la "longueur" des atomes de Ay. Soit € > 0 un
nombre réel. Quand le morceau {hjz / t € [—¢, €]} est-il inclus dans QF°(z) ? Quand
{hix | t € [—¢, €]} est inclus dans T-*Q(T*x) pour tout k > 0, c’est-a -dire quand
TH{hjx | t € [—e, €]} = {h*_,,T"x | t € [—¢, €]} ne rencontre pas Fo. En d’autres
termes {hix /t € [—¢, €]} est inclus dans Q5°(z), si pour tout k > 0, T"z n’appartient
pas a {hjy / y € Fo,t € [—e %¢,e7¢]}. Les mesures de ces ensembles sont bornées
par Ce *e. Comme T préserve la mesure m, nous obtenons la proposition :

Proposition 3.7. L’ensemble des points x pour lesquels {hix | t € [—e, €|} est
inclus dans QF (x) est de mesure supérieure & 1 — Cle.

Proposition 3.8. L’espérance conditionnelle d’une fonction f relativement a Ay
est presque stirement donnée par

Bl A) = e [ S
ot QF°(x) = {hjz / t € (I, u)}.
Nous sommes maintenant prés a démontrer la convergence des séries
DNEFIA [l < oo et Y |If = E(fIA) |2 < oo.

n>0 n<0

pour une fonction C'*°. La deuxiéme convergence est une conséquence facile du théo-
réme des accroissement finis : la taille des atomes de A,, est uniformément expo-
nentiellement petite pour n tendant vers moins l'infini. Pour établir la convergence
de la premiére série, nous procédons comme suit : soit § < e, ’ensemble V,, des
points = pour lesquels {hfz / t € [-F~", "]} est inclus dans QF°(x) est de mesure
supérieure a 1 — Cf~™. Si z appartient a T"V,,, alors I'atome A, () est un morceau
de lorbite de (h{);er de longueur supérieure a 2¢"3~"; le résultat de Burger donne

E (f]An) ()] < C2e"B7") [ fl|ug, for x € T"V,,.
Nous avons donc
E (flAn) [loo < C2"B7") " fllag + m(“T" Vo)l flloos

et la convergence de la premiére série est assurée.



MARTINGALES ET GEOMETRIE HYPERBOLIQUE 21

Le résultat est encore valable pour les fonctions holdériennes. pour le voir il suffit
de régulariser de telles fonctions en utilisant la convolution.

I1 est possible d’adapter cette technique au cas des surface non-compacte de volume
fini. Mais des adaptations sont nécessaires : on sait qu’il existe dans ce cas de petites
orbites périodiques autour des pointes qui ne rencontrent pas un "rectangle" compact
(de dimension deux) dans G/I.

3.4. Exemple 4 : les automorphismes ergodiques des tores. Soient d un entier
naturel et M une matrice de taille d X d a coefficients entiers de déterminant 41
sans valeur propre racine de 1’unité. Cette matrice définit un automorphisme
T du tore T de dimension d :

T:T% —T% . 2+— Mz mod 1.

Le triplet (Td, T, m), ol m désigne la mesure de Lebesgue sur T¢, définit un systéme
dynamique ergodique (on a méme une propriété beaucoup plus forte : Katznelson
([K]) a montré que ce systéme est isomorphe & un systéme de Bernoulli).

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode des différences de martingale pour pré-
ciser le résultat de Leonov dans le cas des automorphismes quasi-hyperboliques du
tore. Par “quasi-hyperbolique” il faut entendre que I'automorphisme supposé ergo-
dique posseéde des valeurs propres de module 1. D’aprés un théoréme de Kronecker
un tel automorphisme a nécéssairement des valeurs propres de module inférieur et
supérieur & 1. Il a donc une “partie” hyperbolique.

Tout ce qui suit s’appliquerait au cas hyperbolique, mais pour des raisons pratiques,
dans tout le chapitre, sauf indication contraire, nous considérons que 7" est ergodique
quasi-hyperbolique. De tels automorphismes existent. La matrice suivante en fournit
un exemple en dimension 4 :

OO = O
O = OO
— o O O
l\DO[\Dl

Nous notons F, (resp. Fj, resp. F.) le sous-espace vectoriel M-stable associé aux
valeurs propres de M de module supérieur (resp. inférieur, resp égal) & 1. Prenons
v1,...,vg une base de R? dans laquelle M est représentée par une matrice de Jordan
réelle. Nous désignerons par r la dimension de Fs et supposerons que vq,...,v,
est une base de Fj. Dans R nous considérons la norme infinie associée a la base
Vi1y...,0q :

d
l|lz|| = max{\xi] / x= levz}
1

Nous désignerons par B (x,v) (resp. B;(z,7)) la boule de centre = et de rayon vy
dans R? (resp. F}) (i = e,u ou s) et par m, la mesure de Lebesgue sur F associée
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a la base vy, ..., v,.. Nous noterons d(-,-) (resp. d(-,-)) la distance induite par || - ||
sur R? (resp. sur T?). Posons

_ min {|Jk|| / k € 24\ {0}}
2[| M| '

Si x et 2’ sont deux éléments de R? tels que p < d(z,2') < ||M]||p, alors, modulo
1, x et 2/ appartiennent a deux éléments différents de toute partition du tore en
ensembles de diamétres inférieurs a p (dans ce cas, on a en effet d(z, 2’) = §(z, 2')).

3.4.1. Partition génératrice. Les résultats que nous montrons ci-dessous sont vrais
pour une classe assez large de partitions. Néanmoins, la partition n’étant ici qu'un
outil de démonstration, il est agréable pour la suite de fixer une partition de forme
trés particuliére.

Considérons une partition P du tore dont les éléments, de diameétres inférieurs a p,
sont de la forme ) I;v;, ot les I; sont des intervalles. On construit facilement une
telle partition. Il suffit de recouvrir un domaine fondamental du tore par une famille
finie d’ensembles de la forme voulue. Ensuite, a partir de ’ensemble des translatés
de ces ensembles par les vecteurs a coordonnées entiéres, on construit une partition
de R? invariante par translation entiére, ce qui est équivalent & une partition du
tore, en ensembles de la forme > Lv;.

Pour k < [ notons P}, la partition engendrée par T-*P,... TP et P, (x) I’élément
de P! contenant x. Pour tout couple (n,l) d’entiers les éléments de P! sont des
convexes P + P 4 P (chaque P est inclus dans une feuille x + F). Les matrices
M et M~! étant & coefficients entiers, pour tout k, les éléments de la partition 7—*P
sont des pavés P¥ + P¥ + P*. Les éléments de P! sont des intersections d’éléments
des partitions 77*P donc sont de la forme annoncée.

On peut montrer qu’on peut toujours trouver des points x du tore tels que P> (z) #
{z} ([Li]). Cependant nous allons montrer en reprenant une démonstration de Lind
(|Li]) que I'ensemble de ces points est de mesure de Lebesgue nulle. Montrons d’abord
le résultat auxiliaire suivant.

Lemme 3.9. Soit « irrationnel. Considérons T, la rotation d’angle o sur le cercle
T' et le systtme dynamique (T¢ x T, T @ T.,m@!), o | désigne la mesure de
Lebesque sur T'. Il existe E, C T de mesure 1 tel que pour tout x dans E, et tout
t dans T, (z,t) est d’orbite dense dans (T¢ x T', T QTs).

Démonstration. Le systéme dynamique (Td XTHTQR T, mQ& l) est ergodique car
le systéme (']I'd, T, m) est faiblement mélangeant. Il existe donc E, C T¢ de mesure
1 tel que, pour tout = dans E, et pour presque tout ¢’ dans T!, (x,t') est d’orbite
dense. Alors, pour tout ouvert O x I (I intervalle), tout = dans E, et tout ¢ dans
T!, il existe n tel que (T"z,T"t) € O x I. En effet, considérons I’ C I de méme
milieu que I et de longueur (/) /3. Si x appartient a E, il existe en particulier
t' tel que (z,t") soit d’orbite dense et tel que la distance de t a t’ soit inférieure a
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[(I) /3. Soit n tel que (T"z, T't') € O x I', comme T, est une isométrie on en déduit
(T"z, T") € O x 1. O

Proposition 3.10. Pour presque tout z, on a P§° (z) C x + F.

Corollaire 3.11. La partition P est métriquement génératrice, c’est-a-dire que pour
presque tout x, P2 (z) = {z}.

Démonstration. Pour tout z, P§° (x) =P (x)N...NT"P (T"z)N.... Comme M,*
est contractante et que les éléments de P sont de diamétres suffisamment petits,
P§e (x) C x + Fs + F, pour tout x. Pour montrer la proposition, il suffit alors de
montrer que, pour presque tout z, tout y € B, (0, p) non nul et tout z € B,(0, p), il
existe P € P et n € N tels que

T'z € P, T" (x+y+2) &P

Vu la forme des éléments de P, pour P € P, si Tz € P et T"(x +y) ¢ P alors
T'z € Pet T"(x+y+2) ¢ P. Il nous suffit donc de montrer que pour presque tout
x, tout y € B.(0, p) non nul, il existe P € P et n € N tels que

T'z € P, T"(z +y) ¢ P,

Considérons '’ensemble E de mesure 1 intersection des ensembles F,, lorsque « est
tel que exp (2ima) soit valeur propre de M. Prenons = dans F, y non nul dans F, et z
dans F. Il existe jo tel que les coordonnées (y;,, y;o+1) de y suivant (v;,, v;o4+1) soient
non toutes deux nulles et tel que les coordonnées de M™y suivant (vj,, vj,+1) solent
(cosnbj, yj, + sinnb;, yjo+1, —sinnbj, y;, + cosnbj, y;o+1). Soit P un élément de P,
P = Y7 |as, bi| vi. Posons P (¢) = Y 0]a;, a; + €[v;. Comme z appartient a E et z
appartient a Fj, si € est choisi suffisamment petit, d’aprés le lemme précédent on
peut trouver n tel que

T'z e P(e), T"(x+z2)ePl(e), cosnb,, y; +sinnbj, yj+1 < —2e.

Si [|[M™y|| < p alors on peut raisonner en coordonnées locales et ce qui précede
montre que 7"z € P alors que T" (x +y) ¢ P. Si ||M"y|| > p, il existe n’ tel que
p<|IM™y|| <||M||p et P € P tel que Tz € P’ alors que T" (x +y) ¢ P'. O

3.4.2. Espérances conditionnelles. Considérons les tribus A,, engendrées par les par-
titions Py, Soit f € L? (T?) de développement de Fourier f(-) = >, .7 cx exp(2im(k, -)).
Nous montrons que, s’il existe K > 0 et § > 2 tels que

Sl < Klog(b)

|I%[|>b

alors les séries

Y ESIA) 2 et D IIf = E(flA) [l

n>0 n<0
sont convergentes. Cela suffit, comme nous 'avons vu, & assurer l’existence d’une
décomposition de Gordin pour f et prouve le TCL pour les sous-suites, le TCL
fonctionnel et le principe d’invariance fort de Strassen.
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La tribu A, est la tribu engendrée par la partition P° qui est mesurable au sens
de Rokhlin (|[R1]). Pour presque tout élément P° (z) de P5°, on peut définir une

n

probabilité conditionnelle mpe (. telle que, pour m-presque tout z, on ait

E(f1A) @) = [ (0) dmpe (0) et mpo (P () = L.

Pre(z)

Proposition 3.12. Soit x tel que P§° (x) soit un ensemble inclus dans x + Fy d’in-

térieur non vide. Soit mg la mesure de Lebesque sur Fy associée a la base vy, ..., v,.
Alors
m ms|73‘§;°(x)
Pee(z) — :
ms (Pre ()

Démonstration. 11 suffit de vérifier cette égalité sur les ensembles ouverts de la forme
A= A,+ A. + A,. Soit A un tel ensemble. D’aprés le théoréme de convergence
presque stre des martingales de carré intégrable, pour presque tout x on a

= lim m (Pﬁ (x) N A)
Mpee () (4) = kl_wo m (Pk (x))

Comme nous I'avons déja vu l'ensemble PF (z) est de la forme P + Pr% 4 Pk Si
P (x) N A est vide, alors

. ms’Pgo(m)(A)
Mpge(z)(A) =0 = i (P (1))

n

Si P (x) N A est non vide, alors, comme A est ouvert et que P™(x) et P (x) se
contractent en un point, pour k assez grand, P C A, et P™ C A.. On en déduit

nk
Mpe(e) (A) = lim " et

koo (PPR)

ce qui permet de conclure. O
Si z est tel que P2 (x) est un ensemble inclus dans x 4+ Fy d’intérieur non vide on
a donc, en notant que Py° = T "Pg°,

BUIAN@) = [ F@)dmeso ()

1
= (PE @) /pgo(w) f () dm, (0
1
T om, (T—Pge (Tx)) /T—nPgO(Tnx) f (&) dma (£).

Proposition 3.13. Soit f € L? (']I'd) de développement de Fourier

f() = Z cpexp(2im(k,-)).

kezd
S’il existe K > 0 et > 2 tels que

> el < Klog™#(b)

|I%[|>b
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alors la série

S I = E(f1A) []2

n<0
est convergente.

Démonstration. Pour une quantité b(n) quelconque écrivons
fin=_ cvexp(im(k,-)) et fon = Y cpexp(im(k,-)).
[1E][<b(n) |Ik[|<b(n)

Les atomes de A, sont presque siirement des morceaux de feuilles contractantes
donc il existe des réels K > 0 et A €]0, 1] tels que presque strement le diamétre de
Poe(x) soit inférieur & KA~ lorsque n est négatif. On en déduit qu’il existe Ry > 0
tel que, les inégalités suivantes soient vérifiées

||fln - E(f1N|~An) ||2 < ||f1n - E(f1n|~’4n) ||oo
< Y el llexp(in(k, ) — Blexp(2im (k, ) An) oo
||l <b(n)
> el llkll2eEA™
|kl <b(n)
< R0b<n)d+1)\7n

IN

D’autre part on a

1f2n = E (fonlAn) [l2 < 2| fonll2 < 2108”2 (b(n)).

Comme

1 = E(flA) ]2 < 1 fin = £ (finlAn) [|2 + [[fon = £ (fanl An) []2,
il suffit maintenant de prendre b(n) = AT@ D pour voir que la série Yoneollf —
E (f|A,) ||2 converge. O

Nous allons maintenant montrer la convergence de la série ) _ |[E£ (f[Ay) ||2- La
preuve repose sur les deux lemmes suivants. Le premier est di a Katznelson.

Lemme 3.14. ([K]) Soit M une matrice carrée de taille d x d a coefficients entiers.
Soit Vet Vi deuz sous-espaces de RS M -stables tels que RT =V @ V) et tels que les
restrictions de M a 'V et Vi n'aient pas de valeurs propres communes. Si VNZ% = 0,
il existe une constante K > 0 telle que pour tout k € Z%\ {0} on ait

d(k, V) = K|[k[|™,
ou q désigne la dimension de V.

Démonstration. Soit P(X) = X'+ a1 X""1+.. .+ ag (I <m) le polynéme minimal
de la restriction de M a V. C’est un polynéme & coefficients réels. Soient n > 0
et Q(X) = X'+ b_1 X" + ...+ by un polynéme tel que |a; — b;] < n pour tout
i = 0,...,] — 1. Lorsque n est petit, P(M)Q(M) est proche de P(M)? dont la
restriction a Vj est injective puisque les restrictions de M a V et Vi n’ont pas de
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valeur propre commune. Pour 7 suffisamment petit le noyau de Q(M) est donc inclus
dans V et Q(M)k est non nul pour tout vecteur entier non nul, k.

D’apreés le théoréeme de Dirichlet, pour tout entier positif IV, il existe des entiers
n,Po,- - Di-1, n < N, tels que |a; — p;/n| < 1/nN pour tout j = 0,...,0 — 1.
Notons @y le polynome Qn(X) = X' +p_1/n X7+, +po/n. 1l existe Ny tel que
si N > Ny alors Qn (M) ne s’annule pas sur les vecteurs entiers non nuls. Comme
nQn(M) est & coefficients entiers, pour N assez grand et tout vecteur entier non
nul k, il existe une constante h > 0

lQn (MK > .

Soient k£ un vecteur entier non nul et ky sa projection orthogonale sur V. On a
Qn(M)k = Qn(M)(k — kv) + (Qn (M) — P(M))ky.
Fixons H > ( i;l la ] + 1)||M'|| ne dépendant pas de N tel que,
% < oG < # (aiv)+ 0.
n niN
En choisissant N = 2H||k||/h, on obtient 'existence de K > 0 tel que

h S h
2nH — 2HN!

d(k,V) > > K||k||7".
]

Un convexe compact C de F, étant donné, nous appelons aire de la frontiére de
C', que nous notons a(C'), le volume (r — 1)-dimensionnel de cette frontiére calculé
dans la base vy, ...,v,. Le convexe C' peut étre approché par une suite de polytopes
convexes. Cette aire est la limite des aires des polytopes approximant C.

Lemme 3.15. Soient C' un convexe compact d’intérieur non vide inclus dans x+ Fj
et v un réel positif. On a l'inégalité suivante

ms{y € C / d(y,0C) <~} < 7a(C).
Démonstration. Un convexe compact C' de z+F étant donné, notons C'(y) ’ensemble
Cly) ={y € C / dly,0C) > ~}.
On a évidemment
m{y € C [ d(y,0C) <7} = my(C) = ms(C(7)).

Donnons nous un réel positif €. Alors pour tout polytope P convexe contenant C' et
contenu dans C' + B,(e€), on a

P(y+¢€) CC(v).

Si P(y+e¢) est vide alors I'inclusion est triviale. Sinon prenons z € P(y+¢). Quelque
soit y € 9C, il existe v € P tel que d(y,v) <e. On a

d(z,y) > d(z,v) —d(v,y) >v+e€—e=r.
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Le point y étant quelconque, ceci signifie que d(z, dC') est supérieure a ~y. L’inclusion
est démontrée.
On a donc

ms{y € C / d(y,0C) <~} <my(P\ P(y +¢)).

Comme pour un point y intérieur a P, la distance d(y, OP) est égale a la distance
de y a la projection orthogonale de y sur une face de P, I’ensemble P\ P(y+ €) est
inclus dans la réunion des prismes droits de hauteur v + € et de bases les faces de
P. On a donc

ms(P\ P(y+¢€) < (v +e€)a(P).
En faisant tendre P vers C et € vers 0 on obtient
my{y € C [ d(y,0C) <~} < va(C).
O

Lemme 3.16. [l existe K > 0, A €]0, 1] tels que, pour tout z, tout conveze compact
C d’intérieur non vide inclus dans x + Fy et tout k € Z¢, on ait

1 / _ a(C) i
_ exp (2im(k,t)) dms(t)| < K k""",
] | e @inh.n) dm (1)) < Ko
ot a(C) est Uaire de la frontiére de C calculée dans la base vy, ..., v,.

Démonstration. Un élément k de Z? étant fixé, cherchons une majoration de la
quantité

| /T e (2in{k ) dm, (1)

k

¥ une base isométrique a vy, ..., v, tel que

Il existe K indépendant de k et vf, ... v
pour tout j on ait
ky|—1 —1
[k, v) |7 < K| [TLK] ™,
oU II, désigne la projection orthogonale sur Fy. Pour tout r-uplet d’entiers (I, ..., 1),
définissons les ensembles Fj¥ , par

Fl’f’_“,lr = {ij(k,v;?)lvf JVi=1,...rl; <x; <l + 1} .
1

Quel que soit (Iy,...,[,), on a

r

/Fk exp (2im(k,t)) dms(t) = H/lj exp (2 (k, vF) "Lk, o¥)a;) d(z;)

,,,,, Iy j=1v"%

= 0.

Donc, si nous appelons DF I’ensemble des points de T7"C' qui n’appartiennent pas
a un pavé Fllflr inclus dans 77"C', on a immédiatement la majoration

[ e @intiun) dm. ()] <. (D).
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Il existe K telle que, si y € DF, alors pour un certain j entre 1 et r on a d(y, 0T "C) <
K'|(k,v})|7"; donc

DEc{yeT™"C /d(y, 0T "C) < K K'||ILK| '},

D’autre part, la restriction de M a Fy étant contractante, il existe Ky > 0 et A €]0, 1]
tels que
T"D;, C {y € C [ d(y,0C) < KA"[|ILK|| 7'},

ou d’ désigne la distance euclidienne associée a la base vy,...,v,. D’aprés le lemme
précédent on a donc

ma(T" DY) < Ko\ [T a(C),
puis

my(Dyy) < KoA"|[TLE|| 7' Ama(C),
ol A désigne la valeur absolue du déterminant de M !. Il vient alors, en notant que
m(T"C) = A"m, (C),

Ms (D Z) 1 a(0)

mg (T—C) | ms (C)

On conclut en utilisant la majoration donnée par le lemme de Katznelson : il existe
K3 et K, tels que

< Ko\"||ILk|

([ k|| < Ksd(k, F, + F,)™' < Ky||k||"".

Proposition 3.17. Soit f € L? (Td) d’intégrale nulle et de série de Fourier

FC) =" cvexp(2in(k,-)).

kezd
Sl existe K > 0 et > 2 tels que
> el < Klog™#(b)
|1k]]>b

alors la série

D IEFIA [l

n>0
est convergente.

Démonstration. Soient n > 0 et € €]0, 1] tels que M;™ dilate les distances avec un
coefficient multiplicatif supérieur & ne™™ et soit 6 tel que 6" €]\, 1]. Posons

Vo ={x / P (T"zx) contient une boule dans Fy de rayon nf"} .

Posons

Wo={y /Vj>0d(Ty,oP (T’y)) > €0"}.
Siy € W, alors P (T7y) N (T7y + F) contient la boule B, (T7y, 0"¢’). Ceci entraine
que l'ensemble T~ (P (T?y) N (T?y + Fy)) contient la boule By (y,0"n). Mais

P (y) D NysoT ™ (P (T7) N (T9y + F)),
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donc, si y € W, P§° (y) contient la boule By (y,0"n). En d’autres termes 7"V,
contient W,. Mais par ailleurs le bord des éléments de P étant régulier, il existe
L > 0 tel que

m{y | d(T?y, 0P(Ty)) < 6™} < Lo
Le complémentaire de W, est donc de mesure inférieur & 3., Le/0™ = L(1—¢)'0";
il en est de méme du complémentaire de V,,.
Pour une quantité b(n) quelconque écrivons
Z cpexp(2im(k,-)) et fo, = Z cx exp(2im(k, ).
[|&[|<b(n) |kl <b(n)

On a bien str

12 Gl A I = [ 1B Gl da) P dm+ [ 1Bl A) P dm
Si x appartient a V,,, le lemme précédent montre que, pour tout k € Z?, il existe K
tel que

Eexp (2in(k, ) |A)|(z) = !

ms (T—7P§e(Trx))
\/npgo - exp (2im(k,t)) dms ()|

a (P5(T"x))
ms (Pge(Tmx))

K]

Lorsque x appartient a V,,, P°(T"x) est un convexe de T"x + Fy contenant une
boule de rayon 6", donc est de mg-mesure supérieure a une constante fois 6", on en
déduit qu’il existe une constante Ry > 0 telle que

| (finlAn) [* dm = /I Y aB(exp(2in(k, )| A (@) dm(x)

Vn ||kl <b(n)

a(Pge(T"x))
ms (Pge(Tmx))

n

< sup | Y el KK

ZE€VR\ ||kl <b(n)

< Rob(n)* (00

Par ailleurs on voit facilement qu’il existe B, > 0 tel que

1 B (fual ) 2 dm

IA

m<cvn) Z |Ck’

[kl <b(n)
< Rib(n)*o".
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Nous pouvons alors écrire

E (finl A [l2 < (R0b<n)2(2dﬂ")(}\/9r>2n +Rlb(n)2d6”)1/2
< sz(n>2d—r,yn’

pour deux réels Ry > 0 et v €]0, 1[. D’autre part on a
1B (fanlAn) ll2 < || faull2 < log??(b(n)).

et, comme
E (FlAD) ]2 < IE (finlAn) [l2 + [1E (fon]An) ]2,
on voit, en prenant b(n) = 727, que la série Y om0 ||E (flAL) |]2 converge. O

Le dernier théoréme énoncé dans le chapitre 1 nous permet d’énoncer le résultat
suivant.

Théoréme 3.18. Soit f € L? (Td) d’intégrale nulle et de développement de Fourier
() = eza cuexp(2im(k, ). S'il existe K >0 et 3 > 2 tels que

> el < Klog™#(b).
Kl|>b

Alors, si f n’est pas un cobord, f vérifie le TCL fonctionnel, le TCL pour les sous-
suites et le principe d’invariance fort de Strassen.

Remarque : La condition du théoréeme est vérifiée sous I’hypothése de décroissance
des coefficients de Fourier suivante :
d

1
c <K )
[k, < 1:[ (1+ |ki)) /2 10g” (2 + | ki)

avec 3 > 2. C’est une hypothése légérement plus forte que celle obtenue par Leonov.

4. LE TLC POUR LE FLOT GEODESIQUE EN COURBURE CONSTANTE ET UNE
APPLICATION GEOMETRIQUE

Il est trés facile de construire une filtration A,, dont les atomes sont des morceaux de
feuilles stables. Lorsque c’est fait, pour les fonctions lipschitziennes f, la convergence
delasérie ) _o[|f—E (f|Ay) ||2 est trés facile a obtenir. Le seul probléme véritable
est d’obtenir la convergence de la série Y _ || £ (f|Ay) ||2. Deux types de difficultés
surviennent : controler la forme des atomes des tribus considérées, établir la bonne
répartition de grand morceaux de feuilles stables dont les bords ne sont pas trop
compliqués. Dans les exemples précédents, la théorie des représentations ou des séries
de Fourier fournit la deuxiéme information. La premiére provenait de la convexité ou
bien du fait que les feuilles stables étaient de dimension 1. Nous allons maintenant
montrer comment la méthode s’applique a d’autres situations algébriques.
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4.1. Exemple 5 : le flot géodésique en dimension d, en coubure constante
dans le cas compact. Nous nous intéressons au flot géodésique sue une variété
de dimension d compacte hyperbolique de courbure constante négative. Un tel flot
est algébriquement défini de la fagon suivante. Considérons le groupe SO(1,d) des
matrices qui préserve la forme quadratique :

d
(2, 2) = 25— )}
k=1

définie sur R, Ce groupe a deux composantes connexes. La composante de I'iden-
tité est un sous-groupe d’indice deux noté PSO(1,d). Le fibré unitaire tangent d’une
variété compacte de courbe constante négative X peut étre identifié & un quotient
SO(d—1)\PSO(1,d)/T o SO(d — 1) désigne abusivement 1’ensemble des matrices

1 00
010
0 0 R

avec R € SO(d—1) et I" est un sous-groupe discret de PSO(1,d). Le flot géodésique
est défini par le groupe & un paramétre (g;);er des matrices

cosh(t) sinh(f) 0 0 ... 0 0
sinh(¢) cosh(t) 0 0 00
0 0 10 0 0
g = O O 01 0 0
0 0
: : N 10
0 0 00 ... 01
qui commute avec les matrices
10 0
010
00 R

de sorte que l'action est bien définie sur SO(d—1)\PSO(1,d)/I". L’action de (g;):er
sur PSO(1,d)/T est appelée flot sur I'espace des repéres. C’est cette action qui va
nous intéresser.

Dans la suite g; désigne indifféremment la matrice ou la transformation qu’elle définit
sur PSO(1,d)/I" par

gt : PSO(1,d)/T — PSO(1,d)/T" : T+ g7.

Comme plus haut nous travaillerons avec le systéme dynamique en temps continu
(G/T, T = g1,11) et nous traitons uniquement le cas des fonctions holdériennes. La
variance 02(¢) est la limite (quand elle existe et est finie) :

) 1 -
(@)= lim —|lo+Te+ ...+ T" o3

n—+oo N,
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Soit S, la somme ¢ + T + ... + T" tp. Comme en dimension 2 nous avons des

horigroupes dilatés ou contracté par g; : pour v, w € R v = (vy, ..., vq),
2 2
1+ % —% Vg V3 ... VUg—1 7Uq
2 2
IUTI 1-— % Vg V3 ... Ug—1 Vg
(%) —V2 1 0 ... 0 0
9; — V3 —v3 0 1 0 0
. : 0 - 0
: : Do 1 0
Vq —Uq 0 0 ... 0 1

et 0, =0 la transposée de 0. Un calcul simple montre qu’on a les relations

o6 =6, 6.0, =06

vt w+w’?

9059+ = 0%, 9009+ =0_1,
Les feuilles stables et instables pour 'action sur ’espace des repéres sont donc facile
a décrire : ce sont les orbites du groupe R4~ sur PSO(1,d)/T". Au niveau de 'espace
SO(d — 1)\PSO(1,d)/TI, la description des feuilles es plus compliquée. A ce niveau
laction de (g;)ier définit un flot d’Anosov : des méthodes puissantes donnent accés
a divers résultats dont le tlc. La méthode des martingales donne le clt pour le flot
des repeéres.

La mesure de Liouville est la mesure sur X = PSO(1,d)/T" déduite de la mesure
de Haar sur PSO(1,d). Soit p cette mesure normalisée de sorte que p(X) = 1. Les
quatre groupes K (€ SO(d — 1)), 6, g, 0, définissent un systéme de coordonnées
locales :

(v,t, k,w) — 0F gkO, 2, (v,t,w) € [—2r0,2r0]* ', k € Bsoa—1)(2r0)

(v,t, k,w) — 0, k05 2, (v,t,w) € [—2r0,2r0]** ', k € Bsoa—1)(2r0)
pour ry assez petit. L’expression de la mesure p dans ces systémes de coordonnées
est

/f(gx)du(g) :/ f(0F gk, x)e " Vidvdtdwdk.
[—r0,m0]247 1 xBgo(4—1)(6)

Nous recouvrons X grace a une famille finie de "boites" R de la forme
(Ua tv k? w) = ngtke;xa (U, ta U}) S [_T(Ju TO]Qdilu ke BSO(d—l) <r0>-

Ce recouvrement induit une partition finie P, dont nous coupons les atomes en
"tranches" paramétrées par 61 pour obtenir une partition (infinite, non denume-
rable) Q :
P={() Ar/ Az = Ror °R},
ReR
Q(x) = P(x) ﬂ 9[41%7%](1_133.

Si un point y appartient a deux boites

y =0 gk0,x=00g,k0, 2
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alors 0y est encore dans ces deux boites si u+v et u-+v" appartiennent a [—r, ro]?~ 1.
Nous en déduisons que les atomes de Q ont la forme suivante :

Qy) = {0y / u e [ [leu(k,v), culk, y)]}-

k=2
Comme précédemment, définissons

QX (x) = Q(z) NTQ(T ') NT*Q(T2x)N...

C’est la partition la plus grossiére parmi celles qui sont plus fines que Q et qui sont
incluses dans leur image par 7!,

Pour tout n € Z appelons A,, la tribu dont les atomes sont les ensembles 7~ Qg°.
La suite (A,) est une filtration croissante. L’atome de 4,, contenant x est

An(z) =T7"Q(Tz) N T~ VQ(T" ) N T~ " 2DQ(T"2x) N ... = T " Ay(T"x).

Légalite A (z) = T1Q(Tx) N Ay(x) montre que les atomes de Ag sont des réunions
d’atomes de A;.

Comme dans les exemples précédents, considérons I'ensemble W2# (§, 3 €]1, 0o])
WP ={z e G/T /) Yk>0 AT (B0 ")T s c Q(TFx)}.
Nous avons T'AT(r)T~! = A*(er).

Si 1< d < e alors, pour « dans W2%# pour tout k& > 0, nous avons

AT(B™™)x € AT(B"e 6 e ¢ TFAT(B"6 )T,
donc
AT(BMz C QF ().
Par ailleurs, comme les bords de Q sont réguliers, il existe C' > 0 tel que, pour tout
e > 0, nous ayons

p{r € G/T @ AT(e)znNoQ(z) # 0} < Ce.
Cela nous permet d’établir le lemme suivant :

Lemme 4.1. ] existe C' > 0 et ¢ > 0 tels que
p(cWP)y <cp.

Démonstration. C’est une conséquences des calculs suivants (nous utilisons I'inva-
riance de la mesure a la deuxiéme ligne)

WEWIP) <3 pla/ A (BT e 09T ) £ 0)
< 3 pla/AT (55 ) 1 0Q() £ 0)

< i cpmsk,
k=0
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O

Les atomes de QF° contiennent avec grande probabilité un morceau de feuille instable
de taille supérieure a S~".

Pour obtenir le tlc il nous faut montrer que les grands morceaux de feuilles in-
stables sont bien répartis dans X. Formulé autrement il nous faut une information
quantitative sur I’équidistribution des horispheres dans X. Nous allons I'obtenir par
I'intermédiaire des propriétés de mélange de g;. Dans notre cadre algébrique ces
propriétés de mélange sont les propriétés de décroissance des coefficients matriciels
pour certaines représentations unitaires de PSO(1,d). Nous allons décrire une fa-
¢on d’obtenir ce mélange qui ressemble a la facon d’obtenir une information sur la
décroissance des coefficients de Fourier d’une fonctions plusieurs fois dérivables en
utilisant I'intégration par parties. Cette idée est encore valable dans le cas qui nous
intéresse a condition de remplacer les fonctions exponentielles par les fonctions dites
K-finies et la différentiation par 'application de I'opérateur différentiel de Casimir.

Considérons 7 la restriction a L2(G/T') (les fonctions de moyenne nulle) de la repré-
sentation de G sur L?(G/T') par translation a gauche. Bekka montre dans [3] que 7
ne contient pas faiblement 'identité. Grace a [50] on en déduit que 7 est fortement
LP pour un certain p. Alors [33] donne le théoréme suivant.

Théoréme 4.2. [l existe ( > 1 tel que pour toutes fonctions K-finies @, 1 dans
L3(G/T) et tout t € R on ait

(g, )| < Cdimu ()2 dimu ()2 ||| ]I

La décroissance exponentielle des correlations est donc satisfaite pour les fonction
K-finies (c’est-a-dire les fonctions ¢ pour lesquelles I'espace vectoriel engendré par
'action de K (par translation a gauche : p(k™!)) est de dimension finie (dénotée
dimg(p)). Nous expliquons maintenant comment passer du cas des fonctions K-
finies aux fonctions C'™ (see [37]).

L’action de K sur X définit une représentation unitaire U de K sur L*(p) par k —
o(k™'z),qui peut étre décomposée comme sommes de représentations irréductibles.
Soit KA lensemble des classes d’équivalence de représentations irréductible de K et
§ un élément de K.

Fixons une base R du systéme de racines de K I'algébre de Lie K. Appelons W la
chambre de Weyl associée. A toute représentation irréductible de K est associée une
forme linéaire appartenant a un réseau de W qu’on appelle le poids dominant de la
représentation. Soit ¢ un élément de K et vs le poids dominant associé.

Fixons une base du systéme de racines, R, de I 'algébre de Lie de K. Appelons W la
chambre de Weyl associée. Chaque représentation irréductible de K est déterminée
de faion unique par une forme linéaire appartenant & un réseau et a W (appelé poids
dominant de la représentation). Soient § un élément de K et 4(6) le poids dominant
correspondant.
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La formule de Weyl donne la dimension, d(¢), de ¢ en fonction de 7 :

d0)= 11 _@(,; ;p >,

acR

ou R, est ’ensemble des racines positives et p la demi-somme des racines positives.
Pour tout 4 € K, notons s le caractére de § et ys = d(d)&s. Posons

P) = V() = ) | GEU) dk

On remarque que ||Ps¢lloo < d3||¢|lc-Les relations d’orthogonalité sur les carac-

téres permettent de montrer que P(J) est un projecteur. C’est le projecteur sur la
composante isotypique Fs5 de F. On a

F = Pre)F.
seK
Un vecteur v appartenant a Fj est K-fini :

dim VectKv < d(d)%

On dit qu'un vecteur v est indéfiniment dérivable si 'application k +— U(k)v est
indéfiniment dérivable. On définit sur I’espace des vecteurs indéfiniment dérivables
la représentation dérivée de U, qui est une représentation de ’algeébre de Lie de K et
qui s’étend en une représentation de ’algébre enveloppante universelle de K. Nous
utiliserons la méme lettre U pour désigner ces trois représentations.

Soit Xi,..., X, une base orthonormale pour un produit scalaire invariant sur K.
L'opérateur Q = 1 — " | X7 appartient au centre de l'algébre enveloppante uni-
verselle de IC. On en déduit (lemme de Schur) que, si us est une représentation
appartenant a ¢, il existe ¢(9) tel que

(92) = (s (1)
Les opérateurs €2(X;) étant anti-hermitiens, ¢(d) est un nombre réel supérieur ou
égal a 1. On montre (cf. [2]) qu’il existe un produit scalaire @) tel que

c(0) =1+ Q(v(d) + p) — Qlp)-
On dit qu’un vecteur v est indéfiniment dérivable si I'application Pour tout vecteur
indéfiniment dérivable v, on a d’une part

P(6)U(Q)v = ¢(6)P(0)v,

d’autre part ||P(d)v|| < ||v]|, ce qui entraine que, pour tout entier m positif, pour
tout ¢ appartenant & K, on a

[[P(0)v]] < e(d)"™[|U(Q2™)o]].

L’ensemble K s’identifie & ensemble des points d’un réseau appartenant a ’adhéren-
ce de la chambre de Weyl W. Comme la fonction d(¢) est polynomiale et la fonction
c(6) est quadratique, si m est suffisamment grand la somme ) sz d(6)c(6)™™ est
finie.

On peut alors énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 4.3. Soient v et w deux vecteurs indéfiniment dérivables d’une repré-
sentation U sans vecteur invariant. 1l existe des constantes C' > 0 et m telles que

[{UQw, w)| < CEO[|Q0][][ Q7 w]].

Démonstration. On a

(UQv,w)| = 1) UOP@)v, Y PQw)|

sek Cek
< Cu() Yo PQulll|P(8)v]ld(8)d(C)
SeK CeK
< CuQQmoll||mwl] Y dE)d()e(d) ()
seK, ceK
< Cw()||Qmoll[|mw]| (Y d(6)e(d) ™),
seK

O

Corollaire 4.4. Soient ¢ et ¢ deux fonctions indéfiniment dérivables définies sur
G/T d’intégrales nulles. Il existe ¢ > 1, Cj > 0 et un entier m tel que

(1) (.00 0 T™)| < CllQ" ||| ¢,
Démonstration. Le théoréeme précédent s’applique a la représentation réguliére sur
'espace LZ(X) (qui n’a pas de vecteur invariant). O

Revenons au tlc. Ici nous ne considérons que le cas de 'action au temps 1 7" = ¢;
du flot ¢g;. Le théoréme en temps continu s’en déduit.

Comme nous 'avons déja dit notre démonstration repose sur une information quan-
titative de la répartition des feuilles instable de 7' dans X = G/I'. Nous allons
déduire cette information du mélange exponentiel pour T'. Ce lien entre décorrela-
tion et équidistribution des feuilles instables a déja été utilisés par différents auteurs
(cf. par exemple [39]). Il est assez facile & comprendre.

Nous utiliserons les notations suivantes :
A7(e) =0 g1 =10, / we[-¢ ity
At(e) = 9;:676}d_1 ={6) / w e [—¢, 1}
et Bk(e) I'ensemble K () B(Id,¢). Fixons € > 0 et considérons un ensemble ' C 6*

contenant A*(e). Soit U 'ensemble O[ZE]d,lg([e,e])BK(Id, F et U, = T"UT™.

Comme T contracte #~ par une facteur e et commutes avec K et g, nous avons
U, = Qg,nae,ne}d,lg([e, €|)Bg(Id,e) T "FT".
Prenons € > 0 assez petit pour que 'application
(v,t, k,w) — 0 g:k0,x

soit un difféomorphisme sur son image dans G/I.
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On peu écrire :
< T_nan (10>
= / w(y) duly)
ny

/ (05 k0 T z) eVt dudtdkdd™.
[—e~me,e €] 1 X [—€,e] x B (e) x T FT—™

Pour les points intervenant dans cette intégrale, il existe une constante C' > 0 telle
que :

d(0, gkt T 2, 07T x) < Ce.
Comme ¢ est C*°, nous avons :

|00, gk T"w) — p(07T"x)| < Ce

donc,

(T ™1y, @) —/ (0T T"z) e~ Vidudtdd*|
[—e—me,e €| 1 X [—€,e] x B (€)X T FT—™

< Cep(U).
En divisant par p(U) (qui est supérieur a ce? pour un certain ¢ > 0, D = @ la
dimension de PSO(1,d)) nous obtenons :

1
mo(TFT—")

n (T "1y, )|
/TnFT-n pl67T"r) o] < (1T g

(2) |
Reste a majorer la quantité [(T"1y, ¢)| qui est petite en raison de la décroissance
des corrélations. Comme 1;; n’est pas différentiable, il faut la régulariser. Pour un
nombre réel p supérieur a 1, appelons p-identité une suite (x,,) de fonctions C* dé-
finies sur G = PSO(1,d), positive ou nulle, d’intégrale 1, et telle qu’il existe C' > 0
pour lequel, pour tout n,

— le support de y,, est inclus dans B(Id, p™"),

12" xnlloo < Cpr,

— Xn est lipschitzienne de constante de Lipschitz p©™.
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De telles suites existent. Pour une fonction localement intégrable ¢ sur G = PSO(1,d),
posons :

Yo ¥ (z) = /G (g0 xulg) dg = /G b(g)xa(zg™) dg.

Nous identifions ’algébre de Lie de GG et ’ensemble des champs de vecteurs invariant
a droite sur G. Alors, pour tout n, les fonctions y,, * ¢ sont indéfiniment différen-
tiables et, pour tout opérateur différentiel €2 appartenant a l’algébre enveloppante
universelle de G, Q(x, * 1) = (Q2x,) * 1. Soit ¢ une fonction Ji-intégrable définie sur
G/T'. On lui associe une fonction ¢ définie sur G localement intégrable en posant
o(z) = ¢(T). On vérifie immédiatement (sur la premiére définition) que y,, * ¢ est
invariante par translation a droite par les éléments de I'. Il lui correspond donc une
fonction définie sur G/I' : nous la noterons ¢,.
Soit QU (B) 'ensemble des points de G/I' a distance inférieure a 5 du bord de U.
Soit ¢ une fonction C* sur G/I" de moyenne nulle.
L’inégalité de mélange (1) appliquée a X,({’ )k 1y et © et les propriétés de la suite Xﬁf )
assure l’existence d’une constante C' > 0 telle que :

(T () + 1u) @) | < O™ * 1y, 197 ll, ¢ < C 1™ ell, P77¢ 7
Par ailleurs nous avons :

[(Ly o T, ) — (X * 1) o T™", )| < [|plocpt(OU (p™™)).

Gréce a ces inégalités et (2) nous obtenons

1 - pOU(p~")) + ¢ mpm
(3) |W/T"FT—" p(0"T"z) do™| < O 5 +e).

Nous allons donner des valeurs adéquates a € et p pour obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 4.5. Soit ¢ une fonction C* sur G/T" de moyenne nulle. Si ¢ n’est pas
un cobord, alors elle satisfait le principe d’invariance de Donsker.

Démonstration. Nous voulons montrer la convergence des deux séries :

STIE @A 12 <00 et > llp— B (glAn) ||z < oo

n>0 n<0

Les partitions Q;° = T "Q° sont mesurables au sens de Rokhlin. Pour tout n,
il exist des probabilités conditionnelles (mp)pepe qui donnent les valeurs de l'es-
pérance conditionnelle relativement a A, : pour toute fonction intégrable f, pour
presque tout z,
E(IANE) = [ 1) dmoyia (o)
Par construction, nous avons une famille { F'(n, z) }nez zec /v de sous-ensemble de o+
telles que
Ay (x) =F(n,z)xe =T " Ag(T"x) =T "F(0,T"z)T"z,

et :
1

— o(0Tz) doT.
m+(T nF(O,T”ZL’)T”) /T_"F(U,T"w)T”

E(plAn)(2) =
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Pour de grands n > 0 ces quantités sont proches de la valeur de ¢ en x. Pour —n
on a

9 xr d@ .

Soit ¢ une fonction C*°. Prenons un point x € T"W?%#. Nous avons : AT (8")T "z C
Q°(Tx). Cette inégalité (3) donne :

E(plA-n)(x) =

1
E(p|A_, = / Ot x) dot
Bl A-n)@) = i 7T fowronrn P00
oU (o™ + n Cn B
< cHOUID AT |
et, comme

n(OU(p™")) < Cp™™,

—n nCn
%4_& )

En prenant p et § > 1 suffisamment prés de 1, cela montre I'existence de { > 1
etC' > 0 tel que

[E(plAn)(z)] < O

E(e|A_,)(z)] < CC™.
Comme p(“W?#) < CB~™™, nous avons :

BEEA) = [ Bl dute)+ [ AL ) dao
< O+ OBl %

Cela montre la convergence de la premiére série. La convergence de la seconde est
triviale. 0J

On dit qu'une fonction ¢ est n-héldérienne si la quantité suivante est finie :

m— o lp(z) — o(y)]
C ;émgX d(x,y)" '

Le théoréme précédent est encore vrai si o est n-héldérienne ou la fonction indicatrice
d’un ensemble dont le bord est lisse (et une telle fonction n’est jamais un cobord).
On peut le démontrer en régularisant ¢ par convolution :

T > / 9)xn(xg™ dg
On a
/ e(g)xn(zg™")dg = / o9~ ) xn(9)dg.
G G

La premiére expression montre que la fonction définie est €™, la seconde permet de
controler la différence avec ¢ :

‘90() /w()xnxg dg‘ /\90 w9~ 2)| xn(g)dy.
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Maintenant, si ¢ = 1y — u(F), la deuxiéme expression donne

/X sO(w)—/GsO(g)xn(xg‘l) dg|du(z) < Cu(0F(p™)).

Si ¢ est holdérienne ou bien la fonction indicatrice d’un ensemble a bord lisse alors
elle est bien approchée par la fonction régularisée et on applique le raisonnement
précédent en régularisant non seulement 1 mais aussi ¢.

4.2. Cobords et propriété d’accessibilité.

Théoréme 4.6. Soit G un groupe de Lie de dimension n, G son algébre de Lie,
Xi,..., X} des éléments de G engendrant G. Suposons que les crochets de Lie répétés
des X; de longueur inférieure a m engendrent linéairement ’espace vectoriel G. Alors
il existe C' >0, a > 0, un entier N et une suite (iy,...,iy) d’éléments de {1, ..., k}
tel que, pour tout r < a, l'application

¢ o [~Crt/m crtmN 5 B(Id,r) € G (ty,. .., ty) — exp(tiX;,) . . exp(tn Xy )

501t surjective.

L’algebre de Lie du groupe PSO(1,d) est engendrée par les matrices
000 ... 1 ...0 000 ... 0 ... 0
000 O 0 0 000 O 0 0
000 O 0 0 000 O 0 0
E;, = 200 0 0 Olet By = 01 0 0 0f,
1 0 0 0 : 0 0
R 0 0 R 0 O
000 0O ... 00 000 O 0 0
pour ¢ allant de 1 a d et k,[ tels que 1 > k <[ > d. On remarque que
(B, B4] = B

Notons Ej les matrices Ej = E;+ Ey;. La sous-algebre de Lie associée au groupe 67
est engendrée par ces matrices I; pour j allant de 2 & d. L’algebre du groupe 67,
elle, est engendrée par les matrices E; = E; — Ey;. On vérifie les relations :

(B, B] =0sik#1, [Ew, By = By
[E~k7 E~l] == OJ [Evlm El] - O
[y, B)) = 2By sik #1, [Ey, Ey] = 2E).
L’algeébre de Lie de PSO(1,d) est donc engendrée par les E;, E; et leurs crochets de

Lie de longueur 2. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 4.7. Il existe C > 0, a > 0, un entier N, une suite (iy,...,iyn)
d’éléments de {1,...,d} et des matrices Fy; valant E;; ou E;; tels que, pour tout
r < a, l'application

¢ = [-C\r,C\r)N = B(Id,r) C G : (ti,...,tn) = exp(tiFy,) ... exp(tnFiy)
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s0it surjective.

Or les flots

Proposition 4.8. Soit ¢ une fonction héldérienne sur G/T" d’ordre B < 1 sur
TLS. Si ¢ est un cobord dans l’ensemble des fonctions intégrables alors il existe une
fonction 1 holdérienne d’ordre /2 telle que p =1 — 1o T.

Démonstration. Par hypotheése il existe 1 intégrable d’intégrale nulle telle que ¢ =
v —=Ty.

Pour tout entier n > 1 notons S, et S_,¢ les sommes

n—1
Sup =Y Ty,
0

-1
S_pp = ZT’“Q@.

En utilisant I’égalité de cobord on montre facilement les égalités suivantes :
1« 1«
S Sp=v— o T,
N £ L 1 v

1 1 —

— S_pp=— — T ™.
Notons X I'ensemble des points = tels que la valeur de ¢ en x soit donnée par les
limites

1 1w
Y(z) = lim N 21: Spe(x) = —lim N 21: S_np(x).

Les transformations T et T~! étant ergodiques l’ensemble sur lequel les suites
* Zjlv T et Zf[ T~ tendent vers 0 est de mesure 1, donc X est de mesure
L.

Soit i € I;. Les vecteurs E; étant vecteurs propres de adFE; associés respectivement
aux valeurs propres 1 et -1, on a pour tout k et tout r

T* exp(rE;)T~% = exp(e*rE;).
On a de méme

T* exp(rE)T* = exp(e™*rE;).

Supposons que x et exp(sEu@-):U appartiennent tous les deux a X. La régularité de ¢
conduisent alors aux inégalités suivantes : il existe R et R’ positifs tels que

T*p(x) = TFo(exp(sE)z)] = |p(T*z) — p(T* exp(sEi)z)|
< RA(T*z,T" exp(sk;)z)?
< Re™™d(z,exp(sE;)x)’.
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On en déduit
n—1

[Sup(@) = Spp(exp(sE)a)| < R'(Y e )d(x, hix)’,

d’on l'existence de R” tel que
() — P(exp(sE;)z)| < R"d(z, exp(sE;)z)’.

Si 2 et exp(sexp(sE;)z)x appartiennent tous les deux a X, on montre de la méme
facon en utilisant 'égalité ¢ (z) = —lim Ziv S_,p que l'on a,

() — Y(exp(sEy)z)| < R"d(x,exp(sE;)x)’.
Ceci signifie que la restriction de 1 a X, est réguliére le long des flots exp(sF;).

Par ailleurs on a le lemme suivant que nous prouverons plus loin.

Lemme 4.9. [l existe C' > 0, a > 0 et un ensemble de mesure 1 X tels que pour tout
x € X1 pour tout r < «, pour presque touty € B(x, ), il existe une suite (iq,...,1x)
d’éléments de {1,...,k}, un N-uplet (t1,...,tn) € [-Cy/d(z,y), C\/d(z,y)]V tel
que

X € Xy
eXP(tNXiN)fL’ c X(]
exp(ty_1Xiy)exp(tnXiy)r € Xp

y=-exp(t1X;,)...exp(tnXiy)r € Xp
Soit x un élément de X;. Pour presque tous les points y de B(z, «) il existe (¢1,...,ty) €

[—C\/d(z,y),C+/d(z,y)]" satisfaisant la propriété décrite dans le lemme. 11 existe
L tel que l'on ait

[(z) — ¥ (y)]
N-1
< Z [Y(exp(tpFy,) . .. exp(tnFiy)x) — Y(exp(tii1 Ly, ) - . exp(tnFiy)z)|
k=1
N-1
< R'|d(exp(tpFy) . . . exp(tn Fyy )z, exp(tis1 Fiy ) - - - exp(ty Fiy )x)|?
k=1

< Ld(z,y)""

Par récurrence on construit une suite (, )nen dense dans TS telle que, pour tout n,
Y, appartient & X et pour tout & < n tel que y,, € B(yx, @) on ait | (y,) — ¥ (yx)| <
Ld(3n, yx)?/?. La restriction de ¢ & I'ensemble {y,/n > 0} est holdérienne. Elle se
prolonge en une fonction héldérienne. Pour presque tout point y, pour tout n tel
que y, € B(y,a), on a |[1(y,) — ¥ (y)| < Ld(y,,y)??. En un tel point y la fonction
1 coincide nécessairement avec le prolongement holdérien de (¢, /n>0y. Finalement
1) coincide presque partout avec une fonction holdérienne.
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O

Démonstration. (du lemme précédent) Fixons un réel positif r inférieur a a. On
montre en utilisant le théoréme de Fubini qu’il existe un ensemble X; C X, de
mesure pleine tel que, pour tout € X , exp(tF;, )x) appartient & X, pour presque
tout ¢t € [—-C'\/r,C/r]. De la méme fagon il existe un ensemble X, C X; de mesure
pleine tel que exp(tF;, )z appartient & X; pour presque tout t € [—C'v/r,C4/r] On
continue jusqu’a obtenir Xy C Xxy_; un ensemble de mesure pleine tel que, pour
tout & € Xy_1, pour presque tout (ti,....ty) € [—C+/r,C/r]" Dapplication

P (tr, . tn) o exp(ti ) .. exp(inEyy)

contient By(Id,r). Grace au théoréme de Sard on sait que ’ensemble des points en
lesquels la dérivée de ® n’est pas de rang maximum a une image négligeable. Comme
® est localement conjuguée & une application linéaire surjective en un point ou la dé-
rivée est surjective, 'image d’'un sous-ensemble de mesure pleine de [—C/r, C+/7]Y
contient un sous-ensemble de mesure pleine de By(Id,r). On en déduit que, pour
tout entier k, pour presque tous les points de By(Id,27%a) \ By(Id,2 % 1a) il existe

(ty,....tn) € [~C27F 1o, C27* o)V C [C/d(z,y), C\/d(z,y)]

tel que l'on ait la propriété énoncée dans le lemme. Le lemme se déduit alors de
'égalité By(z,a) = UpBo(Id,27%a) \ Bo(Id,27% ta). O

4.3. Exemple 6 : le flot géodésique en dimension d, en coubure constante
dans le cas géométriquement fini de volume fini. Soit X une variété hyper-
bolique connexe (de courbure constante) géométriquement finie. On peut décrire X
de la fagon suivante : il existe une partie compacte Xy de X telle que X \ Xy est une
union finie de pointes. Dans le modéle du demi-espace de 'espace hyperbolique, une

pointe est décrite sous la forme |c, +00[x F ou F est une partie compacte subset de
RI-1,

La technique précédente fonctionne encore dans cette situation. Mais bien str il n’est
plus vrai ici que tous les « grands cubes stables »sont bien répartis dans X. Il existe
des horicycles périodiques de longueur arbitrairement petite. Mais il se trouve que les
horicycles trés longs sont bien répartis dans la surface modulaire. La décroissance
exponentielle des corrélations est encore valable en volume fini. Le raisonnement
utilisé dans le cas compact peut-étre adapté. Ce que montrent nos calculs est que si
F définit un (F,€)-cube en T alors

77,
- (0~ T"T) do~
’mS(T_"FT") T—nFTn ( ) |

AU (p™™) + (" p* ™ + p=P
€D

el

+¢€).

Rappelons que F' définit un (F, €)-cube en T si
(v, t,w) — 0F g0, T

s . : . 17F.
est un diffeomorphisme sur son image dans G/T, noté U, ™.
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Nous définissons la partition QF° comme dans le cas compact mais en & partir
d’un recouvrement dénombrable par des (F) €)-cubes aussi grands que possible. Nous
adaptons la taille & la hauteur dans la pointe : les diamétres des cubes sont d’ordre
e~ " a la hauteur e”.

En raison des pointes la taille de ’ensemble des points & distance inférieure a e des
bords est différente :

H{zZ e G)T : Afe)zNOQ(T) # 0} < Celne .
Cela change un peu I'estimation de la mesure de “W2# :

Lemme 4.10. [l existe C' > 0 et g > 0 tels que
A(“WoP) < Cnp".

Mais les calculs sont similaires et conduisent a la méme conclusion.

4.4. Exemple 7 : les flots sur les quotients compacts de SL(d,R). Notons
G le groupe SL(d,R) et I' le sous-groupe SL(d,Z). L’espace quotient G/I'" a une
structure de variété différentiable. La mesure de Haar sur G, i, donne une mesure
finie sur G/T" invariante par translation a gauche que nous noterons fi et supposerons
normalisée (a(G/T") =1).

Nous désignerons par T la classe a gauche modulo I' de I'élément x de G.

Soient (T;)L, une suite décroissante de d nombres positifs non tous égaux a 1 dont

le produit vaut un. Appelons T' la matrice

Ty

15 0
T —
0 Tg1
Ty
Le groupe a un parameétre
T
T 0
{T" = / t € R}
0 Ti
T

définit sur G/T" un flot, noté encore T", préservant la mesure fi

T":G/T — G/T : T+ T'z.

Le systéme dynamique (G/T', T* 1) est mélangeant (cf. [5]) donc pour toute fonction
f intégrable sur G/T", pour presque tout T € G/I', on a

1 t
lim - °T) ds = y) di(y).
P s a= [ s )

t—o00
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Soit. f une fonction de carré intégrable d’intégrale nulle. Sa variance, sous l'action
du flot, peut étre définie comme la limite, si elle existe

_ 1 N
() =t [ 5 dsll
n 0
Sous la condition -
/ (T°f, f)| ds < oo,
0

la variance existe et est égale a :
(=2 [ s g ds
0

La relation

(T2T™), = =2
1) CZ}
permet d’identifier les variétés stables, instables et neutres du difféomorphisme 7.
Considérons la partition de {1,...,d} en les ensembles J; définis par :

— pour tout k, pour tout ¢, j appartenant a Ji, on a T; = Tj,
— pour tout k,n tels que k < n, pour tout ¢ appartenant a Ji, tout j appartenant a
Jp, on a Ty > Tj.

Désignons par fj,;, une matrice indéxée par 'ensemble J; X J;, par Id;, la matrice
identité indexée par J;. Les variétés stables, instables et neutres de 7' sont données
par les orbites de groupes de matrices triangulaires ou diagonales par blocs.

La variété instable passant par ¥ = zI" est la variété immergée H,xI' définie par le
groupe H, des matrices de la forme

]dj1 thJQ “e thJl—l thJl
0 IdJQ PN hJQJl_l hJQJl
hy=| : A :
0 0 R IdJl,l thf1Jl
0 0o ... 0 Id;,

La variété stable passant par T = zI" est la variété immergée H,xl' définie par le
groupe H des matrices de la forme

d, 0 ... 0 0
hJ2J1 [dJ2 0 0
hs = : : : :
h/J171J1 hJ171J2 - ]d(]li1 0
thJl thJ2 h(]l‘]171 Idjl

La variété neutre passant par T = zxI" est la variété immergée H.xI' définie par le
groupe H, des matrices de la forme
h JiJ1 0 R 0
e | 6
0 0 ... hyy
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Prenons deux exemples.

Si la suite (7}) est strictement décroissante alors les groupes H,, Hs et H, sont
respectivement les groupes des matrices unipotentes triangulaires supérieures, des
matrices unipotentes triangulaires inférieures et des matrices diagonales de détermi-
nant 1.

SiTy > 1Ty =13 = ... =T, alors les variétés neutres sont les orbites de ’action du
groupe des matrices de la forme
hi1 0 e 0 0
0 hoy ... hygoy haa
he=1 : : : :
0 hu-n2 - ha-1)d-1) ha-1a
0 haa ... hga— haq

La dimension de ces variétés est d> — 2d + 1.

Dans tous les cas la dimension des feuilles neutres est supérieure ou égale a d — 1.
Lorsque d > 3 la transformation 7% n’est donc pas un flot d’Anosov.

Appelons E;; les éléments de la base canonique de M (d,R). L’ensemble B, =
{Ei; /] 1 € Ji,j € Ji,k > 1} forme une base de 'algébre de Lie du groupe nilpotent
H,. Appelons d, son cardinal et notons (Y, 1, ..., Y,q,) ses éléments par commodité.
On définit de méme (Yeq,...,Yeq ) et (Ys1,..., Ysa,) des bases des algebres de Lie
de H. et Hy (ds = dy, (Yen,...,Yeq,) contient des éléments de la forme Ej; — Ej;).
Soit D = d? — 1 la dimension de SL(d,R). L’application

® : RP = Rébtdotde

(ts,la . -ts,dsa te,la cee te,dea Zfu,l cee tu,du)
dy de ds
— eXp(Z tu,iYu,i) eXP(Z te,i}/;,i) eXP(Z ts,iY:s,i)
1 1 1

est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage de l'identité.

Notons A(r) l'ensemble {g € SL(d,R) / 3h € M(d,R),||h|lec < r, g = Id + h},
By(z,r) (resp. B(%, 7)) la boule de centre x (resp. Z) et de rayon r pour la distance
do (resp. d). On montre l'existence de constantes Cy et 1, telles que, pour r < rq,
on ait :

A(Cy%r) c (] — Cy'lr,Cy'r[P) € Bo(Id,r) € ®(] — Cor, Cor[P) € A(Car)  (T).
Nous ferons fréquemment référence a cette suite d’inclusions.
Nous noterons my, m,,, m. les mesures de Haar sur H,, H,, H,.. Il existe une fonction

multiplicative O, définie sur H, telle que, pour toute fonction ¢ a continue a support
dans BQ([d, 7"0),

/ o(9)du(g) = / (huhoi)O.(h) dhy dh, dh.
G

HsxHexH,,

7) Rayon d’injectivité
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Désignons par 7 la projection canonique de G sur G/I'. On remarque que si la
restriction de m & By(x,r) est bijective alors on peut identifier isométriquement
B(z,r) et Bo(Id,r). Appelons rayon d’injectivité de G/I" en T le rayon r maximal
pour lequel cette identification est possible. La variété G/I' n’est pas compacte. Le
rayon d’injectivité peut prendre des valeurs arbitrairement petites.

Lemme 4.11. Soit un “parallélipipéde” de volume 1 dont les arétes sont de normes
inférieures a L. Il existe une constante ¢ > 0 telle que :

a) toutes les arétes soient de normes supérieures a c/L% ",

b) l'une des arétes forme avec les faces qui ne la contiennent pas un angle « tel que
sina > ¢/L4,

c) le parallélipipéde contienne une boule de rayon c/L*1,

Soit D un domaine fondamental inclus dans I'ensemble de Siegel S,/ /5. Pour
tout entier positif k notons Ej I'ensemble {x € G / ||z||w € [¢*7},€*]}. Un calcul
d’intégrale montre qu’il existe une constante ¢; > 0 telle que ExND est de p-mesure
inférieure a e~k

Proposition 4.12. [l existe ¢ tel que, pour tout k et tout x appartenant a D N Ey,
la projection canonique

T: G—G/I' : x+—2al'=7
est un difféomorphisme de ®(] — coe™*/ coe™*/ 0[Pz sur son image.

Démonstration. Soient x un élément de Ey N D et v un élément de I' différent de
I'identité. Les vecteurs lignes de x sont de normes inférieures a e* et forment un
parallélipipéde de volume 1 (z € SL(d,R)). On peut donc affirmer (lemme 1.4 a) et
b)) que 'un au moins des vecteurs lignes de x :

— est de norme supérieure a ceFd=1)

— forme avec I'orthogonal un angle « tel que sina > ce™*
Comme les coefficients de xz(y — Id) sont les produits scalaires des vecteurs lignes
de x par les vecteurs colonnes de v — Id # 0 on en déduit :

[la(y = Id)]|oc > ce™IHE,

d

Cela signifie que z+ {y / ||y]|oe < ce™C4"VFY = (Id+ {yz™ / ||yl|0o < ce”d=DFN )y
ne contient aucun élément de 2T autre que z. Grace au lemme 1.4 (c), comme |||
est inférieur & dle?*, on montre qu’il existe une constante c, > 0 telle que ’ensemble
(Id+{yz™" / [|y|lso < ce”??DFY) contienne A(cpe(42d=D+2d=Dk) On déduit alors
le résultat des inclusions (I).

!
Mélange

Soient ¢ et 1 deux fonctions indéfiniment dérivables sur G/I' de moyennes nulles.
Grace a la théorie des représentations des groupes de Lie, nous allons donner une
majoration du produit scalaire (T™¢,1)). Nous ne donnerons pas de détail, nous
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contentant d’indiquer comment les résultats classiques ([4],[23|) s’appliquent. Nous
reprenons un raisonnement trouvé dans [16].

Soit AT I’ensemble des matrices diagonales de déterminant un dont les coefficients
diagonaux a; sont positifs et forment une suite décroissante. Soit = la fonction de
Harish-Chandra, équivalente a 47 loga/a en U'infini, définie par :

2T 29
Z(a) = / ]0084 +sin® | ~1/% ag.
0 a

Soit un élément de A*. Notons V() la quantité

() = min=(y/ai/ay)

On trouvera le théoréme suivant dans le livre de Howe et Tan ( [15] page 215).

Théoréme 4.13. Soit un élément de A*. Soit K un sous-groupe compact maximal
de SL(d,R). Soit U une représentation unitaire de SL(d,R) (d > 3) sans vecteur
wnwvariant. Alors, si u et v sont deux vecteurs K-finis, on a

[(u, UO))| < ||u|| |Jv]| (dim VectKu dim VectKv)Y2®().

Comme dans le cas de PSO(1,d), on en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4.14. Soient v et w deux vecteurs indéfiniment dérivables d’une repré-
sentation U sans vecteur invariant. 1l existe des constantes C' > 0 et m telles que

[{U O, w)| < CEO[|Q™ ][] Q7 w]].

Démonstration. On a

(UQv,w)| = (Y UOP@)v, Y PGw)]

seK cek
< Cu() Do PQulll[P(8)v]ld(8)d(C)
SeK CeK
< cwQQmll|lQmwl] Y d@)d()e(d) ()™
seK, CeK
< Cw)[Qmol|||mw]|(Y d(8)e(5) ™).
seK

OJ

Corollaire 4.15. Soient v et w deux fonctions indéfiniment dérivables définies sur
G/T" d’intégrales nulles. Il existe ¢ > 1, Cj > 0 et un entier m tel que

(T, w)| < Col|Q™ ||| w] |~ (M).
Démonstration. Le théoréme précédent s’applique a la représentation réguliére sur
lespace L3(SL(d,R)/SL(d,Z)) (qui n’a pas de vecteur invariant). O

Appelons A, (r) 'ensemble des matrices unipotentes appartenant a H, dont les
coefficients non diagonaux sont de valeurs absolues inférieures a 7.
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Fixons € > 0 et considérons un ensemble F' C H, contenant la “boule” A, (€). Dési-
gnons par By(Id,€) (resp. B.(Id,€)) 'ensemble H; N By(Id,¢€) (resp. H.N By(Id,e)).

Notons U,, I'ensemble T" B (Id, e)T " x T"B.(Id,e)T " X T"FT~™ C Hyx H, X H,.
Si I'application

Uy — G : (hg, he, hy) —> hshoh,T
est un difféomorphisme sur son image, notée Ug’g, nous dirons que F' définit un
(F,€)-pavé en T.

Proposition 4.16. Soit ¢ une fonction appartenant a la classe C. Pour tout p > 1,
n>1e>0, FC H, contenant A,(€), toute p-identité approchée (x,) et tout T
tels que U = UfF’E soit un (F,€)-pavé, il existe C et p tels qu’on ait l'inégalité :
1
—_— n-1,(h,T"T) dh,,
T T /TnFT-n*”U“( )

AU (p™) + ¢ "p*™  chn

< oy - s

€

La constante ¢ est celle que nous avons introduite au corollaire 1.8. Les fonctions
o sont les convolées de ¢ avec les fonctions yi et la constante p est la constante
intervenant dans la définition de la classe C (voir 'introduction).

La filtration. Comme dans le cas d = 2 traité dans [9], nous construisons la fitration
(A,)nez permettant d’appliquer le théoréme II.1 & partir d’un recouvrement R. Il
nous faut imposer quelques conditions & R. Rappelons que Fj désigne 'ensemble
des matrices dont la norme infinie est comprise entre e*~! et e*. La constante ¢, a
été introduite a la proposition 1.5 la constante ry au paragraphe 1.5 (Coordonnées
locales).

Lemme 4.17. [l existe C' > 0 tel que pour tout k on puisse recouvrir E, N'D par
au plus €% ensembles de la forme ®(] — coe™/0, coe™F/ 0[Pz

Démonstration. Soit x une matrice appartenant a E,ND. Dans GL(d,R), ’ensemble
A(C5rege ™)z est un parallélipipede de volume (Cjleg)® e *¥*/<0 contenu dans
une boule de rayon e**1. Il contient donc (lemme 1.3) une boule de rayon ce /¢ ou
¢’ est une constante indépendante de k. L’ensemble E;,ND est inclus dans I’ensemble
des matrices ayant des coefficients inférieurs a e* qui s’identifie & I’hypercube de
cotés ¥ dans RY. Cet hypercube est la réunion de (1/ )@ e/ hypercubes de
coté ce /¢, L’énoncé du lemme en découle (on utilise encore une fois les inclusions

(). O
Choisissons un recouvrement R de G/T" infini dénombrable vérifiant, pour certaines
constantes positives C; et Cs, les conditions suivantes :

(R1) Le recouvrement est décrit par une famille (z;,€;);en € (G X R%)N :
R ={®(] —e,&P)T; i € N}
(R2) Pour tout i, 'application
| — Cie;, Crei[P—= G/T = v = ®(v)T;
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est un diffeomorphisme de | — Cy¢;, C1¢;[P sur son image.
(R3) Pour tout 4, les éléments de R dont P'intersection avec ®(] — ¢;, €;[”)Z; est non
vide sont tous inclus dans ®(] — Cy¢;, Che;[P)T;.

(R4) Le nombre d’ensembles appartenant & R dont l'intersection avec Ej n’est pas

vide est inférieur a e“2*.

(R5) Pour tout 7, ¢; < min(]|z;]|2°, 70).

La construction d’un tel recouvrement peut se mener de la maniére suivante. Il existe
une constante C' telle que, pour tout v € I', pour tout x € GG, on ait

(ClAN M2yl < Ml < Clly 1] ().

Pour tout & > 0, on recouvre E, N D par au plus e“* ensemble de la forme

®(] — cope™0 e "/ [P)z de telle sorte que la réunion des ensembles considérés
soit incluse dans un domaine de Siegel S;, (lemme III.1). Au domaine S;, nous
avons associé dans le théoréme 1.2 ’ensemble fini F;,, inclus dans I'. Grace a l'en-
cadrement (*) on sait qu’il existe un nombre C” tel que si x appartient a Ej, alors,
pour tout v appartenant a F; ,,, vy appartient a UJ.C:'_C,EHJ-. Notons (' la constante
C2(1 + 2e¢"/0). L’application | — coe /0 coe #[P— G/T : v+ ®(v)T est un
difféomorphisme de | — coe ™/, coe™#/<[P sur son image (proposition 1.5). On peut
recouvrir chaque ensemble ® (] —coe ¥/, coe=#/¢[P)x par un nombre fini d’ensembles
de la forme ®(]C; 'cge™ /0, C coe™/%0[P)z; de maniére & avoir la propriété R2.
Si y est un point appartenant a ®(] — €, &[P)7; N O(] — ¢, ¢[)T; alors la dis-
tance d(T;,T;) est inférieure a Cy(e; + €;) (inclusions (I)) et ®(] — €, ¢;[P)T; C
Bo(1d,Cyle; + 2¢;))T; € ®(] — C3(e; + 2¢5), C3(e; + 2¢;)[”)7;. La propriété R3 en
découle car on peut majorer uniformément €;/¢; par e“’/<. En effet ®(] —¢;, €;[°)7;N
(] —¢;,€;[P)T; ne peut étre non-vide que s’il existe v € Fy,, tel que x;v appartienne
a (Ey—1 U E, U Epy1) NSy (théoréme 1.2) et donc €;/¢; est inférieur & el
L’intersection d'un ensemble ®(] —¢;, €;[”); avec la projection canonique de FEj, n’est
non vide que si x; appartient a UjC:'_C,EkH. On en déduit que la propriété R4 est
veérifiée avec Cs une constante dépendant de C’, C et C. La propriété R5 ne pose
pas de probléme.

Soit T dans G/T', notons ez le plus grand des ¢; tels que T appartienne a ®(] —
€, €[P)T;. 11 existe un entier i tel que ez = ¢; et T soit I'image par 7 d’un point x de
G appartenant a ®(] — ¢;, €;[”)z;. Comme (propriété (R5)) €; < ||2;]|2E", on montre
en utilisant les inclusions (I) que ez < (1 + Coro)||z]|2E".
Définissons la partition @ de G/T" de la fagon suivante :

Q = {NgrerAr / Ar = Rou “R},
puis la partition P par

P(T) = Q(T) N Ay (Crez)T,

enfin

PR(T) = PE) NTP(T ') NT*P(TT)N...
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Pour tout n € Z appelons A, la tribu dont les atomes sont les éléments de T "Pg°.
L’atomes de A,, contenant T est

A,(@) =T "P(T"z) N T~ " VP11 7)) n T~ DP(T"27) N ... = T " Ag(T"T).

L’égalite Ay(Z) = P(Z) N A_1(T) montre que les atomes de A_; sont des réunions
finies d’atomes de Ay. La famille (A, )nez vérifie donc la condition A, C T71A, =
AnJrl-

Définissons 1’ensemble W92 par (8, 8 €]1, 0o])
W ={T € G/T' /| Vk >0 A (B0 )Tz Cc Q(T*7)}.

Si T appartient & W°# en particulier on a l'inclusion A, (8")T C R(Z), donc ez > 8™
Le point T est donc 'image par 7 (la projection sur G/I") d’un point x de G de norme
|| - ||oo inférieure & (1 + Cyro)s™/1.

Le groupe H, est dilaté par la transformation 7T : il existe £ > 1 tel que, pour tout
r > 0, Pensemble TA,(r)T~! contienne I'ensemble A, (£r). On en déduit le lemme
suivant.

Lemme 4.18. Si 6 < & alors, pour T appartenant ¢ WP, on a Uinclusion

A8 C P ().

Démonstration. Soit T un élément de W27, Par définition, pour tout entier & > 0,
on a

A (BT FT C P(T 7 7),
donc
A (B ORERNT € TPA (B0 M) T *z ¢ TVP(T 7).

Si 6 < &, on obtient I'inclusion annoncée :

A(BME C [ THP(T*7) = P ().

k>0

Lemme 4.19. [l existe C3 > 0 et ¢ > 0 tels que, pour tout € > 0, on ait

{T € G/T : Au(e)TNIQ(T) # B} < Ciel.

Démonstration. L'ensemble Ej, est recouvert par la réunion d’au plus e“2* pavés de
la forme ®(] — ¢, ;[P)x;. On a donc

T € By A(€)TNOQT) # 0} < e%Fe.
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On a vu (paragraphe 1.7) que pour tout k, on a fi(E}) < e~“*. On peut donc écrire :

w{T € G/T : Au(e)TNOQ(T) # 0}

IN

{T€ B, : Au0)TN0Q@) # 0} + AU Er)

00
Cgke + E €—c1k

L+1
S €L+1€ + 6—61(L+1)/(1 . 6_01).

IN

L
D0

0

L
>

0

En choisissant L convenablement en fonction de € on obtient le résultat. 0
Lemme 4.20. [l existe Cy > 0 et ¢ > 0 tels que

(W) < .
Démonstration. C’est une conséquence de I'invariance de i par T' et du lemme I11.3 :

AW = a({z € GJT / Ik >0 AL )T noQ(T~*7) # 1)}

Y AT € G/T /A (B0 T TN 0Q(T*7) # 0)}

IN

IN

> Cs(prohy.
k=0

O

Pour montrer la bonne répartition des atomes de A, nous avons également be-
soin d’une information sur la régularité de leurs bords (il faut majorer le terme
m(0U(p~™)) dans l'inégalités de la proposition II.1). La nilpotence du groupe H,
permet d’obtenir cette information par des arguments algébriques trés simples.

Lemme 4.21. Il existe un compact K C R% tel que, pour tout k, pour tout T € Ej,
il existe un ensemble E inclus dans K dont le bord est constitué d’au plus d?e®?*
morceaux de surfaces algébriques de degré d tel que 'on ait :

P(T) = exp(Fz)T.

Démonstration. Soit T € G/I. Un ensemble R étant donné, convenons que R(T)
désigne R si T appartient & R, son complémentaire sinon. La propriété R4 du re-
couvrement R assure qu’il existe un entier [ < e“?* et une famille 41, . .., 4; tels que
I'ensemble Q(T) soit défini par

Q) = [ R(zs,).

Jj=1
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La propriété R3 entraine que, pour tout j = 1,..., [, il existe (fu1, .- tudy,---stsd,)
appartenant & | — Cye;,, Cre;, [P tels que

du de dS
T = eXP(Z tukYuk) eXP(Z terYerk) eXP(Z ts ik Yek)Ti;-
k=1 k=1 k=1

Considérons un d,-uplet (vq,...,vq,). Comme H, est nilpotent de degré d, il existe
des polynomes P,g (v) de degrés inférieurs ou égaux a d dont les coefficients dépendent
de (ty1,-. ., tud,) tels que

du d

u de dS
eXP(Z VRYy )T = eXP(Z Pr(v)Yuk) eXP(Z terYerk) eXP(Z bk Ys k) Ti;-

k=1 k=1 k=1 k=1
Le point exp(32¢“, vY, 1) appartient a ®(] — €,,€,[”)Ti; si et seulement si, pour
tout 7, P;(v) appartient a ] —¢;,, ¢;,[. On en déduit que I’ensemble défini dans I’énoncé

de la proposition est décrit par
By = {v €] - Ciez, Crez[™ | V(k,5) € [1,d,) x [L,1], Pl(v) € ou¢] —e;, €[}

0

Notons ), la mesure de Lebesgue sur R%:.

Lemme 4.22. Soient K un compact de R% et € un réel positif. Il existe une
constante Cy dépendant uniquement de K telle que, pour toute hypersurface algé-
brigue S C R% de degré inférieur ou égal a d, on ait

Mfr € K [/ d(z,S) < e} < Cse,
Lemme 4.23. [l existe une constante Cg > 0 telle que, si T € WP alors on a
m {7 € P°(T) | Au(e)TNOP(T) # D} < Coff~ .

Démonstration. Soit T un élément de W2#. Par définition, pour tout entier & > 0,
on a

A (BT z c P(T*7),
donc

A, (B"7ReMT € THP(T *7).
Par ailleurs on sait que P(Z) C A,(ro)7, donc, si 875 *¢F > ry, I'ensemble P(7T) est
inclus dans A, (8767 %¢*)Z. On en déduit que Pge(T) est égal a

[(Inro+nIn B)/In(£/6)]
PE(T) = N TFP(T*7).
k=0

Comme on I’a vu un peu plus haut il existe un point x de G se projetant sur =
de norme inférieure a (1 + Cyro)B~™¢1. 1l existe donc une constante C” telle que,
pour tout entier k& compris entre 0 et [(Inrg — nlnB)/In(£/0)], on ait ||T%z||s <
e¢mog 8 Cela entraine (propriété R4) que le bord de Pge(Z) est constitué par au
plus d?[(Inry — nln B)/In(£/6)]e” 218 # images par I'application exponentielle de
morceaux d’hypersurfaces de degré d contenues dans le compact K défini dans le
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lemme II1.5. En utilisant le lemme II1.6, le fait que m,, est I'image par 'application
exponentielle de la mesure de Lebesgue et les inclusions (I), on obtient :

m {7 € PE(T) / d(@, 0PF(Z)) < €} < d?*[(Inrg —nln B)/1In(£/5)]e”C C2nle Sy Cye.
O

Preuve du théoréme A’. Il nous suffit (théoréme G cf. Introduction) d’établir la
convergence des deux séries :

Y IEfIAN N <00 et D IIf = E(flA) ||z < oo,

n<0 n>0

Les partitions P;° sont mesurables au sens de Rokhlin. Pour tout n, il existe donc
des familles de probabilités conditionnelles (mp)pepe permettant d’exprimer l'es-
pérance conditionnelle par rapport aux tribus 4, : pour toute fonction f intégrable,
pour m-presque tout x,

E(f|A) @) = /P ) A ).
Par construction il existe une famille {F(n,7)}nezzecq/r de sous-ensembles de H,,
relativement compacts contenant Id tels que pour tout n € Z et tout = € G/T, on
ait :

A (Z)=Fn,z2)z =T "Ay(T"Z) =T "F(0,T"7)T"7.

Les probabilités conditionnelles s’expriment, pour toute fonction f intégrable, pour
m-presque tout x, sous la forme :

1

PIAE) = G Ty opge 7 e ()

Donnons-nous une fonction ¢ appartenant a la classe C et considérons les constantes
C{ et p associées a ¢ dans la proposition II.1. Choisissons un nombre C7 supérieur a
Cs + D, puis 0 inférieur a £ (voir lemme I11.2), § dans l'intervalle |1, C((ZCSH)C”_I[,
p dans lintervalle |37, (5%7)1/ 2C0] et enfin M suffisamment grand pour que p soit
inférieur a gMP/C .

Prenons un point 7 € W2#. Nous avons montré l'inclusion : A,(8")Z C P(7)
(lemme I11.2). La propriété R2 du recouvrement assure que ’ensemble Uxf (025" et
un pavé. Cela signifie que les hypothéses de la proposition II.1 décrivant la vitesse de
répartition des feuilles dilatées sont satisfaites, donc que 'on a (’entier n considéré

j 1 07 j /1 F(0,7)1

(OU (o™ 4 —2C{n —clln .
1(9U (p );nDC p o gy,

| prin) (hT7"T) dhe|

S

< Gyl
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soit encore (cf. I'égalité (E))

a(OU (o™ 4 (n —2C¢n —clln N
n(oU (p );nDC p S gy

|E(¢[%}1An)(T_”x)| < Gy
et, puisque
m(oU (p")) < G~ p"

(lemme II1.7), les choix que nous avons faits pour les paramétres (3, p, M assurent
qu’il existe n > 1 et Cg > 0 tels que

|E(@[%1|An)(T_”x)| < Cgn™.

Nous avons aussi montré que ﬁ(CWg’B) est inférieur & Cy 5™ (lemme I11.4). Coupons
E(E(gﬁ[lxjnﬂfln)z) en deux :

| Bl A @) dita)
T—"Wy,’

s Bl @) du@),
T—neWy

La premiére des deux intégrales est inférieure & Csn™ et on majore la seconde par
||X[1XTH] % ©||4(CyB"9)Y? grace a l'inégalité de Cauchy. L’inégalité triangulaire et le
fait que ¢ appartienne a C donne alors :
IE (] An)] |2
< B — pasy Az + (e A

< Cp T+ (|lppaca[4(CaB™)? + Can™) 2,

et la convergence de la premiére série est établie.

Les atomes de la tribu A,, sont les images par T~ " des atomes de la tribu Ay qui
sont des morceaux de feuilles dilatées par T'. Par suite, lorsque n tend vers +oo le
diamétre des atomes de A,, décroit exponentiellement vite vers 0 : il existe Cy > 0
et v > 1 tels que, pour tout = € G/T", pour tout n > 0, on ait

Diam(P;°) < Coy™".

L’inégalité triangulaire, les propriétés (22) et (23) (des fonctions de la classe C)
fournissent alors la majoration suivante :

[E(plAn) —olls < [|E(p — SO[WT;lHAn)Hz
+||90[WT;1] - E(@[%H«%)Hz + ||<P[HT;1] —¢lf2
< QCp—pn/M + C«an/Mcg,Y—np‘

Si M est choisi suffisamment grand la convergence de la seconde série est établie. [



56 STEPHANE LE BORGNE

4.5. Exemples d’applications géométriques. On peut utiliser le tlc pour étudier
les propriétés ergodiques de flots géodésiques sur des variétés de volume infini. Nous
le montrons pour des surfaces de courbure négative constante fibrées au dessus d’une

surface de volume fini avec des fibres Z¢ (|28, [16], [57]).

Encore une fois nous étudions I'application au temps 1 associée. On peut la re-
présentée comme un produit gauche au dessus de 'application au temps 1 du flot
géodésique sur la base de volume fini :

T, : XxZ%—= X xZ* : (z,9) = (Tz,y + ¢(z)),

ot T est I'application au temps 1 du flot sur la base (de volume fini) et ¢ est la
fonction a valeurs dans Z? les déplacements dans les fibres. Les itérés de T, sont
donnés par :

17 (x,y) = (T"x,y + Spp(x))

On peut utiliser le théoréme limite local pour obtenir des critéres de récurrence pour
le cocycle S, : si la probabilité P(S,¢ € B) (ou B est une boule) est équivalente
a en~%? alors le cocycle est récurrent pour (et seulement pour) d < 2. Pour d = 2
letle (non dégénéreé) suffit & obtenir la récurrence. On a en effet le théoréme suivant
[16] (voir aussi [57]).

Théoréme 4.24. Soit (X, T, ) un systéme dynamique et ¢ une fonction & valeurs
dans R2. Si ¢ satisait le tlc pour les sous-suites alors le cocycle S, est récurrent.

Si de plus (X, T, u) est un K-systéme, alors la récurrence peut entrainer I'ergodicité.
Il est donc possible de déduire que le flot sur une surface périodique a fibres Z¢ est
ergodique si et seulement si d < 2 (voir [28| pour plus de détails).

Soit PSL(2,R)/T le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique d’aire fi-
nie. Si 'on coupe la surface le long d’'une ou deux orbites périodiques et que I'on
recolle ensemble des copies suivant la (ou les) géodésiques choisies on obtient de nou-
velles surfaces d’aire infinie dont le fibré unitaire tangent est donné par un quotient

PSL(2,R)/T avec T'y/T = Z ou Ty /T = Z>.
/\OL
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Dans un tel cas la fonction ¢ décrivant les déplacement dans les fibresprend un
nombre fini de valeurs. Si nous considérons I'application flot au temps € pour € assez
petit, alors les valeurs de ¢ sont + les générateurs de Z ou Z2. Les ensembles ol
© prend ses différentes valeurs sont des bandes autour des orbites périodiques le
long desquelles on coupe; ce sont des ensembles réguliers. Donc par convolution le
théoréme de la section 4.3 est satisfait par ¢. Il en est de méme du tlc pour les sous-
suites. Grace au résultat de [16] on en déduit que le flot géodésique sur PSL(2,R)/T"
est récurrent.

Que se passe-t-il pour d > 37 The geodesic flow is now transient. The clt can be
used to precise some aspects of the behaviour of the flow.

Plus généralement, on peut étudier le comportement d’'une marche aléatoire sta-
tionnaire sur R, Soit (X, T, 1) un systéme dynamique ergodique et ¢ une fonction
mesurable sur X a valeurs dans R%,avec d > 2. Les sommes ergodiques ZZ;S o(Tkz)
définissent un processus vectoriel. Quand ¢ est intégrable et n’est pas centrée ta-
lors les sommes ergodiques tendent poresqu stirement vers oo dans la direction de
espérance | ¢ du. Nous allons nous intéresser au cas ou ¢ est centré. Une question
est : dans quelles directions les sommes ergodiques vont-elles a 'infini 7 Quand ¢
satisait un tlc, on peu penser que les sommes se comportent comme un mouvement
brownien.

Soit (B;) le mouvement brownien standard dans R?, pour d > 2. Si C est un cone
d’intérieur non-vide dans R?, la proportion de temps passé par B; dans C est

ro(t) = /Ot 1¢(B,) ds.

Théoréme 4.25. Soit C un cone d’intérieur non-vide, de complémentaire d’inté-

rieur non-vide et de frontiere OC négligeable. on a presque stirement lim sup,_, e —

(0 '
<@ _

1 et liminf, ,

Soit (X, T, u) un systéme dynamique ergodique et ¢ une fonction mesurable sur X
a valeurs dans R?, d > 2. Supposons que ¢ soit bornée et centrée. Soit C un cone
d’intérieur non vide et de frontiére OC négligeable.

Soit (W,,)n>1 le processus a valeur dans I’ensemble des fonctions continues défini par
interpolations affines de la facon suivante : pour z € X et n > 1,

Wa(e,) = (o) + (1 — B)(pnia(e) — o) i s € [,

i
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C’est un processus a valeurs dans (Cy4([0, 1]), |||/ )’espace des fonctions continues de
[0, 1] dans R

On dit que le principe d’invariance est satisfait si ce processus (W’z/(g"))nzl (défini

sur l'espace (X, ) et a valeurs dans C4([0,1])) converge en loi vers un mouvement
brownien dans R¢. Le temps passé par W,,(x, s) dans C est

1
Toc(T) = / 1c(W,(z, s)) ds.
0
On a le résultat suivant ([18]).

Théoréme 4.26. Supposons que (X, T, ) soit ergodique, que le principe d’inva-
riance soit satisfait pour une fonction ¢ : X — R? et que C soit un cone d’in-
térieur non-vide, de complémentaire d’intérieur non-vide et de frontiére négligeable
dans R%. Alors, pour presque tout x,

limsup 7, ¢(x) =1 and liminf7,¢(z) = 0.
n—00 n—o0

Revenons aux surfaces périodiques a fibres Z¢ (d > 3). Pour des surfaces obtenues en
recollant une surface d’aire finie le long de trois (ou plus) géodésiques périodiques,
le principe d’invariance est satisfait par ¢ la fonction & ensemble de valeurs fini
qui décrit les déplacements dans les fibres. On déduit du théoréme précédent que,
presque stirement, la proportion passé par le flot géodésique dans un céne donné
oscille infiniment souvent entre 0 et 1.

5. UN ASSOUPLISSEMENT DE LA METHODE DES MARTINGALES

5.1. Mélange et équidistribution : un nouveau point de vue. Le contenu
de cette partie est essentiellement repris de [43|. Nous utilisons les notations de
I'exemple 5. Une fonction ¢ est dite n-holdérienne on X = G/T" si :

O = sup M < 00,

v y#xeX d(ﬂ?, y)ﬁ

Proposition 5.1. Soit F C 0" un ensemble de diametre inférieur a o tel que pour
certains nombres B > 0 et o, pour tout f > 0, on ait :

m,(OF () < OB

1l existe £ > 1 et C' > 0 tels que, pour toute fonction intégrable centrée @, pour tout
n>1etxeG/I' on ait :
1 C
_— Ot z) dot| < o+ CMY e,
g ) a8 < s (el O) ¢

Mais la régularité de ¢ dans la direction de 8% n’a pas d’importance ici : on calcule
une intégrale dans cette direction. On peut préciser cette inégalité, en faisant appel
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a des régularités directionnelles. Définissons

— oo+
Cé,"’“zsup sup lp(x) — (0 )]

2€X uekd-1 ]

Y

et de maniére analogue

— (0K
C(;n,m—) = sup sup ‘90<'r) ()0( v l’)’
T€X veRI-1ke K d(ma ij:x)”

Proposition 5.2. Soit F' C 0" de diamétre inférieur a rq tel qu’il existe B > 0 et
a, pour lesquels pour tout B > 0 on ait :

m,(9F () < OB

Il existe £ > 1 et C > 0 tels que, pour toute fonction intégrable centrée p, pour tout
n>1etxeG/T on ait :

1 / n n C
_ o0 x) df
My (TPET=) Jpnppn (67z) my(F)
Démonstration. Considérons une fonction ¢ dont le support est contenu dans P =

e[tm,m]d—lBK(TO)e i1 On régularise ¢ dans la direction 7 : soit f une fonc-

tion C'*° nulle en dehors de H[JQTO roJd-17 positive ou nulle, intégrale 1 (C’](cl) est la

constante de Lipschitz de f). Définissons ¢ par :

bOTRO ) = £(67) / S0 k07 1) b,

At (rg)
si (60, k,07) € AT(rg) x Bg(rg) x A (rg), et ¥(y) = 0 si y n’appartient pas a P.

<

(llloo +CE2) 7

[=ro,r

Lemme 5.3. Les fonctions ¢ et i ont la méme intégrale et
¢y < O (llelloe + C507)

Démonstration. Le premier point est une conséquence du théoréme de Fubini. Mon-
trons la majoration. Prenons (0;f , k1,0,,) et (6, , k2, 0,,) deux points dans A*(rg) x
B (rg) x A~ (rg) on a :

W(@ZZ k.0, x) — @D(Q;[Qkﬁs_ﬂ)’

£(61) / P05 k007 ) O — F(6) / (0 ka6 ) dO,
At (rg) At (rg)

< Il FOF) = £ ) ma(A*(ro))

| [ elOzmOn) 07— [ (O3 a0
A (ro) At (ro)

Notons IIy — 'application d’holonomie le long de la direction neutre/stable K6~ de
AT (2r) k10, x sur AT (3rg)ko0, 2. C’est une projection locale définie par

Mo, (6 k105,) = O kot
s'il existe (k,07) dans Bg(2rg) x A™(2rg) tel que
kO~ 0 k0, = 07 k20,
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k.8, x
252

Cette application d’holonomie a les propriétés suivantes :
d(Hoy_(é’:[qus_lx), ij;l&;x) < Cd(ki0, 0, ke ),
| o, (0 k167 ) — 1| < Cd(k10; 2, ko),

ou Jy, _ est le déterminant jacobien de Ilp_. On a :

/ (010 ) db, —/ (0 ka0, ) db,
At (rg) At(ro)

/ 90(9;;]{3198_133) d@; — / (gp o H07_‘JHO,_)(0:‘/k191—x)d9:’
AT (rg) I, 1 (A+(r0))
= / | (05010, 2) — o (Lo - (0 K07 ) )| dO

ATt (2r9)

+ / (o (T, (658167 ))] . [ Ty _ (6 kb ) — 1] b
A+(27‘0)

< Cmy(AY (2r0))CU0 7 d(k1 0, 2, ko, 2)"
+C[ ol comu (AT (2r0))d (k10 x, ka0 x)
< C(llplls + CEO)d(k: 6, 2, kab,,x)".
On en déduit :
|?/1(9;rlk19;15€) - 1/1(932/529;235”
<[ flooC (llelloe + CE07) d (kaby, , k26y,)" + Cllellod (6, . 63,)

S17? ur? v u2

< C (el + CEO) d (65 k165, 6., k205,)"

S17 Tu2
0

Revenons a la preuve de la proposition 5.2. La fonction ¢ étant n-héldérienne, on
lui applique la proposition 5.1. Pour tout n > 1, tout x, on a :

C (Il +C57) €
(b, ) doy| < i (F)

o
‘mu(T“FT—n) TnFT—n

et, d’apreés le lemme :

o] S22

]
'mu(T"FT—”) TnFT—n
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Il nous reste a estimer la différence entre les deux intégrales :

1 / 1
_ 0z) do et — L / 0% ) o
mu(T"FT_”) TnEFT—n w( ) mu(T"FT_”) TnEFT—n gp( )

Ces intégrales sont des sommes d’intégrales de ¢ et 1 sur les composantes connexes
de l'intersection de P = AT (rg) Bx(ro) A~ (ro)x avec T"FT ™. Les intégrales sur ces
composantes connexes ne différent que sur les morceaux qui contiennent un point
du bord de T"FT~"x (sur les “tranches" entiéres les intégrales de ¢ et ) sont égales
par définition de ). Nous avons donc :

My (OT"FT"(ry))
my (TP FT—7)

g L 008 — pl0ia) a0} | < 2l

‘ 1
Soit 6 un point de T"FT~™ a distance inférieure a 1o du bord de T"FT~™; il existe
6., € OT"FT~" tel que : d(6;,6.,) < ro. Nous avons donc d(T~ "0,/ 7", T—"6,,T") <
Croe™", autrement dit T~ T™ appartient a OF (Croe™™). On en déduit que I'en-
semble OT" F'T~"(ry) est inclus dans T"0F (Croe~™)T~". L’action de T sur " par

conjugaison est linéaire, par conséquent :

my (0T FT"(rg)) < My (T"OF (Croe”™)T™")

mo (I"FT—") = Mo (T"FT—")
my,(OF (Croe "))
my(F) ’
de sorte que
1 / [elloce™
_ (0 x) — p(0F ) dof | < C-—"——)
TR gy V10~ 2022 m. (F)

et

7077 —Nn
‘ 1 / (Hs@HoovLCé" ))5
ey 2

mu(TnFT ) TrnFT—" mu(F>

On s’affranchit de la condition sur le support de ¢ grace a une partition de I'unité

associée subordonnée a un recouvrement de G/I" par des ensembles de la forme
AT (rg)Bg (ro) A~ (ro)y. O

De ce résultat on peut revenir au mélange et obtenir un nouvel énoncé, une propriété
de mélange anisotropique.

(0Fz) do| < C

Théoréme 5.4. Soient ¢ et 1 deux fonctions holdériennes sur G/T. Il existe deux
nombres réels ( > 1 et C > 0 tels que, pour tout n, on ait :

(4) {00 T < C (llplle + C2%) ([l + €)1

Démonstration. Considérons une suite de tribus, (A,) dont les atomes sont des
morceaux réguliers de feuilles instables, telles que A,, = T7"Ay (nous n’avons pas
besoin d’une filtration, de sorte que les mesures pour m, des atomes de Ay peuvent
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étre choisies bornées inférieurement). Nous avons :

(o, T )] < [, T (¢ = E(D[Anp2))) | + [, T E($]Anj2))

< CC&"’JF)H@HOOC" + (o, E(T™"Y| Ay, 2))|
< 0Pl ™ + HE(PLA o), E(T %A o))
< OO lelloel ™ + Clllos (lllloe + CEO7) €7

O

5.2. Tlc et mélange fort. Nous allons montrer que la propriété de mélange fort
obtenue dans la section précédente implique le tlc. Nous le ferons en suivant les cal-
culs simples utilisés par Jan dans [35]. La fait de ne pas avoir besoin de construire
une filtration simplifie beaucoup la construction de la suite de tribus considérée
A,. Certes I'étude de la fonction caractéristique des sommes normalisées est plus
compliquée que dans le cas d’une martingale. Néanmoins la méthode de Jan est élé-
mentaire et souple. Pour l'illustrer nous allons I’appliquer a un cas non stationnaire
dans lequel il pourrait étre difficile d’appliquer la méthode des martingales.

Le caractére discret du temps n’a aucune importance dans (5.2). Le méme raison-
nement permet d’établir la proposition suivante.

Proposition 5.5. Soit A une tribu dont les atomes sont des morceauz d’orbites de
0t contenant des cubes 6’;16 g1 (pour un € uniforme). Il existe C > 0, £ > 1 tels
que, pour toute fonction n-héldérienne ¢ sur X, pour toutt > 0, on ait

(5) o — Efplg—A]l < CCOHe
et
(6) HE elocdl = [ par| <o+ 080) e

Considérons maintenant une suite (t;)x>1 de temps positifs minorés inférieurement

(par un nombre § > 0, t; > 0 pour tout k) et notons sy = Z§:1 t;. Pour ¢ et ¢

deux fonctions n-holdériennes centrées

(Wogs,o)l = KW —E[¢|g-gpA])og ., )+ (E[Y|g-s2A] 0 g g, 0l
< COPllook ™ + (B [¢|g-s/2A] 0 gspr O)]-
Mais
E [ |g-spjpA] 0 gos, =E [t 0 g_s, |gs,2A4] ,
de sorte que nous obtenons
(@0 g-s @) < COP T pllact ™ + (B [ 0 gy |90/2A]  E [0 g0, 12A])]

et, comme @ est centrée,

B [

GsepAl|| L < C (¢lloo + COO) 542,
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On a donc

(1) 10900} < C(CE el + ¥l ll@llos + CEO7 bl ) €772,
Nous allons déduire le théoréme suivant grace a la méthode de Jan.

Théoréme 5.6. Soit (ty)r>1 une suite de temps positifs bornés inférieurement, et
S = Zf 1t Soit ¢ fonction n-holdérienne centrée sur G/I'. Si les variances des
variables

n
1
= § ¥ O Gsy
VLD
k=1
ont une limite positive alors ces variables convergent en loi vers une variable gaus-

sienne.

Démonstration. Supposons que la limite suivante existe

2
2
o (p) = Jgrolonu (E soogSk>

La propiété de mélange de la proposition (7) implique que la quantité o7(¢) est bien
définie :
a7 () = E(p?) +2 Z (¢ © gs © s,)
k=(+1

et que la suite (07(¢))¢ est bornée. On montre que o?(y) existe si (o7(¢)), converge

au sens de Césaro :
o*(p) = lim — E o7 (p
n—oo 1

Considérons un espace de probabilité (¢, P’ ) contenant (X, p) et une suite (Uy) de
variables aléatoires indépendantes de variances o7(p) définies sur €, et indépen-
dantes des variables Xy = T%p, de lois 1/2(0_y, (p) + 0oy (e))- Le tle (avec conditions
de Lyapounov) est vérifié pour (Uy) :

1
WZUk —r N(O,O’2)

C’est une conséquence du fait que la quantité

cos(nll/2 W(p)t) — exp(—%a(@)th)\

I
Ejz

~
Il
—

(- i (p)t? (

1 1 9,9
o +0 W)) - eXP(—§0(90) )]

I
—-

~
Il
—

tend vers to 0 quand n tend vers I'infini.
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Nous allons maintenant étudier la différence

B (exp( 1/2 ZQO © gsi.)) — Efexp( 1/2 Z Ut))
Introduisons les notations suivantes
By, = exp(nzl—t/ggo 0gs,); Con = exp( th/QU)
We have
(8) exXp ——5 1/2 Z P 0gs, —exXp —75 1/2 Z Ug= H By — H Con
. =1 =1

n

HBﬁ,n_HCE,n:Z HCkn Bén_CZn H Bkn
(=1 /=1

(=1 k=1 k=t+1
Azz
ot le produit indexé par I'ensemble vide vaut 1 par convention.
-1
Les variables Ay = (Byy — Coy) H By, et HC“ sont indépendantes.Nous al-

k=(+1 k=0
lons montrer que la plupart des n termes |E(A;)| sont bornés par Cn=32Inn. Cela

entrainera le résultat.

Considérons une suite (x(n)) que nous fixerons plus tard (d’ordre Inn). Quand
¢+ 3x(n) + 1 < n, décomposons le produit A, en blocs :

L+x(n) £4-2x(n) £4+3x(n) n
AZ = (Bé,n - Cf,n) H Bk n H Bkn H Bk,n H Bk,n .
\ k=(+1 k= L+x(n)+1 k +2x(n)+1 k=0+3x(n)+1
A B c D

Nous pouvons écrire

9) E(A,) = E(ABCD)

(10) = E(AMB-1)(C—-1)D)+E(ABD)+E(ACD) —E(AD).

Du théoréme des accroissements finis on déduit que A est majoré par
Ctn™2([l¢llos + |Uelloo),

pour une certaine constante C, et (B — 1), (C — 1) sont tous les deux majorés par
£+2x(n)

2t
2 Z |00 gs-

k=0+x(n)+1

Par conséquent E(A(B — 1)(C — 1)D) < Cllo||% ;5= x(n)”

Nous ne retiendrons pas la dépendance en ¢, ni en |||« dans nos calcul. nous
écrivons

(11) E(A(B ~ 1)(C ~ 1)D) < C—yx(n)”
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Nous allons majorer les autre termes. Il se traitent tous de la méme maniére. Prenons

par exemple : E(ABD) = Cov(AB, D) + E(AB)E(D).

On a:
L+x(n) n—1
Cov(AB,D) = Cov((Bin—Cen) [[ Bim» ]  Bin)
k=0+1 k=0+3x(n)+1
L+x(n) n—1
= Coo( [[ Bim» ]  Bin)
k=¢ k=t+3x(n)+1
L4x(n) it n—1 it
= Cov H eXD(WSO) O Gsy,» H eXP(W@) O sy,
k=t k=0+3x(n)+1

Composons les deux termes des expressions précédentes par g_pyy(,) et notons
O(n,l,t) et W(n,l,t) les fonctions définies par

L+x(n) it
O(n,4,t) = 1] exp(550) 0 g-srinin)
k=t
et
n it
U(n,lt) = H exp(mw) © Glsi—seyax(n)

k=£+3x(n)+1

Tous les temps apparaissant dans le produit définissant ®(n, ¢, t) et U(n,{,t) sont
respectivement négatifs et positifs et on a

Cov(AB,D) = Cov(¥(n,t,t) d(n,lt))

O Glstax(n)—Setx(m)]?

Par hypothése Sgy3y(n) — Si4y(n) €st plus grand que 2x(n)d. Donc en appliquant
(7) on obtient que la covariance Cov(AB, D) est majorée par (les exponentielles
imaginaires sont bornées par 1)

C( —1—077:;0-1-0 Mt)ffx(n)a_

Mais
+x(n
(777077)
< < '
q>(nu = ; exp( 1/2@)Og[sk_sé+x(n)] < (x(n) + 1)Cexp(nit/gso)

car, pour s < 0, v € R et k € K, d(g.0"kx, g,x) < d(0Tkx,z). De méme

(n,+) (n,+)
C\I/(n,f,t) — Ce n( F/ ©)’

de sorte que

(12) Cov(AB, D) < Cn2¢ XM
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Etudions maintenant

£+2x(n)
AB = (Bé,n - Cé,n) H Bk:,n
k=0+1
. . 042
B ity o gs, 1itU, , il
= exp iz exp i exp | tn— k;l Y O (gs,

Des développements de Taylor des deux autres termes aux ordres 2 et 1 on déduit

1tp o g, 1tU, it 1
eXpnl—/Qé —exXp g = m(@ﬁ 0 g5, — Up) — %(800935 —Uy)? + Dy,

avec Dy < C—1; 3735

£4+2x(n) £4+2x(n)
exp | itn=/? Z pogs, | =1+ itn /2 Z @0 gs, + Do,
k=0+1 k=0+1
avec Dy < C’%n)z, et
it 12
AB = m(@OQSg_UE)_%(SD2OgSe_UZ2)
42 £42x(n) 9  t+2x(n)
_E Z ongsk(pog&g +5U£ Z nggSk—i—D,
k=0+1 k=0+1

avec D < CX <57 Ly Xslg) + X(Q)Q . En prenant ’espérance on obtient :

[E(AB)|
2 ti2x(n x(n )
(13) <on E(U7) — | E(gs,9®) +2 Z O A I S v
k=0+1

Mais par définition de U, on a

E(U?) = of(p)=E(p*og,)+2 Y E(pog, vogs,)

k=(+1
L+2x(n)

= E(p*0g,)+2 Y E(pogs, ¢,
k=t+1

o0

+2 ) E(pogs, pogs,).
k=04+2x(n)+1

En remplagant E(UZ) par cette expression dans (13), on obtient

2 oo

/ )
[E(AB)| < C | |5 > E(pogs, pogs)|+xn)n ],
k=04+2x(n)+1
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et, comme le terme général de la série tend exponentiellement vite vers 0,

—x(n)
(14) IE(AB)| < C (C —+ x(n)2n—3/2) .

Comme on a |E(D)| <1, (12) et (14) impliquent
C‘fx(n)

E(A,) < C( + x(n)?n =32 4 p2¢xM),

Nous pouvons maintenant majorer (8) :

E<f[ By ﬁ o)l = 1S E([ B < 3B

x(n

Le théoréme des accroissements finis donne E(A,) < Cn~'/2. Si on prend x(n) =
DlInn avec D suffisamment grand, alors

1/2 Z ¥ o gSk eXp 1/2 Z Uf = ’E(H Bf,n - H CK,n)’
0 0

C,1112 (n)

ni/2 -

IA

6. ANNEXE : DECOMPOSITIONS DE MESURES SELON UNE PARTITION

Nous avons considéré a plusieurs reprises des partitions dont les atomes sont défi-
nis par des actions de groupes de Lie et avons affirmé sans démonstration que les
probabilités de la mesure de Haar sur I’espace homogene se décomposaient selon ces
partitions et que les probabilités conditionnelles obtenues étaient données par les
mesures de Haar du groupe définissant les atomes. Nous justifions ici ces affirma-
tions & partir de la notion de partition mesurable due & Rokhlin. Nous ne donnons
pas de démonstration compléte mais des éléments permettant d’en établir.

On dit qu’une partition P d’un espace de probabilité (X, m) est mesurable au sens de
Rokhlin s’il existe une famille dénombrable F de parties mesurables de X telle que
P soit la partition la plus grossiére plus fine que toutes les partitions { F,¢ F'} pour F
parcourant F (autrement dit les atomes de P sont les intersections Npex(Fouk).

Les partitions construites dans ce travail sont mesurables en ce sens. Pour le voir il
suffit de montrer qu’une partition Q@ obtenue par le découpage en tranches de mor-
ceaux d’une partition finie comme dans les exemples 3 et 5 ci-dessus est mesurable.
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On peut le voir comme dans le cas de la partition en tranches horizontales d’un
carré (engendrée par les rectangle délimités par deux segments dont les hauteurs
sont rationnelles). Il est ensuite facile de voir que les partitions Qf° sont mesurables
comme définies & partir d'une famille dénombrable de partitions mesurables.

Rokhlin a montré ([55]) qu’il était possible de décomposer une mesure suivant une
partition mesurable. On obtient ainsi une sorte de théoréme de Fubini pour des
partitions qui ne sont pas définies par des structures produit.

Théoréme 6.1. Soient (X, m) un espace de probabilité standard et P une partition
mesurable de X. Il existe une mesure de probabilité pup sur l'espace quotient X/P,
et une famille (mp)pep telles que, pour tout ensemble mesurable A, on ait

m(A) = /X/Pmp(AﬂP) dup(P).

Ajoutons maintenant qu'un groupe de Lie connexe G agit sur X en préservant la
mesure m et que les atomes de P sont des morceaux d’orbites de cet action comme
suit. Si P est un atome de P alors, pour tout point x de P, on a

P =Pz,

ou ngG) est une partie connexe de GG, d’intérieur non vide, contenant 1’élément neutre
de G. Ajoutons que g — g.x est une application bijective bimesurable de P9 sur
P et que le bord de P est négligeable pour la mesure A de Haar sur G. Alors les
mesures mp sont données par la mesure de Haar sur G au sens suivant. Pour toute
partie Ap incluse dans P on a
(@)
mP(AP) = MA—TG)),

APr)
ott ALY est défini par Al 2 = Ap.
Soient A une partie mesurable de X et € > 0,. Notons A, I'’ensemble des points x
de A tels que pour tout g dans B(e,€), la boule de rayon e centrée en 1’élément
neutre e de (G, si x appartient & un atome P alors g.z aussi. L’ensemble A, est donc

I’ensemble des points de A qu'on peut déplacer de € par I'action de G sans changer
d’atome de P.

Faisons ’hypothése que I’ensemble que forment les bords des atomes de P est de
mesure nulle. Alors
m(A) = 11_{% m(A).
Par définition de A, pour tout ensemble B saturé pour P on a
g.A.NB=g.(A.NB).

Pour tout ensemble mesurable saturé B, pour tout g € B(e,€), on a donc

m(A.N B) = /X/P mp(Ac N BN P) dup(P)
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et
m(g.Ac N B) =m(g.(AcN B)) = / mp(g.Ac N BN P) dup(P).
X/P
Par hypothése m est invariante par 'action de G, on a donc

/ mp(Ac N BN P) dup(P) = / mp(g.Ac N BN P) dup(P)
X/P X/P

pour tout ensemble saturé mesurable B. On en déduit que pour pup-presque tout P,
on a
mp(g.Ac N P) = mp(A.N P).

Cette égalité étant valable pour toute partie mesurable A, il en découle que la mesure
mp est invariante par 'action des éléments de B(e, €) sur 'ensemble des points de
P "a distance" inférieure a 2¢ du bord. Sur cet ensemble mp est donc 'image d’une
mesure de Haar sur G par l'action de G (définissant P). Le nombre ¢ pouvant étre
arbitrairement petit, on en déduit que mp est déduite d’'une mesure de Haar sur G.
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