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Exercice 1. Soient u; = (1,2,3) et up = (2,—1,1), v; = (1,0,1) et v = (2,—1,1).
Montrer que le sous-espace engendré par u; et us coincide avec le sous-espace vectoriel
engendré par v; et vy, de deux maniéres.

1. En écrivant u, et us chacun comme combinaison linéaire de v et vs.
2. En trouvant des équations pour chacun de ces deux sous-espaces.

3. Soient P, le plan paramétré par P, = {(\, u, A + p),\ € R,u € R} C R? et
Py = {(A+ 21,2\ — 11, 3\ + p), A € R, u € R} C R®. Comparer ces deux plans.

C’est ’exercice 7 de la feuille 3.

1. On cherche aq, as tels que u; = v + aavy et Gy, (o tels que uy = (1v1 + Govs.
Cela revient a résoudre les deux systeémes linéaires

oy 200 = 1 Br 26, = 2
0.@1 —Qy = 2 Oﬂl —52 = —1
ap  tay = 3 B +B = 1

Remarque : a priori il n’y a pas de raison que ces systémes aient des solutions;
I’énoncé semble indiquer que oui. On peut résoudre les deux en méme temps par
la méthode de Gauss-Jordan puisque les matrices des premiers membres sont les

meémes :
1 211 2
0 —-1]2 -1
1 1 13 1
1 2|1 2
0 —-1|12 -1
0 —-1]2 -1
1 1 2
0o 1 1]|-2 1
0 -1 2 -1
1 0] 5 O
0 1]1—-2 1
0 0l 0 O

Conclusion les deux systémes ont chacun une solution unique. On obtient :
Uy = 51)1 - 2’02 et Ug = V2

Oui, on aurait pu remarquer que us et vo étaient égaux.

Comme u; et us sont des combinaisons linéaires de vy et vq, on a

Vect(uy,us) C Vect(vy, vy).
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Mais u; et us ne sont pas colinéaires. En effet, comme ni uq ni us n’est nul, ils seraient
colinéaires s’il existait un nombre A tel que u; = Auy. On aurait en particulier 1 = 2\
et 2 = —\, ce qui est impossible.

Le sous-espace vectoriel Vect(uy, us) est donc un plan. Comme Vect(vy,vq) est au
plus de dimension 2 et contient le plan Vect(uy, us) il est de dimension 2 et coincide
avec Vect(uy, ug).

2. Pour trouver une équation de Vect(uy,uz) écrivons que le vecteur w = (x,y, ) est
combinaison linéaire de u; et us : il existe Ay et Ay tels que

w = )\1U1 + )\2’&2

soit
)\1 +2/\2 = T
2 X =y
3)\1 +)\2 = Z
Appliquons I'algorithme de Gauss-Jordan :
1 2 |z
2 —1 Y
z

1
( 0 —5|y— 296
0 —5|z—3z
1 0]1/5.x+2/5.y
0 1|2/5.x—1/5.y
00 z2—x—y
Le systéme n’a de solution (alors unique) que si z — x — y = 0. C’est I’équation de
Vect(uy,uy) recherchée.
Passons a Vect(v1,vz). On procéde de la méme fagon. Pour trouver une équation de
Vect(uy,ug) écrivons que le vecteur w = (z,y, z) est combinaison linéaire de vy et
vy @ il existe A1 et Ay tels que

w = /\1’01 + )\2’02

soit
Al 2
0.)\1 —)\2 = vy
)\1 —|—>\2 = Z
Appliquons I'algorithme de Gauss-Jordan :
1 2 |z
—1|y
1 1 |z
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1 2 x

0 —1 Y

0 -1|z—2
1 0 242y
01 —y
0 Olz—z—y

Le systéme n’a de solution (alors unique) que si z — x —y = 0. C’est I’équation de
Vect(vy, vq9) recherchée.

Les deux plans Vect(uy,us) et Vect(vy,vy) ont méme équation ; ils sont égaux (il
aurait suffit qu’ils aient des équations proportionnelles).

3. On remarque que
Py = Vect(uy, us)

et que si on pose w; = (1,0,1) et wy = (0,1,1),
Py = Vect(wy, ws).

On vérifie que les coordonnées de w; et wy satisfont 'équation du plan Vect(uq, us).
Par ailleurs w; et ws ne sont pas colinéaires. Conclusion : P, = P5.



