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Dérivées des fonctions de plusieurs variables (suite)

1 La différentielle d’une fonction a valeurs réelles

Cas des fonctions d’une variable

f(Xo+h) — f(Xo)
h

(i) f est dérivable en Xj si lim existe.

h—0

Sa valeur ¢ est notée f'(Xo).

f(Xo+h) — f(Xo) = lh

(ii) On peut, de maniére équivalente, écrire }lg% - =0.
On remarque que h — L(h) = (h est une application linéaire de R dans R, que 'on
appelle différentielle de f en X; et que 'on note df (Xj).

(iii) Si f est dérivable en X, alors pour h petit : f(Xo+h) est “voisin" de f(Xo)+ f'(Xo)h.
Donc h — f(Xo) + f/(Xo)h est une application affine qui "approche trés bien "
f(Xo +h).

Définition 1.1. f est différentiable en x s’il existe une application linéaire L : R® — R
telle que :
f(z+h) = f(z)+ L(h) + [|h]le(h),

avec limy, 0 €(h) = 0. L’application L est la différentielle de f en z et se note df (x)

ou f'(x).

Remarque

Cette définition signifie que I'application affine f(z)+df(z)-h est tangente a application
h — f(x + h) en 0. Lorsque qu’on remplace f(x + h) par f(x)+ df(x) - h et que h est
petit, alors on fait une erreur négligeable par rapport a h.

oy St h) — fz) — L(h)
(=% Al

Cela revient a dire
=0

La différentielle, lorsqu’elle existe, est unique.

Proposition 1.2. §i f est différentiable en x, alors ses dérivées partielles existent et on
a:

of
dx,

_9f
df(x)'h_ﬁ_arl(x)hl+"'+
—Vf-h

() hn

Remarque
La matrice de I'application linéaire df (x) dans la base canonique est le gradient V f(z).
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Proposition 1.3. Si f est différentiable en x alors f est continue en x.

Remarque

L’existence des dérivées partielles de f n’implique pas la différentiabilité.
Mais :

Théoréme 1.4. Si f admet des dérivées partielles et si elles sont continues alors f est
différentiable.
On dit que f est de classe C*.

1.1 Reégle de différentiation

Proposition 1.5. Si f et g sont différentiables on a :
(1) d(f + 9)(z) = df (z) + dg()
(ii) d(Af)(z) = Adf(z)
(i) d(fg)(x) = f(z)dg(x) + g(z) df (z)
)

(iv) d (g) () = 9() df(xg;x])”(x) dg() (a condition que g(x) #0)

1.2 Remarques

Sif:U — RouU est un ouvert de R", alors :

(i) Si f est C! sur U alors f est différentiable sur U et les dérivées existent sur U.

Z;
Les réciproques ne sont pas vraies!!

(ii) Si f est différentiable en xy € U alors 'application affine A(h) = f(zo) + df (zo) - h
a pour graphe ’espace tangent au graphe de f en x;.

1.3 Dérivées partielles successives

of
Les dérivées partielles Er (x1,...,2,) sont des fonctions de z1, . . ., z,, et il arrive souvent
7

7
qu’elles sont eux-méme dérivables.

i s . , . o*f o (of L g,
Définition 1.6. On écrit, lorsqu’elle existe, —— = —— | et on dit qu’il s’agit
8:61- ai[}j 8:62 891:]-
d’une dérivée partielle seconde de f.
Exemple
2 2
f: R2 =R, (z,y) — 2%yt Alors (%—gy(a:,y) = 122%° = a(zaj; (z,9).
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Théoréme 1.7. (Schwarz)
0*f
5’@ ’ (9@ 81‘]‘

existent et sont continues dans une boule autour

Si les déirvées partielles

de (ay ...ay,) alors :
O f O f
oz, Y= e on
0x; Ox; Oz Ox;

(a)

2 La différentielle d’une fonction a valeurs vectorielles

Définition 2.1. F' de R™ dans R™ est différentiable en x € R" s’il existe une appli-
cation linéaire L de R™ dans R™ telle que :

lim F(x4+h)—F(x)—L-h

=0.
[ 7]

L est la différentielle de F' en = et se note : dF(z).

Théoréme 2.2. F' est différentiable en x si et seulement si ses composants sont différen-
tiables et on a :

dF(z)-h = (Vfi(x)-h, ..., Vin(2)-h).

Définition 2.3. La matrice

o o
Nz - Pi(x)
Ofm Ofm
ORI €9

est la matrice de dF () et est appelée matrice jacobienne de F' en x et se note : J(F)(x).

Théoréme 2.4. Si ' a des composantes de classe C alors elles sont différentiables et F
est également différentiable.

Exercice
(i) Trouver la matrice jacobienne de F en (1, 1) de : F(z, y) = (2® + y?, ™).
(ii) Trouver la différentielle de F(x, vy, z) = (¢, y, 2).

(iii) Trouver la différentielle de F'(r, 8) = (r cos@, r sinf).

2.1 Propriétés de la différentielle

Proposition 2.5. Si F' de R™ dans R™ est linéaire, alors dF(x) = F.

Proposition 2.6. Si F' est différentiable en x alors F' est continue en x.
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2.2 Différentielles des fonctions composées

Si F' est une fonction de R™ dans R™ | si G est une fonction de R™ dans R?, alors G o F

est une fonction de R" dans R?.

Théoréme 2.7. Si F' est différentiable en x, et si G est différentiable en F(x), alors
G o F est différentiable en x et on a :

d(Go F)(z) = dG(F(z))odF(x).

Exercice

Dériver G o F' lorsque
Flz,y) = (2" +y*, ev)
G(u,v) = (zy, sinz, 2°y)

2.3 Sur la régle de dérivation en chaine

Le résultat théorique
Soient f : R® — R et g : R? — R™ deux fonctions différentiables. Ecrivons h = f o
g. D’aprés la régle de dérivation des fonctions composées nous avons (comme pour les
fonctions de R dans R) :

W(xz) = (fog)(x) = f(9(z)).g'(x).

La fonction f o g est une fonction de R” dans R. Sa dérivée est donc un vecteur ligne a p
colonnes, la transposée de son gradient :

/ oh  h oh
h(g;): (8_z1 g d_zp>
La fonction g est une fonction de R? dans R™. Sa dérivée est la matrice n x p composée des
vecteurs transposés des gradients des coordonnées de g. Si g(x) = (¢1(x), g2(x), . .., g2(7))

(on devrait écrire ce vecteur en colonne si on voulait se conformer en toute rigueur aux
choix du cours) la dérivée de g s’écrit :

990 Oq1 ... ¢
ox1 Oxo Oxp
992 892 ... Qg2
/ oz Ox2 ox
g'(x) = ’
O9n  Ogn ... Ogn
ox1 Oxo Oxp
Pour simplifier la présentation appelons g = (g1, 92, . - ., ¢,) un point de R™. C’est un abus

de notation, g ne désigne pas ici la fonction ¢ mais un vecteur, un point dans R". La
dérivée de f en un point g est donnée par la transposée de son gradient :

— (9f Of of
ro- (4 % - #)
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L’égalité matricielle h/'(z) = (f o g)'(z) = f'(g(z)).¢'(z) signifie donc :

991 Og1 991

Oxr1  Oxo Oxp

992 Og2 992
Oh  Oh oh\ _ (90f Of of Oz Oz2 Ozyp
Oz1 Oxa " Oxp )~ \Og1 09g2 " Ogn . :

Ogn  Ogn .. Ogn

Oxr1  Oxo Oxp

Autrement dit pour tout i =1,...,p on a

Oh I~ Of g

Ox; —1 a_gk o

Attention! Quand g apparait au dénominateur cela signifie seulement que 1'on prend la
dérivée de f par rapport a sa kiéme variable. Quand il apparait au numérateur g, désigne
la kiéme coordonnée de g : c’est alors une fonction.

Un exemple
Prenons f : R® — R et g : R? — R? deux fonctions différentiables définies par

f(xa Y, Z) = 2[L‘y - 3(1: + Z>7
g(z,y) = (z +y',y — 32%,22° - 3y).
On demande de calculer les dérivées partielles de la fonction de deux variables h = f o g.

Pour se ramener au théoréme général et ne pas s’embrouiller, il est préférable de changer
les noms des variables dans I'expression de f :

f(91,92,93) = 29192 — 3(91 + 93).

La formule de dérivation en chaine donne alors

Oh _ Of 0(x+y')  Of Oy —32?) N Of 9(22* - 3y)
or  dg; Oz ) Ox g3 Ox ’
oh _ 8_f8(x+y4) N Jf Ay — 32?) N Of 9(22* - 3y)
dy Oq Oy dg2 Oy dgs Oy
Pour 3_27 on obtient :
Oh
Exprimée en fonction de z et y cette dérivée s’écrit :
? =2y — 62% — 3 — 122(x + ¢y*) — 120 = —12zy* — 182% 4+ 2y — 122 — 3.
x

Je vous laisse le calcul de la deuxiéme dérivée partielle de A en exercice.
Remarque. On peut aussi écrire les choses sous la forme :
oh _ O0f Oz +y") N of 9y — 32?) N af 0(22* — 3y)
or Ox Ox dy Ox 0z Ox ’
mais c’est un peu risqué. Il ne faut surtout pas oublier de prendre les valeurs des dérivées
partielles de f au point (z + y*,y — 322,222 — 3y).
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