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Exercice 1. (3 points)

1. Montrer que 'intégrale
oo
I'(z) :/ " temt at
0

converge pour x > 0.
La fonction ¢ +— t*~ et est continue sur ]0, +oo[. En +oc les croissances comparées des
fonctions puissances et de I'exponentielle assurent que t*~le=* = o(z~2) ce qui montre
que [t le~t dt converge. Lorsque ¢ tend vers 0, t“~ e~ est équivalent a ¢t*~! (positif).
Six > 0alors z —1 > —1 et le critere de Riemann montre que fol t*~le=t dt converge.
En conclusion [y°t*"te™! dt converge pour tout z > 0.

2. Montrer que I' est dérivable sur |0, +o0o[ et donner une expression de sa dérivée.
Pour tout > 0 la fonction t ~ t*~ e~ est mesurable et intégrable (question 1.) sur
10, 4-00.
Pour tout ¢ > 0, la fonction z + t*~te™t est dérivable et

2( tle™t) =Int "l

ox

Fixons 0 < a < b deux nombres réels. Pour tout x €]a, b[ on a
[Int "t ! < |Int] 7 10 4y(8) + | Int] 7 ey 4oy (B).

Par les mémes arguments que dans la question 1. (en 0 : [In#| t*~ est un o(t*/?~1) ; autre
possibilité : reconnaitre une intégrale de Bertrand) on montre que la fonction (indépen-
dante de z €]a, b)])

t— | Int| ta_ll}oﬂ(t) + |Int| tb_le_t1}1’+oo}(t)

est intégrable sur |0, +oo[. Le théoréeme de dérivation sous 'intégrale assure alors que T’
est dérivable sur Ja, b de dérivée

[e.e]
I(z) = / Int t* e tdt.
0

Cela étant vrai pour tout a, b, I' est dérivable sur |0, +00] et sa dérivée est donnée par la
formule précédente.

3. Montrer que pour tout ¢ > 0 on a

T(t+1) = t0(t).

A

I't+1)= lim ste™ ds.
A—+o0 Jo
Calculons f64 ste™® ds par parties (v =e™%, v =s', u= —e"%, v =ts!71) :

) ) u =
A A
/ ste™ ds = [—e 54 +/ ts'le™* ds.
0 0
On obtient

A 400
D(t+1)= lim —Ale ™+ lim ts'le % ds = t/ st7le™% ds = tI(t).
0

A—+o00 A—+o00 /o
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4. Montrer que pour tout entier n > 0 on a I'(n + 1) = nl.
Pour n =0 on a

—+00
r(1) :/ et dt = [—e 3P =1 =0L.
0

La propriété est donc vraie pour n = 0. Montrons que si elle est vraie pour un entier n
alors elle I’est pour son successeur n 4+ 1. Soit n un entier. Supposons que la propriété est
vraie au rang n c’est-a-dire que I'(n + 1) = n!. Alors d’apres la question précédente on a
'n+2)=Mn+1)I'n+1) =nm+1)n! = (n+ 1)l Autrement dit la propriété est vraie
au rang n + 1. La propriété étant vraie au rang 0 et héréditaire elle est vraie pour tous
les entiers.

Exercice 2. (8 points)
On note B(R) et B(R?) les tribus boréliennes sur R et R? respectivement, B(R) ® B(R) la tribu
produit.

1. Rappeler les définitions de B(R?) et B(R) ® B(R). Montrer que B(R) ® B(R) = B(R?).
Indication : on pourra procéder par double inclusion ; utiliser d’une part que tout ouvert
de R? est réunion dénombrable de produits d’intervalles ouverts, considérer d’autre part
les ensembles du type B x R.

La tribu borélienne est la tribu engendrée par les ouverts de R? :

B(R?) = o{O / O ouvert de R?}.
La tribu B(R) ® B(R) est la tribu engendrée par les pavés
BR)® B[R)=0{Ax B/ AcBR),BecB(R)}.

Tout ouvert est un réunion dénombrable de produits d’intervalles. Si O est un ouvert de
R?, il existe des suites (ay,), (bn), (cn), (dn) telles que

0= U (Jan, bp[X]en, dn]) -
neN
Les intervalles étant des boréliens (éléments de B(R)) les ouverts apparaissent comme des
réunions dénombrables de pavés. Comme une tribu est stable par réunion dénombrable
on en déduit que B(R) ® B(R) contient I'ensemble des ouverts. La tribu B(R?) étant la
plus petite tribu contenant ’ensemble des ouverts cela entraine que

B(R?) c B(R) ® B(R).
Considérons 'ensemble
{AxR /) AeBR)}.

C’est la tribu engendrée par la famille des ensembles ]a,b[xR. Elle est donc contenue
dans B(R?). De maniére analogue Iensemble

(Rx B/ BeBR)}

est aussi une tribu incluse dans B(R?). Une tribu est stable par intersection donc les
ensembles

(AXxR)N(Rx B)=AxB

appartiennent & B(R?). Autrement dit les pavés appartiennent a B(R?). Cela montre
qu’on a
B(R) ® B(R) C B(R?).
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2. Pour E C R? on note

E.={y/ (z,y) € E} et BV ={x / (2,y) € E}.

Montrer que si E € B(R?) alors, pour tout z, E, € B(R). La méme chose est vraie pour
les ensembles EY (cela se démontre de la méme fagon ; on admet).
Vu en cours.

3. On désigne par A la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). Rappeler ce qu’est un ensemble
négligeable pour A. On considere I’ensemble des parties

L(R) ={BUN /B e B(R), N négligeable}.

Montrer que £(R) est une tribu (c’est la tribu complétée de la tribu borélienne pour la
mesure de Lebesgue, appelée aussi tribu de Lebesgue).
Vu en cours.

4. On pourrait démontrer de la méme fagon que dans la question 2. que pour tout E €
L(R) ® L(R), tous nombres réels z, y, E, et EY appartiennent a L(R). On 'admet. En
déduire que si A x B € L(R) ® L(R) alors A € L(R) et B € L(R).

11 suffit de décrire les tranches (ou sections) des produits A x B :

(AxB),=0siz¢ A, BsizeA;
(AxB)Y=0siy¢ B, Asiye B.
Si Ax B € L(R) ® L(R), (A x B), et (A x B)Y appartiennent a L(R) donc B et A
appartiennent a L(R).
5. Montrer que si N est une partie de R négligeable pour A alors NV x R est négligeable pour
la mesure produit A ® A. En utilisant la question 4., en déduire que £(R) ® L£(R) n’est
pas complete. On admettra qu'’il existe des parties de R qui ne sont pas dans L(R).

La mesure d'un ensemble est égale a 'intégrale de son indicatrice. Le théoeme de Fubini-
Tonelli permet d’écrire :

A@AMN xR) — A;Nm@w)Q®MW%@)

= [ ([ 1estepaan) aa)
_ /E%A((Nxm)y)A(dy)

= / 0 M(dy) car N est négligeable
JR
= 0.

Considérons maintenant une partie P de R qui ne soit pas dans £(R) et N un ensemble
négligeable. Alors comme
NxPCNxR

et que A@ A(N xR) = 0, N x P est négligeable pour A@ A. Mais N x P n’appartient pas a
L(R)® L(R) car d’apres la question précédente, si c’était le cas, N et P appartiendraient
a L(R) (ce qui est faux pour P par hypothese).

Exercice 3. (3 points)
On se donne un ensemble X et une famille de fonctions (f;);er de fonctions de X dans R (indexée
par un ensemble 7). On munit R de sa tribu borélienne B(R).



Licence de mathématiques INTEGRATION 2018-2019

1. Donner un exemple de tribu sur X rendant mesurables toutes les fonctions f;. Comment
définir la plus petite tribu rendant mesurables toutes les fonctions f; 7
La tribu discrete P(R) rend mesurables toutes les fonctions, en particulier les fonctions
fi- On peut définir la plus petite tribu rendant mesurables toutes les fonctions f; comme
I'intersection de toutes les tribus rendant mesurables toutes les fonctions f; (intersection
sur un ensemble non vide puisque P(R) est une telle tribu).

2. On se place dans le cas ot I n’a qu’un élément. On note o(f) la plus petite tribu sur X
rendant f mesurable. Montrer que o(f) = f~*(B(R)). Montrer qu'une fonction g de X
dans R est mesurable pour o(f) si et seulement s’il existe une fonction A de R dans R
mesurable (pour la tribu borélienne) telle que g = h o f.

La notation de I’énoncé est ambigiie. Il faut comprendre :

FHBR)) ={f~1(B) / B €BR)}.

Si f est mesurable pour une tribu A alors par définition, pour tout B € B(R), on a
f~YB) € A. On en déduit que

FHBR)) C a(f)-

Mais par ailleurs f~(B(R)) est une tribu sur X rendant f mesurable donc

o(f) € [THBR)).

Siona g = ho favec h une fonction borélienne (7.e. mesurable pour la tribu borélienne)
alors pour tout borélien B de R on a

g '(B) = T (h71(B)) € fTH(B(R)) car h™(B) € B(R)

donc g est mesurable pour o(f) = f~1(B(R)).
Réciproquement supposons g mesurable pour o(f) = f~1(B(R)). Soient x et y deux
points de X. La fonction f prend la méme valeur en x et y si

y € fH(f(@)).

Comme g est mesurable pour f~1(B(R)), il existe un borélien B, tel que

g~ ({g(@)}) = f~(By).

Le point = appartient & ¢~ ({g(z)}) donc & f~(B,); on en déduit que f(z) € B, donc
que f1{f(x)}) € g7 ({g(x)}). On a donc montré I'implication suivante : si f(z) = f(y)
alors g(x) = g(y). (On peut exprimer cette implication en terme de relation d’équivalence :
définissons deux relations d’équivalence = ~1 y si f(z) = f(y), = ~2 y si g(z) = g(y);
la partition en classes d’équivalence pour ~p est plus fine que la partition en classes
d’équivalence pour ~j.) Cela permet de définir une fonction h telle que g = h o f. Soit v
un nombre réel. S’il existe x € X tel que v = f(z) on pose h(v) = g(x); cela a bien un
sens (pour tout y tel que v = f(y), h(v) = g(y) affecte bien la méme valeur a h(v) car
v = f(z) = f(y) entraine g(x) = g(y)). S’il n’existe pas de = dans X tel que v = f(x)
posons h(v) = 0. Par définition la fonction A ainsi définie vérifie g(z) = h(f(x)) pour
tout z. Reste a voir qu’elle est borélienne. Considérons un intervalle |a, b[ qui ne contient

pas 0. On a :
hta,0) = J 7 ({w}).
vE]a,b]
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Mais par définition de h on a h=*({v}) = f(g~*({v})). On a donc :

h (a0 = J fle™ {eh) = flo7' (U {v}) = flg~ (a.b]).

v€]a,b[ v€]a,b|

Comme par hypothése g est mesurable pour f~(B(R)), il existe un borélien C, tel que
g (Ja,b]) = f~1(Cap). On a alors

hil(]% bD - f(gil(]a’ bD) - f(fil(ca,b) = Ca,b~

Comme l’ensemble des intervalles |a, b| qui ne contiennent pas 0 engendre la tribu boré-
lienne, on en déduit que h est borélienne.
Exercice 4. (7 points)

1. Soit @ > 0 un nombre réel. Démontrer que la fonction (z,y) — e~ est intégrable sur
[0, a] x [0, +oc0[. On pourra calculer [ e~ dx et montrer que ¢’est une fonction intégrable
de y.
La fonction (z,y) — e *¥" est continue (donc mesurable pour la tribu borélienne) et
positive. On peut appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli :

/ 671y2dxdy = / (/ exyzdac> dy.
[0,a] x[0,+o00[ 0 0

On en déduit que si y — [ e~ dx est intégrable sur [0, +o0o[ alors

/ e_$y2dxdy < 400,
[0,a] x[0,+o00[

autrement dit (z,y) — e *¥" est intégrable sur [0,a] x [0, +-o00[. Calculons I e dy

/a e dy = [e_mﬂ}a = L
2 10 2 :
0 -y Y

—ay?
La fonction y +— 1722 ’ est continue sur 10, +o0[, prolongeable par continuité en 0,

2

majorée par y~* : elle est donc intégrable sur [0, +oo].

2. Calculer l'intégrale I(a,y) = [ e~ sin(z)dz.
On peut faire le calcul en intégrant deux fois par parties. Une autre possibilité est d’utiliser
les nombres complexes (& désigne la partie imaginaire) :

I(a,y) = /0 eV’ sin(r)dr = /0 e_nyS(e”)d:r =g (/0 e_$y2e“d:n) .

a o, a oy
/ e W edy = / =) gy
0 0
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On obtient

I(a7y) - $<

Lo (A= el +0)
Y2 —i yt+1

1— e cos(a) — y2e~" sin(a)

yt+1 '

3. Démontrer que, lorsque a tend vers +oo, l'intégrale féx’ I(a,y)dy tend vers l'intégrale

I= [ mly dy.
Pour tout y > 0, on a

lim 1— e cos(a) — y?e~" sin(a) _ 1
a—-+oo yr 41 yt 4+ 1

D’autre part, pour tout a > 0, on a

1— e % cos(a) — y?e % sin(a) _ 2+ 42
yt+1 Tyt

et la fonction y — zjﬁ est intégrable sur [0, +o00o[ et indépendante de a. Le théoréme de

convergence dominée implique que

—+00

. oo oo ]
S I(a,y)dy:/o aggloof(a,y)dy:/o y4+1dy-

4. En déduire que lintégrale J = [;° Si%da: est convergente.

Pour tout (z,y) on a
\efny sin(z)| < e Y

Gréce a la question 1. on en déduit que la fonction (continue donc mesurable) (z,y) —
e~ sin(z) est intégrable sur [0, a] x [0,400[. On peut appliquer le théoréme de Fubini
qui affirme l'intégrabilité sur [0, a] de la fonction

+oo 2
x> / e sin(x) dy
Jo
et donne I'égalité :

/O+OO I(a,y) dy = /Oa (/;Oo e’ sin(x) dy) dx.

On peut exprimer 'intégrale apparaissant dans le deuxiéme membre en faisant le chan-
gement de variable u = \/xy. Cela donne

o0 00 i +o0
/ eV sin(z) dy = sin(x)/ e du sin(e) / e du.
0 0 \/E \/E 0

On a donc égalité

/Oa Sil\l/(g) /0-5-00 e~ du dr = (/{)+OO e du) /Oa Sir\l/(g) dr = /0Jroo I(a,y) dy,
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ce qu’on peut encore écrire

“sin(z) o Jo ™ I(a,y) dy

RRYZA 0+°°e_“2 du

Gréace a la question 3. on en déduit

. + 1
/‘1 sin(x) dr — 0 A
0 ﬁ a——+00 l 0+OO 67,“2 du’.
C’est exactement dire que l'intégrale J = [5° Si%: dx est convergente.
NG

5. Connaissant la valeur de I'intégrale K = [;° e dy = Y5, calculer les valeurs de I et J.
Indication : I se calcule en décomposant la fraction rationnelle en éléments simples. Le
calcul complet est long. Si vous n’avez pas le temps de le faire, expliquez comment il faut
procéder et quels types d’expressions on obtient.

La question précédente donne 1’égalité

[:JK:J*?.

Reste a calculer I; J s’en déduit. Nous allons calculer une primitive de la fraction ra-
tionnelle ﬁ Pour cela commencgons par écrire la décomposition en éléments simples
de la fraction. Les racines du polynoéme z* + 1 sont exp(im/4), exp(3in/4), exp(—imr/4),

exp(—3im/4). La décomposition de la fraction rationnelle dans C(X) a la forme suivante :

1 Q 153 ~y 0

L+a2% 2 —exp(in/4) Tz exp(—im/4) Tz exp(3in/4) Tz exp(—3ir/4)

En prenant la quantité conjuguée, comme la décomposition en éléments simples est
unique, on obtient les relations :

B=a, d =7.
En multipliant par x — exp(im/4) et en évaluant en = = exp(im/4), on obtient
1
“ - (exp(im/4) — exp(—im/4))(exp(im/4) — exp(3im/4))(exp(im/4) — exp(—3im/4))
1 —1—1
V2iV2V2(1+i) 42
De la méme facon on obtient :
1

T (exp(3im/4) — exp(im/4))(exp(3im/4) — exp(—im/4))(exp(3im/4) — exp(—3in/4))

1 1—1

V22142 42
Cela donne D’écriture suivante
1 1 ( —1—1 -1+ 1—14 1414 >

1+t 4y/2 \x — exp(im/4) * x — exp(—in/4) + x — exp(3im/4) + x — exp(—3im/4)
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puis (en regroupant les pdles conjugués)

1 _ 1 (=1 —i)(x —exp(—in/4)) + (=1 + i) ((x — exp(in/4)))
14zt 42 (z —exp(in/4))(x — exp(—in/4))
N I (1 —i)(x —exp(=3in/4)) + (1 4+ i)((x — exp(3im/4)))
44/2 (x — exp(3im/4))(z — exp(—3im/4))

4V2 \ 22 —V2x+1 224++2x+1

Remarque : il n’est pas sA»r que le calcul précédent soit le plus simple. On peut aussi
utiliser 1'écriture 2% + 1 = (22 + V22 + 1)(2® — /22 + 1) et chercher la décomposition
en ¢éléments simples qui a la forme précédente. Une fois ce travail fait, la recherche de
primitive n’est plus tres difficile :

—2x + 2V/2 —22 4+ /2 V2

—————dx = —————doe+ | ——— dx
22— 22 +1 22— 2z +1 22 — 22 +1

V2
= —ln(xQ_\/§x+1)+/(x_\/§/2>2+1/2 dx

= 1n($2\/§l’+1)+/(\/§x2_\/1§)2—|—1 e

= —In(z? — V2x + 1) + 2arctan(v2z — 1)

1 <—2x+2\/§ 27 + 2¢/2 )

/2%—’_2\/§ de = /2%4_\/5 dx+/\/§ dx
22 4+2r+1 22 4+2x+1 22 4+2z+1
V2
= In(z®+V2zx+1 —I—/ dx
( ) (x+2/2)2+1/2

= In(2? + V2x 4 1) + 2arctan(v/2z 4 1)

1 1 22 +2x+1 1
/ﬁdx: In( )+
1+x 42 a2\ 410 22

On en déduit la valeur de I :

7 +oo 1 p
- /0 1+ a4 v

1
arctan(v/2z — 1) + —— arctan(v/2z + 1)

2v2

1 22 4+V2zx+1 1 1
= In 0 L [~ arctan(v2z — 1|7 + arctan(v/2z + 1)]7°
75 el + [ aretan(vEr — DI + [ arctan(vEz + 1)
_ g4 (T T
- 20W2'2 4 2 4
oo
— 72\/5,
Conclusion :
= T VT
2v/2 V2



