L2 mathématiques, Analyse 3

DS3

(20 novembre 2009, durée 1h)

Exercice 1. (2 points)
Montrer, en revenant aux définitions, que si
lim f(z) = +oo, lim g(x)=3
Tr——+00 r——+00

alors
lim f(x)—g(z) = 4oc.

T—-+00

Il s’agit de démontrer que
VAeR dMeR (z>M= f(z)—g(x)>A).

Soit A € R. Comme g(x) tend vers 3 en 400, il existe L tel que pour z > L on ait 2 < g(z) < 4.
Prenons un tel L.

Comme f(x) tend vers +00 en +o0o il existe R tel que, pour z > R, on ait f(z) > A+4. Prenons
un tel R.

Posons M = max(R, L). Alors pour z > M on a

flz)—glx) > A+4—-4=A.

Exercice 2. (3 points)

Soit f une fonction définie continue sur R telle que lim,_, o f(z) = —oc0 et limy—, 4o f(z) = 7.
Montrer que f est majorée. Atteint-elle nécessairement sa borne supérieure ?

Comme f tend vers 7 en 400 il existe L tel pour z > L on ait 7 — 1 < f(z) < m + 1. Prenons
un tel L. Comme f tend vers —oo en —oo, il existe M tel que pour x < M on ait f(z) < 0.
Prenons un tel M. On a nécessairement M < L car m — 1 > 0. La fonction f est continue sur R
donc sur [M, L]. Or une fonction continue sur un segment est bornée sur ce segment. Il existe
donc A > 0 tel que, pour tout x € [M, L], on ait | f(z)| < A. Prenons un tel A. Pour tout x dans
R, on a alors f(z) < max(mw + 1, A).

Exercice 3. (4 points)
Soient f et g deux fonctions continues de R dans R. On suppose que f(q) = g(g) pour tout
nombre rationnel q.
1) Soit = € R. Que signifie f continue en z, g continue en z (donner la définition (e,...)) ?
Ve>0 FJa>0 (y—z|<a=|fly)— flx)] <e).
Ve>0 FJa>0 (ly—z|<a=lg9(y)—gx) <e).

2) Soit € > 0. Montrer qu’il existe ¢ € Q tel que

[f(@) = f(@)l <e/2 |g(x) —g(a)] < e/2.

Soit a1 tel que, pour |y — x| < ay, on ait | f(y) — f(x)| < €/2. Soit aq tel que, pour |y — z| < ag,
on ait |g(y) — g(z)| < €/2. Prenons o« = min(ay, ). Comme Q est dense dans R il existe
q €]z — a,x + o[NQ. Pour un tel rationnel ¢ on a

[f(@) = fl@)l <e/2 |g(x) —g(q)| <e/2.
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En déduire |f(z) — g(z)| <.

|f(x) —g(z)] < [f(z) — f(@]+ [f(a) — 9(a) +19(q) — g()]

Or par hypothése on a | f(¢)—g(q)| = 0 et par choix de q, |f(x)—f(q)| < €/2 et |g(q)—g(z)| < €/2.
On en déduit |f(z) — g(z)] < e.

3) Qu’en déduit-on pour f et g?
Soit z € R. Pour tout € > 0, on a |f(z) — g(z)| < e. Cela signifie que |f(x) — g(z)| est nul
c’est-a-dire que f(x) = g(x). Ceci étant vrai pour n’importe quel x, f et g sont égales.

Exercice 4. (5 points)
Vrai ou faux ? Si l'affirmation est vraie en donner une démonstration, si elle est fausse donner
un contre exemple.
1) Si f est une fonction définie sur [0, oo croissante et majorée alors elle est bornée.
Vrai. Soit M un majorant. Soit € Ry, on a f(0) < f(z) < M.
2) Soit f une fonction définie sur ]0, 1] continue bornée sur ]0,1] alors f atteint sa borne supé-
rieure ou sa borne inférieure.
Faux. Exemple : f(z) = (1 — z)sin(1/z).
3) Si f est continue sur [a, b] alors f([a,b]) = [f(a), f(b)].
Faux. Exemple : f =sin, a =0, b = 27.
4) Si f définie sur R croissante sur R n’est pas continue alors elle n’est pas surjective sur R.
(On rappelle qu’'une fonction croissante sur R a une limite a droite et une limite & gauche en
chaque point, les discontinuités d’une fonction croissante ont donc une forme particuliére).
Vrai. Soit ¢ un point ou f n’est pas continue. Alors on a
lim f(z)< lim f(x).

r—a,x<a r—a,r>a
Prenons y un point dans U'intervalle | limy_.q z<q f(2),limy—q z>q f(2)] qui soit différent de f(a).
Alors comme f est croissante, pour z < a, on a f(z) < limg_q2<q f(2) < y et, pour z > a, on
a f(x) > limy_q 050 f() > y. Comme on a pris y # f(a), on a donc trouvé un nombre y, qui
n’a aucun antécédent par f.

Exercice 5. (3 points)
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1
(V) PR s

Exercice 6. (3 points)
Etudier la convergence des séries suivantes :

sinn sinh n
P D D

n>1 n>0

On a |22 < % Or la série de Riemann de terme général # est convergente. On en déduit que

n2
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la série
n>1

est absolument convergente donc convergente.
On a
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La deuxieme série est donc divergente.



