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DS 3 (16 décembre)
Durée : une heure trente
Documents et calculatrices interdits

Exercice 1. Soient u; = (1,1, 1), uy = (—1,2,2), us3 = (1,—-1,—1) et uy = (3,-2,1).
La famille (u,ug,us,uy) est-elle libre? Si oui, démontrez-le, sinon, écrivez une relation
de liaison.

Les vecteurs appartiennent & R? qui est de dimension 3. Le nombre maximal de vecteurs
d’une famille libre dans R? est 3. La famille (uy, us, us, u4) a quatre vecteurs; elle est donc
liée. On cherche des nombres aq, as, a3, as non tous nuls tels que

a1U1 + AU + A3U3 + AUy = 0.
Cela revient a résoudre le systeme linéaire homogene associé a la matrice augmentée

1 -1 1 3 |0
1 2 -1 -2 10
-1 2 -1 1 ] 0

Appliquons I'algorithme de Gauss-Jordan.

1 -1 1 3 |0
0 3 -2 =5 ] 0
01 0 4]0
1 -1 1 3 |0
01 0 4]0
0 3 -2 =510
10 1 7 |0
01 0 4 |0
00 -2 —17 | 0
101 7 |0
010 4 |0
001 17/2 ] 0
100 =321 0
010 4 |0
001 17/2 | 0

Conclusion : par exemple
3U1 — 8u2 — 17U3 + 2U4 = 0.

Exercice 2. On considére F' le sous-ensemble de R® défini par

F = {($1,$2,$3,£4,$5) - R5 | T + Lo = X3 — Ty = ZL‘5}.
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1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R®.
Le vecteur nul appartient a F' (car 040 = 0 — 0 = 0) et si (xq, 22, T3, 24,25) €t
(y1,Y2, Y3, Ys, y5) appartiennent & F' leur somme aussi et, pour tout réel A\, A fois
(21, T2, 3, x4, T5) aussi (I'écrire).

2. Calculer sa dimension en voyant (par exemple) F' comme une intersection de noyaux
de formes linéaires indépendantes.
Réécrivons la définition de F' de maniere différente

F = {(.’1?1,1'2,.7?3,1’4,.’['5) €R5 | fIf1+ﬂ72:fE3—I4:fI;5}
= {(x1, 29, 73,24, 75) € R’ | 21+ 29 = 13 — x4 €t 3 — 14 = x5}
= {(w1, 79,23, 74,75) ER® | 2y + 290 — w3 + 24 =0 et 23 — 14 — x5 = 0}

le sev F' est donc l'intersection des noyau des deux formes linéaires indépendantes :
(21, T2, 3, T4, T5) = T1 + T2 — T3 + Ty,

et
(xla X2, T3, Ty, xf)) = T3 — T4 — Ts.
La dimension de F' est donc 5 — 2 = 3.

2. Donner une base de F.
On cherche I'ensemble des (x1, z9, 3, x4, T5) tels que

SL’1+ZL’2—JZ3+I4:0€t I3—$4—LL’5:0.
Résolvons le systeme dont la matrice augmentée est
11 -1 1 0 |0
o0 1 -1 -1 1|0/
Appliquons I'algorithme de Gauss-Jordan.
110 0 —-11]0
001 -1 -11]0
Conclusion : on peut fixer arbitrairement xo, x4, x5 et x1 et x3 s’en déduisent. En
prenant x5 = 1,24 = x5 = 0 on obtient le vecteur (—1,1,0,0,0), en prenant z, =
1, x5 = x5 = 0 on obtient le vecteur (0,0, 1,1,0), en prenant x5 = 1,29 = x4 = 0 on

obtient le vecteur (1,0,1,0,1).
Les trois vecteurs (—1,1,0,0,0), (0,0,1,1,0), (1,0,1,0,1) forment un base de F.

Exercice 3. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A suivante, en dévelop-
pant suivant la premiere colonne :

1 -1

2
1
A= 0

O = O =
—_ e |

2
0
—1 1

Ecrivez tous les calculs, dites quelles regles vous appliquez et donnez le résultat sous forme
développée.
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2 1 -1 -1
1 0 1 2
det(A) =1 o 1 1
-1 0 1 1
01 2 1 -1 -1
= (+2)|1 1 0|4+ (-1 1 O
011 0 1 1
1 -1 -1 1 -1 -1
+(+0)[0 1 2 |+(—(-1)|0 1 2
0o 1 1 1 1 0
1 2 10 -1 -1
- 2<o_|1 1'+0)—('1 1H b ‘+0)
1 2 -1 -1
+(|1 O‘+0+| . 9 |)
= 21-2)—(1—(-14+1)+(—2+(-2+1))
= =2
Exercice 4. 1. Calculer les valeurs propres des matrices suivantes :

12 3
B:(fé),cz 0 20 |.
1 21

2. Diagonaliser la matrice C' et calculer C™.

1 3-2A
= 2-NB-A -1
= M —5\+5

det(B — \d) = ‘Q_A L '

On en déduit les valeurs propres de B : LQ\@

—1-A 2 3

det(C — \d) = 0 2-X 0
1 21—\
—1-X 3
- (Q_A)‘ 1 1—>\‘
= (2-NN-4)

= (2-)N*(\+2)
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La matrice a donc deux valeurs propres : 2 (de multiplicité 2) et -2. Pour diagonaliser C'
il faut trouver une base de vecteurs propres de C'. On résout C'V = 2V. Cela revient a
résoudre le systeme linéaire homogene associé a la matrice augmentée

32 3 |0
00 0 |0
1 2 -11]0

Appliquons I'algorithme de Gauss-Jordan.
1 2 -1 |0
-3 2 3 |0

12 —1 |
08 0 |
0 —1 |
1 0 |

On en déduit que les vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont tous multiples du
vecteur

1
0
1
On résout C'V = —2V. Cela revient a résoudre le systéme linéaire homogene associé a la
matrice augmentée
12310
04010
12310
Appliquons 'algorithme de Gauss-Jordan.
12310
4 0 ] 0
12310
12310
04010
10310
01010

On en déduit que les vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont tous multiples du
vecteur
-3
0
1

On n’a pas de base de vecteurs propres (il faudrait trois vecteurs formant une famille
libre) : la matrice C' n’est pas diagonalisable .

1. Il va sans dire qu'une étudiante ayant fait les calculs précédents se voyait attribuer tous les points.

4



Licence MiaSHS ALGEBRE II1 2021-2022

Exercice 5. Soit M une matrice carrée admettant 1, 2, 3 comme valeurs propres. Consi-
dérons trois vecteurs propres de M, vy, vo, v3, associés respectivement aux valeurs propres
1,23

1. Montrer que la famille (v, vq) est libre.
Supposons qu’on ait a;v; +asv, = 0. On veut montrer que a; et as sont tous les deux
nuls. En prenant I'image par M on obtient a1 M v, +asMuvy = 0, soit aqv;+2asv5 = 0.
En soustrayant la premiere égalité a celle que nous venons d’obtenir on obtient
asvy = 0 donc ay = 0 (car vy # 0 par définition d’un vecteur propre). On a donc
aussi ajv; =0 et a3 = 0.

2. Montrer que la famille (v, vq,v3) est libre. Indication : écrire qu’une combinaison

linéaire des trois vecteurs est nulle, prendre l'image par M, utiliser les deux combi-
naisons obtenues pour en déduire une combinaison linéaire nulle de vy et vy ; conclure
grace a la question précédente.
Supposons qu’on ait a;v1+asve+asvs = 0. On veut montrer que aq, as et az sont tous
les trois nuls. En prenant I'image par M on obtient a; Mv, + asMuvy + azMuvz = 0,
soit ajv1 + 2asvs 4+ 3azvs = 0. En la premiere égalité multipliée par trois a celle que
nous venons d’obtenir on obtient —2a,v; — asv, = 0. D’apres la premiere question
cela entralne —2a; = —ay; = 0 c’est-a-dire a; = ay = 0. On a donc azvs = 0 et
az = 0 aussi.



