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Introduction

Lorsque l'on se donne une surface projective lisse X définie sur R (on
supposera implicitement que X (R) est non vide), on a plusieurs groupes
attachés a X :

1. Le groupe des automorphismes algébriques de X (C) dans X (C) (c’est-
a~dire définis par des formules polynomiales), qui coincide avec le groupe
des applications biholomorphes. Ce groupe est appelé groupe d’auto-
morphismes de X, il sera noté Aut(X).

2. Le sous-groupe de Aut(X) qui stabilise la partie réelle X (R). Il contient
exactement les automorphismes algébriques qui peuvent étre définis par
des formules polynomiales a coefficients réels. On le notera Autr(X),
et on parlera du groupe d’automorphismes réels.

3. X(R) étant une variété réelle de dimension 2, on peut aussi regarder
le groupe des difféomorphismes de X (R) dans X (R), que 'on notera
Diff (X (R)).

4. On peut aussi regarder le groupe des difféomorphismes de X (R) dans
X (R) aisotopie prées. Ce groupe est appelé mapping class group, et il est
noté MCG(X(R)). Lorsque X (R) est orientée, on sera parfois amené
& considérer son sous-groupe d’indice 2 constitué des classes d’isotopie

des difféomorphismes qui préservent ’orientation. Ce sous-groupe sera
noté MCGT (X (R)).

Notons que 'on a une inclusion de Autr(X) dans Diff (X(R)). On peut
se demander comment se comporte cette inclusion : est-ce que Autr(X) est
dense dans Diff (X (R)) ? est-ce qu'il est discret 7 etc. Les réponses seront de
nature différente selon le type de surface que 1’on considére :

1. Lorsque la dimension de Kodaira est 2, Aut(X) est fini.

2. Lorsque la dimension de Kodaira est 1, Aut(X) est virtuellement abé-
lien (c’est-a-dire qu’il contient un sous-groupe abélien d’indice fini).



3. Lorsque la dimension de Kodaira est 0, X est un tore, une surface
K3, ou un quotient de telles surfaces. Dans le cas ot X est un tore,
le probléme est assez facile (voir plus bas). Le cas des surfaces K3 est
celui qui va étre étudié.

4. Lorsque la dimension de Kodaira est —oo, alors le probléme est plus
difficile, du fait que 'on connait peu d’exemples, et encore moins
d’exemples ol la surface X est réelle.

On va donc s’intéresser au cas des surfaces K3 réelles. Commengons par
définir ce qu’on va appeler une surface K3 :

Définition 1 : Une surface K3 est une surface projective complexe X telle

que
def

1. Le premier nombre de Betti b1(X) = dimg H'(X, Q) est nul;
2. Le fibré canonique de X (c’est-a-dire le fibré en droites dont les sections
sont les 2-formes holomorphes) est trivial, ou, de maniére équivalente,

il existe une 2-forme holomorphe qui ne s’annule pas.

Un fait général sur les surfaces K3 est qu’elles sont simplement connexes
(ce qui est non trivial) et que ce sont des variétés kihlériennes. On sait aussi
que pour une surface K3 générique, le groupe d’automorphismes est tri-
vial. Cependant, pour des surfaces K3 particuliéres comme celles que ’on va
regarder (les surfaces de degré (2,2,2) dans (P(C))?), le groupe d’automor-
phismes est gros, c’est-a-dire qu’il contient un groupe libre & deux générateurs
(en particullier, il n’est pas virtuellement abélien). C’est justement lorsque le
groupe d’automorphismes réels est gros que la comparaison entre Autr(X)
et Diff (X (R)) devient intéressante.

Le type de questions que 'on peut se poser est, par exemple, de savoir
s'il existe des exemples tels que I'image de Autr(X) dans Diff (X (R)) soit
discréte. Le mieux que l'on puisse demander est que Diff (X (R)) ait au plus
un élément de Autr(X) dans chaque composante connexe, ce qui revient a
dire que la classe d’isotopie de f € Autg(X) détermine de maniére unique
cet automorphisme. Une autre maniére de le dire est que la fléche naturelle
de Autr(X) dans MCG(X(R)) (qui & un automorphisme réel associe sa
classe d’isotopie en tant que diffeomorphisme de X (R)) est injective. On va
construire explicitement un tel exemple. Plus précisémment, on va montrer
le résultat suivant :



Théoréme 1 : I existe une surface K3 réelle X dans (P*(C))3, telle que
la partie réelle X (R) soit homéomorphe & une surface connezxe orientable de
genre 3, et telle que le groupe Autr(X) soit isomorphe a Z /277 /27 %L )27
et s’injecte dans MCG(X(R)).

Autrement dit, un sous-groupe du mapping class group de X(R) est
réalisé par le groupe d’automorphimes réels de la surface. Cette formulation
du probléme fait apparaitre un autre type de questions : étant donné une
surface topologique S et un sous-groupe G' de MCG(S), quand existe-t-il
une surface algébrique réelle X telle que X (R) soit diffeomorphe a S et le
groupe G soit réalisé par un sous-groupe de Autr(X)?

1. Le cas traité dans ce texte sera celui d’'ne surface connexe orientable
de genre 3.

2. Lorsque S est un tore topologique, la question est facile, et peut étre
résolue de la maniére suivante. On prend comme surface algébrique
X = FE x E, ou F est une courbe elliptique réelle dont la partie réelle
a une seule composante connexe. La partie réelle X(R) est alors un
tore, qui correspond, si I'on écrit E comme C/(Z @ 77Z), & R?/Z2. Or
GLo(Z) agit linéairement sur F x E, et peut ainsi étre considéré comme
un sous-groupe du groupe d’automorphismes de X. De plus, l'action
de GLy(Z) sur X (R) correspond & l'action usuelle sur R?/Z2, qui est
une réalisation du mapping class group de R?/Z2. Ainsi, MCG(X (R))
peut étre réalisé par un sous-groupe de Autgr(X), qui correspond &
l'action linéaire de GLy(Z) sur E x E.

Remarque : Le mot surface est ambigu : tantot il désigne une variété com-
plexe de dimension complexe 2 (donc de dimension réelle 4), tantot il désigne
une variété réelle de dimension réelle 2. Il devient encore plus ambigu lorsque
I’on parle d’une surface réelle : ce terme peut désigner aussi bien une variété
réelle de dimension 2 qu’une variété complexe de dimension 2 munie d’une
structure réelle. Le sens donné a ce terme sera toutefois rendu clair (du moins
je 'espére) par le contexte.



Chapitre 1

Généralités sur les surfaces de
degré (2,2,2)

1.1 Homologie et diviseurs sur (P!(C))"

Soit M = (P}(C))", o r est un entier strictement positif. On notera
x1 =[s1:t1],..., 2y = [sy : t;] les coordonnées dans M.

Calcul des groupes d’homologie : Comme les groupes d’homologie de
P!(C) sont sans torsion, alors la formule de Kiinneth s’applique :

H,M,Z)= P H,(P'(C),Z)®- - @ H, (P'(C),Z).
p1+--+pr=p

Or on a H,(P(C),Z) = 0 pour p ¢ {0,2}, Hy(P'(C),Z) = Z[o] (ol o est
la O-chaine correspondant a un point), et Ho(P'(C),Z) = Z[r] (ot T est la
2-chaine correspondant & la somme de tous les 2-simplexes orientés). On en
déduit que Hy(M,Z) = 0 si p est impair, et Hop(M,Z) est de rang (2), en-
gnedré par les a; ® - - - ® o, ol exactement k des «; valent 7, et les autres
valent . Autrement dit, Hox(M,7Z) est engendré par les (2) classes d’homo-
logie des sous-variétés de M du type P1(C) x {cste} x ..., oit P}(C) apparait
k fois (les valeurs des constantes ne changent pas la classe d’homologie).

Cas particulier : k =r —1. On note [x;] la chaine 7®...7TQ0Q7® -,
ot le seul o qui intervient est en i-iéme position. En fait, [z;] correspond a
la classe d’homologie de 'hypersurface {z; = cste}. Har—o(M,Z) est alors
de rang 7, engendré par [x1], ..., [x,].



Remarque : Lorsque les coordonnées seront notées x, ¥, z, . . . , alors les géné-
rateurs correspondant de Ha,—o(M, C) seront notés [z], [y], 2], .- .

Groupes de cohomologie : Grace a la dualité de Poincaré, on a un
isomorphisme H,(M,Z) ~ H*~P(M,Z). Pour o € H,(M,Z), on notera 1,
I’élément correspondant dans H2"~P(M,Z). Par exemple, H?(M,Z) est de
rang r, engendré par M1, . - Mz,]-

Groupe de Picard : Comme H!'(M,0) = 0, alors un fibré en droites
L € Pic(M) est déterminé, a isomorphisme prés, par sa premiére classe
de Chern ¢i(L) € H?(M,Z). De plus, comme chaque générateur Nz, de
H?(M,Z) est la classe de Chern d'un diviseur {x; = cste}, alors 'application
c1 est surjective. Ainsi, ¢; est un isomorphisme entre Pic(M) et H?(M,Z).
On en déduit que Pic(M) est le groupe abélien libre engendré par les r
classes d’équivalence linéaire des diviseurs {x; = cste}.

Notation : On note O(aq,...,a,) la classe des fibrés en droites correspon-
dant & aimp,) + -+ + an,). St X est une sous-variété de M, on note
OX(a17"'7ar) = O(ala"'7aT)|X'

1.2 Degré d’une hypersurface

Définition 2 : Soit X C M une hypersurface analytique irréductible. On
note [X] sa classe dans Pic(M). On dit que X est une hypersurface de degré
(a1,...,a,) si [X] = O(ay,...,a,). Lorsque 7 = 2, on parle de courbe de
degré (a,b), et lorsque r = 3, on parle de surface de degré (a,b,c).

Remarque : Une hypersurface irréductible X C M est de degré (ay,...,a,)
si, et seulement si, pour tout ¢, 'intersection homologique de X avec la courbe
{z1 = cste, ..., x;_1 = cste,x;y1 = cste, ..., x, = cste} vaut a;.

Notation : On note 7, : X — (P1(C))"~! la projection qui consiste & oublier
la coordonnée z;.

La remarque ci-dessus se traduit alors ainsi : une hypersurface irréduc-
tible X C M est de degré (ai,...,a,) si, et seulement si, pour tout 7, 'ap-
plication 7, est un revétement (ramifié) de degré a;.

La proposition ci-dessous donne une autre caractérisation du degré :



Proposition 1 : Soit X C M une hypersurface irréductible. Alors X est de
degré (ai,...,a,) si, et seulement si, il existe un polynome f € Clsy,tq,...,
Sryty] qui, pour tout i, est homogéne de degré a; en tant que polynéme en
(si,ti), et tel que X est le lieu des zéros de ce polynome, c’est-a-dire :

X =A{([s1:t1],---s[sr:ts]) € M | f(s1,t1,...,8p,t,) =0}.

Démonstration : Comme X est une hypersurface analytique, on sait, d’apreés
le théoréme de Chow, que X coincide avec les zéros d’un polynome irréduc-
tible f € C[s1,t1,..., S, t,] homogéne en les couples de variables (s;,t;).
Le cardinal de la fibre 7 !(2?,... ,;Za, oz, avec IL‘? = [s(])- : t?}, corres-
pond au nombre de zéros dans P!(C) du polynéme homogene fO(s;,t;) o=

(9,89, sistiy .., 89,t9). Mais pour un choix générique de (z9,...,29,
..,2Y) (pour des valeurs n’annulant pas le discriminant, par rapport & la
variable z, de f(...,t;—1,2,1,8;¢1,...)), ce nombre de zéros est égal au degré

de fO. Le résultat s’en suit. O

Remarque : Voici une maniére équivalente de voir les choses. Dans la partie
affine C" de M, X est donnée par les zéros d'un polynome irréductible (qui
est simplement le polynéme déshomogénéisé f(x1,1,x9,1,...,x,,1)). Sipour
tout ¢ on note a; le degré de ce polynéme en x;, alors le degré de X est
simplement (ay,...,a,).

1.3 Surfaces de degré (2,2,2) et surfaces K3

A partir de maintenant, on travaille dans M = (P'(C))3, et on note x, y
et z les coordonnées.

Proposition 2 : Les surfaces lisses de degré (2,2,2) sont exactement les
surfaces K3 plongées dans M .

Démonstration : Soit X C M une surface irréductible lisse. Comme M se
plonge dans un espace projectif, alors X est projective. Notons (a, b, c) son
degré.

Calculons le fibré canonique de X, grace a la formule d’adjonction :
Kx = (Ku + [X])x. Par définition, [X] = O(a,b,c). Pour calculer Ky,
il suffit de remarquer que la 3-forme holomorphe dz A dy A dz, définie sur C3,
se prolonge en une 3-forme méromorphe sur M, qui ne s’annule pas et qui
a des poles d’ordre 2 sur les hypersurfaces {x = oo}, {y = oo} et {z = o0}.



La classe de Chern de son diviseur vaut donc —21nj;) — 2np, — 2n[2]. On en
déduit que Ky = O(—2,-2,-2). Ainsi, Kx = Ox(a —2,b — 2,¢ — 2) est
trivial si, et seulement si, (a,b,c) = (2,2,2).

Il reste & montrer que lorsque (a, b, c) = (2,2,2), b1 (X) est nul. Pour cela,
on applique le théoréme de Lefschetz sur les sections hyperplanes ([X] est un
fibré en droites positif, car a,b, ¢ > 0). Ce théoréme nous dit que 'inclusion
i de X dans M induit un isomorphisme ¢* entre les groupes de cohomologie
H'(M,Q) et H'(X,Q). Comme le premier groupe est nul, il en va de méme
du second. O

1.4 Groupe des automorphismes d’une surface de
degré (2,2,2)

Soit X C M une surface de degré (2,2,2). On dispose de trois revéte-
ments doubles 7, my et 7, : X — (P1(C))?, qui consistent & oublier respecti-
vement la coordonnée x, y et z. Le revétement 7, nous fournit une involution
holomorphe de X, notée s,, qui consiste & permuter les points dans chaque
fibre du revétement. De méme, on a des involutions s, et s., correspon-
dant respectivement aux revétements m, et .. On note G le sous-groupe de
Aut(X) qu’elles engendrent.

Théoréme 2 (Lan Wang [14]) : Le groupe G est le produit libre des trois
involutions s;, sy et s., c’est-a-dire qu’il admet la présentation suivante :

G = < 8g,8y,5z | 8.2 = sy2 =s52=1>~ Z)27.  7.)27 « L] 2.

Remarque : En particulier, le groupe G (donc Aut(X)) est gros, car il contient
un groupe libre a deux générateurs, par exemple celui engendré par s;s, et
$z8z. Lorsque la surface X est réelle (c’est-a-dire que 'équation qui la dé-
finit est & coefficients réels), alors les trois involutions s, s, et s, sont des
automorphismes réels, donc le groupe Autg(X), qui contient G, est lui aussi
gros.

Démonstration : Je reprends ici 'idée de la preuve faite par Serge Cantat
dans [4, §1.5].

Les classes d’homologie, dans Hs(X,Z), de {x = cste}, {y = cste} et
{z = cste}, seront encore notées [x], [y] et [z] respectivement. On s’inté-
resse a ’action induite par G sur ces classes d’homologie. Regardons d’abord



celle de s,. Les courbes {y = cste} et {z = cste} étant globalement in-
changées par cette involution, on a (sy)«([y]) = [y] et (s2)«([2]) = [z].
Pour calculer (sz)«([z]), on utilise le fait que (m;)* o (7z)x = id +(sz)x sur
Hy(X,Z) (car s, est l'involution du revétement 7;). On note y' et 2’ les
coordonnées dans (P!(C))2. Soit xp un point générique de P(C), et soit
I' = m,({x = x0}) C (PY(C))%. Comme l'intersection de {z = z¢} avec
{y = cste} (resp. avec {z = cste}) est de cardinal 2, alors l'intersection de
I’ avec {y = cste} (resp. avec {2’ = cste}) est également de cardinal 2,
donc T est une courbe de degré (2,2) dans (P!(C))2. Ainsi, si 'on note [T
sa classe d’homologie dans Hy((P!(C))?,Z), alors [['] = 2[y] + 2[2/]. On en
déduit que (m)*([[']) = 2[y] + 2[z]. Mais d’autre part, [I'] = (7z)«([z]), donc
(m2)*([T]) = (m2)* o (m2)x([x]) = [z] + (s2)«([z]). De ces deux égalités, on
tire (sz)«([x]) = —[z] + 2[y] + 2[2]. En faisant une permutation cyclique des
variables, on obtient des relations semblables pour (sy), et (s.).

Soit V' le sous-espace vectoriel de Ha(X,R) engendré par [z], [y] et [z].
On vient de montrer que ce sous-espace est stable par 'action de G, et
que les matrices de (sz)x, (Sy)« €t (s.). dans la base ([z], [y], [2]) de V sont
respectivement :

-1 0 0 1 2 0 10 2
2 10,0 -1 0)e |01 2
2 0 1 0 2 1 00 —1

On regarde le cone C' des isotropes de V' pour la forme d’intersection. Les
classes d’homologie [z], [y] et [z] sont sur ce cone, car elles sont d’auto-
intersection nulle. Par ailleurs, C est stable par 'action de G, car les auto-
morphismes de X préservent la forme d’intersection. On regarde maintenant
le projectivisé C’ de C, qui topologiquement est un cercle, sur lequel on a
trois points P, Py et P, correspondant respectivement a [z], [y] et [z]. Ces
trois points découpent ce cercle en trois arcs de cercle fermés : v, = Py P,
vy = PPy et v, = P, P, (voir la figure 1.1).

Rappelons que (s, ) fixe les deux points P, et P,. Comme (s;), est conti-
nue, ou bien elle échange les deux arcs ouverts v, et C'\7;, ou bien elle les
stabilise. Mais dans le deuxiéme cas, (s;)s serait une involution continue sur
chacun des deux arcs fermés v, et v, U, donc serait égale a l'identité, ce
qui est impossible, car [z] et —[z] 4+ 2[y] 4 2[z] ne sont pas colinéaires. Ainsi
(sz)x échange les deux arcs ouverts v, et C'\y;. De maniére symétrique, on
obtient que (sy). échange v, et C'\ryy, et que (s;). échange v, et C"\,.



Fic. 1.1 — Le cercle C’

Soit g € G que l'on écrit g = sy, ...y, avec t; € {x,y, 2} et t; # tiqq.
On suppose que n > 1, et on va montrer que g # id. Comme P;, € C'\v,,
alors (s¢, )«(Pr,) € Vi, C C'\Vt,_1» DUis (St, 1 © S, )x(Prn) € Y1y -+
9x(P:,) € 71, Comme le point P, n’est dans 'intérieur d’aucun des trois
arcs vz, vy €t vz, alors g (FPy,) # P;,. On a ainsi montré que g # id. O

Théoréme 3 (admis) : Pour une équation générique de degré (2,2,2), on a
G = Aut(X).

Ce théoréme, que je ne démontrerai pas ici, dépend de propriétés plus
fines des surfaces K3, et notamment du fait que Aut(X) s’injecte dans
GL(H*(X,Z)) (cf [1, proposition VIII.11.3]).

Remarque : Lorsque X est une surface de degré (2,2, 2) réelle, alors les trois
involutions s;, s, et s, sont en fait des automorphismes réels. Ainsi, pour
X une surface de degré (2,2,2) réelle générique, les groupes Autr(X) et
Aut(X) coincident avec le groupe G, et ils sont gros.
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Chapitre 2

Surfaces de Kummer

2.1 Surfaces de Kummer

Soit A un réseau de C2, et soit T = C2/A le tore complexe associé¢. On
note o l'involution de T induite par (z,y) — (—x, —y) sur C2. J'appellerai
surface de Kummer la surface (singuliere) X =T/o.

Notons p: T — X D'application de passage au quotient. C’est un revéte-
ment double, ramifié en les 16 points fixes de o (qui correspondent aux points
demi-entiers sur le réseau A). Ces ramifications sont les points singuliers de
la surface X.

Remarque : Dans la terminologie habituelle, ce qu’on appelle une surface
de Kummer est plutét la surface X désingularisée par un éclatement des 16
points singuliers.

2.2 Surfaces de Kummer données par le produit de

deux courbes elliptiques

Les résultats développés ici sont inspirés de |3, exemple 8.3].

On va s’intéresser a un cas particulier de surfaces de Kummer : celles
pour lesquelles le réseau A s’écrit I' x I', o I est un réseau de C, de la forme
R & 7R, avec IJm(7) > 0. Dans ce cas, si on note E la courbe elliptique C/T’,
le tore T s’écrit E x E, et la surface de Kummer associée est X = (Ex E)/o.

11



L’intérét d’une telle surface de Kummer est que 1’on peut la plonger dans
M = (PY(C))3, et que la surface obtenue est alors de degré (2,2,2). Voici
comment on construit le plongement.

Supposons que E est donnée, avec sa loi de groupe +, sous la forme
d’une cubique lisse dans P2(C), d’équation y? = 423 — gox — g3 (avec A =
g2> —27g3% # 0). On note O 1'élément neutre de E, qui correspond & I'unique
point & I'infini (0 : 1 :0). Pour P € ENC?, on note zp son abscisse, et on
pose également xo = oo. Ceci nous définit une application X — P*(C).

Soit ¢ I'application (holomorphe) de E x E dans M = (P!(C))? définie
par ¢(P,Q) = (zp,zQ,xp+qg). Alors les points de T = E x E qui ont la
méme image par ¢ correspondent aux orbites de o, d’oul une factorisation :

4

pi -

9
X

L’application ¢ est alors un plongement de X dans M, ce qui nous permet
d’identifier la surface de Kummer X avec I'image de ¢ dans M, et d’identifier
I’application ¢ avec ’application de passage au quaotient par o. Dans tout
ce qui suit, cette identification sera faite implicitement.

On peut alors décrire explicitement les points de ramification du revéte-
ment double p : T — X dans M : si 'on note aq, as et ag les racines (dis-
tinctes) de 423 — gox — g3, alors ce sont les 16 points (0o, 00, 00), (00, a1, a1),
(a1,00,0a1), (a1,01,00), (00,az,a2), (ag,00,q2), (ae,as,o0), (00, as,as),
(g, 00, a3), (a3, a3,00), (1,9, a3), (a1, a3, a2), (ag,a1,as), (a2, as, a1),
(s, a1, ) et (ag, ag, ay).

Proposition 3 : X est une surface de degré (2,2,2).

Démonstration : On va montrer que 7, : X — (P}(C))? est un revétement
double (la démonstration est similaire pour 7, et m,). Soit (z,y) € P! x PL.
Soient P et @) sur E tels que z = xp et y = xg. Comme les seuls couples
de points de E ayant comme abscisses z et y sont (P,Q), (P,—Q), (—P,Q)
et (—P,—Q), alors (z,y, 2) € X si, et seulement si, z = xpyg = x_p_g ou
z=2xp_g = x_p4q- On en déduit que la fibre 77 !(z,y) est de cardinal 2,
sauf si z ou y prend 'une des valeurs oo, ay, ag ou as. O
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On peut aussi donner une équation explicite de la surface X C M, en uti-
lisant les formules d’addition sur une courbe elliptique. On trouve 1’équation
suivante, pour la partie affine X N C? :

2
x2y2+y222+z2x2—i—%(my—i—yz—kzx)—kgg(m—i—g%—z)—k% = 2zyz(x+y+2).
(2.1)
On retrouve ainsi le fait qu’il s’agit d’une surface de degré (2,2,2).

Un autre intérét de ce cas particulier de surface de Kummer est le sui-
vant : le groupe GLo(Z) agit sur C2, en préservant le réseau A = (I' x I'),
donc il agit linéairement sur T = C2/A. En outre, I'involution ¢ commute
avec 'action de GL2(Z), donc cette action passe au quotient en une action
linéaire sur X = T/o.

Regardons maintenant les trois involutions s;, s, et s, de la surface X
(correspondant respectivement aux trois revétements doubles 7, m, et 7).
On va montrer qu’elles correspondent & une action linéaire sur X, c’est-a-dire
qu’elles sont induites par des involutions linéaires de C2.

Commencons par s,. Si on prend (zp,zg) € (P}(C))?, et que 'on cherche
les préimages par 7, on trouve (zp,zQ,xp+q) et (xp,r_Q,rp—qg), qui cor-
respondent aux points (P, Q) et (P,—Q) sur le tore T, donc s, est induite
par la matrice involutive :

1 0
5. = ( Lo ) .

Regardons maintenant s,. Prenons (zg,zr) € (P}(C))?. Ses préimages
par 7, sont (£p—@,2Q,%R) et (*—r—qQ,*Q,TR), qui correspondent respec-
tivement aux points (R — @,Q) et (—R — @, Q) de T. Comme —R — @Q =
—(R — Q) — 2Q), alors s, est induite par la matrice suivante :

-1 =2
s=(% 1)

De maniére symétrique, on obtient que s, est induite par :
10
Sy = .
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2.3 Surfaces de Kummer données par le produit de
deux courbes elliptiques réelles

On va s’intéresser maintenant au cas oul la courbe elliptique E est donnée
par une équation a coefficients réels (c’est-a-dire go et g3 sont réels). Dans
ce cas, I'équation (2.1) de X est alors elle aussi & coefficients réels. Ainsi,
la surface X est définie sur R, et on peut s’intéresser a ’ensemble de ses
points réels X (R), c’est-a-dire 'ensemble des points dans (P*(R))3 qui véri-
fient cette équation.

La topologie de cet ensemble va dépendre fortement du nombre de racines
réelles (1 ou 3) du polynome 43 — gox — g3, c’est-a-dire du nombre d’ovales
(resp. 1 ou 2) dans la courbe elliptique réelle E(R). Néanmoins, dans les
deux cas, X(R) va se décomposer comme suit :

Proposition 4 : Notons T(R) l’ensemble des couples de points réels de E
(T(R) = E(R) x E(R)), et notons T'(R) l’ensemble des couples de points
de E qui ont une abscisse réelle et une ordonnée imaginaire pure. Alors
X(R) = X1 U Xy, avec X1 = T(R)/o et Xo = T'(R)/o. De plus, X1 et Xo
n‘ont en commun que les points de ramification réels.

Démonstration : On s’intéresse & I'image réciproque de (P!(R))3 par Pap-
plication ¢ : E x E — (P1(C))3. Un couple de points (P, Q) est dans cette
image réciproque si, et seulement si, les abscisses de P, de @ et de —P — Q)
(qui est le troisiéme point d’intersection de E avec la droite contenant P
et @) sont réelles. Les ordonnées de ces points sont alors soit réelles, soit
imaginaires pures. Mais si, parmi ces trois ordonnées, deux sont réelles, alors
la troisiéme 'est également (car une droite réelle coupe une cubique réelle
en 1 ou 3 points). De méme lorsque deux de ces ordonnées sont imaginaires
pures, la troisiéme ’est également. On en déduit la description donnée dans
la proposition.

De plus, un point de X (R) est a la fois dans X; et dans Xy si c’est
I'image par ¢ d’un couple de points (P, @), avec P et (Q d’ordonnées a la fois
réelles et imaginaires pures, c’est-a-dire que ces ordonnées valent soit 0, soit
0o. Cela correspond exactement aux points de ramification sur T. ]
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2.3.1 Cas de 1 ovale

C’est le cas oil le polynome 423 — gox — g3 n’a qu’une seule racine réelle,
que 'on notera «. Dans ce cas, la surface réelle X(R) ne conserve que 4
des 16 points de ramification : les points (0o, 00, 0), (00, a, @), (o, 00, ) et
(o, a, 00).

Comme I’application restreinte ¢ : T(R) — X est un revétement double
ramifié en ces quatre points, la formule de Riemann-Hurwitz nous donne
X(X1) = 2, donc X est une spheére.

De maniére similaire, on a un revétement double ¢ : T'(R) — X, rami-
fié en quatre points. Notons E’ la courbe elliptique correpondant au poly-
nome 4% — gox + g3. Comme ce polynéme a le méme discriminant A que
423 — gox — g3, alors ils ont tous les deux une seule racine réelle (discri-
minant négatif), donc F(R) et E'(R) ont tous les deux un seul ovale. On
a de plus un homéomorphisme entre E'(R) x E'(R) et T'(R), donné par
((z,y), (2',y") — ((—z,iy), (—2',iy")), donc T'(R) est également un tore.
On en déduit, par la formule de Riemann-Hurwitz, que X5 est une sphére.

On en déduit la topologie de X (R) :

Proposition 5 : X(R) est homéomorphe a une union de deuz sphéres X
et Xo, qui se recollent en quatre points.

X(R) { Y b
A A A D

F1G. 2.1 — La topologie de X (R), dans le cas ou E(R) a un seul ovale (voir
figure 3.1 pour un exemple explicite)
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2.3.2 Cas de 2 ovales

Penchons-nous maintenant sur le cas oil le polynoéme 423 — gox — g3 pos-
séde trois racines réelles. La partie réelle de la courbe elliptique E est alors
constituée de deux ovales. Dans ce cas, les 16 points singuliers de X sont des
points réels.

Pour comprendre la topologie de X, on regarde le revétement double
¢ : T(R) — X;. Cette fois, comme E(R) est une union disjointe de deux
cercles, alors T(R) est lui une union disjointe de quatre tores. En fait, ¢
posséde quatre ramifications par composante connexe de T(R). Pour le voir,
donnons un nom a chacun des deux ovales : on appelle C7 celui qui est borné
dans la partie affine, et Cy celui qui contient le point O. On suppose que
a1 < ag < as, et on note, pour 1 < i < 3, A4; le point (a;,0) de E(R). Alors
T(R) se décompose en I'union disjointe de C1 xC1, C1 X Co, CoxC et Cayx Cy,
et chacune de ces composantes connexes contient quatre ramifications :

1. Cl X Cl contient (Al,Al), (AQ,AQ), (Al,AQ) et (AQ,Al);
2. Cl X Cg contient (Al,O), (Al,Ag), (AQ,O) et (AQ,Ag);
3. (9 x (7 contient (O,Al), (O,Ag), (A3,A1) et (A3,A2);
4. CQ X CQ contient (0,0), (Ag,Ag), (O,A3) et (Ag,O).

On remarque également que chaque fibre de ¢ reste dans une méme
composante connexe de T(R). Ainsi, ¢ se décompose en quatre revétements
doubles, un par composante connexe de T(R), chacun étant ramifié en quatre
points. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz, ’espace d’arrivée d'un tel

revétement est une sphére. On en déduit que X7 est une union disjointe de
quatre spheéres.

Par le méme argument que pour le cas d’un ovale, on montre que T'(R)
posséde lui aussi deux ovales, et que X9 a la méme topologie que X1, & savoir
une union disjointe de quatre sphéres. Il reste maintenant a voir comment
X1 et Xy se recollent. Pour cela, notons C] l'ovale de T'(R) qui contient le
point O, notons C l'autre ovale, et donnons, composante par composante,
les ramifications de ¢ dans T'(R) :

1. Cf x Cf contient (0,0), (A1, 41), (O, A1) et (41,0);

. C1 x C4 contient (0, Ag), (O, As), (A1, A2) et (A1, As3);
. Cé X Ci contient (AQ,O), (AQ,Al), (A3,0) et (A3,A1);
. Cé X Cé contient (AQ,AQ), (A3,A3), (AQ,Ag) et (Ag,AQ).

S I \V]
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Si 'on compare maintenant cette liste avec celle ci-dessus, on remarque que
chaque composante de T(R) a exactement une ramification en commun avec
chaque composante de T'(R).

On en déduit la topologie de X (R) :

Proposition 6 : X(R) est homéomorphe a X1 U X2, ot X; et Xo sont
chacun une union disjointe de quatre sphéres, et chacune des quatre sphéres
de X1 se recolle en un point avec chacune des quatre sphéres de Xo.

(voir figure 3.2 pour un exemple explicite)

2.4 Mapping Class Group de la partie réelle

Les résulats de cette section s’inspirent trés largement du manuscrit [6,
§1.2 et §2.2| de Serge Cantat et Frank Loray.

On revient sur le cas ou la partie réelle de la courbe elliptique E(R) ne
posséde qu’un seul ovale. On rappelle que X (R) est alors la réunion de deux
sphéres X et Xy, recollées en quatre points, que 'on va noter P, P>, Pj
et P;. Notons S2 la sphére X privée de ces quatre points. On s’intéresse au
mapping class group de S3, c’est-a-dire le groupe des difféomorphismes de
X1 qui permutent les points P, P>, P53 et Py, & isotopie fixe sur ces quatre
points prés. Pour cela, on va regarder comment certains difféomorphismes
de T(R) passent au quotient en des difféomorphismes de S3.

Tout d’abord, notons que T(R) = E(R) x E(R) correspond, dans 'iden-
tification T ~ C2?/T'2, 4 R?/Z?, et que 'involution o restreinte a T(RR) corres-
pond & l'involution (z,y) — (—z,—y) sur R?/Z2. Ces identifications seront
faites implicitement dans ce qui suit. On va noter Q; = (1/2,0), Q2 = (0,0),
Q3 = (1/2,0) et Q4 = (1/2,1/2) les quatre points de ramification de o sur
T(R), et on va supposer, quitte & permuter les indices dans { P}, Py, P3, Py},
que P; = p(Q;), ou p : T(R) — X, est application de passage au quotient
par o (voir figure 2.2).

Notons H le sous-groupe de Diff (T(R)) constitué des translations de vec-

teurs demi-entiers de R?/Z? (qui sont les vecteurs @Q;). On a H ~ (Z/27).
On notera t, la translation de vecteur v.
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N
Ci\) 7
1 55 Qg
Q % bt
3
a.  a \
2 1 C1

F1a. 2.2 — Le tore T(R) et la sphére X3

Le groupe SLy(Z) agit de maniére fidéle sur T(R), si bien que 'on peut

le considérer comme un sous-groupe de Diff (T(R)). Ce sous-groupe est en-
gendré par les matrices suivantes

(v (10

-1 1

Ces deux difféomorphismes sont des twists de Dehn par rapport, respective-
ment, aux cercles C; = R/Z x {0} et Cy

def

= {0} x R/Z (voir figure 2.2).

Si l'on regarde maintenant le sous-groupe de Diff (T(R)) engendré par
les deux sous-groupes H et SLa(R), il s’agit alors d’un produit semi-direct
H x SLy(7Z), qui est engendré par les éléments g1, g2 et g3, ou

def
93 = t(0,1/2) © 91 © L(0,1/2)

est un twist de Dehn autour du cercle C3 = R/Z x {1/2} (voir figure 2.2).

Remarque : Pour voir que ces éléments engendrent bien H xS Ly(Z), il suffit
de remarquer que

93 = g1 °tg-1(0,1/2) © L(0,1/2) = 91 ° t(1/2,1/2) © L(0,1/2) = 91 © t(1/2,0);
donc que t(1/2.0) € < g1, 92,93 >, puis que

g2 0 t(1/2,0) © gt = Lgo(1/2,0) = L(1/2,1/2);
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donc que t(q/2,1/2) € < g1, 92,93 >, et enfin £(g 1/2) = L(1/2,0) © t(1/2,1/2), donc
to,1/2) € < g1,92,93 >.

Remarquons que les éléments de H x SLy(7Z) permutent les orbites de o
et fixent I’ensemble de ses points fixes, donc ils passent au quotient en des
difféomorphismes de S3. Cela détermine un sous-groupe de Diff (Sf), qui est
isomorphe & H x PSLo(Z). Notons wy, we et ws les images respectives de g1,
g2 et g3 dans ce groupe.

Théoréme 4 (Joan S. Birman, [2| §4.4) : Les classes d’isotopie de w1, wo
et wy engendrent MCG™(S3?).

Corollaire 1 : On a des isomorphismes MCG™T(S2) ~ H x PSLy(Z), et
MCG(S?) ~ H x PGLy(Z), qui correspondent & des réalisations du mapping
class group par des sous-groupes de difféomorphismes.

On s’intéresse maintenant au sous-groupe MCG(S3) de MCG(S?), qui
correspond aux classes d’isotopie de difféomorphismes qui fixent les quatre
points P, P, P3 et Py (pour des isotopies fixant elles aussi ces quatre
points). Alors, via lisomorphisme ci-dessus, MCGy(S?) correspond & un
sous-groupe de PGLy(Z), plus précisément le sous-groupe I's constitué des
matrices congrues a 'identité modulo 2.

Lemme 1 : Le groupe I's est engengré par les matrices

-1 -2 1 0 1 0
s=(0 2 )es=( L D) as=(o %)

Démonstration : Soit M une matrice de I's. Elle s’écrit sous la forme

14 2a 2b
2¢ 14+2d )’

avec (a,b,c,d) € Z*. Notons I', le sous-groupe de I'y engendré par les ma-
trices Sz, Sy et S.. Remarquons que pour tout k € Z, les matrices

12k (10
0 1 )% ok 1
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sont dans I'y. Or

<(1) 211<;>M _ (1+2(26Lc—|—kc) I)

(21k: ?)M - <2(c+1k4(r21a+1)) :)

Ainsi, en multipliant M a gauche par une de ces deux matrices, on peut faire
diminuer strictement ou bien la valeur absolue de |a|, ou bien celle de || :
1. si |¢| < |al, on multiplie & gauche par la premiére matrice avec un k
adapté, et a est remplacé par a + kc (on choisit k pour que |a + kc| <
lal);
2. sinon, on a |2a+ 1| < 2|¢|, donc en multipliant a gauche par la seconde
matrice avec k = £1, on remplace ¢ par ¢ & (2a 4 1), en choisissant le
signe de telle maniére que |c¢ £ (2a + 1)| < |c|.

Finalement, au bout d’un nombre fini d’étapes, on se raméne a une matrice

du type
1 2% 1+2 2b
2% 1424 ) " 0 1+2d )"

Dans le premier cas, en multipliant & gauche par

1 0
—2c 1 )’

on se rameéne au deuxiéme cas. Comme le déterminant vaut +1, alors on a
des 1 ou des —1 sur la diagonale, donc en multipliant éventuellement par S,

on a une matrice du type :
1 2k
0 1 ’

qui est dans I'y. On a ainsi montré que M € T'%. O

Rappelons-nous maintenant que les trois involutions s, s, et s, de X =
T /o sont respectivement induites par 'action linéaire des trois matrices S,,
Sy et Sy sur T (cf section 2.2). Donc si I'on considére maintenant s, s,
et s, comme des involutions de X; = T(R)/o, alors elles sont induites par
I'action de S, Sy et S, sur T(R). Autrement dit, le groupe G engendré par
ces trois involutions correspond exactement au sous-groupe I's de Diff (Sf)
On a ainsi montré le résultat suivant :

Proposition 7 : Le morphisme G — MCG(S?), qui a un élément de G fait
correspondre sa classe d’isotopie dans S3, est injectif, d’image MCGy(S3).
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Chapitre 3

Déformation d’une surface de
Kummer réelle

3.1 Topologie des surfaces déformées

Soit X une surface de Kummer réelle obtenue, comme ci-dessus, a partir
d’une courbe elliptique réelle dont la partie réelle ne posséde qu'un seul
ovale. On s’intéresse aux petites déformations lisses de cette surface, parmi
les déformations réelles de degré (2,2,2) (autrement dit, si X est donnée par
I’équation f = 0, on regarde les surfaces lisses définies par des équations de
type f 4+ ed = 0, ot d est un polynome réel de degré (2,2,2), et € > 0 est
suffisamment petit pour que les surfaces définies par f + nd = 0 soient lisses
pour 0 < n < ¢). La topologie de la partie réelle X’(R) peut avoir 5 types
différents, selon ce qui se passe au voisinage de chacune des 4 singularités :
ou bien ce voisinage devient une union disjointe de deux disques (dans ce
cas-1a, on parlera de split), ou bien il devient un cylindre.

1. Sion a 4 splits, alors X'(R) est une union disjointe de deux sphéres.

2. Sinon, X'(R) est une surface connexe orientable de genre (3 — #splits).

Chacun de ces cas peut étre réalisé par une déformation explicite. La
figure 3.1 représente différentes déformations d’une telle surface, ou tous les
types topologiques indiqués ci-dessus sont réalisés. Le polynome f est le
polynéme qui définit la surface X dans la carte affine (P'\{0})3, dont voici
'expression (on la déduit de I'équation (2.1) de X dans la carte affine C?) :

2
x2+y2+z2+%xyz(m+y+z)+ggazyz(xy+yz+zx)+%z2y2z2—2(xy+yz+z:c).
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La surface non déformée X (R) d=—1:0 split

d=2xy—1:1split d=2x—1:2 splits

d=x+4+y+2z—1:3splits d=1":4 splits

F1G. 3.1 — Déformations de la surface réelle X (R), de parameétres g, = 1 et
g3 = 3 (cas ot E(R) ne posséde qu'un seul ovale), vues dans la carte affine
(P1(R)\{0})3. Les déformations ci-dessous sont données par des équations
du type f 4+ ed = 0, avec € = 0,01, et les polynémes d indiqués en-dessous
de chacune des surfaces. Ces tracés ont été réalisés avec le logiciel Surf.
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Remarque : Si on avait construit X avec une courbe elliptique réelle possé-
dant deux ovales, alors le genre maximal de la surface obtenue par défor-
mation (lorsque 'on a zéro split) serait 9. La figure 3.2 montre une telle
déformation.

La surface non déformée X (R)

La surface déformée X'(R)

F1G. 3.2 — Déformation de la surface réelle X (R), de parameétres go = 7/9
et g3 = —1/9 (cas on E(R) posséde deux ovales), vue dans la carte affine
(PL(R)\{0})3. La déformation ci-dessous est donnée par 'équation f = ¢,
avec € = 0,02. Ces tracés ont été réalisés avec le logiciel Surf.
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3.2 Déformation de genre 3

On va s’intéresser, dans le cas ot l'on n’a pas de splits (X’(R) est alors
une surface de genre 3), a 'action du groupe G sur X’(R). Plus précisément,
on va montrer le résultat suivant :

Théoréme 5 : Le morphisme G — MCG(X'(R)), qui & g € G associe sa
classe d’isotopie, est injectif.

Remarque : Le groupe G désignera a la fois le groupe engendré par les trois
involutions s, sy et s, sur X, et celui engendré par les trois involutions
Sz, Sy et s, sur X’ (notées pareil, mais qui ne sont pas les mémes). Comme
ces deux groupes sont des produits libres de ces trois involutions, ils sont
isomorphes, ce qui légitime cet abus de notation.

Tragons, sur X'(R), un cercle dans le voisinage de chaque singularité de
X (R), de telle maniére que les quatre cercles séparent la surface X’(R) en
deux spheéres privées de quatre disques, notées X| et X}, indicées de telle
sorte que X/ soit proche de X et X} soit proche de X (cf figure 3.3). On va
chercher & ramener l'action de G sur X’(R) tout entier & celle sur la partie
X/, qui est proche (en un sens que l'on précisera) de I'action de G sur S?,
que 'on a déja étudiée (cf section 2.4).

X(R)
3

2
Ay
%4

F1G. 3.3 — La défomation de X (R) en X'(R)

3.3 Le théoréme de Dehn-Nielsen-Baer

Soit S une surface (réelle) orientable, éventuellement & bord. On a un
morphisme naturel

®: MCG(S) — Ext(m1(S,x0)) = m’

24



deéfini comme suit : pour g € MCG(S), on choisit, dans la classe d’isotopie
g, un difféomorphisme g de S qui fixe le point base zq; ce difféomorphisme
induit un élement g, € Aut(m(S,x0)), et ®(g) est par définition la classe
de g, dans Ext(m1(S,z0)) (qui ne dépend pas du choix de §). On a alors le
résultat suivant (|9, théoréme 2.9.A.]) :

Théoréme 6 (Dehn-Nielsen-Baer) : Le morphisme ® est injectif. Si de plus
S est sans bord, alors ® est un isomorphisme.

On peut trouver une démonstration de ce thoréme dans [17, théorémes
3.3.11 (surjectivité pour les surfaces sans bord) et 5.13.1 (injectivité)].

On va chercher & exploiter ce résultat pour interpréter le morphisme
G — MCG(X'(R)) en terme d’action de G sur les lacets de X'(R).

3.4 Démonstration du théoréme 5

Démonstration (du théoréme 5) : Soit g un élément de G. Soit ¢ un difféo-
morphisme isotope & g, qui fixe un point xo sur X7, et qui préserve X (c’est
possible, car avant déformation, les éléments de G préservent chacune des
deux parties X et X3). On suppose que g induit un automorphisme inté-
rieur de 71 (X' (R), zg) : il existe donc o € m1(X'(R), x0) tel que pour tout
v € (X' (R), x0), on ait gi(7) = aya~t. Le but est de montrer que g = id.

Lemme 2 : « peut étre représenté par un lacet dans X7 .

Démonstration : w1 (X'(R),zo) est engendré par les lacets a1, by, az, by, a3
et b3 dessinés dans la figure 3.4.

F1G. 3.4 — Générateurs de m1(X'(R), zg)
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Notation : On notera m = m (X' (R), ), et A le sous-groupe de m engendré
par les lacets a1, ag et as.

Puisque aj, a2 et ag sont des lacets dans X (cf figure 3.4), il suffit de
montrer que « est dans le sous-groupe A. Comme g stabilise la partie X7,
alors on a ada! = g,(A) = A. 1l suffit donc de démontrer le résultat
ci-dessous. O

Lemme 3 : Soit o € 7 tel que aAa™! = A. Alors o € A.

Remarque : Le sous-groupe A est exactement 'image de 71 (X}, zo) dans
71 (X (R),z¢) par Papplication i, induite par 'inclusion. Il est de plus iso-
morphe a 7 (X], xg) via cette application. (cf section 3.6)

3.5 Algorithme de Dehn et démonstration du lem-
me 3

Pour démontrer le lemme 3, on aura besoin d’un résultat de théorie com-
binatoire des groupes, concernant ’annulation d’un mot dans un groupe
décrit par générateurs et relations (probléme du mot). Dans le cas du groupe
fondamental d’une surface, ce probléme se résout facilement grace a 1’algo-
rithme de Dehn (|13, §6.1]), que je vais expliciter.

Soit S une surface fermée, obtenue en identifiant deux-a-deux les cotés
d’un 2n-gone, dans lequel tous les sommets sont identifiés en un seul point
xo. On note m = m1(S, zp), et {c1,...,c,} les éléments de m correspondant
aux cOtés orientés du polygone. Le groupe m admet alors la présentation
suivante :

T=<Cy...,0p | R=1>,

ol R est un des mots obtenus en tournant une fois autour du polygone (pour
un exemple, voir ci-dessous la démonstration du lemme 3). Le théoréme
suivant nous donne une maniére effective de savoir si un élément de 7, donné
en fonction de ses générateurs, est trivial.

1

7

Théoréme 7 (Algorithme de Dehn) : Soit a est un mot réduit en les ¢
c’est-a-dire qu’il n’y a pas de simplification triviale du type cz-cl-_1 o ci_lci.
Supposons que o = 1 dans w. Alors o contient un sous-mot de longueur au

moins 2n — 2 d’une permutation cyclique de R ou R™1.
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Remarque : Ce théoréme est énoncé sous une forme plus faible dans [13, §6.1]

3 R . . . .
(cv contient un sous-mot de longueur > %), mais la démonstration qui en est
faite, via la construction du revétement universel de S, implique clairement

la forme forte énoncée ci-dessus.

Démonstration (du lemme 3) : Les lacets {a;,b; | 1 < i < 3} de la surface
X/ peuvent étre obtenus comme les cotés d'un dodécagone sur lequel on a
fait les identifications suivantes (pour le voir, il suffit d’appliquer le thoréme
de Van Kampen) :

F1G. 3.5 — La surface X'(R) vue comme le quotient d’un polygone
Ainsi le groupe 7 admet la présentation suivante :
T = <ab, a2, by a3, b3 | R=1>
ou R = a1b1aflbflbglbglagbgaglagbgagl.

Soit a € 7 tel que aAa™! = A. On raisonne par I'absurde et on suppose
que a ¢ A. On écrit o comme un mot en les afﬂ et b;-tl, qui est réduit.
On suppose que ce mot est de longueur minimale parmi toutes les écritures
réduites possibles. Quitte a lui enlever des afﬂ au début et a la fin (ce qui
ne change en rien ’hypothése aAa~! = A), on va également supposer qu’il

commence et qu’il termine par un b;-tl (pas forcément le méme).

Notons ig 'indice du bijEl par lequel il termine. Soit jg # ig. Comme
aAa~! = A, il existe w € A tel que waajoa_l = 1. On considére w comme
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un mot en les i, écrit de maniére réduite. Le mot waa oo~ est alors lui

aussi réduit, donc d’aprés 'algorithme de Dehn, il existe un sous-mot G de
waajoafl, facteur de longueur au moins 10 d’une permutation cyclique de
Rou R™%

Comme la derniére lettre de « est bl:-gl et que cette lettre n’est jamais a
coté de aj, dans les permutations cycliques de R ou R~! alors 8 ne peut

At S o , -1
pas étre a cheval sur « et aj,, ni sur a;j, et o™ ".

Ainsi, 3 est ou bien un facteur de wa, ou bien un facteur de o' Quitte
a changer 8 en 7!, on peut supposer que 3 est un facteur de wa. On écrit
alors § = w'a/, o w' est un facteur (éventuellement vide) de w et o/ un
Z-il se suivent
dans les permutations cycliques de R ou R, alors |w'| < 2, donc |o/| > 8.
o est lui aussi un facteur d’une certaine permutation cyclique r de R ou
R~ : il existe donc 6, de longueur inférieure a 4, tel que 6o’ = r. Dans «a, on
peut alors remplacer o/ par 6%, qui est de longueur strictement inférieure :

ceci contredit I'hypothése de minimalité de || O

facteur (éventuellement vide) de «. Puisque au plus deux a

3.6 Fin de la démonstration du théoréme 5

Revenons maintenant & notre probléme : on a un difféomorphisme g, qui
induit sur 71 (X’(R), 2p) un automorphisme intérieur. On a montré que 1’élé-
ment « par lequel on conjugue peut en fait étre représenté par un lacet dans
Xi.

Regardons lapplication i : X; — X'(R) définie par Uinclusion. Cette
application induit un morphisme au niveau des groupes fondamentaux

iy 1 m(X],20) — m = m (X' (R), 20).
Lemme 4 : Le morphisme iy est injectif.

Démonstration : w1 (X7, xg) est le groupe libre engendré par les lacets 1, 72
et 3 dessinés sur la figure 3.6. Le morphisme i, envoie y; sur a1, vy sur al_lag
et y3 sur ay Las. Le sous-groupe de 7 engendré par ces trois éléments est le
sous-groupe A = < a1, a9, as >, qui est un groupe libre & trois générateurs :
en effet, d’aprés l'algorithme de Dehn, le seul mot réduit en les alil qui est
trivial est le mot vide. On en déduit que i,(71), ix(72) et ix(y3) sont sans
relation non triviale dans 7, et donc le morphisme i, est injectif. ]
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X'®R)

F1G. 3.6 — Les lacets 71, 72 et 73 de X| sont envoyés sur les lacets ay, aflag
et a5 'az de X'(R)

Soit v € m1 (X1, z0). Dans 71 (X'(R), z0), on a la relation g,(y) = aya™!.

Comme 17, est injectif, cette relation est également vraie dans (X7, xo).
Ainsi, ¢ induit un automorphisme intérieur sur m (X7, zo). D’aprés le théo-
réme de Dehn-Nielsen-Baer, g induit donc I’élément neutre dans MCG(X7).

On en déduit, par déformation, que g est envoyé sur ’élément neutre de
MCG(S?) (car on peut suivre la déformation pour transporter une isotopie
de X dans S3). Mais comme G — MCG(S?) est injectif (cf proposition 7),
alors ¢ = 1. On a ainsi montré que le morphisme G — MCG(X'(R)) est
injectif. O

Pour une petite déformation réelle générique, le groupe G est égal & celui
des automorphismes réels de X’ (théoréme 3). On en déduit que le morphisme
Autr(X') = MCG(X'(R)) est injectif. Ceci prouve le théoréme 1.
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