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Préface

Le but de ce mémoire est une étude de 'action des automorphismes f
d’une variété compacte de Kahler X sur les espaces de cohomologie de X ;
en particulier on s’intéresse aux degrés dynamiques des automorphismes, qui
fournissent une description cohomologique de I’entropie topologique de ces
automorphismes.

On rappelle que, pour une variété de Kéhler, on a la décomposition de
Hodge

H"(X,C)= P H"(X,C),
ptg=n
ou HP1(X,C) est 'ensemble des classes de cohomologie de type (p, q).
Définition. Si X est une variété compacte de Kdihler et f € Aut(X), le

p-ieme degré dynamique A,(f) de f est le rayon spectral de lapplication
linéaire induite en cohomologie

fopt HPP(X,R) — HPP(X,R),
ot H*?(X,R) := H?*(X,C) N H*(X,R).

Grace a l'invariance par f* des cones des classes positives et fortement
positives, on montre que le degré dynamique \,(f) est une valeur propre
pour fr . On montre aussi que A,(f) est le rayon spectral de I'application

Iy H*(X,R) — H*(X,R),

ce qui nous permet d’exploiter la structure entiére des espaces de cohomolo-
gie.

On cherche en particulier des contraintes sur le premier degré dynamique non
trivial A\ (f) qui soient dépendentes de la dimension de la variété X mais pas
de la dimension de I'espace de cohomologie H!(X,R).
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Le cas o X est de dimension 2 est bien connu, et sera traité dans le
chapitre 5. La partie originale de ce mémoire consiste en ’analyse du cas de
la dimension 3 (chapitres 6, 7 et 8).

Les outils fondamentaux sont
— le Théoréme de l'indice de Hodge (Théoréme 1.1.1), qui permet de
conclure que, si u,v € HY(X,C) ne sont pas colinéaires, alors les
éléments u A 4, u A0 et v A de H*?*(X,C) ne peuvent pas étre tous
nuls (Corollaire 1.1.2);
— la dualité de Serre (Théoréme 1.2.1), qui nous dit que les valeurs propres
de
fao: H*(X,C) — H**(X,C)

sont exactement les inverses des valeurs propres de
fia H"(X,C) - H"(X,C).

On a d’abord un résultat sur les automorphismes f tels que f* (ou l'un
de ses itérés) soit unipotent : dans ce cas on montre que le bloc de Jordan de
dimension maximale est unique et de dimension au plus 5 (Corollaire 6.2.3
et Proposition 6.2.4).

Pour traiter le cas de f* semi-simple, on définit d’abord le rang r(f) du
groupe algebrique A engendré par f* dans GL(H?(X,R)) : on montre que, a
un sous-groupe d’indice fini prés, on a un isomorphisme de groupes de Lie

A (RT)YW) x (81

pour des entiers r(f),s(f) > 0. Le rang r(f) est le nombre de paramétres
nécessaires pour décrire les modules des valeurs propres de f*.

On développe ensuite une théorie des caractéres : les modules des valeurs
propres induisent des applications A — RT. On peut ignorer la partie de
torsion (S1)*(/) et appliquer Iisomorphisme exponentiel pour obtenir des ap-
plications linéaires R" — R, qu’on va appeler les poids de f*, et on arrive a
montrer le Théoréme suivant (Théoréme 7.0.9).

Théoréme. Si X est une variété compacte de Kdhler de dimension 3 et

f € Aut(X), alors r(f) < 2.

Via une analyse séparée des deux cas on arrive a décrire d'un codté la
structure de I'’ensemble des modules des valeurs propres de f* et, de I'autre
coté, les propriétés des conjugués sur Q de A (f). Les deux résultats princi-
paux sont les Théorémes suivants (voir les Théorémes 7.2.1 et 7.2.2 pour une
analyse plus précise des situations possibles).



Théoréme. Pour toute valeur propre X\ de f*: H*(X,C) — H?*(X,C), il
eriste n € N tel que

I e {1,006, () M) a(f)

Théoréme. Les conjugués sur Q de A\ (f) ont tous pour module l'un des six
nombres listés ci-dessous :

MO, A7 M) T (),
VAT V), VL))

L’esprit étant que les situations les plus compliqués peuvent se rencontrer
sur les tores complexes, on cherche des exemples qui montrent I'optimalité
de ces deux énoncés. L’analyse de ces exemples n’est pas encore compléte.

Détail des chapitres

Le chapitre 1 est dédié a la présentation des différents outils qu’on va
utiliser dans les autres chapitres : d’abord on énonce le théoréme de 'indice
de Hodge, qu’on va utiliser principalement pour montrer que le produit ex-
térieur ne peut pas s’annuler sur un sous espace de dimension au moins 2
de H*(X,C); on discute la dualité de Serre pour les espaces de cohomolo-
gie; on analyse le comportement asymptotique d’automorphismes linéaire ;
on présente des résultats sur les automorphismes linéaires de R"™ qui pré-
servent un cone fermé saillant d’intérieur non vide, et on va les appliquer aux
applications linéaires induites a niveau de H'!(X,R) par un automorphisme
de X, qui préservent 'adhérence du cone de formes de Kéhler; finalement
on définit et présente les prémiéres propriétés des formes positives et forte-
ment positives, qui généralisent les formes de Kéhler dans H??(X,R), avec
p générique. La plus part des résultats dans ce chapitre sont sans preuve.

Dans le chapitre 2 on traite les degrés dynamiques : on donne la défini-
tion, un lien avec l’entropie topologique de f (sans preuve) et les prémiéres
propriétés, en particulier que, pour analyser le comportement asymptotique
de T'action de f* sur HPP(X,R), il suffit de regarder son comportement sur
les puissances d'une classe de Kéhler quelconque; on continue en montrant
une propriété de concavité des degrés asymptotiques, qui a été montrée par
Gromov ; finalement on montre que, si le premier degré dynamique A\, (f) est



égal a 1, alors tous les autres degrés dynamiques A,(f) sont égaux a 1, et
donc 'entropie topologique de f est nulle.

Dans le chapitre 3 on présente les résultats de Dinh et Sibony dans [8]
sur les groupes commutatifs d’automorphismes de X : on arrive a montrer
qu'un tel groupe peut étre décomposé en le produit d'une partie & entropie
nulle avec une partie a entropie strictement positive, que cette derniére est
un groupe libre, et on donne une borne supérieure a son rang qui ne dépend
que de la dimension de X.

A partir du chapitre 4 on se concentre sur I’action d’un seul automor-
phisme de X sur la cohomologie. On définit le groupe algébrique A engendré
par f* et on donne ses propriétés fondamentales; en particulier on énonce
un théoréme classique qui affirme que A se décompose en le produit de sa
partie semi-simple avec sa partie unipotente; ensuite on analyse la partie
semi-simple A,, qu’on va regarder comme groupe de Lie réel pour donner
une décomposition

A, = (RY) x (S1)°

On définit ainsi le rang 7(f) de application f*.

Dans le chapitre 5 on traite le cas bien connu des surfaces complexes :
on suppose que X soit de dimension 2. On montre que, si f* est unipotent,
alors soit f* est périodique soit la croissance de la norme de (f*)" est du type
c“n?; si f* est semi-simple, on montre que le degré dynamique \;(f) est soit
un nombre quadratique soit un nombre de Salem, et que les seules valeurs
propres de f* de module différent de 1 sont A\;(f) et A\;(f~!)~!; finalement,
on exclut le cas mixte, ot f* n’est ni unipotente ni semi-simple.

Les derniers trois chapitres constituent la partie originale de ce mémoire :
I’analyse du cas ou X est de dimension 3.

Dans le chapitre 6 on introduit le probléme et on traite le cas de f*
unipotente : on arrive & montrer que f* posséde un unique bloc de Jordan
de dimension maximale k, que £ < 5, et que tous les autres blocs de Jordan
sont de dimension au plus (k + 1)/2 (donc au plus 3). Des exemples sur les
tores complexes garantissent l'optimalité des ces énoncés.

Dans le chapitre 7 on traite le cas de f* semi-simple : on introduit une
théorie des caractéres, on montre que les modules des valeurs propres de f*
peuvent étre décrits par r < 2 parameétres, et on traite les deux cas r = 2
et r = 1 séparément. Dans les deux cas, on se concentre d’abord sur la
description de toutes les valeurs propres de la restriction de f* a H*(X,C);
ensuite on utilise des applications basiques de théorie de Galois pour montrer



des propriétés arithmétiques des diverses valeurs propres, en particulier de
A1 (f) (et donc, par dualité, de A (f~H) 7t = X (f)7h).

D’un coté on arrive & montrer (Théoréme 7.2.1) que si A est une valeur propre
de f*: H*(X,C) — H*(X,C) de module différent de 1, alors il existe n € N
tel que

AP e (), A0 () ()

Du coté algébrique, on montre que \;(f) posséde conjugués ayant au plus 6
modules distincts (dont trois sont supérieurs a 1 et trois inférieurs a 1), et on
peut ultérieurement préciser les situations possibles (voir le Théoréme 7.2.2) ;
en particulier, si r(f) = 2, toute valeur propre de f* a conjugués ayant au
plus 6 modules distincts.

On conclut le chapitre avec des exemples sur les tores, qui montrent que
(presque) toutes les situations possibles décrites par le Théoréme 7.2.2 sont
effectivement réalisées.

Dans le chapitre 8 on traite le cas de f* mixte (ni semi-simple ni uni-
potente). A différence ducas de la dimension 2, on n’arrive pas & exclure
complétement cette situation; cependant, on montre que pour que f* soit
dans le cas mixte, il faut que r(f) = 1 et que A\ (f) € {A2(f)? Xa(f)Y/?}.
On montre aussi que, si par exemple A\ (f) = Xo(f)? les valeurs propres qui
peuvent avoir blocs de Jordan non triviaux sont Ao(f)~! est ceux de module
AL (f)Y* (voir le Théoréme 8.0.5).
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Chapitre 1

Introduction et outils

On considére une variété complexe compacte de Kéhler (X, w) de dimen-
sion d et un automorphisme f: X — X. En cohomologie de de Rham, f
induit une transformation linéaire f*: H*(X,C) — H*(X,C), qui préserve
la décomposition de Hodge

H"(X,C)= P H"(X,C) H"(X,C)=Hw(X,C).
pt+qg=n
On s’intéresse a la croissance asymptotique (une norme matricielle étant
fixée) de la restriction de f* a HPP(X,C) N H?(X,R) =: HP?(X,R) (les
éléments de HPP(X,C) fixés par conjugaison complexe), et en particulier a
sa restriction & H' (X, R).

Dans ce chapitre on va voir les outils fondamentaux qu’on va utiliser dans
les chapitres suivants.

1.1 Théoréme de ’indice de Hodge

On rappelle la définition du produit d’intersection sur H?*(X,R) :

Q: H*(X,R) x H*(X,R) = R
(ol > [ angnwt

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET OUTILS

On note encore @ le produit hermitien induit sur H?(X,C) :

Q: H*(X,C) x H*(X,C) = C
(lol, [8]) /Xaww-?

Théoréme 1.1.1 (de lindice de Hodge). La restriction du produit @ a
HY(X,C) est de signature (1, N — 1), ou N = dimcH"(X,C), et sa res-
triction a H*°(X,C) ® H**(X,C) est définie négative.

En particulier, comme la décomposition de Hodge

H*(X,C) = H**(X,C)® H"(X,C) ® H**(X,C)

est orthogonale par rapport au produit @), la signature du produit scalaire ()
sur H*(X,R) (et du produit hermitien Q sur H*(X,C)) est (1, N' — 1), ot
N’ = dimg(H?*(X,R)).

La plus part des fois on ne va utiliser le Théoréme de I'indice de Hodge
que par le Corollaire suivant.

Corollaire 1.1.2. Le produit scalaire Q) est différent de 0 sur chaque sous-
espace vectoriel V. C H?*(X,R) de dimension réelle au moins 2 ; en particu-
lier, siu,v € H*(X,R) sont linéairement indépendants et u Au = uAv =0,
alors v A v # 0.

De la méme facon, le produit hermitien @) est différent de 0 sur chaque sous-
espace vectoriel W C H?(X,C) de dimension compleze au moins 2 ; en parti-
culier, siu,v € H*(X,C) sont linéairement indépendants et uAi = uA\v = 0,
alors v A v # 0.

1.2 Dualité de Serre

Dans ce paragraphe on énonce le Théoréeme de dualité de Serre, qui im-
plique des contraintes fortes sur 'action de f* sur H*(X,R) : en particulier,
on peut déduire I'action de f* sur H"(X,R) a partir de celle sur H*~"(X,R).

Théoréme 1.2.1 (dualité de Serre). Soit X une variété complexe compacte
de dimension d, 0 < p,q < n. Alors [’accouplement

HP(X,C) x H*P479(X,C) - C
(ol ) > [ ans



1.3. CROISSANCE ASYMPTOTIQUE D’APPLICATIONS LINEAIRES13

induit un isomorphisme HP(X,C) = H¥Pd-4(X C)V.
En particulier le méme accouplement induit des isomorphismes

H"(X,C) = H*™™(X,C)Y  H"(X,R)~ H*"(X,R)".

Corollaire 1.2.2. 57 X est comme dans le Théoréme 1.2.1 et f: X — X
est un automorphisme de X, alors, pout tout 0 < p < n, la restriction

fipa—q: HPYX,C) — HP71(X,C)
est duale (via dualité de Serre) de la restriction

(f3,)7" HM(X,C) = H™(X,C).

p.q
En particulier la restriction
foan: H*M(X,R) = H** (X, R)
est la duale (par dualité de Serre) de la restriction
(f5)~': H"(X,R) — H"(X,R).
Démonstration. Soient o € HP4(X) et § € H* P9 X) =2 HPI(X)V; on

note encore  'application linéaire induite par 5 sur H”?(X). Alors on a

£ (8)(a) = /X fBAa= /X BA ) e = B(f) a),

et donc fj ;= ((f;,q) )Y -

1.3 Croissance asymptotique d’applications li-
néaires

Dans ce paragraphe on analyse le comportement asymptotique des itérés
d’une application linéaire 7" € GL(V), o V est un espace vectoriel sur C de
dimension finie.

Pour cela on fixe une norme matricielle || - || sur GL(V). Il suffit de consi-
dérer le cas ou la forme de Jordan de T est constituée par un unique bloc :
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autrement dit, pour une base adéquate vy ...v, de V', T est représenté par
la matrice

A1 0 ... 0
O x 1 ... 0
0 0o X 1
0 0 A
La matrice associée a T" est
Qo(n) Q1(n) Qz(n) e Qk—l(n)
0 Qo(n) Qi(n) ... Qia(n)
0 . 0 Qo(n) Qi(n)
0 e 0 Qo(n)

ou les ); respectent la formule récursive
Qit1(n+1) = AQiy1(n) + Qi(n)  pouri=0,...k—2
Q(0) =1,  Qi(0) =...=Cx-1(0) =0.
Notons P;(n) = Q;(n)/A\"~; alors
Pii(n+1) = P1(n) + P(n), pour i =0,...,k—2 (1.1)
Py(0) =1, P(0)=...=PF,_1(0)=0.
Proposition 1.3.1. 1. Pour tout ¢, P; est un polynome de degré i ;

2. st a; est le coefficient dominant de P;, on a

a; = —|
2.

En particulier pour n — 400 on a
1 n—i, 1%

et donc
HTnH ~ Cte|/\|nnk_1.
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Démonstration. L’égalité (1.1) appliquée n fois donne

Prsn) = 3" P(R)

Pour conclure on va raisonner par récurrence en utilisant le Lemme suivant.

Lemme 1.3.2. Pour tout nombre naturel m,

n—1
Z h™ = pm(”)a
h=0

0l pp, est un polynome de degré m+1 dont le coefficient dominant est 1/m~+1.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m.

n—1
nm—i—l _ Z((h/ 4 1)m+1 - hm+1) —
h=0
m+1
(m + 1)pm(n) + ( 5 )pm_l(n) + ..o+ (m A+ )pi(n) + po(n),
et on conclut aisément. O]

On montre les énoncés par récurrence. Partons du cas i = 1 : P; satisfait
la récurrence
P(n+1)=PFP(n)+1,
et donc, comme P;(0) =0, on a Py(n) = n.
Maintenant, supposons qu’on ait montré que P;(n) est un polynéme de degré
i en n, avec coefficient dominant a; = 1/i! : Pj(n) = Z; 0 ayn! avec a; = a;.

Alors B

n—1 n—1 1 % n—1 %
Pia(n) =) Bi(h) =) > ash? = a; > W =) ap(n).
h=0 h=0 j=0 j=0  h=0 =0

Or, d’aprés le Lemme 1.3.2, les p; sont polynomes de degré j 4+ 1; donc
P, est la somme d'un polynéme de degré i + 1 avec des polynomes de
degré inférieur ; donc P;,q est un polynéme de degré ¢ + 1, et son coefficient
dominant est a; fois le coefficient dominant de p;, c’est-a-dire

a; . 1
i+1 i+ 1)

i1 =
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Corollaire 1.3.3. Pour n — +00 on a
1.
Qz(n) ~ ﬁ)\n int

et donc
||Tn|| ~ Cte|)\|nnk_1.

1.4 Automorphismes et cones invariants

On présente un résultat sur le comportement de cones convexes inve-
riants par un isomorphisme de R™ da a Birkhoff. On est intéressé en parti-
culier au cas ou C est 'adhérence du cone des formes de Kahler, invariant
par f*: H(X,R) — HY(X,R), ou, plus généralement, ’adhérence dans
HPP(X R) du cone des (p, p)—formes strictement positives.

La preuve du Théoréme 1.4.1 est prise de [3].

Théoréme 1.4.1 (Birkhoff). Fizons une norme || - || sur RY. Soit T un
automorphisme linéaire de RN de rayon spectral )\, et soit C C V un cone

conveze saillant (i.e. C N —C = {0}) fermé d’intérieur non vide tel que
f(C) c C. Alors

1. il existe ¢y € C' tel que Tcy = Acg ; de plus, on peut choisir ¢y de telle
facon que son bloc de Jordan pour la valeur propre A soit de dimension
maximale parmi les blocs des valeurs propres de T ayant module A ;

2. pour tout c € Int(C) on a

lim ||T"c||% =\
n—+o00

3. st A =1, alors pour tout ¢ € Int(C) on a

i sl el _ o log T
1m = m =
n——+oo log(n) n—-+o0o log(n)

h—1,

ou h est la dimension mazximale des blocs de Jordan pour les valeurs
propres de T" de module 1.

Démonstration. On montre d’abord 1’énoncé 1 : on construit un vecteur
propre ¢y € C' de valeur propre A et tel que le bloc de Jordan de ¢ est
maximal parmi les blocs des valeurs propres de module A.
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Fixons une base de Jordan v, ...,vxy de CV : pour des indices 1 = iy < iy <
coe <y < Netdes A ...\, € C\ {0} on a, pour tout k =1,...,m,

T, = My, T = MVigtn + Vigrn1 h=1,...  ig1 —ip— 1

Les A\, sont les valeurs propres de T', tous de module au plus A.
Par le Corollaire 1.3.3 on a, pour tout £ = 1,...,m et pour tout h =
07"'7ik+1 _Zk_la

T 4 p ~ —— A, . (1.2)

Considérons un élément ¢ de C' tel que toutes les coordonnées de ¢ dans la
base vy, ..., vy soient non nulles (un tel élément existe car C' est d’intérieur
non vide). Par la formule (1.2), la norme de T"¢ n’est pas nulle, donc on peut
considérer la suite w,, := T"¢/||T"¢c|| ; les w, étant contenus dans 1’ensemble
compact SV = {v € RY; ||v|| = 1}, la suite doit admettre un point limite

m
c= E a;vi,
=1

qui est contenu dans le cone C' car C est invariant et fermé.

Gréace a la formule (1.2), on peut montrer facilement que les seuls coefficients
de ¢ non nuls sont les a;, tels que [\z] = A et tels que la dimension du k-
ieme bloc de Jordan de T' (c’est-a-dire ixy1 — i) soit maximale parmi les
dimensions des blocs pour valeurs propres de module .

Supposons maintenant que a;, # 0 et A\ # A.

Lemme 1.4.2. Si z € C\ R, alors il existe r > 0 et aq,...,c. > 0 non
tous nuls tels que
,
Z ;28 = 0.
i=1
Fixons, comme dans le Lemme, a;...a, > 0 non tous nuls tels que
S\l =0, et soit
.
d = Z a;Tle.
i=1

Alors ¢ € C par invariance de C, ¢ # 0 car il est la somme d’éléments non
tous nuls d'un cone convexe saillant, et la composante le long de v;, de ¢ est
nulle.
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En appliquant cet argument récursivement pour toutes les valeurs propres de
module )\ différents de A, on obtient un vecteur ¢y dont les seules composantes
non nulles sont le long des v;, de valeur propre A et correspondant a blocs
de Jordan maximaux, et 1’énoncé est ainsi prouvé.

Montrons maintenant 1’énoncé 2.
Supposons par I'absurde qu'il existe ¢ € Int(C) tel que

lim [[T7¢]" # A,
n—-+oo

et soit ¢ € C un vecteur propre de valeur propre A. Alors, pour ¢ << 1,

" := ¢ — e est un élément de C' et, par la formule (1.2),
TnC// C/
1 - <
A T T §

donc en particulier —¢’ € C. C’est une contradiction car ¢ aussi est contenu
dans C et CN—C = {0}.

Pour montrer 1’énoncé 3, on prend 7' tel que A = 1 et on suppose par
I’absurde qu’il existe ¢ € C tel que

lim 10y

n—r+00 log(n)

Par la formule (1.2) on a plus précisément

7"
<

h—1.
n—+oo log(n)

Soit vy, ..., v, la base d'un bloc de Jordan pour la valeur propre 1 de dimen-
sion maximale h tel que v; € C' (un tel v; existe par ’énoncé 1). Pour e << 1
onacd :=c—ev, € C, et, par la formule (1.2)

T vy
li =— 0
N I T
donc en particulier —v; € C\ce qui est absurde car v; € C. n

Si on est dans la situation du Théoréme 1.4.1 et si de plus 7" est unipotent,
on peut préciser la structure des blocs de Jordan de T'. La preuve est prise
de [11].
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Proposition 1.4.3. Soient V' un R-espace vectoriel de dimension finie, C' C
V un cone conveze saillant fermé d’intérieur non vide, T € GL(V) un auto-
morphisme unipotent tel que T'(C) = C.

Alors le polynome minimal de T est de la forme

p(X) = (X -1)F

avec k impair ; autrement dit, le bloc de Jordan mazximal pour la valeur propre
1 est de taille impaire.

Démonstration. Pour ¢ € Int(C') on a, par le Théoréme 1.4.1,

AL AL
Tl T

n—+00 logn n——00 log |n| B

h—1,

ou h est la dimension du bloc de Jordan maximal de T'.
Si h était pair, on aurait
, ’ T"c . T"c
= lim —— = — lim )
¢ n—-+00 nh_l n——0o0 ‘n|h_1
En particulier ¢/, —¢’ € C, donc ¢ = 0 car C est saillant, ce qui est absurde;
ainsi h est impair. O]

1.5 Formes positives

On présente une introduction a la théorie des formes différentielles posi-
tives, qui peuvent étre vues comme une généralisation des formes de Kéhler.
Pour une présentation compléte avec les preuves des énoncés on renvoye a
6].

Considérons un C-espace vectoriel V' de dimension n, et notons V* son
dual. On note AP?V* c AP V* I'ensemble des (p, q)-formes.

Finalement, pour toute forme o € /\2” V* on écrit a > 0 si a = k - vol,
ou k est une constante positive et vol est la forme volume déterminée par
I’orientation complexe.

Définition 1.5.1. Une (p, p)-forme u € NP V* est dite
— positive si pour tout oy, ..., Qp_yp

uNog Niog Ao N\ oy N il > 0
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— fortement positive si c’est une combinaison conveze

N
U= ) Yean Nl AL Ay ANl e = 0,045 €V

s=1

On énonce, sans les montrer, des propriétés basiques des formes positives
et fortement positives.

Proposition 1.5.2. 1. Toute forme fortement positive est positive ;

2
3.
/

toute forme positive est réelle ;
NP V* admet une base de formes fortement positives ;

u € N"PV* est positive si et seulement si sa restriction & tout sous-
espace W C V' de dimension p est une forme volume non négative ;

pour p = 0,1,n — 1,n, les (p,p)-formes fortement positives coincident
avec les (p, p)-formes positives ;

une (1,1)-forme réelle w € H'(X,R) est positive si et seulement si le
produit scalaire associé sur [’espace tangent a X

(u,v) = w(u, )

est semi-positif en tout point ;

un produit de formes fortement positives est une forme fortement posi-
tive ;

siu € A\PPV* est une forme fortement positive et v € A" V* est une
forme positive, alors u Av € NPTPTIV* est une forme positive ;

sip: W — V est une application C-linéaire et uw € AP V* est une
forme (fortement) positive, alors ¢*u € N'" W* est une forme (forte-
ment) positive.

Les (p,p)-formes positives et les (n — p,n — p)-formes strictement po-
sitives constituent des cone convexe saillant C)F ¢ A"’ V*(R) et C;7, C
AP PVH(R), ou on note APPV*(R) les éléments de APPV* fixés par
conjugaison complexe.

Ces cones sont duaux 'un l'autre, c’est-a-dire

weCf & YoeC)

n—p’

uAv>0.

Il est facile de montrer que le bidual d’un céne convexe saillant C' est C', donc
en effet

veCy, & YueCl,uhv>0.
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Lemme 1.5.3. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie, V' ’espace
dual, C C V' un cone conveze saillant d’intérieur non vide et C' C V' son
cone dual.

Alors, pour tout ¢ € Int(C) et pour tout ¢ € C’, {¢,) > 0.

Démonstration. Supposons par 'absurde que (¢, ) = 0 pour un ¢ € Int(C')
et un ¢ € C'. Soit v € V tel que (v,¢) > 0; comme ¢ € Int(C), il existe
e > 0 tel que ¢ — ev € C', mais

(c—ev,d) <0,
ce qui est absurde par dualité. O

Vi le cas vectoriel, on va généraliser les notions qu’on a introduites aux
variétés complexes; on ne va considérer par simplicité que les variétés de
Kahler.

Définition 1.5.4. Soit X une variété complexe de Kdhler de dimension d.
On dit qu’une (p,p)-forme « est
— positive si, pour toute (d — p,d — p)-forme B telle que la (d —p,d — p)-
forme induite par B en tout point x € X sur T,X est strictement
positive, on a a A3 >0 ;
— fortement positive si, pour toute (d — p,d — p)-forme B telle que la
(d — p,d — p)-forme induite par B en tout point v € X sur T, X est
positive, on a a A 3 > 0.
On dit qu’une classe w € HPP(X,R) est positive (respectivement, fortement
positive) si elle peut étre représentée par une forme positive (respectivement,
fortement positive) ; on note IC; et ng9 le cone convexe saillant des classes
positives et fortement positives respectivement.

On peut traduire la Proposition 1.5.2 en la Proposition suivante.

Proposition 1.5.5. 1. Toute classe fortement positive est positive; au-

trement dit,
lef C IC;{ ;

2. HPP(X R) admet une base de classes strictement positives ; autrement
dit, le cone IC;? a intérieur non vide. En particulier, si wi,...,w, €
HYY X R) sont des formes de Kdihler, alors

wi AL Awy € Int(KF);
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. pour p = 0,1,d — 1,d, les classes fortement positives coincident avec

les classes positives ; autrement dit,

KE=Kf  p=01,d—1,d;

. CF = CY est ladhérence dans HY(X,R) du cone conveze des formes

de Kdhler;

. un produit de classes fortement positives est une classe fortement posi-

tive ;

‘ ® + + .
.szue(]p etveCl, alorsuhveCl,;

q’

7. st p: X =Y est une application holomorphe entre variétés complexes

et u € HPP(Y,R) est une classe (fortement) positive, alors ¢*u €
HPP(X R) est une classe (fortement) positive ;

. les cones convexes saillants Cf et C3 ) sont duauz ['un de Uautre.



Chapitre 2
Degrés dynamiques

Dans ce chapitre on présente 'objet principal de notre étude : les degrés

dynamiques d'un automorphisme f de X, qui décrivent, d’'un point de vue
cohomologique, les propriétés dynamiques (a voire I’entropie topologique) de
f.
Apreés avoir défini les degrés dynamiques et avoir montré que, pour les cal-
culer, il suffit de considérer 'action de f* sur les puissances d’une forme de
Kahler quelconque, on montre un résultat de concavité qui déscend d’une in-
égalité due a Teissier et Khovanskii (Théoréme 2.2.2), et des corollaires spéci-
fiques au premier degré dynamique A;(f), sur lequel on va se concentrer dans
la suite ; dans le dernier paragraphe on explore la situation ou A1(f) = 1: on
montre que alors \,(f) = 1 pour tout p, et on définit les degrés dynamiques
polynomiaux, qui décrivent le type de croissance polyndémiale de la norme de
(7).

Pour une analyse plus générale, ou f: X — X peut étre une application
birationnelle quelconque, on renvoye a [5].

2.1 Définition et premiéres propriétés
On va introduire les degrés dynamiques d’un automorphisme.

Définition 2.1.1. Le degré dynamique d’ordre p d’un automorphisme f
d’une variété complexe est le rayon spectral de [’application induite

fi,: HPP(X,R) — HP?(X,R).

23
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Remarque 2.1.2. Comme Paction de f* sur H(X,R) et H?!(X,R) est tri-
viale, on a \o(f) = A\a(f) = 1.

L’adjectif "dynamique" est motivé par le résultat suivant, qui lie ’entropie
topologique de I'automorphisme f & son action sur la cohomologie.

Théoréme 2.1.3 (Yomdin-Gromov). Si f est un automorphisme holomorphe
d’une variété complere X de dimension d et h(f) dénote ’entropie topolo-
gique de f, alors

h(f) = max{log(\,);p =0, ..., d}.

Remarque 2.1.4. Le Corollaire 1.2.2 implique directement que

)‘p(f) = )\d—p(f_l)-

En considérant une base de Jordan de f; : H?P(X,C) — HPP(X,C), par
le Corollaire 1.3.3

et plus précisément que

1)l ~ e n = A ()",

ou h est la dimension d’un bloc de Jordan pour une valeur propre de module
A1(f) de dimension maximale. Pour les calculs précis, voir le paragraphe 77
et le Lemme 8.0.6.

Le premier résultat de ce paragraphe est que pour trouver les degrés dy-
namiques d'un automorphisme d’une variété kdhlerienne il suffit de regarder
son action sur les formes de Kéhler et leurs puissances.

Proposition 2.1.5. Soit f: X — X wun automorphisme holomorphe d’une
variété complexe de Kdhler.
Pour toute forme de Kdihler w € HY'(X,R) et pour toute norme || - || sur

HPP(X R), on a

3=

M) = Jim 1yl = i ([ e net)

n—o0 n—-+o0o
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Démonstration. Soit w € HY'(X,R) une forme de Kihler, et soit p € {0,...,d}.
On note

3 (f) :—/Xf*wp/\wdp
et

po(f) = Tim_ ( J e w) "

On va montrer que p,(f) = A,(f); la derniére égalité suit du fait que, a
priori,

A(f) > L (Y w?ls > py(f).

n—-+o0o

[1 suffit de montrer que, notée f* ’application induite par f sur H??(X,R),
il existe deux constantes C, C’ telles que pour tout n

CIC™) N < &™) < ™)

Par la Proposition 1.5.5, on peut choisir une base (a;) de HPP(X,R) de
sorte que les «; soient des classes fortement positives et a; = wP. Comme le
cone IC; est d’intérieur non vide, il existe une constante positive C telle que
Cioq > a; (c'est-a-dire Cray — o € K}) pour tout ¢ > 1.

Soit (;) la base de H¥P47P(X R) duale a (o;) par dualité de Serre. On a,
pour tout n,

((f") v, B;) = GEZ),

™) sont les coefficients de la matrice qui représente (f™)* dans la base

ou les a; ;
(a;). Comme w?? € Int(K;_,), on peut trouver une constante Cy telle que
Cow®™P > +3; pour tout j.

Alors on a
) = () an £8,) < Cal(F) a7 < CLOA(F") 0, w177) = CLCad (),

ot la premiére inégalité est vraie car Cow® P > £5; et (f™)*; est fortement
positive, alors que la deuxiéme inégalité est vraie car w? P est fortement
positive et, comme Cjw? > a;, on a Cy(f")*w? > (f") .

On a donc )

CIU <6 O=G5q

Pour l'inégalité réciproque, on observe que, comme a; = wP?,

(1) = D ey e, < D el - Hog, < CI']
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(n)
pour C" =7 |ay}’.
On a donc montré que

CIC™) N < &™) < ™)

ce qui montre la Proposition par passage a la limite. O

2.2 Concavité et conséquences sur A{(f)

Grace a la Proposition 2.1.5, on peut utiliser une inégalité sur les produits
de formes de Kéhler due a Teissier et Khovanskii pour montrer un résultat
de concavité sur les degrés dynamiques.

Proposition 2.2.1. La fonction p — log(A\,(f)) est concave sur {0,...,d}.

Démonstration. On utilise, sans la montrer, une inégalité due a Teissier et
Khovanskii (voir [9]).

Théoréme 2.2.2 (Teissier-Khovanskii). Soit X une variété compleze com-

pacte kdhlerienne de dimension d, et soit ) := (wy,...,wi) une k—uple de
formes de Kdihler sur X. Pour tout multi-indice I = (iy,...,ix) on note
Al =wi A AWk
Alors, 1s,...,1, €tant fixés de telle facon que i := Zh23 i < d, et noté
I, = (n,d—1i—m,is,..., i), la fonction

n +— log (/ QI")

X

est concave sur 'ensemble {0,1,...,d —i}.

Pour terminer la preuve, on choisit k£ = 2, wy = w une forme de Kéahler
quelconque et w; = f*(w). Par le Lemme, la fonction

ptog ([ (5 nut)

est concave sur I'ensemble {0, ...d} pour tout n. Par la Proposition 2.1.5 on

i L log ( [ w) — logO(f)),

n—+oo N

et donc on montre I’énoncé par passage a la limite. O
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Corollaire 2.2.3. Si f est un automorphisme d’une variété kihlerienne X,

alors
M(f)=1 & MN(f)=1pourp=1,...,d—1.

En particulier, l’entropie de f est nulle si et seulement si A\ (f) = 1.
Démonstration. Si \(f), alors, par concavité,

—1
0=log A\ (f)>"2

log Ao(f) + }jbg M(f) = ]%log )

donc A\, (f) < 1.
De l'autre coté, par concavité,

d—p

log A\, > ]—)log Mg+ log \g = 0,
d d
donc A\, (f) > 1.
On conclut que A\,(f) =1 pour tout p=0,...d. ]

Démonstration alternative. Sans utiliser de fagon explicite I'inégalité de conca-
vité, il suffit d’utiliser la Proposition 2.1.5 et le Lemme 1.5.3 : si A\(f) =1
et w € HM (X, R) est une forme de Kéhler, alors

lim (/") w]* = 1.

n—-+00

Comme 'application

N\: H (X, R) x -« x HY'(X,R) - H""(X,R)

(aq,...,qp) = ar Ao Aoy
est continue et U'ensemble {(as, ..., a,) € (HYH(X,R))’, |lau]] = -+ = |la]| =
1} est compact, pour tout choix de la norme ||-|| il existe une constante C' > 0
telle que |[ar A. .. Aay| < C+||aq]| - - - ||y || pour tout ay, ..., a, € HY1(X,R)

de norme 1, donc pour tout ar,...,q, € H"(X,R).
En particulier

M(f) = (fryws < T o fl(F) el =1

lim ||
n—-+00
Pour I'inégalité réciproque, supposons par I'absurde que \,(f) < 1. Soit
w une forme de Kihler quelconque ; comme I'action de f* sur H*4(X,R) est
triviale, on a

0 7w = (f7)w! = ()P (f)wt,
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et on obtient une contradiction grace au fait que le terme & droite tend vers
0 lorsque n — +o00 car A\, (f) <1et A\g_p(f) < 1. O

On va s’intéresser en particulier au premier degré dynamique non trivial
A1(f), et donc a l'action de f* sur HY'(X,R). Grace au Lemme suivant
il sera équivalent d’analyser la restriction de f* & H*(X,R). L’avantage est
que, comme H?(X,R) = H?(X,Z)®zR, on peut exploiter la structure entiére
pour donner des contraintes de type arithmétique sur le degré dynamique.

Lemme 2.2.4. Soit r, ,(f) le rayon spectral de lapplication linéaire induite
foq HP(X,C) — H™(X,C).
1. Sip+ q =2k est pair, alors

Tp,q(f) < Me(f);

2. sip+q=2k+1 est impair, alors
Tpa(f) < VAF) Mg (f)

Démonstration. Considérons 'application

¢: HP(X,C) — HP**PH(X x X,C)

u > A Ty,

ou my,my: X X X — X sont les deux projections.

Notons que, si u # 0, alors ¢(u) # 0; en particulier, si u est un vecteur
propre non nul de valeur propre A, alors ¢(u) est un vecteur propre (non nul)
de valeur propre |A|* pour I'application linéaire induite par (f, f): X x X —
X x X sur HPT9PT4(X C). En particulier on a

Tpg([) < Apsg(f X f)-

Si w € HY(X,R) est une forme de Kihler, alors mjw + mjw =: & €
H"(X x X,R) est une forme de Kéhler aussi.
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Par la Proposition 2.1.5 on a donc

ool S Apralf > ) = T (07 e

= dim [[(f % ) (wfw + )|

n—-+oo
p+q
(p +q

((Fxnm (7

h=0

n

= lim
n—-+0o00

) A (gt

n

= lim
n—-+o0o

p+q p+q
Z( ¥ )wi(f”)*whm;<f">*wp+q—h
h=0

< max{An(f)A\prq—n(f)}-

Si p + g = 2k est pair, par concavité on a

/\h(f)/\p—l—q—h(f) < /\k(f)2»

ce qui montre le premier énoncé.
Sip+q=2k+ 1 est impair, par concavité on a

M () Aprg-n(f) < Me(f) A1 (),
ce qui montre le deuxiéme énoncé. O

Corollaire 2.2.5. Si X est une variété complexe compacte de Kdihler et
f: X — X est un automorphisme holomorphe, alors \,(f) est une valeur
propre de module mazximal pour

[ H?(X,R) — H*(X,R).

Démonstration. Par le Lemme 2.2.4, pour tout h = 0,...,2p on a 1y 9,5 <
Ap(f). Par conséquent, le rayon spectral de la restriction de f* & H*’(X,C)
est au plus A,(f), ce qui montre le Corollaire. O

Corollaire 2.2.6. Pour toute variété compacte kahlerienne X, [mage de
Uapplication
A Aut(X) — [1, 400)

est discrete.

Plus précisément, pour tout M > 0 les automorphismes f € Aut(X) tels que
M (f) < M induisent sur H*(X,R) des applications linéaires qui ne peuvent
avoir qu’un nombre fini de polynomes caractéristiques .
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Démonstration. Fixons M > 1; on doit montrer qu’il n’y a qu'un nombre
fini de degré dynamiques A\;(f) < M.
Par le Corollaire 2.2.5, si A{(f) < M, alors |A\| < M pour tout A valeur propre
de

f* H*(X,R) = H*(X,R).

Le polynome caractéristique p de f* est unitaire et a coefficient entiers car
H?*(X,R) = H*(X,Z) ®z R; comme ses racines sont bornées par M, ses
coefficients sont bornés par M, ot D = degp = dim H?(X,R). On n’a donc
qu’un nombre fini de polynémes caractéristiques possibles, et en particulier
A1(f) ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. O

2.3 Automorphismes d’entropie nulle

On analyse maintenant en détail le cas ot f est d’entropie nulle, c¢’est-a-
dire, par le Corollaire 2.2.3,

M(f)=MN(f)=1 pour p=20,...,d.

Toutes les valeurs propres de f*: H*(X,R) — H*(X,R) doivent avoir norme
< 1. Grace a la structure entiére de H*(X,R), on montre qu’en fait les seules
valeurs propres possibles sont les racines de 1'unité. Cela nous permettra,
quitte a considérer un itéré fV de f (dont la norme va avoir le méme type
de croissance que celle de f), de se reduire au cas ou la seule valeur propre
est 1, c’est-a-dire f* unipotente.

Proposition 2.3.1. Si la norme de (f{,)" ne croit pas exponentiellement
vite lorsque n — 400, ou, de maniére équivalente, \(f) = 1, alors toutes
les valeurs propres de f*: H*(X,C) — H*(X,C) ont module < 1.

Démonstration. On sait par le Corollaire 2.2.3 que, comme A\(f) = 1, on a

Ap(f) =1 pour tout p=0,...,d.
Par le Lemme 2.2.4, on a

o< JMf) sipta=2k
P Me(f) Mg (f) sip+qg=2k+1

Dans les deux cas, on obtient r,, < 1, ce qui conclut la preuve. O
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Corollaire 2.3.2. Si A\ (f) = 1, alors les valeurs propres de f*: H*(X,R) —
H*(X,R) sont racines de l'unité. En particulier il existe N > 1 tel que (f*)V
est unipotente.

Démonstration. Considérons D'application f* induite par f au niveau de
H*(X,R). Son polynéme caractéristique P est a coefficient entiers car H*(X,R) =
H*(X,Z) ® R.

On vient de montrer que toutes les racines de P sont de module < 1; on
conclut grace & un Théoréme de Kronecker, qui dit précisément que si les
racines d’un polyndme a coefficients entiers sont toutes de module < 1, alors
elles sont racines de l'unité. ]

On a montré que si A;(f) =1, alors A\,(f) =1 et, quitte a considérer un
itéré de f, f* est unipotente. Dans cette situation on peut s’intéresser en une
variante des degrés de croissance : si les degrés dynamiques A, décrivent la
croissance (au moins) exponentielle de la norme de (f")*, les degrés dyna-
miques polynomiaux 7, qu’on va introduire prennent plutot en considération
le type de croissance polynomiale de la norme de (f™)*.

Définition 2.3.3. Si A\i(f) = 1, on définit le degré dynamique polynomial
d’ordre p de f comme

lo n \*
- lom ()l
n—+00 logn

(f) =

Remarque 2.3.4. Par le Corollaire 1.3.3, 7,(f) = h— 1, ol h est la dimension
du bloc de Jordan maximal de f; .

Proposition 2.3.5. Si A\ (f) = 1, alors les 7,(f) sont des nombres pairs tels
que la fonction

p > log 7, (f)

est concave sur {0,...,d}.

Démonstration. Pour prouver que les 7,(f) sont pairs il suffit d’appliquer
la Proposition 1.4.3 & un itéré unipotent (f*)¥ € GL(V) de f*, ou V =
HPP(X,R), le cone invariant étant C' = K.

Maintenant montrons que la fonction p — log7,(f) est concave sur
{0,...,d}. Fixons une forme de Kéhler w; la preuve de la Proposition 2.1.5
montre que

1 n\*, ,p 1 ¥ P A (wdP
n—+oo gn n—+00 logn
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Soit maintenant pour tout n wy := (f™)*w, ws := w. Ce sont deux formes de
Kahler, et, par le Théoreme 2.2.2, on a que, pour tout n, I'application

p > log (/X((f")*w)p A wdp) = log (/X(f")*wp A wdp)

est concave. On conclut par passage a la limite. O



Chapitre 3

Groupes commutatifs
d’automorphismes

Dans ce chapitre on présente un résultat di & Tien-Cuong Dinh et Nessim
Sibony sur les sous-groupes commutatifs de Aut(X), ou X est une variété
kdhlerienne compacte, comme dans [8].

Le résultat principal de Dinh et Sibony est le Théoréme suivant. L’interét de
ce chapitre est aussi de présenter des techniques qu’on pourra appliquer oar
la suite a des problémes similaires.

Définition 3.0.6. Soit X wune variété kahlerienne compacte. On rappelle
qu’un élément f € Aut(X) est d’entropie nulle si et seulement si \i(f) = 1.
On dit qu’un sous-groupe H < Aut(X) est d’entropie positive si, pour tout
h e H — {id}, \(h) > 1.

Théoréme 3.0.7 (Dinh-Sibony). Soit G' un groupe commutatif d’automor-
phismes d’une variété kihlerienne compacte X de dimension d > 2. Alors
l’ensemble U des éléments d’entropie nulle de G’ est un sous-groupe de G'.
De plus, il existe un sous-groupe G < G’ commutatif libre, d’entropie positive,
de rang

r<d-1

tel que G' 2 U x G.
Sir=d—1, le groupe U* := {u*|u € U} est fini.

Remarque 3.0.8. Dans leur article, Dinh et Sibony arrivent a montrer que,
sir=d—1, alors U est fini. Pour cela on aurait besoin de plus de théorie,
donc j’ai choisi de ne prouver que la version plus faible.

33
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Pendant ce chapitre on va noter K C H LH(X,R) le cone des classes de
Kihler et K = K = K{ son adhérence dans H%'(X, R).

3.1 Théoréme de 'indice de Hodge généralisé

L’outil principal pour montrer le Théoréme 3.0.7 est le Théoréme de I'in-
dice de Hodge (Théoréme 1.1.1), avec des généralisations et des corollaires.

Lemme 3.1.1. Soient c et ¢ deux classes de K. Si cAc =0, alors c et ¢
sont colinéaires.

Démonstration. Soit V- C HY'(X,R) l'espace engendré par ¢ et . Fixons
une classe de Kihler w € HY(X,R) qui définit un produit d’intersection Q
sur HM(X,R) (pour la définition voir le paragraphe 1.1).

Alors Q(c,¢),Q(c,d) > 0, donc la restriction de ) & V' est semi-définie
positive. Par le Théoréme 1.1.1 on doit avoir dim(V') < 1, sinon la signature
du produit @ sur HY'(X,R) ne pourrait pas étre (1,dim(H» (X, R)) —1);
donc ¢ et ¢ sont colinéaires. O

Pour montrer le prochain Corollaire nous utiliserons une généralisation
du Théoréme de 'indice de Hodge, qui a été montrée par Tien-Cuong Dinh
et Viét-Anh Nguyén dans |[7].

Théoréme 3.1.2. Soient ¢y, ..., cq_1 des classes de IC. Si ¢y A ... A caq =+
0 (par exemple si ci,...,cq_1 sont des classes de Kdhler), alors la forme
bilinéaire

q¢: HY'(X,R) x H*'(X,R) — R
([ad, [5]) r—>/Xa/\6/\cl/\.../\cd_2

est semi-négative sur [’hyperplan
Pley Ao Negq) i={ce H'Y(X,R)|eAct A... Acg_y = 0},

Corollaire 3.1.3. Soientcy, ..., cm,c etc des classes dans K, 0 < m < k—2.
Supposons que cANC Ny N .. Ncy, = 0. Alors il existe a, b réels, (a,b) # (0,0),
tels que

(ac+ b)Y Ner Ao ANem Ne g Ao Ny =0



3.1. THEOREME DE I’INDICE DE HODGE GENERALISE 35

pour toutes classes ¢, ., ...,cy_y € HY(X,R).
SicANey Ao ANem # 0, alors le couple (a,b) est unique & une constante
multiplicative pres.

Démonstration. On peut supposer que ¢ et ¢’ ne soient pas colinéaires et que
cCACIA. ..y # 0, sinon le résultat est évident. Soit F' le plan de H' (X, R)
engendré par c et .

Fixons des classes de Kéhler ¢, ,...,c,_, € K. On va montrer d’abord qu'’il
existe une classe ¢ € F', ¢ # 0, unique a multiplication prés, telle que

EANCIA .. NCpyg Ao NCy_y = 0;

ensuite on montre que la classe ¢ est indépendante du choix des classes

Clg1s - - -5 Cy_o, €t on conclut grace au fait que les classes de Kahler engendrent
HY“'(X,R).
Fixons une classe de Kahler ¢, ;; comme ¢y,...,¢, € Ket yi=ci AL A

cm # 0, par la Proposition 1.5.5 7 est une classe positive ; en particulier, pour
toute forme fortement positive € H¥=™4"™(X R), v A § > 0. Par 'énonceé
2 de la Proposition 1.5.5, § := ¢, .1 A ... Ady_y Ay € HZ™m (X R) est
dans l'intérieur du cone des classes fortement positives, donc par le Lemme
1.5.3 on ne peut pas avoir ¥ A § = 0. En particulier

AN NC NC AN NC #0.

Maintenant, notons ¢ la forme symétrique sur H>'(X,R) définie par les
d—2classes ¢1,...,Cm, Chypys - -+ Cy_o. D’aprés le Théoréme 3.1.2, ¢ est semi-
négative sur

P:=PlarA...Ncn NGy Ao NCy_q),

qui, comme on vient de le montrer, est un hyperplan de H"(X,R). Soit
¢ une classe non nulle dans P N F' (qui existe car F' est de dimension 2);
montrons que

ENCIA..emANCp N NCy_y=D0.

On a d’abord ¢(¢,¢é) = 0 : en effet g(c,c) > 0 et g(c/,d) > 0, alors que
q(c, ) =0, donc la restriction de ¢ & F' est semi-positive ; en méme temps la
restriction de ¢ & P est semi-négative, donc, comme ¢ € F' NP, ¢(¢,¢) = 0.
Soit v € P; comme ¢ est semi-négative sur P, on a l'inégalité de Cauchy-
Schwartz :

(¢, 7)” < q(é.¢)q(v,v) =0,
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donc ¢(¢,7v) = 0 pour tout v € P; de plus on a ¢(¢,c;, ;) =0 car ¢ € P, et
on a ¢, ; ¢ P. Comme P est un hyperplan, on conclut que ¢(¢é,v) = 0 pour
tout v € H(X,R). Par dualité de Poincaré on déduit

ENCLA . ..em NCp g N Ny =0.

Montrons 1'unicité de ¢ : si ¢ n’était pas unique & une constante mul-
tiplicative pres, alors la derniére égalité serait vraie pour tout ¢ € F'; en
particulier elle serait vraie pour ¢ = ¢. Cela méne a une contradiction, car
cNci AN... A ¢y, est une classe positive par la Proposition 1.5.5, donc son
produit avec un produit de classes de Kéahler, qui par la Proposition 1.5.5 est
dans Pinteérieur du cone K | |, ne peut pas étre nul par le Lemme 1.5.3.

On a montré que 'ensemble des classes ¢ € F' vérifiant I'équation

ENCIA. e NCp 1 Ao NCy =0

est égal a la droite F'N P, ou P est défini par ¢i,...,¢pm, ¢l yqs---,Cyq; ON
en déduit que F'N P ne dépend pas de la classe ¢,_,, qui n’apparait pas
dans I’équation, et, par symétrie, cette intersection ne dépend pas non plus
decp, 1,...,C,.

On a donc montré que

EANCIA. e NCp Ao NCyy =0

pour tout choix de classes de Kahler ¢}, ,...,c)_,.

Le cone de Kihler étant ouvert dans H' (X, R), I'équation précédente
reste vraie pour tout choix de ¢, ,,...,c,_, € H"'(X,R). O
Corollaire 3.1.4. Soient ¢,c,cq,. .., cm des classes dans IC, 1 < m < d—2,

et soit g un automorphisme de X tel qu’il existe deux constantes positives
distinctes \, X' telles que

g N ...NemANe)=Aeg Ao Aep A,

g N Nem N)=Neg Ao ANe A
SiciN...NepmNc#E0eter Ao . Ney AN #£0, alorscy A...ANegp, AeANd # 0.

Démonstration. Supposons par ’absurde que

aN...ANep, ANeNd =0.
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Alors, par le Corollaire 3.1.3, il existe (a,b) € R?\ {(0,0)} tel que
(ac+ b)Y Ner Ao Nem Nep g Ao Ny =0

pour tout ¢, ,+,...,c;,_, € H"(X,R).
Prenons I'image de cette égalité par g* :

(aAe+ONE)Ner AL Nem NG N N gTey 5, =0

pour tout ¢, 4, ...,¢;_, € H"'(X,R). Comme g* est un opérateur inversible,
quitte a renommer les ¢, on a

(aAe +ONE)NeL A AN e NEg Ao NCyy =0

pour tout ¢, ,...,c;_, € H"'(X,R). Le couple (a,b) étant unique a une
constante multiplicative prés, (a,b) et (Aa, N'b) sont colinéaires, donc soit
a = 0, ce qui implique ¢ A ¢y A ... A ¢, = 0 par dualité de Serre, soit b = 0,
ce qui implique ¢ A c; A ... A ¢, = 0. Dans les deux cas on obtient une
contradiction avec les hypothéses. ]

3.2 Groupes commutatifs d’entropie positive

On va appliquer les résultats trouvés jusqu’ici aux sous groupes commu-
tatifs G < Aut(X), ot X est une variété kihlerienne compacte.
Pour I'instant on restreint notre attention au cas ot f est d’entropie positive,
ou, autrement dit, au cas ou A;(f) # 1.

Définition 3.2.1. On dit qu’un groupe d’automorphismes G d’une variété
compacte complexe préserve une classe ¢ € HV(X,R) si pour tout f € G il
existe une constante A(f) € R telle que f*(c) = A(f)c. La classe ¢ est dite
invariante par le groupe G.

La Proposition suivante va étre un des outils fondamentaux pour montrer
le Théoréme 3.0.7.

Proposition 3.2.2. Soit f un automorphisme d’entropie positive appar-
tenant a un groupe commutatif G < Aut(X). Alors il existe une classe
c € K\ {0}, invariante par G et telle que

fre= (e
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Démonstration. Soit I'y C K le cone des classes ¢ de K vérifiant f*c = A\ (f)c.
C’est un cone convexe fermé, invariant par f et, par le Théoréme 1.4.1,
I’y # {0}. De plus le cone I'; est préservé par G : en effet, si g € G et ¢ € T'y,

f(g7c) = g"(f"c) = g"(A\(f)e) = M(f)g"e.

Maintenant soit f; € G, fi # f. Si on applique le Théoréme 1.4.1 a la
restriction de f; a l'espace vectoriel engendré par I'; (qui est invariant par
f1), on trouve qu’il existe un élément ¢ € I'; \ {0} et une constante positive
A1 tels que fye = A\ic; soit

Iy :={cel|ffc= A\c}.

I’y est un cone fermé différent de {0} qui est préservé par G.
On fait la méme construction pour tout f; € G pour construire une suite

2T, 232 ...

de cones fermés invariants différents de {0}. Comme chaque I'; est de la
forme K N V; pour un sous-espace V; C H“!'(X,R), la suite stabilise en un
cone 'y, # {0}. Tout élément ¢ € ', \ {0} satisfait I’énoncé. O

On pose
G*={f*|f € G} CGL (H"'(X,R)).

Si ¢ € K est une classe invariante par GG, on a

f(c) = exp(e(f))e

pour un caractére 7,.: G* — R. Pour tout caractére 7 notons

L, := {c c kK, f*(c) = exp(r(f))c} ,

et soit C = {m,...,7,} la famille des caractéres associés aux classes in-

variantes ¢ € KC. Il est clair que le cardinal m de C est majoré par hy :=
dim H'(X,R). On note

m: G — R™
[ (m(f) ()

Proposition 3.2.3. Si G est commutatif d’entropie positive, m est injectif
et son image est discréte. De plus, G est commutatif libre de rang r < m.
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Démonstration. Par la Proposition 3.2.2, I'une des coordonnées de m(f) est
log A1(f), d’ont I'injectivité. De plus par le Corollaire 2.2.6 I'image de

logoA;: G — R

est discréte ; par suite 0 est un point isolé de I'image de 7, et 'image est donc
discrete.

Comme 7(G) = G est un sous-groupe discret de R™, son rang r vérifie
r<m. ]

Le Théoréme suivant donne des contraintes sur le rang d’un groupe com-
mutatif d’entropie positive en partant de la cohomologie de X.

Théoréme 3.2.4. Soit G un groupe commutatif d’automorphismes d’une
variété kihlerienne compacte de dimension d, et soit G d’entropie positive.
Alors G est commutatif libre et son rang r vérifie

r<d-—1

(r) < hy, = dim H"" (X, R) pour tout 1 < n <d.

n
(T) <h, —1.
n

De plus, il existe r + 1 classes c1,...,crp1 € K invariantes par G et telles
que cy N\ ... N cpp1 # 0.

St de plus n divise d, alors

Démonstration. Quitte a changer ’ordre des 7;, on peut supposer que 7, ..., 7,
soit une famille libre maximale de C. Soit II: G — R" le morphisme qui as-
socie & f € G le vecteur (11(f),...,7.(f)) € R"; II est injectif et son image
engendre R". Pour ¢ = 1,...,r on choisit une classe ¢; non nulle dans I';,.
Pour tout multi-indice I = (i1,...,4,) avec 1 < i3 < --- < i, < 7, on note
CI:Cil/\.../\Cin et TI:Ti1+"'+Tin-

On montre d’abord que, si |/| < min{d, r}, alors ¢; # 0. Sinon, prenons
le contre-exemple ¢; = 0 avec |I| minimal (|/| > 2). On a donc

Cil/\~--/\cin:()7

Cil/\.../\Cin_l#O, Cil/\.../\Cin_2/\Cin7éO.
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On choisit f € G tel que 7;, ,(f) # 7, (f); en appliquant f* aux égalités
ci-dessus on obtient une absurdité grace au Corollaire 3.1.4.

Maintenant on montre que, pour tout n < min{d, r}, les classes ¢; avec
|I| = n sont indépendantes. Supposons par ’absurde qu'il existe des constantes
ar, non toutes nulles, telles que

Z arjCr = 0.

[I|=n

On choisit les a; de telle fagon que N := #{I|a; # 0} soit minimal (N > 2).
Fixons I tel que ay, # 0.
Pour f € G, si on applique f* a la derniére égalité on obtient

Z arexp(tr(f))er =0,

[|=n

donc

Z ar (exp77(f) — exp 7y, (f)) cr = 0.

[I|l=n

Par minimalité de N on a alors 7;(f) = 7,(f) pour tout I tel que a; # 0 et
pour tout f. Comme N > 2, en particulier il existe I # I tel que 77 = 74,
ce qui est absurde car la famille 7, ..., 7, est libre.
Donc les ¢; avec |I| = n sont indépendants.
En particulier, on a trouvé (:L) classes indépendantes dans H™"(X,R),
d’'ou () < hy, lorsque n < min{d, r}.
Si par 'absurde on avait r > d, en prenant n = d la derniére inégalité
donnerait (;) < hg=1,dour <d. On adonc montré que r < d.
Supposons que d = mn. On veut montrer que (:L) % h,.
Supposons par I’absurde que (;) = hy, et donc que les ¢y, |I| = n, engendrent
H™"(X,R). Il existe m classes cr,, ..., cr,, telles que

CZ:le/\.../\C[m#O;

sinon pour tout v, ..., a, € H"(X,R), a1 A.. . Aa,, = 0, ce qui est absurde
car pour toute forme de Kihler w on a w? = (w™)™ # 0.
La classe ¢ appartient & H%?(X,R), donc pour tout g € G on a g*c = c; par
conséquent, on a

T, + ...+ 711, =0,
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ce qui est absurde car les 7;, © = 1,...,r, forment une famille libre.
On a montré que, si n divise d, alors (;) < h,, — 1; en particulier pour n = d
on obtient (2) <0,doncr <d-1.

Il reste & construire une classe G-invariante ¢,,; dans K telle que

Cl/\.../\CT+17é0.

Comme le réseau II(G) C R” engendre R”, il existe un élément f € G tel que
toutes les coordonnées de II(f) soient strictement négatives, ou, autrement
dit, f*c; = A\jc; pour des \; < 1 pour i = 1,...,r. Par la Proposition 3.2.2, il
existe une classe ¢, € K G-invariante telle que

frerin = M(f)ers

Supposons par I'absurde que ¢; A ... Acqp1 = 0;0na f*(er A...AN¢) =
Aa Ao Neet ff(er Ao NG ANCy1) = Neg Ao A CG_1 ANy, avee A # N
car A;(f) > 1 alors que exp(7.(f)) < 1; de plus ¢; A... A ¢, # 0, donc, par
le Corollaire 3.1.4, on doit avoir ¢; A ... Ac¢,—1 A crpq = 0. De la méme fagon
on montre récursivement que c; A ... A¢; A ¢4 = 0 pour tout 7 > 1, et
finalement que ¢.,1 = 0, ce qui est absurde.

On a donc montré que

Cl/\---/\cr+1 7é0

]

Théoréme 3.2.5. Soit G un groupe d’automorphismes d’une variété com-
pacte kdhlerienne de dimension d, et soit G d’entropie positive. Si G préserve
d —1 classes cy,...,cq_1 de IC qui vérifient ¢y A ... A cqgq # 0, alors G est
commutatif, libre et de rangr < d — 1.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 3.2.4, il suffit de montrer que G est
commutatif.

Soient 7y, ..., T4_1 les caractéres associés a ¢y, . .., cq_1 respectivement, et soit
7: G — R4 Papplication linéaires donnée par les 7;. Si on montre que 7 est
injectif, G peut étre vu comme un sous-groupe de R?~!, donc en particulier
G est commutatif.

Supposons par 'absurde qu’il existe un élément g € G\ {id} tel que g*¢; = ¢;
pouri = 1,...,d—1; par la Proposition 3.2.2, il existe une classe ¢ € K qui est
G-invariante et telle que g*c = A\(g)c. Comme cAci A. .. Acg_1 € H¥(X,R),
on a

cANAA N Ncg1=g(cNer Ao Neg1) = (g)eNer Ao ANega,
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d’ou
cANciN...Ncg—1 =0.

Grace au fait que ¢; A ... Acg_1 # 0, un argument récursif et le Corollaire
3.1.4 permettent de montrer que ¢ = 0, ce qui est absurde. O

3.3 Preuve du cas général
On est prét pour prouver le Théoréme 3.0.7.

Preuve du Théoréme 3.0.7. Soit r le nombre maximal tel qu’il existe r carac-
téres 71 ...7, de G’ dans R, associés a des classes ¢; ... ¢, dans K, qui soient
linéairement indépendants.

Notée m: G' — R" l'application associée aux 7;, on montre que I'image de
7 est un réseau (qui engendre R” car les 7; forment une famille libre).
Il suffit de montrer que 0 est un point isolé de 'image. En effet, pour tout
g € G' tel que M\ (g) # 1, par la Proposition 3.2.2 il existe une classe ¢ € K
telle que g*c = A\i(g)c; autrement dit, si

Te =Tpn = E Qi nTi
i=1

est le caractére associé a ¢, on a

log(Ai(f)) = 7e(g) = Zai,nTi(g)'

Comme il n’y a qu'un nombre fini de caractéres 7,,, 0 est donc un point isolé
de I'image.

Toujours par la Proposition 3.2.2, 'ensemble U des éléments de G’ d’en-
tropie nulle est égal a 7—1(0). On choisit des éléments gy, ..., g, de G’ tels
que le réseau m(G) est engendré par les m(g;) ; alors

G = <gl'-~gr>

est commutatif, libre, d’entropie positive et on a

G =2UxQG.
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Maintenant on suppose que r = d — 1, et on veut montrer que U™ est fini.
Il suffit de montrer que, pour tout v € U, u* est d’ordre fini : en effet dans
ce cas il existe une base de H%(X, C) dans laquelle U* est diagonal, et ses
coefficients diagonaux sont des racines de 1'unité. Par le Corolaire 2.2.6, il
n’y a qu'un nombre fini de valeurs propres de f* possible, ce qui implique
facilement que U* est fini.
Comme dans la preuve du Théoréme 3.2.4, on montre d’abord qu’il existe
une classe G-invariante ¢, 1 € K telle que

Cl/\.../\CT+17é0.

On choisit f € G’ tel que toutes les coordonnées de m(f) soient strictement
négatives; par la Proposition 3.2.2; il existe une classe G-invariante ¢,
telle que f*c,y1 = A (f)cry1. En particulier 7. ¢ {r,...,7.}; si on avait
c1 N\ ... A ¢ =0, un argument récursif a I’aide du Corollaire 3.1.4 montre
que ¢,.+1 = 0, ce qui est absurde.

Soit maintenant v € U. Pour montrer que u* est d’ordre fini, supposons par
I'absurde que, quitte & considérer un itéré u” de u, on ait u* # id unipotent ;
en considérant la forme de Jordan de u*, on montre qu’il existe [ > 0 tel que
pour toute classe ¢ € H'(X,R), la suite n~!(u™)*¢ converge vers un vecteur
propre ¢ de u* (avec valeur propre 1), et ¢ # 0 pour ¢ générique (pour les
détails, voir le paragraphe 77).

Lemme 3.3.1. Il existe une classe ¢ € HY(X,R) telle que c € K\ {0} et
telle que ¢ soit G'-invariant.

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la Proposition 3.2.2.
Soit Wy € HY(X,R) le sous-espace engendré par les classes ¢ qui peuvent
s’écrire
c= lim n7'(u")*c.
n—-+o0o
C’est un sous-espace G'-invariant car, pour g € G’ et ¢ € W associé a ¢ €
H"'(X,R), on a

* % : =l n\x 1) . 71; =L/, n\x( % [/
gc=g (nl_l)riloon (u™) c) —nl_l;r}rqoon (u™)*(g*c) € W.
De plus Wy N K # {0} : en effet comme K est d’intérieur non vide, on peut
choisir c € K tel que la classe ¢ correspondant est différente de 0, etce K
car K est invariant. Soit W{ C W le sous-espace engendré par Wi, N K : c’est
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un sous-espace non trivial et G’-invariant car W et K sont invariants. De
plus, K1 := K N W/ est un cone convexe fermé invariant d’intérieur non vide
dans W7.

Choisissons g € G’ \ {id,u}; comme la restriction de g* a W] préserve le
cone Ky, par le Théoréme 1.4.1 il existe a € K1 \ {0} et A(g) € R tels que
g a = Ag)a. Soit Wy := {w € W/, g*w = A(g)w}; c’est un sous-espace non
trivial et G'-invariant de W7, qui intersecte Ky de fagon non triviale. Si on
note W3 C W; le sous espace engendré par Ky N W, le cone Ky := Ky NW,
est un cone invariant fermé d’intérieur non vide dans Wj.

Une application récursive de ce raisonnement nous fournit un sous espace
G'-invariant non trivial

Wao =W
et donc une classe G’'-invariante non triviale ¢ € K, qui peut s’écrire

c= lim n7'(u")*d
n—+o00

pour une classe ¢ € H"(X,R). O

Soit ¢ comme dans le Lemme, et notons 7 le caractére associé a c. Puisque
les caractéres 7q,..., 7,41 sont deux a deux distincts, quitte a les renommer
on peut supposer que 7 & {7,...,7.}. L’action de G’ sur H*(X,R) est
triviale, et, comme les classes ¢y, ..., ¢, sont G'-invariantes, on a u*c; = ¢;
pour ¢t =1,...,r, donc

aA...Ae,Ae= lim n7Hu")* (et A...Aep Ac) = 0;
n—-+o00
un argument récursif & I'aide du Corollaire 3.1.4 montre alors que ¢ = 0, ce
qui est absurde.
On a donc montré que tout u* € U* est d’ordre fini,ce qui conclut le preuve.

[]



Chapitre 4

Le groupe algébrique engendré
par f*

Soit X une variété compacte de Kéhler et f € Aut(X). On s’intéresse a
étudier Paction de f* sur H'(X,R); en effet on va voir que, pour pouvoir
exploiter la dualité de Serre (Théoréme 1.2.1) et la structure entiére des
espaces de cohomologie, il nous convient souvent de considérer I'action de f*

sur 4 .
W= H"(X,R) = (@ H*(X, Z)) ®z R.

p=0 p=0

Notons ¢ = f*: W — W l'action de f* sur le R—espace vectoriel W.
Pour pouvoir utiliser des théorémes relatifs aux groupes algébriques (voir
[2]), on considére la cloture algébrique A dans GL(W) du groupe engendré
par ¢ :

A= <¢> Zar?

oil on a noté By, la cloture de Zariski d'un sous-ensemble B de GL(W).

Lemme 4.0.2. A est un groupe commutatif, qui posséde une structure de
variété algébrique réelle lisse. Quitte a considérer un itéré f™ de f, on peut
aussi supposer que A est connexe (pour la topologie de Zariski).

Définition 4.0.3. Un élément g de GL(W) est dit semi-simple s’il existe
une base de We = W ®gr C dans laquelle g est diagonal. Si G est un sous-
groupe algébrique de GL(W) on note Gy C G le sous-ensemble des éléments
semi-simples de G.

45
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Un élément g de GL(W) est dit unipotent si (g — Id)Y = 0 pour N >
dim(W). Si G est un sous-groupe algébriqgue de GL(W) on note G, C G le
sous-ensemble des éléments unipotents de G.

Dans le cas de groupes commutatifs on a le résultat suivant (voir [2,
p.156]) :

Proposition 4.0.4. Si G est un sous-groupe algébrique commutatif de GL(W),
alors G4 et G, sont des sous-groupes fermés de G et la composition induit
un tsomorphisme

G =G, x G,

en tant que groupes algébriques (i.e. un isomorphisme de groupes abstraits et
de variétés algébriques réelles).

Remarque 4.0.5. Tout élément g € A respecte les mémes égalités algébriques
que f*. En particulier :

— g préserve les sous-espaces HPP(X,R) et H?’(X,R); plus précisément,
I’application g¢ induite par g sur Ve = W ®gC préserve les sous-espaces
complexes HP4( X, C);

— g(uAv) = g(u) A g(v) pour tous u,v € W

— si on identifie HP?(X,R) a H¥P4=P(X R) par la dualité de Poincaré,
et si on note g,, = gju»», alors

9d—pd—p = (gp_,;)v;

de méme, si on identifie H7¢(X,C) & H4474(X C)¥ via la dualité de
Serre et si on note gy 4 = (gc)|ara(x,c), alors

_ (o —1\V
gd—p,d—q - (gp,q> :
Par contre rien n’assure que g préserve le cone de Kéhler.

Grace a cette remarque, on sait que les sous-groupes A, et A, préservent
tous les deux les sous espaces H?4(X,C) et la dualité de Serre; on va voir
dans les prochaines sections que, dans le cas ou la dimension de X est petite
(d < 3), on obtient des résultats assez précis sur la structure de f*.

Dans les prochains paragraphes on analyse certaines propriétés générales de
la partie semi-simple.
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4.1 Partie semi-simple

Dans ce paragraphe on étudie la structure de la partie semi-simple de A.
On va montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1. Quitte a considérer un sous-groupe d’indice fini, on a un
isomorphisme de groupes de Lie réels

A= (R x (8"

pour certains entiers ro,r1 > 0.

Soit ¢ = ¢s¢, la décomposition de Jordan de ¢; on a A, = (@) 4., ;
toujours quitte a considérer une itérée de f, il existe une base (réelle) de W
telle que la matrice de ¢4 dans cette base soit

Iq
A1

b
NlRal

ILLCRac

Rﬁd

ou I, est la matrice identité de taille a > 0, les A; et les u; sont réels positifs
différents de 1, et Ry désigne la matrice de rotation de dimension 2 :

Ro— cosf) —sind
o7 \sinf cosh /-
On suppose aussi que les angles de rotation «;, 8; ne soient pas multiples
rationnels de 27.

Etudions d’abord la cloture de Zariski de la restriction de ¢, aux sous-espaces
invariants de dimension 1 et 2.

Lemme 4.1.2. 1. Soit A € Rt ; si A # 1, alors (\) ,,, = R* = GL(R).
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2. Soit a ¢ 21Q ; alors (R,) ,,, = S' C GL(R?).
3. Soit X € RT tel que X # 1, et soit a ¢ 27Q ; alors

R, = {( . 2) I(a,b) € R? — {(0,0)}} _. G, C GL(R?).

—~

Démonstration. Pour prouver (1) il suffit de remarquer que (A\) C R*, qui est
une variété irréductible de dimension 1; le cardinal de (\) étant infini, c’est
un sous-ensemble dense de GL(R).

Pour (2) on raisonne de la méme fagon : (R,) C {Ry|f € R} = S', et, comme
c’est un sous-ensemble de cardinal infini d’une variété de dimension 1, il est
dense.

Pour (3), soit G = (AR,) ,,,. On a

GCH:= {(aLl a1’2) c GL<R2)’3171 = agg,a12 = —ag’l}

Q21 022

_ {u (COSQ _Sln9> lweRY fe R/27TZ}.

sinf cosf

H est un sous-groupe irréductible de GL(IR?); si par 'absurde on avait G #
H, il devrait exister un polynome p € Rz, y] tel que

p(A" cos(na), \"sin(na)) =0  Vn € Z.

Supposons pour simplifier que A > 1, le cas A < 1 étant analogue; soit ¢ la
partie homogéne de degré maximal de p, et soit d son degré. Pour n — +o00o
on a

0 = p(A" cos(na), \" sin(na)) = q(A™ cos(na), A" sin(na)) + o(A™1),

d’ott g(A\" cos(na), A" sin(na)) = A\"q(cos(na), sin(na)) — 0 pour n — +o0.
On en déduit en particulier que ¢(cos(na),sin(na)) — 0 pour n — 400 et
donc, par densité de {(cos(na), sin(na)} dans S*, que g(cos 6, sinf) = 0 pour
tout 6 € R. Le lieu des zéros du polynéme ¢ contient donc celui du polynéme
r(x,y) = 22 + y?> — 1; donc ¢ est homogene et il est contenu dans l'idéal
(z? +y? — 1). 1 est donc identiquement nul, d’ott une contradiction. O

Corollaire 4.1.3. Quitte a considérer un sous-groupe d’indice fini, Ay est
1somorphe, comme groupe de Lie, a un sous-groupe de Lie connexe de

(RF)™ x (8™ =R™ x (R/Z)™

pour quelques ng,ny > 0.
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Démonstration. On a une inclusion naturelle ¢, € (R*)* x (S')¢ x G4, qui
induit une inclusion A, C (R*)” x (S%)¢ x G4. L’énoncé est obtenu en substi-
tuant les facteurs R* par leurs sous-groupes Rt d’indice 2 et les facteurs Go
par le groupe de Lie isomorphe Rt x S1. O

Lemme 4.1.4. Tout sous-groupe de Lie fermé A C R™ x (S1)™ est iso-
morphe o R™ x (S1)™ x A pour quelques 19,71 > 0, ot A est un réseau de
R x (R/Z)**, pour des entiers sg, sy > 0 tels que ro + so < ng.

Démonstration. Soit n = ng + nq et
m R" =G

le revétement universel de G. Soit B = 7 !(A); B est un sous-groupe de Lie
de R" fermé, donc il est isomorphe & R” x A’ pour un » < n, ou A’ est un
réseau de R"™". Le Lemme est prouvé par passage a la projection. O

On peut maintenant montrer le Théoréme 4.1.1.

Preuve du Théoréme 4.1.1. Par le Lemme 77, on a
A 2R x (SH™ x A

pour un réseau A. Quitte a remplacer f par un itéré, on peut supposer que
A CR™ ot m < ng — 1. Il reste & montrer que A = {0}.

Supposons par 'absurde qu’il existe A € A—{0}. Alors, si on note exp: R™ —
(R*)™ I'isomorphisme exponentiel de groupes de Lie, on a nA € A pour tout
n € Z, donc exp(A)” € A pour tout n € Z. Mais alors, par Zariski-densité,
exp(A)* € A pour tout p € RT, donc toute la droite engendrée par \ est
contenue dans R™ x (S')™ x A; en particulier A ¢ A, ce qui nous méne a
une contradiction. O
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Chapitre 5

Dimension 2

Le cas d’automorphismes de surfaces complexes a été beaucoup étudié,
et on a des résultats trés précis sur les propriétés algébriques de A; (voir
par exemple [4]). Les techniques utilisé en dimension 2 ne marchent pas
directement en dimension 3 ou supérieure, mais il est instructif de les voir
quand méme comme "rechauffement" pour ’analyse de la dimension 3.

Soit X une variété complexe de Kéahler de dimension 2 et f: X — X un
automorphisme holomorphe ; on va considérer son action ¢ = f* sur I'espace
vectoriel réel

2
W =P H”(X,R).
p=0

On remarque que, comme l'action de ¢ sur H°(X,R) et sur H4(X,R) est
triviale, il suffit de regarder son action sur H*(X,R). Comme H?*(X,R) =
H?*(X,Z) ®z R, il existe une base de W telle que les matrices de ¢ et de
¢~ = (f~1)* pour cette base sont a coefficients entiers, et en particulier on
a det(f*) = +£1.
De plus, par le Théoréme de Birkhoff (Théoréme 1.4.1) appliqué a f et f~1
il existe deux classes dans le cone de Kihler wy,ws € K qui sont vecteurs
propres pour ¢ de valeurs propres Ai(f) et A\;(f~')~! respectivement.
Soit, comme dans la Section 4, A = (¢),,.. On a vu qu'on a une décomposi-
tion

A=Ay x A,

de A en le produit de sa partie semi-simple A, et de sa partie unipotente A,.
La Remarque 4.0.5 nous permet d’étudier séparément les cas unipotent et
semi-simple, pourvu qu’on n’utilise que les propriétés algébriques de ¢ (i.e.

o1
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il faut faire attention quand on utilise I'invariance du céone de Kéhler).

A T’analyse des cas unipotent et semi-simple suit un paragraphe ot on exclut
la possibilité du cas mixte (o f* n’est ni unipotente ni semi-simple) et un
paragraphe d’exemples sur les tores complexes de dimension 2, qui montrent
I'optimalité des énoncés 5.1.1 et 5.2.3.

5.1 Cas unipotent

Soit g € A, un élément non trivial; par exemple on peut penser a la
partie unipotente de f*, qui coincide avec f* lorsque A;(f) = 1.
Considérons le plus grand sous-espace de Jordan pour g V C H?*(X,R), de
dimension k > 1. Dans une base adéquate uy, ..., u, de V, gjy est représentée
par la matrice

11 0 ... 0
o 1 1 ... 0
M=|: - - -
0O ... 0 1 1
0 ... 0 1

Proposition 5.1.1. Le bloc de Jordan maximal pour g est de taille k < 3,
et il est l'unique bloc non trivial. Donc

T(g)=k—-1<2.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant que k > 4 Considé-
rons l'action de g" sur I’élément u, A uy. Par la Proposition 1.3.1 on a
9" (us Nug) = g"(ua) A g™ (ua) =

P;(n)ul Ay +2P2(n) Py(n)uy Aug+ Py (n) Ps(n)uy Aug+ Pf(n)uz Ausg+ 0(n4)‘

Puisque I'action de g sur H*(X,R) est triviale, il faut que les termes avec
croissance polynomiale non constante s’annulent : donc u; Auy = uy Aug =0
et

aqu A ug + arjasug A usg = 0.

On refait le méme raisonnement avec uz A us :

9" (us Aug) = g"(uz) A g"(u3) =
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Pg(n)ul Ay +2P;(n) Py(n)uy Aus+ Py(n) Pa(n)uy Aug+ Pf(n)ug Ausg+ 0(n2).

Donc, comme avant,
2
apAoUq VAN Uz + a; Uz N Uy = 0.

11 suffit d’appliquer la Proposition 1.3.1 pour vérifier que les deux équation
linéaires qu’on a abtenues sont indépendantes ; donc uy Ausz = us Aug = 0, ce
qui nous emmeéne a une contradiction grace au Corollaire 1.1.2 car on avait
déja ul/\ul :Ul/\U2 = 0.

Maintenant, supposons par I’absurde qu’il existe un deuxiéme bloc de Jordan
non trivial, avec base vy, ..., v, h > 2. On a v; Avy; = 0, sinon || g™ (va Ave)|| ~
ct*n?; donc, par le Corollaire 1.1.2, u; A v; # 0. Mais alors

19" (ug A wy)|| ~ c'n?,
contradiction. ]

Remarque 5.1.2. Side plus g préserve le cone Cyng = {a € H*(X,R)|q(cv, ) >
0} C H*(X,R) (par exemple si g = f*, avec f* unipotente), par la Propo-
sition 2.3.5 on a que k est impair, donc soit f; = id, soit la norme de (f;)"
croit comme n? lorsque n — +00.

On va voir dans le paragraphe 5.3 que le cas mixte n’est pas possible.
Par conséquent, f* admet des blocs de Jordan non triviaux seulement si
A1(f) =1, et dans ce cas il y a au plus un bloc de Jordan non trivial, dont
la dimension est exactement 3.

5.2 Cas semi-simple

On s’intéresse aux valeurs propres de ¢ = f* sur H?(X,R), qui sont les
mémes que sa partie semi-simple ¢,.
Soit A = {A1,...,A\n} C C l'ensemble des valeurs propres de f* (avec mul-
tiplicités). Le Lemme 1.1.2 et le fait que 'action de ¢ sur H??(X,R) est
triviale impliquent directement le résultat suivant :

Lemme 5.2.1. St A\, \j € A, avec i # j, alors

1 e {|Xl? X, A7)
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Définition 5.2.2. Un entier algébrique réel strictement supérieur a 1 « est
un nombre de Salem si tous ses conjugués ont un module inférieur ou égal a
1, et au moins un conjugué a un module égal a 1.

Dans ce cas, les conjugués de o sont o~ et des nombres de module 1.

Corollaire 5.2.3. Le degré de croissance A\i(f) est soit 1, soit un nombre
quadratique (racine d’un polynéme du type x* —nx + 1 pour un n > 3), soit
un nombre de Salem.

En particulier les valeurs propres de f*: W — W de module différent de 1
sont exactement deux : M\ (f) et A\ (f)~h

Démonstration. Soit v = A\i(f) et soit 8 € A tel que |B] # 1 (un tel § existe
car det(f*) = 1). Alors, par le Lemme, 1 = af3, c’est-a-dire f = 3 = o~
Remarquons que, si @ € N, alors a € {1, —1} car « est un entier algé-
brique. Supposons maintenant que « ¢ N, et soit p son polynéme minimal
sur Z.
Le terme constant de p est le produit des conjugués de «, c¢’est-a-dire «, des
nombres complexes de module 1 et, éventuellement, a~!. Si a~! n’était pas
un conjugué de «, le terme constant de p serait «, ce qui est absurde. Donc
a~! est un conjugué de a. On a deux cas :
— a1 est le seul conjugué de « : alors on a

ple) =a2* — (a+a Yz +1,

avec « + a~! = n € Z. Un petit calcul montre que, pour que o > 1, il
faut n > 3;

— « posséde au moins un conjugué de module 1, donc c¢’est un nombre de
Salem.

]

5.3 Cas mixte

Dans les paragraphes précédents on a étudié séparément les cas ou f* est
semi-simple ou unipotente. On va maintenant appliquer les résultats trouvés
a la situation générale, et on va voir que la situation mixte, avec A\; # 1 et
des blocs de Jordan non triviaux, n’est pas possible.

Proposition 5.3.1. Si A\i(f) # 1, alors la partie unipotente de f* est tri-
viale ; autrement dit, f* est semi-simple.
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Démonstration. Soient vy, vy des vecteurs propres pour les valeurs propres
A= A(f) et A71 Sion note Q: H*(X,R) x H*(X,R) — R le produit
d’intersection, comme

Q(u,v) = Q(fu, f*v),

on doit avoir Q(vy,v1) = 0 = Q(ve,v2), et donc, comme le Corollaire 1.1.2
assure que la restriction de @ a W := (v1, v9) n’est pas nulle, Q) a signature
(1,1). Par le Théoréme 1.1.1, la restriction de Q a V := H?(X,R)* est alors
de signature (0, N —2), ou N est la dimension de H?(X,R), et donc, comme
f* préserve @, son action sur W+ est conjuguée a celle de Oy_o(R) sur RV 2,
En particulier la norme de ( fl”{/)” est bornée lorsque n — 400, donc f* n’a
pas de bloc de Jordan non trivial. O

5.4 Exemples sur les tores

Dans ce paragraphe on suit 'exposition de [12].
Tout automorphisme linéaire de C? donné dans une base 21, 2o par une ma-
trice M € SLy(Z[i]) préserve le réseau A = (Z[i])?, et donc induit un auto-
morphisme
f: X=X,

ou X = C2/A.

Dans la base dzi,dz de H"(X,C), Pautomorphisme f*: H0(X C) —
H'(X,C) est donné par la matrice M*; de méme, pour la base duale dz;, dz,

de H*'(X,C), f* est donné par la matrice M.
Le produit extérieur induit un isomorphisme

HY(X,C)® H™(X,C) = H"'(X,C),

et donc la matrice de f; dans la base dzy A dzy,dz N dZza, dzo N dZy, dzo N dZs
est
My = M"® M= (m g k=12,

ot les m; ; sont les coefficients de M.
Maintenant voyons des exemples avec des matrices concrétes.

Ezxemple 5.4.1.
11
M_(O 1).
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On obtient
1 000
1 100
M=y 010
1 1 1 1

C’est une matrice unipotente, et sa forme de Jordan est

1000
1100
0110
0001

Exemple 5.4.2.
0 —1
M = (1 ) ) .

Supposons que |a| > 2; alors M est diagonalisable avec valeurs propres « et
B tels que |a| > 1et 8 =al.

Donc M, ; est diagonalisable avec valeurs propres aa, af, Ba, 53 ; parmi eux,
les seuls qui n’ont pas module égal & 1 sont A = |a|? et |B]> = A7

FExemple 5.4.3. On peut généraliser I'exemple précédent : on cherche pour
quels ensembles de quatre entiers algébriques {ay, s, 81, 52} il existe un
automorphisme f d’un certain tore complexe X tel que f*: HY(X,C) —
H'(X,C) soit diagonalisable avec valeurs propres les «;(3;.

On prétend que si o, @&, 3, B sont les racines, toutes non réelles, d'un poly-
nome p € Z[X| de degré 4 avec p(0) = 1, alors un tel automorphisme existe.
Considérons d’abord l'espace réel R*; pour tout p(X) = X4 + a X3 +bX? +
cX + 1, la matrice compagnon de p, définie par

000 -1
1 0 0 —c¢
My=10 10 -
0 01 —a

est telle que son polynéme caractéristique est p.
Comme, dans notre cas, M, et M ! préservent le réseau Z*, M, induit un
automorphisme f du tore réel de dimension 4

X :=R*/7*
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tel que 'application induite en cohomologie f*: H'(X,R) — H'(X,R) (qui
est représentée, dans la base canonique duale, par la matrice M}ﬁ) est diago-
nalisable sur C avec valeurs propres «, &, 3, (3.

Maintenant il ne nous reste qu’a identifier R* & C? de telle facon que f
induise un automorphisme holomorphe de C? et que «, 3 (respectivement,
a, 3) soient les valeurs propres de f* restreint a H*(X,C) (respectivement,
a H>'(X,C)), ot on a appelé X le tore complexe qu’on obtient en appliquant
la structure complexe a X.

Une structure complexe sur R* est un automorphisme linéaire (dit de struc-
ture complexe) J: R* — R* tel que J? = —Id. Un automorphisme linéaire
f: R* — R* est holomorphe si et seulement si foJ = Jo f.

Soit V,, (respectivement Vj) le plan de R* dont le complexifié est engendré
par les vecteurs propres de valeurs propres « et & (respectivement /3 et B)
Sur V, = R?, f agit comme une homothétie de rapport |a| composée avec
une rotation d’angle 4+ arg «, selon 'orientation choisie ; on fixe 'orientation
de R? de telle facon que l'application linéaire complexe induite par f sur
Vo = C soit z — az, et on définit J sur V,, comme une rotation de +7/2.
On fait la méme opération sur V.

Il est clair que J commute avec f, et, grace aux orientations choisies, les
valeurs propres de f* restreint a H*(X, C) (respectivement, & H*!(X,C))
sont a et 3 (respectivement, a et 3).

On en déduit, grace au fait que pour les tores HY(X,C) = H'O(X,C) A
H%'(X,C), que les valeurs propres de f; sont

aa, af, Ba, B0.

On remarque que, comme aafB3 = 1, les seuls valeurs propres de f; de
module différent de 1 sont |a|? et |3]* = |a| 2.
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Chapitre 6

Dimension 3 : imtroduction et cas
unipotent

On commence ici la partie originale de ce mémoire : I'analyse de la dyna-
mique des automorphismes de variétés kihleriennes compactes de dimension
3.

Dans ce chapitre on va introduire le probléme et la notation, et on va traiter
le cas unipotent.

6.1 Introduction

Soit X une variété compacte de Kéahler compacte de dimension 3 et
f: X — X un automorphisme holomorphe ; comme dans le cas en dimension
2 on va considérer son action sur l'espace vectoriel réel

3
W =P H”(X,R);
p=0

soit o = f*: W — W, A = (¢),,,; pour g € A on note g,: H**(X,R) —
H?P(X,R) la restriction de g & H**(X,R) (les sous-espaces H*(X,R) C W
étant A—invariants par la Remarque 4.0.5).
On a remarqué dans la Section 4 qu’on a un isomorphisme de groupes algé-
briques

A=A, x A,

ou A, et A, sont respectivement la partie semi-simple et la partie unipotente
de A.

59
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Remarque 6.1.1. On rappelle (voir la Remarque 4.0.5) que l'action de f*
(donc de A) sur HY(X,R) et sur H®(X,R) est triviale, alors que son action
sur H4(X,R) est I'inverse de la duale de celle sur H?(X,R).

Donc pour étudier 'action de f* sur W il suffit de se concentrer sur son
action sur H*(X,R).

On commence par analyser le cas unipotent : on arrive a déduire que, si
g € Ay, alors

71(g) <4,

qu’il existe un unique bloc de Jordan de dimension maximale h < 5, et que
les autres blocs sont de dimension au plus (h + 1)/2 < 3. Dans le dernier
paragraphe, on donne des exemples sur les tores complexes qui montrent
I'optimalité de ces bornes.

6.2 Cas unipotent

Considérons g € A, : on peut penser par exemple a la partie unipotente
de f*, oua (f*)" pour un N convenable si A\;(f) = 1. On garde la notation
du paragraphe 5.1.

6.2.1 Borne sur le degré dynamique polynémial

Maintenant on va montrer que le degré de croissance polynomial de g

. log|lgs|
7—2(9) _n1—1>r-‘yl-loo IOgTL

qui, par le Corollaire 1.2.2 est égal a celui de ¢4

. log|lgl
7'1(9) _HEIEOO logn

vérifie
T(g9) > 2711(g) — 4,
ce qui nous permettra de conclure que 7 < 4.

Remarque 6.2.1. La restriction de g¢ a l'espace invariant

V= H*(X,C) & H*?(X,C),
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qui dans H?(X, C) est complémentaire & HY!(X, C), ne contient pas de bloc
de Jordan de dimension maximale. Autrement dit, comme g¢ préserve la dé-
composition de Hodge, les seuls blocs de Jordan maximaux de gc: H?(X,C) —
H?*(X,C) sont localisés dans H"!(X, C).

En effet soient vy,...,v;, € H*(X,C) indépendants, avec k > 1, tels que
g(v1) = vy et g(vp) = v + vp—1 pour h = 2,..., k; supposons par I'absurde
que k soit maximal et que vy,...,v, € V. Alors

U AU = g™ (v AN Tg) = n? =2, A0y + O(n%_l);

comme v; A 0y # 0, la restriction gc: HY(X,C) — H*(X,C) doit avoir un
bloc de Jordan de dimension 2k — 1, et, par dualité, le méme est vrai pour
la restriction de gc & H*(X, C); ceci contredit la maximalité de k.

On considére uy, ..., u; € H*(X,R) indépendants et tels que g(u;) = uy,

g(up) = up + up—q pour h = 2,... k. On suppose que k soit maximal, de
telle fagon que kK — 1 = 74(g).

Proposition 6.2.2. La norme de (g2)" croit au moins comme c**n?*=6.

Démonstration. On raisonne par absurde en supposant que ||g%|| = o(n?~9).
On considére uy A ug, up_1 Aup_y € HH(X,R).
En notant P, = P,(n), on a

9" (up AN ug) = g"(ug) A g"(ur) =
= (Pro1tur + Pr_gug + Pr_gug + ...) A (Pr_1us + Py_oug + Pr_sus +...) =
= P,f_l(ul/\ul)+2Pk_1Pk_2(u1AUQ)+(2Pk_1Pk_3u1/\U3+P,?_ng/\uQ)+. ..

Si uy Auy # 0 ou si ug Aus # 0, la norme de g3 croit au moins comme n?*=3;

on suppose donc que u; Auy = uj; Aug = 0. Par le Corollaire 1.1.2, on a alors
U9 N U9 7é 0.
k—6

Comme on a supposé que la croissance asymptotique est inférieure a n?*=6
on doit aussi avoir
2
2ay,_1a_3(us Auz) + aj_o(us Aug) =0,

c’est-a~dire, grace au point 2 de la Proposition 1.3.1,

A1 Af—2 (2(u1 Aug)(k —2) + (ug Aug)(k — 1)) = 0.
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Or,

9" (up—1 Nug—1) = g"(up—1) A g"(ugp—1) =
= (Pk,2u1 + Pk,qu + Pk,4'LL3 +.. ) VAN (Pk,Q'LH + Pk,3U2 + Pk,4U3 + .. ) =
= 2P, 2 Pi—4(us Aug) + PY_g(ug Aug) + . ..

Comme dans le cas précédent, pour que la croissance de la norme soit infé-
rieure a n?*76_ il faut que

2(uy A ug)ag—oak-a + (uz Aug)ai_y =0,

et donc
Qje_oQp—3 (2(u1 Aug)(k —3) + (ug Aug)(k — 2)) =0.

On a obtenu deux relations linéaires entre us A ug et uq A us; comme

don (5073 ) =2

les deux relations sont indépendantes, donc on doit avoir
Ul/\U3 :Ug/\UQ :0,
ce qui est absurde. O

Corollaire 6.2.3. Quand n — +o00, la norme de g croit comme un poly-
nome en n de degré au plus 4 ; autrement dit

T1 (g) S 4.
Démonstration. On sait que la norme de g croit comme c*n*~!; mais on
vient de montrer que la norme de g%, qui est égale a celle de g7 par dualité,
croit au moins comme c*n?~6. On doit donc avoir 2k —6 < k—1, c’est-a-dire
k < 5. Donc

T(g) =k —1<4.
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6.2.2 Borne sur la dimension des blocs non maximaux

Avec un raisonnement tout & fait analogue a celui qu’on a utilisé pour
montrer la Proposition 6.2.2, on trouve d’autres contraintes aux dimensions
des blocs de Jordan de g.

Proposition 6.2.4. Si k est la dimension du plus grand bloc de Jordan de
g1 et h est la dimension d’un autre bloc de Jordan de g, on a
k+1
h<——.
- 2
En particulier, si k > 1, il y a un unique bloc de taille maximale, et les blocs
non maximauxr sont de dimension au plus 3.

Démonstration. Soient vy, ..., v, et wy ... w, bases de Jordan pour les sous
espaces relatifs aux blocs considérés. On suppose h > 1 (si ce n’est pas le
cas, I'inégalité est trivialement vraie) ; on considére I'action de g4 sur les trois
éléments v, A vy, v A Wy, Wy A Wy,

Par le Corollaire 1.1.2, les éléments v; A v1,v1 A wy et w; A wy; ne peuvent

pas s’annuler simultanément ; comme ¢"vy, ~ c'*n* "l et g"wy, ~ cntwy,
cela entraine que
te _k—1 __ n| _ n te, 2(h—1)
cn =gl = gz = ™",
d’ou .
+
h<——
2
O

Remarque 6.2.5. Si g préserve le cone Cysq := {v € H*(X,R)|q(v,v) > 0} C
H?(X,R) (par exemple si g = f* avec A\;(f) = 1), la Proposition 2.3.5 nous
permet de spécifier ultérieurement les structures de blocs de Jordan possibles
pour g (rappelons que le seul bloc de Jordan de dimension maximale est
contenu dans H''(X | R)) :

— si k =5, tous les autres blocs sont de dimension au plus 3;

— k =4 ou k = 2 contredisent la Proposition 2.3.5;

— si k = 3, tous les autres blocs sont de dimension au plus 2;

—si k=1, alors g = Id.
En particulier, si A\i(f) = 1, f* ne peut pas avoir de bloc de Jordan de
dimension 4.
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6.2.3 Exemples unipotents sur les tores

Comme au début du paragraphe 5.4, on ne considére que le tore
X =C*/N A= (Z[i))>
Toute application linéaire f € SLs(Z[i]) est telle que f et f~! préservent le
réseau A, et donc induit un automorphisme f: X — X.
Si f est donné par la matrice M, alors l'action de f* sur H°(X,C) est

donnée, dans la base duale, par la matrice M*; finalement, action de f* sur
H'1(X,C) est donnée par la matrice

t e —_—
My =M@ M := (m; M) k=12

FExemple 6.2.6. Soit

1 00

M=|1 10

0 1 1

On a alors

110110000
01 1011000
001 0O0T1O0O0TO0
000110110
Mi;=(000011011
000O0O0OT1O0TO071
0O000O0O0OO0OT1T1FPO
0O000O0O0OO0OSO0ODT171
0O000O0O0OO0OTO0DO?1

Il est facile de voir que M est unipotente et ses blocs de Jordan sont de
dimension 1, 3 et 5.

FExemple 6.2.7. Soit

S = O
_— o O
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On a alors

M, =

S OO OO oo
SO OO OO
SO DD DD O OO
SO OO OO
O OO O = = O
SO = OO kOO
SO OOk, OOoOOo
O R = O = = OO o
_ o O, O oo oo

(@]
o
o]
]
]

et ses blocs de Jordan sont de dimension 2, 2,2 et 3.

On a donc l'optimalité pour les bornes du Corollaire 6.2.3 et de la Pro-
position 6.2.4.
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Chapitre 7

Dimension 3 : cas semi-simple

On se concentre maintenant sur la partie semi-simple A, de A = (f*) .. ;

comme Ay, = (fF),,., ou fI est la partie semi-simple de f*, on suppose

dorénavant que f* soit semi-simple (on ne pourra pas utiliser I'invariance du
cone de Kéhler car en général f* n’est pas induit par un automorphisme).

Remarque 7.0.8. Par dualité de Serre et comme la restriction de f* & H%(X,R)
est triviale, pour étudier la restriction de f* a

3
P E7 (X, R)
p=0

il suffit d’étudier sa restriction a
V=H 2(X ,R).

Dorénavant, si on ne spécifie pas autrement, on ne considére que les valeurs
propres de la restriction de f* a V.

Rappelons le Théoréme 4.1.1 : quitte a considérer un sous-groupe d’indice
fini, on a un isomorphisme de groupes de Lie

A, = (RT)V) x (Sl)T’(f)

pour des 7(f),r'(f) > 0.
Le résultat central de ce paragraphe est le théoréme suivant :

Théoréme 7.0.9. St f est un automorphisme d’une variété complexe de
Kidhler compacte de dimension 3, alors r(f) < 2.

67
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Intuitivement, cela veut dire que les modules des valeurs propres de f*
peuvent étre décrits par au plus deux paramétres indépendents. Aprés avoir
montré le théoréme, on va voir les conclusions qu’on peut en tirer sur ’arith-
métique de A\;(f) dans les deux cas r =1 et r = 2.

Par exemple, on va montrer une version plus précise du Théoréme suivant
(voir le Théoréme 7.2.2).

Théoréme 7.0.10. Si f est un automorphisme d’une variété complexe de
Kidhler compacte de dimension 3, alors le premier degré dynamique A\i(f) =:
A1 est un entier algébrique tel que les modules de ses conjugués sont au plus
les 6 nombres suivants :

AL AT AT Ve N

ot on note Ay 1= Aao(f).

On remarque qu’en dimension 2 on a un analogue du Théoréme 7.0.9 : si
f est un automorphisme d’une surface complexe compacte de Kahler, alors

r(f) < 1.

7.1 Les poids de f* : définition, premiéres pro-
priétés et poids maximaux

Pour montrer le Théoreme 7.0.9 on va développer une théorie des ca-
ractéres. Choisissons une base réelle de V' telle que la matrice de f\?ﬂ(x,@
dans cette base soit celle de (4.1). Avec un petit abus de notation, on appelle
encore \;, ftj, ¢ =1,...,b, 7 =1,...,cles morphismes de groupes de Lie

)\Z’,ILL]‘Z As — R*

qui & un élément g € A, associent la valeur propre relative a la colonne
a + i (respectivement, le module des deux valeurs propres relatives au j-éme
bloc de similitude de f\?{?(x,R))- Ce sont des morphismes non triviaux car
Ai # 1 # pj pour tout 7 et j.

En effet, comme tout morphisme de groupes de Lie S' — R™ est constant,
on a, pour tout i,

mi,1 m;
(1, e, 01,0, 0p) =) LT
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pour des m; 1, ..., m;, € R. On a la méme situation pour les ;.
Le résultat suivant, qui est bien connu, déscend directement de la défini-
tion de A comme cloture algébrique du groupe engendré par f*.

Proposition 7.1.1. Pour tout \; et pour tout ji;, & isomorphisme de (R™)"
pres, les my i sont entiers.

Démonstration. Revenons a la preuve du Théoréme 4.1.1. On a considéré A,
comme un sous-groupe algébrique de (R*)? x G§ x (S1)? on

{3}

Donc A, N (R*)? x GS est le lieu de zéros d'un idéal I de polynomes en les
variables x1,..., Ty, Y1, 21, .- -, Ye, 2 (0N peut ignorer les facteurs S* car ils
ne vont pas influencer la partie (RT)"); soit p(z,y,z) € I. On doit avoir
p((f*)™) = 0 pour tout n € Z; autrement dit,

p(AL, .. Ay, 1l cosnag, pf sinnay, ..., ph cosnag, pl sinna) =0 Vn € Z.

Or, le polynéme (& coefficients complexes)

q(z,y, z) = p(x,Re(y), Im(2))

est tel que
g\, N (€ (e (€)™ (pee” %)) =0 Yn € Z.

Notons par simplicité A™ = (A7, ..., A2, (p1e)™ (e ) oo (ee®®)™, (pee0)m)
et q(t) = q(z,y, 2).
Lemme 7.1.2. On peut écrire

g(t) =D a(t)(m(t) — 1),

ot les ¢; et les m; sont mondémes a exposants entiers tels que m; est unitaire
et m;(A") = 1 pour tout n (et donc m; —1 € 1).

q(t) = Z ast’.

J multi-indice

Démonstration. Soit
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En particulier on a ¢(\°) = > ay = 0. Soit A/ = ¢;; alors
Z ajcy =0
7

pour tout n. Soit N le nombre de c; distincts, qu’on appelle c¢q,...,cy; on
a des constantes a telles que

N
Z a;cj-v =0 Vn € Z.
=1

Autrement dit, pour n =0,1...N — 1, on a
Viey,...,en) - (d),...,dy) =0,

ou V(ecy,...,cy) est la matrice de Vandermonde de paramétres ¢y, ..., cn;
comme elle est inversible, on obtient a’; = 0 pour tout j =1,..., N.

On a donc une écriture de ¢ comme somme de polyndémes ¢; s’annulant en
A" et ayant la propriété suivante : si

qz(t) = Z thJa
J

alors, si by # 0, A\’ est une constante qui ne dépend que de i. On conclut
facilement, en utilisant le fait que, pour tout i, Y. b; = ¢;(A\°) = 0, qu’on a

une décomposition
q(t) = Zci<t>(mi(t) - 1)

i

avec m;, ¢; monomes a exposants entiers et m;(A") = 1 pour tout n. Si
m;(t) = ct?, alors 1 = m;(\?) = cA\* = m;(N\)?/c = 1/c, ce qui implique que
c=1. O

Soit m(z,y, 2z) = 2y’ 29 un des m; du Lemme, avec e, f, g multi-indices
entiers. La condition m(\) = 1 est équivalente a

)\? . )\gbufl‘Hh .. ,#é‘ﬁgc =1
(fi+g)ar+...(f.+g)a.=0

Si on considére, comme dans la preuve du Théoréme 4.1.1, 'isomorphisme
exponentiel R™ = (R*)™, ot n = b+ ¢, on a que I'image de A; est le lieu de
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zéros d'un ensemble I’ d’application linéaires dans 1'espace dual (R™)Y qui,
dans la base canonique, sont & coéfficients entiers. On peut alors choisir une
base {ey,...,e.} de W :={v € R"|f(v) =0 Vf € I'} dans Z", et on a un
isomorphisme de groupes de Lie

W =R"

Or, les my, 1, de I'énoncé sont les coefficients de I'immersion lin¢aire R” — R"
(pour la base {e;...e.} C R™). Comme on a choisit une base a coefficients
entiers, la preuve est compléte. O

On applique maintenant les isomorphismes exponentiels R = R* et R" =
(R*)"; les caractéres A;, pj: (RT)” — RY induisent des application linéaires

[:R"— R 1=1,...,n,

qu’on va appeler les poids des valeurs propres.

On appelle A I'ensemble (éventuellement avec répétitions) des valeurs
propres de

V-V

et L ensemble (éventuellement avec répétitions) des poids [ induits par les
éléments de A. On dira que deux éléments [,!’ de L sont distincts s’ils sont
distincts en tant qu’éléments de I’ensemble avec répétitions L ; on utilise la
méme convention pour A; on rappelle que, comme chaque j; représente le
module de deux valeurs propres conjuguées, on compte le caractére induit
avec multiplicité deux.

On vient de montrer que les [ € L sont a coeflicients entiers pour une
base bien choisie. De plus le fait que (RT)" paramétrise la partie sans torsion
de A se traduit directement en la Proposition suivante.

Proposition 7.1.3. Les | € L engendrent le dual (R")" de R".

Remarque 7.1.4. Comme
+1 =det fiypx o) =+ [ M
AEA

on a en particulier

Y i=o,

leL
ce qui impose des contraintes sur les multiplicités des éléments de L.



72 CHAPITRE 7. DIMENSION 3 : CAS SEMI-SIMPLE

La propriété suivante est une conséquence directe du Corollaire 1.1.2.

Proposition 7.1.5. Soient [ et I’ deux éléments distinctes de L ; alors
{=2l, =1 =U,=2I'} N L # 0.

Plus précisément, si a,a’ € A sont deux valeurs propres distincts de f*: V —

V', alors
1 1 1
{ —}mA#@.

[af?" ad”” |a']?

De plus, si o est une valeur propre de la restriction de f* a H*°(X,C) &
H°2(X,C), alors |a]™ € A.

Démonstration. Soient v,v' € H?*(X,C) deux vecteurs propres non coli-
néaires pour f* de valeurs propres a, a’ tels que les modules A := |a|, N := |d/|
induisent [ et I’ respectivement.
Par le Corollaire 1.1.2 les vecteurs v Av,v A?',v' Av' € H*(X,C) ne peuvent
pas étre tous nuls. Supposons par exemple w := v A 0" # 0 (les autres cas
sont analogues) : w est un vecteur propre pour f"}ﬁ( X.0) de valeur propre aa’.
Par dualité de Serre (Corollaire 1.2.2) on a donc que (aa@’)™! est une valeur
propre de f*. Son module (AN)~! induit 'application linéaire —I — 1’ € L.
Finalement, si a est une valeur propre pour la restriction de f* a
H*%(X,C) ® H**(X,C), comme les deux espaces de la somme directe sont
f*—invariants, on peut trouver un vecteur propre v de valeur propre « tel
que v € H*°(X,C) ou v € H*?(X,C). Dans les deux cas on a v A0 # 0,
donc |a|7% € A. O

Définition 7.1.6. On dit qu’un élément ly € L est maximal pour v € R™ si
llo(v)| = max{|l(v)|; [ € L}.

Remarque 7.1.7. Un poids | € L est maximal si et seulement si il est situé
au bord de ’enveloppe convexe de L U —L.

On s’intéresse aux éléments maximaux parce que, si l; et [y sont maxi-
maux, alors —2l;, —2ly ¢ L, et donc par la Proposition 7.1.5 —l; — [y € L.
Lemme 7.1.8. I existe une base ly,...,l. de (R")Y, ou les l; sont éléments

de L, et une base vy ...v, de R" telles que

1. pour tout v I; est maximal pour v;
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2. 811> 7, li(vj) = 0.

Démonstration. On construit les [; et les v; par récurrence, en partant du cas
¢ = n : soit v, un vecteur non nul quelconque, et [, € L maximal pour v,
(donc I, # 0 car L engendre (R")Y).

Supposons maintenant avoir construit

lk+1, lk+2, ey ln € (RT)V et Vkt1,Vkt2,...,Un € R"

indépendants, avec [; maximal pour v;, tels que si i > j alors [;(v;) = 0.

On choisit un v, € Vi := {v € R"|lj41(v) = lg12(v) = ... = l,(v) = 0} non
nul quelconque, et I, € L maximal pour v. Si on avait Iy € (lpy1,..., 1),
on aurait lx(vx) = 0, ce qui est impossible par maximalité et parce que L
engendre (R")Y. Les éléments construits possédent donc les propriétés cher-
chées. ]

Démonstration du Théoréme 7.0.9. Supposons par ’absurde que r > 3, et
considérons une base [y,ls,l3... comme dans le Lemme. Par la Proposition
7.1.5 et par maximalité on a —(I; +15), —(l; +{3) € L; mais alors, & nouveau
par la Proposition 7.1.5,

{21y + 25,21y + Iy + 13,20, + 213} N L # 0,

ce qui contredit la maximalité de [; pour v;. O

7.2 Reésultats principaux

Les deux résultats principaux de ce chapitre sont les Théorémes sui-
vants. Le premier est une analyse globale des valeurs propres possibles de
[ H*(X,R) — H?*(X,R); le deuxiéme se concentre sur ceulles qui sont
conjuguées a A;(f) sur Q, et donne des contraintes arithmétiques sur A;(f).

Théoréme 7.2.1. Soit X une variété compacte kihlerienne de dimension 3,
f € Aut(X) un automorphisme holomorphe qui induit l'application linéaire
[ H3(X,R) — H%*(X,R), tel que \i(f) # 1; soit A C C l'ensemble des
valeurs propres de f* (avec multiplicités) et L ’ensemble de leurs poids (avec
multiplicités). Soient

ar = M(f), a=Xf)"" az=artayt = M) (),

et soient 1y, 1o, 13 les poids de aq, as, g respectivement.

Alors
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1. aj,ag,a3 € A;

2. il existe ny,ng,ng > 0 tels que, a multiplicités pres,

L-{0}= J {(_Z—Q)nn:()n}

i=1,2,3

Autrement dit, si A € A, alors il eviste n € N tel que |\2" €
{041, g, (3, 1} 5

3. si ly apparait dans L avec multiplicité > 1, alors M\ (f) = v/ Xa2(f) ; de
méme, sily apparait dans L avec multiplicité > 1, alors A\ (f) = Xa(f)%.
Dans ces deuz cas on ar(f) = 1.
En particulier, si M\ (f) & {(f)?, Ma(f)/?}, alors Iy et ly apparaissent
avec multiplicité 1 dans L ;

4. sir(f) =2, alors oy, as et ag sont deuz & deux algébriquement indépen-
dants (c’est-a-dire, si i # j il n’existe pas de couple (m,n) € Z*\ {0}
tel que of* = aff ), et ils sont les seuls valeurs propres dans A de module
Q10U Qg 0U (3.

Théoréme 7.2.2. Soit X une variété compacte kdhlerienne de dimension 3,
f € Aut(X) un automorphisme holomorphe et Ay = A (f), Ao = Xao(f) ses
degrés dynamiques non triviauz. Alors les modules distincts des conjugués de
A1 sont au plus les 6 listés ci-dessous :
1 A2
Q= A, Q= —, Q3=
1 1 2 57,

Ao

I 1_\/)\—1_)\1

De plus, A1 ne posséde pas de conjugué non réel de module \i; si ['un des
conjugués non réels de Ay a module 1/Xy, alors A\; = A3, et si l'un des conju-
gués non réels de \; a module o/ N1, alors Xo € {+/ A1, A2}
Finalement, l'une de ces deux possibilités est vraie :

— soit A est de degré multiple de 3 ;

~ s0it \y = Ay et A\ est conjugué a \;*. Dans ce cas on ar(f) = 1.

Les Théorémes suivants précisent les situations possibles dans les deux
casr(f)=2et r(f)=1.

Théoréme 7.2.3. Sir(f) =2 on a les cas suivants :
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1. aq, as et ag sont tous les trois cubiques et sans conjugués réels ;

2. Quitte a renommer les oy, oy est cubique sans conjugués réels; oy et
ag sont conjugués de degré 6k (k > 1), et leurs autres conjugués sont
2k —2 nombres de module 1/\/ay, 2k de module 1/./aq et 2k de module

1/ y/as

3. ai,ay et ag sont conjugués de degré 6k + 3 (k > 0), et leurs autres
conjugués sont 2k nombres de module 1/\/ay, 2k de module 1/./05 et
2k de module 1/,/as.

En particulier, sir1(f) =1 (voir la Définition 7.3.3) alors \(f) est cubique
sans conjuqués réels.
Théoréme 7.2.4. Sir(f) =1 on a les cas suivants :

1. aq et ag sont tous les deux cubiques sans conjugués réels ;

2. oy =y, ay est conjugué a ay et leurs autres conjugués sont de module

Vai, 1 ou \Jag =1/\/oq.

7.3 Introduction a P’arithmétique de f*

Dorénavant on va considérer par simplicité les espaces de cohomologie a
coefficients complexes :

V= H*X,C)=H*X,Z)®;C.
On note p(x) € Z[z] le polynéme caractéristique de ¢ = f*: V — V.
Soit
p(x) = pi(@) " pa(a)® - pu()™

la décomposition de p en facteurs irréductibles sur Z[z] distincts. On appelle
p1(z) le facteur irréductible ayant A;(f) comme racine.
Soit V; = ker(p;(¢)) ; on a

et, comme les p; sont & coefficients entiers, on peut montrer le Lemme suivant.

Lemme 7.3.1. Pour tout i = 1,...,1, V; est un sous-espace ¢p—invariant
défini sur Q ; si de plus d; = 1, alors V; est minimal pour cette propriété.
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Pour tout ¢ = 1,...,[, on note A; 'ensemble des valeurs propres de ¢y,
(i.e. les racines de p;), et L; 'ensemble des poids (avec multiplicité) des valeurs
propres dans A;.

Identifions VV a H*(X,C) par dualité de Poincaré, et posons

pY(x) == a’p (i) ,

ot d = deg(p); p" est le polynéme caractéristique de f* = (¢V)~ sur VV, et
pY(x) = p{(x)" - p ()

comme pour V on a

!
v
i=1
ou V¥V = ker(p;((¢¥)™1)), et le Lemme 7.3.1 vaut aussi pour les V,".

Finalement on définit 'application bilinéaire

0:VxV VY
(u,v) = uAwv.

Remarque 7.3.2. On a

+1=det gy, =+ [] A
AEA;

Y i=o

leL;

donc en particulier

On peut introduire un analogue du rang r(f) qui ne tient compte que de
I’action de f* sur V;.

Définition 7.3.3. Considérons ['application linéaire

[ (Ve = (Vg

ot (Vi)g = Vi N H2(X,R).
Soit A; € GLg(Vy) la cloture algébrique de f* dans GLg((V1)r). L’isomor-
phisme

A, = (R-i')?"l(f) % (51)81(f)

définit le rang r(f) de la restriction de f* a Vj.
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Remarque 7.3.4. Comme 1 < ri(f) <r(f), on a

Tl(f) S 2.

Il est clair que si r(f) = 1, alors r1(f) = 1.

Définition 7.3.5. Soit A € A une valeur propre de f;; un conjugué p de
A sur Q est dit avec dénominateur maximal si son poids est l;/n pour un
i € {1,2,3} avec n mazimal parmi les conjugués de \.

Un caractere | € L est conjugué a A € A si au moins ['un des conjugués de
A (sur Q) a poids I ; on dit qu’il est réellement conjugué a A si le nombre
réel [(¢) est conjugué a X, ou, autrement dit, si l'un des conjugués réels de \
a poids [.

On va utiliser un théoréme basique de théorie des corps, qu’on utilisera
sans le montrer (voir [1]).

Théoréme 7.3.6. Soit K un corps, p € Klx| un polynéme irréductible,

K D K une cloture algébrique de K et o, € K deux racines de p. Alors
il existe un élément 0 € Gal(K/K) = {¢ € Aul(K)|¢jx = idx} tel que
f(a) = B.

On commence par le cas plus compliqué r = 2 ; on va voir que le cas r = 1
peut souvent se traiter comme un cas particulier du premier.

7.4 Lecasr(f)=2

7.4.1 La structure de L

On commence par préciser, a I'aide du Lemme 7.1.8, la structure de L.
On montre ainsi le Théoréme 7.2.1 dans le cas r(f) = 2.

Proposition 7.4.1. Sir(f) = 2, il existe trois éléments mazimaux Iy, ly, l3 €
L tels que

1. l1+l2+l3:0;

2. 11,1y et lg ont multiplicité 1 dans L ;

3. pour tout l € L —{ly,1s,13} et pour toute valeur propre X € A de poids
LIAT2eA;
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FIGURE 7.1 — Un exemple de la structure de L dans (R?)" (le multiplicités
ne sont pas marquées); ici, en utilisant la notation de la Proposition 7.4.1,
onany =2 ny=3,n3=1.

4. il existe ny,ng,n3 > 0 tels que, a répétitions pres,

L—{oy= {(_l;)n;n:(),...,ni}.

i=1,2,3

Nous verrons apres le Lemme 7.4.3 que I'on pourra choisir pour [y et [o
les poids de A (f) et de A\o(f)~1, et donc pour I3 le poids de Ay (f) ' Aa(f).

Démonstration. Soit [1, ls une base comme dans le Lemme 7.1.8, et soit I3 :=
—ly —ly; on remarque que [3 € L par maximalité de [; et de [y (d’ott 'énoncé
1) et que I3 est maximal pour v;.

Si [; avait multiplicité > 1 pour un ¢« = 1,2, 3, on aurait —2; € L par la
Proposition 7.1.5, ce qui contredit la maximalité de [;.

Soit A € A de poids I. On montre que, si [ & {I,1s,13}, alors |A|72 € A,
et donc —2[ € L. Cela montre 1’énoncé 3 et donc, par récurrence, I’énoncé 4.

Pour cela, supposons d’abord que I(vy) # 0; alors, soit |(I + {1)(vq)] >
|l1(v1)], soit |(I + I3)(v1)|] > |l3(v1)]. Dans le premier cas, ceci implique que
—l — 13 ¢ L car [} est maximal pour vy, et donc, comme —2I; ¢ L par
maximalité, le Lemme 7.1.5 implique que |A\|72 € A, et donc —2/ € L; dans
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le deuxiéme cas on conclut de la méme fagon en utilisant la maximalité de 3
pour ;.

Sil(vy) =0,0onal = Ay pourun A € [—1, 1] (par maximalité¢ de [3). Pour
se reconduire au cas précédent, on répéte la construction du Lemme 7.1.8,
cette fois commengant par vy : soit v := vy, on choisit I}, ;= [; comme poids
maximal pour v4; fixons v} # 0 tel que l5(v]) = 0, et soit [; maximal pour
vy. Sil(vy) =0, alors [ € (ls) N {l5) = {0}, donc 'énoncé est trivial ; sinon on
s’est reconduit au cas précédent. O

Remarque 7.4.2. Comme L engendre (R?)Y, les [; sont deux a deux indépen-
dants ; en particulier, pour a1, as, a3 € R,

a1l1 + a2l2 + a3l3 =0 <~ a1 = Qa9 = as.

Lemme 7.4.3. Les poids des valeurs propres A\i(f) et Xo(f)™! sont maxi-
maut.

Démonstration. Soit A = A;(f) et [ son poids; quitte & renommer les I;, on
peut supposer que

et pour prouver ’énoncé pour A;(f) il suffit montrer que n = 0.
Comme \ est de module maximal, \* ¢ A, c’est-a-dire 41 ¢ L, donc n €

{0,1}. Sion avait | = —1;/2 = (I +13)/2, les valeurs propres s, a3 associées
a Iy, I3 respectivement seraient telles que |asas| = A2, Comme A est de module
maximal, on a donc |as| = |ag| = |\|, ce qui est absurde car sinon on aurait

lo = l3. Le poids de A est donc [;.
Le Lemme pour Ao(f)™! = A (f~1)7! est obtenue en considérant f~! au lieu
de f. ]

Dorénavant on suppose que [y et [y sont respectivement les poids de A (f)
et de Ao(f)7"

En particulier on a le Corollaire suivant.

Corollaire 7.4.4. Les valeurs propres

ar=M(f), a=Xf)"=M(T)" az=arlw

apparaissent chacune avec multiplicité 1 et sont les seules ayant pour module
un des «;.
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En particulier, comme f{ ne posséde pas de bloc de Jordan non trivial pour
la valeur propre A1, la croissance asymptotique de || ff|| est purement expo-
nentielle :

G~ ()™
7.4.2 Propriétés algébriques de A
Dans ce paragraphe, on décrit les propriétés arithmétiques de A\ (f) = a;.

Lemme 7.4.5. Si A € A posseéde un conjugué de module 1, alors A est de
module 1.

En particulier, toutes les valeurs propres de f* de module 1 sont racines de
["unité.

Démonstration. Soit par 'absurde A € A une valeur propre de poids [ # 0
tel que un de ses conjugué pu soit de module 1 :

pp=1.
Par le Théoréme 7.3.6, il existe § € Gal(Q/Q) tel que §(u) = X. On a donc
A-0(p) =1,

donc la valeur propre 0(j1) € A a poids —I, ce qui contredit la Proposition
74.1. O

Définition 7.4.6. On définit les nombres réels
Qi = ()™ i=1,23 neN
Ce sont les modules des valeurs propres de ¢ susceptibles d’apparaitre.

Lemme 7.4.7. 1. Soient A\, € A deuz valeurs propres conjuguées telles
que leurs poids 1,1 soient colinéaires. Alors

z
led—=,1,—2¢.

"™ nlest pas conjugué a o; pour n > 2.

En particulier, le poids l;/(—2)
2. «;1 n'est pas conjugué a ;. Plus précisément, si m # n, alors o, et

Q. M€ SONt pas conjugues.
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Démonstration. On commence par montrer I’énoncé 1. Supposons par 1’ab-
surde que \ et \' soient conjugués de poids

respectivement, et que m ¢ {n — 1,n,n + 1}. Quitte a remplacer A par X,
on peut supposer que m > n + 1.
La dépendance linéaire entre les poids implique que

A\ = (V)

ol k = (—2)"" est un multiple entier de 4.

Soit maintenant g un conjugué de dénominateur maximal de A, et sup-
posons que son poids soit I, = l;/(—2)". Par le Théoréme 7.3.6 il existe
0 € Gal(Q/Q) tel que O(A\) = p; soient a := O(N), B := O(N) et v := O(N),
et, respectivement, l, = l,/(—2)",lz = I,/(—2)" et I, = [./(—2)", pour
a,b,c € {1,2,3} et ng,np, ne. € N, leurs poids (les poids l,, s, . ne peuvent
pas étre nuls par le Lemme 7.4.5). On a alors

pa = (B)"*
et, en prenant les modules,

L lq kly n kl,
e T S T T

On montre grace a la Proposition 7.4.1 que cette situation est absurde.
D’abord passons au dénominateur commun (—2)" :

L+ (=27, = k(=20 4 k(—2)" ..

Si on avait a # 1, on aurait une contradiction modulo 2 grace a la Remarque
7.4.2. On doit donc avoir @ = 1. Si n, < h, on a encore une contradiction
modulo 2; donc n, = h, et on a

2l = k(=2)" "1, + k(=2)""L..

Par la Remarque 7.4.2, on a soit b = ¢ = 1, soit, quitte a remplacer v par ¢,
b = 2,c = 3. Dans le premier cas on doit avoir

2=k ((~2)"" + (~2)'™).
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ce qui est absurde modulo 4; dans le deuxiéme cas on a
2 = k(=2)"" = k(-2)"",

ce qui est encore absurde modulo 4.
On a donc prouvé I’énonceé 1.

Pour prouver ’énoncé 2 il nous reste a montrer que «;,, et o ,41 ne sont
pas conjugués : en effet sinon on a la relation

2
Qi = 1,

donc, si 0 € Gal(Q/Q) envoie a;,, sur un conjugué de dénominateur maximal
et o ppq sur A, on obtient une contradiction car alors [y = —1,/2. O

On a un Corollaire immédiat sur le nombre de modules distincts des
racines de chaque facteur irréductible p; de p.

Corollaire 7.4.8. Soit p; un facteur irréductible de p qui ne soit pas cyclo-
tomique. Les racines de p; sont au plus de 6 modules distincts : au plus 3
supérieurs a 1 et au plus 3 inférieurs a 1.

Plus précisément, si on appelle L; 'ensemble des poids des racines de p;, il
existe my, mo, mg € N tels que

L - ll ll lg l2 l3 l2
Y e e (e (2 (g |
Remarque 7.4.9. Par la Remarque 7.3.2, on a aussi
i
leL;

ce qui impose des contraintes sur les multiplicités des poids dans L;.
En particulier, il est facile de vérifier que, si p; n’est pas cyclotomique, alors
p; est de degré multiple de 3.

7.4.3 Propriétés arithmétiques de \((f)

Maintenant on s’intéresse au facteur irréductible p; de p ayant a; = A1 (f)
comme racine, et a la restriction #; de 0 & V; x V;.
Soient wuy,uq, u3 des vecteurs propres non nuls pour ¢ de valeurs propres
a1, (i, a3 respectivement. Par définition on a uq € V.
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Lemme 7.4.10. St uy et uz appartiennent a Vi ou si ni us ni ug n’appar-
tiennent a Vi, alors
0(Vy x Vi) =V}".

St uy € Vi, uz € Vo ou si ug € Vo, uz € Vi, alors
O(Vi x V1) = VY @ V.

Démonstration. Soit 67 la restriction de 6 a V; x V.
Pour le deuxiéme cas on ne va traiter que le cas uy € Vi, uz ¢ Vi, le preuve
étant identique dans les deux cas.

On prouve d’abord que

B(Vi x 17) C VY sl ug,uz € V) ou ug,uz ¢ V3
Y EIW ey siu € Vius € Va

Soient
l l
m: VY =PV - P
=1 1=2

la projection sur les derniers [ — 1 facteurs,

l l
na V= DV DY
i=1 1=3

la projection sur les derniers | — 2 facteurs. Alors ker(m o 6,) := {u € Vi|ro
O(u,v) =0 VYo € Vi} (pour m € {m,m2}) est un sous-espace de V; défini
sur Q et ¢p—invariant ; par minimalité de V] il est soit {0} soit V;. L’énoncé
équivaut alors a ker(m o 0;) = Vi (7w = m; dans le premier cas, 7 = m » dans
le deuxiéme), donc il suffit de montrer que u; € ker(w o 6;).
Comme ¢ est semi-simple, il suffit de vérifier que 7 o §(uy,u) = 0 pour tout
u € V; vecteur propre pour l'application ¢ :
— si u € Vj est un vecteur propre et sa valeur propre est de poids | ¢
{ls, 13, —11/2}, alors le poids —l; — [ n’est pas dans L, donc u; Au =0}
— siu € Vi est un vecteur propre de valeur propre [ ayant poids —I; /2, et
siw :=wu; Au # 0, alors w € V'V est un vecteur propre de valeur propre
a1 = B!, donc w € V}Y car 3 est conjugué a 3, donc & ;. On a donc
montré que m; o f(uy,u) =0 (et en particulier m 5 0 6(uy,u) =0);
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— 81 ug,uz ¢ V4 on a fini. Si ug,uz € Vi, alors w3 := uy A uy a valeur
propre ayan = ag', donc ws € V}Y; de méme wy = u; A ug a valeur
propre ajas = a, ", donc wy € V,Y, donc on a montré que pour tout
vecteur propre u pour ¢, my 0 f(uy,u) = 0, donc u; € kerm 06

— finalement, si us € V; et ug € V5, alors w3 = u; Aus est de valeur propre
ag_l, donc w3 € V3’ et uy € ker(my o 00).

On a donc prouvé que u; € kerwo#, donc mof = 0 et on a prouvé l'inclusion
dans les deux cas.

Pour le premier énoncé, on remarque que 6(V; x V1) C V}¥ est un sous-
espace défini sur Q et ¢p—invariant, donc par minimalité de V)Y c¢’est soit {0}
soit V}; mais il ne peut pas étre {0} car V] est de dimension au moins 2
(sinon \; € Q, donc, comme \ est un entier algébrique positif, \; = 1, donc
¢ =id et r = 0), donc on a prouvé le premier énoncé.

Montrons ’égalité dans le deuxiéme énoncé. On aura besoin d’un autre
lemme, qu’on va utiliser aussi dans la suite.

Lemme 7.4.11. S'il existe j € {1,...,1} tel que O(V; x V1) C V¥, alors
=1

Démonstration. Supposons par I'absurde que j = 2. On a déja montré que,
sl ug, ug € V4 ou si ug, uz ¢ V4, alors 0(V; x Vi) = VY. Par conséquent, quitte
a remplacer [, par [3, on peut supposer que us € V; et ug € V5.

Par I'hypotheése et la Proposition 7.4.1, pour tout A € A —{ay, as} (conjugué
de ai,as), |\[2 € Ay. En particulier —1,/2,—1y/2 ¢ Li; de plus par le
Lemme 7.4.7 (fé)n, (fg)n ne sont pas conjugués a aq, s pour n > 1, ce qui
implique

—— ¢ L pour n > 1,

l3 I3
L, C — = ... .
1_{1171% 2a4a 7}

Par le Lemme 7.4.7, I3/(—2)" n’est pas réellement conjugué a ag pour n > 1,
donc l3/(—2)" ¢ Ly pour n > 2. On a alors

l
Ll g {l17l27 _53} 9

et on obtient une contradiction grace au fait que

c’est-a-dire



7.4. LE CAS R(F) =2 85

2 2k — 2 2k

11 ‘2/{:

FIGURE 7.2 — Structures des poids conjugués a oy, et ag dans le cas de la
Proposition 7.4.13. Les nombres aux sommets indiquent les multiplicités.

O

Le vecteur ws := u; Auy € V'V a valeur propre az © = ajay, donc ws € V,'.
Or, Im #; = 6(V; x V1) est un sous-espace de V'V défini sur Q et ¢-invariant ;
comme V,” est un espace défini sur Q, ¢-invariant et minimal, et comme
Im6O; NV, # {0}, on a V,Y C Iméb,.

Montrons que Im #; N V)Y # {0}. Sinon, on aurait

OV, x Vi) C VY,

ce qui contredit le Lemme 7.4.11. On a donc Im #; NV}¥ # {0}, donc, comme
pour le facteur V3’ tout-a-I’heure, on conclut que V}Y C Im#6;, ce qui montre
le deuxiéme énoncé. ]

Remarque 7.4.12. La méme preuve marche si on permute les poids [y, I, l3.

Proposition 7.4.13. Si 0(V; x Vi) # VY, alors, pour un couple adéquat
(i,5) €{(2,3),(3,2)}, on a que

— «; est cubique sans conjugués réels;

— ay et a; sont conjugués de degré Gk ; leurs autres conjugués ne sont
pas réels et ils sont de poids —11/2,—1;/2 ou —I;/2 (pour chacun de ces
poids il y a respectivement 2k, 2k et 2k — 2 wvaleurs propres ayant ce
poids) ; en particulier r1(f) = 2.

Démonstration. Supposons, quitte & remplacer Iy et I3, que uy € Vi, uz € Vo ;
sinon par le Lemme 7.4.10 on aurait §(V; x V;) = V}Y, en contradiction avec
I’hypothese.

Par le Lemme 7.4.10, comme uz € Vs et uj,us ¢ Vo, on a (Vo x V3) =
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V,/. Donc si l1/(=2)" € Ly pour un n > 1, alors l;/(—=2)""! € L, et, par
récurrence, l; € Lo, ce qui est absurde; de méme ly/(—2)" ¢ Lo pour tout
n € N.

De plus par le Lemme 7.4.7 I3/(—2)" ¢ Ly pour n > 2, donc

L2 g {l37 _%} )

et, comme ), 1, | =0, —l3/2 apparait avec multiplicité 2. La premiére partie
de I’énoncé est donc montrée pour i = 3.

Pour montrer la deuxiéme partie, montrons d’abord que —[;/2 € L.
Sinon, on peut reprendre la preuve du Lemme 7.4.10 pour montrer que 0(V; x
Vi) = V' : en effet, si u; € V; est un vecteur propre pour la valeur propre
a1 et u € V] est un vecteur propre pour la valeur propre 8 de poids [, alors
up Au = 0 sauf si | € {ly,l3,—11/2}. Comme [ # l3,—11/2, le seul cas o
uy Au # 0 est pour [ = I, et dans ce cas u; Au € V' ; done (Vy x Vi) = VY,
ce qui contredit le Lemme 7.4.11. Donc —1; /2 € L; et, comme par le Lemme
7.4.7 oy, n'est pas conjugué a oy, —ly/2 apparait dans L; avec multiplicité
pair, disons 2k avec k > 1.

Maintenant prouvons que, éventuellement avec multiplicités,

Ll U3
Ly C iy~ -2 3L
1_{1727 27 37 2}

Montrons que [ = l3/(—2)" ¢ L; pour n > 2. Sinon soit u € Vj un vec-
teur propre pour la valeur propre A de poids I3/(—2)". On remarque que
—2ly,—ly —I3/(—2)" ¢ L, donc par le Corollaire 1.1.2,

0OAunuecdVyxV) CVYaV,,;

en particulier I3/(—2)""! est réellement conjugué soit a as (absurde par le
Lemme 7.4.7), soit & aj ; en raisonnant par récurrence, on montre que —l3/2
est réellement conjugué a a; et as. On a

10 = Ozgjl,
et, si on prend § € Gal(Q/Q) tel que O(as,) = oy, on obtient une contradic-

tion par maximalité.
Par le Lemme 7.4.7 les poids [1/(—2)" et ly/(—2)" ne sont pas conjugués a
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1

1 | 2k 1

FIGURE 7.3 — Structure des poids conjugués a aq,a5 et ag - Cas 2 de la
Proposition 7.4.14

aq et ap pour n > 2.
On a donc montré que

Iy Iy I3
LiCll, 20y, —2 3
1_{11 2727 27 2}7

et, comme ), ;[ =0, les multiplicité sont 2k pour —I;/2 et —ly/2 et 2k —2
pour —I3/2; en particulier ay est de degré 6k. ]

Proposition 7.4.14. Si 0(V; x V1) =V}, alors
1. soit ay est cubique sans conjugués réels, et en particulier r1(f) =1;

2. soit aq, an et ag sont conjugués, leurs autres conjugués sont non réels
de poids —11 /2, —15/2,—13/2, et pour chacun de ces poids il y a le méme
nombre de conjugués de oy de ce poids. En particulier ri(f) = 2.

En tout cas oy est de degré impair et multiple de 3.

Démonstration. Si as ou ag est conjugué de oy (disons ay), alors ws = uy A
us # 0 est un vecteur propre de valeur propre az ! et par hypothése wy € V",
Donc a3 € A;. On a donc deux cas :

— Soit ay, a3 ¢ Ay ; dans ce cas, [;/(—2)" ¢ Ly pour i =2 ou 3 et n € N,
sinon par récurrence l; € Ly, donc «; € A;. Par le Lemme 7.4.7, le seul
poids qui peut donc étre conjugué a Iy est —I;/2 et, comme ), ., | = 0,
il a multiplicité 2, donc il correspond a un couple de valeurs propres
complexes conjugués z, z.

— Soit aq, as et a3 sont conjugués. Alors, par le Lemme 7.4.7, les seuls
poids conjugués possibles pour oy sont —11/2, —ls/2 et —l3/2, et leurs
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1 1 |2

FIGURE 7.4 — Structure des poids conjugués a aq,as et ag - Cas r(f) = 2,
sous-cas 1

multiplicités sont pairs car sinon ils sont réellement conjugués. Les mul-
tiplicités sont égales car

En résumant, on a montré le Théoréme 7.2.2 dans le cas » = 2. En
particulier on a trois cas différents (d’oit le Théoréme 7.2.3) :

1. aq, as et agz sont tous les trois cubiques et sans conjugués réels;

2. Quitte a renommer les «;, a; est cubique sans conjugués réels; as et
ag sont conjugués de degré 6k (k > 1), et leurs autres conjugués sont
2k —2 nombres de module 1/,/a7, 2k de module 1/,/as et 2k de module

1/\ /O3 ]
3. a1,y et ag sont conjugués de degré 6k + 3 (k > 0), et leurs autres

conjugués sont 2k nombres de module 1/,/a7, 2k de module 1/,/a; et
2k de module 1/, /as.

En particulier le rang r1(f) de la restriction de f* a V] satisfait la Pro-
position suivante.

Proposition 7.4.15. Sir(f) =2 et ri(f) =1, alors A (f) est cubique sans
conjugués réels.
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2 2 2k — 2

1 1

FIGURE 7.5 — Structure des poids conjugués a aq,as et az - Cas r(f) = 2,
sous-cas 2

1 1

FIGURE 7.6 — Structure des poids conjugués a aj,as et az - Cas r(f) = 2,
sous-cas 3

7.5 Lecasr(f)=1

On appelle a3 = A\ (f) et az = Xo(f)™F = A\ (f7!) 7! les valeurs propres
de ¢ de module maximal et minimal respectivement, et soient [y, [ respecti-
vement leurs poids.

Comme r = 1, on peut interpréter les poids de L comme des nombres en-
tiers. Dans e sens on va parler du (ou des) poids de module maximal, & ne
pas confondre avec le poids associé avec la valeur propre maximale A;(f).

7.5.1 La structure de L
La Proposition suivante montre le Théoréme 7.2.1 dans le cas r(f) = 1.

Proposition 7.5.1. Soit I3 = —l; — I3 ; alors
1. lg €L N
2. pour tout I € L — {0} il existe n > 0 tel que (—2)"1 € {ly,ls,13} ; plus

précisément, st v € V' est un vecteur propre pour la valeur propre \ de
poids | & {ly,12,13,0}, alors v A0 # 0, donc |A|72 € A;
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FIGURE 7.7 — Exemple de la structure des poids de L dans le cas r =1

3. st de plus la multiplicité de l3 est > 1 dans L, alors il existe n tel que
(—2)"l3 € {l1,15}.

Démonstration. Quitte a considérer f~! au lieu de f, on peut supposer que
1] > [la].

On montre d’abord que pour tout [ > 0, [ # [y, il y a une valeur propre
A € A de poids —2l € L; en effet —2[y, —] — [} ¢ L par maximalité de ||,
donc il suffit d’appliquer la Proposition 7.1.5 pour conclure.

Maintenant montrons les énoncés 1 et 2.
Supposons d’abord que —2l, € L. Si par I'absurde —2l, # [;, on aurait
4ly € L, ce qui contredit la minimalité de l5. Donc —2I; = [; (et en particulier
I3 = ly € L, ce qui montre I’énoncé 1). Si l < 0, ] # Iy, alors = — [} =
—1 42l =1+ (I = 1) < ly, donc =21y, -1 —1; ¢ L, et donc —2[ € L. Par
récurrence on montre que pour tout [ € L il existe n > 0 tel que (—2)"1 = [y,
ce qui montre I’énoncé 2.
Supposons maintenant que —2ly ¢ L. Alors I3 = —l; — Iy € L (d’on I"énoncé
1) et I3 < 0. Considérons [ < 0 tel que [ # Iy, [3; si par absurde — — [y € L,
comme —[ — [y # [, par la premiére étape de la preuve on aurait 2142, € L,
ce qui contredit la minimalité de l,. Donc —2[ € L, et on conclut la preuve
de I’énoncé 2 par récurrence.

Maintenant supposons que la multiplicité I3 soit > 1; alors —2I3 € L, donc
il existe n > 0 tel que (=2)""3 € {ly,ls,13}; I3 = (—2)""'l3 est absurde, et
liénoncé 2 implique 1’énoncé 3. O

Remarque 7.5.2. La preuve de la Proposition 7.5.1 montre aussi que, si |l5]| <
|l1| et Iy # —1;/2, alors la multiplicité de [y dans L est 1 (et celle de {5 aussi
par maximalit¢). On obtient la méme conclusion si |l] < |la] et Iy # —21;.

En conclusion, si ly ¢ {—2ly, —1;/2}, alors [ et [y ont multiplicité 1 dans L.

7.5.2 Propriétés arithmétiques de \;(f)

Lemme 7.5.3. Sil € L est réellement conjugué a oy, alors 1 € {ly, —1}.
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Démonstration. Supposons par I'absurde que [ ¢ {l1, —[;}, et soit A la valeur
propre réelle de ¢ avec poids [. Comme 1 n’est pas conjugué a o on a deux
cas :
— | > 0; comme tous les poids de L sont deux-a-deux dépendants, il existe
m,n € N tels que
A" =af,
et par hypothése m # n, donc par maximalité de oy on a m > n. Soit
0 € Gal(Q/Q) tel que #(N\) = a;; on obtient une contradiction par
maximalité de «;.
— 1 < 0; comme r =1 il existe m,n € N tels que

Aol =1,

et m # n par hypotheése.
Soit £ le conjugué de oy dont le poids est de module maximal ; autre-
ment dit, si on appelle 4 € A un conjugué de oy de module minimal,

on a
o2 sipoy > 1

b= .
7 si poy < 1

Sim > netf € Gal(Q/Q) est tel que (\) = B, on obtient une
contradiction par maximalité du module du poids de pu.

Sim < netd € Gal(Q/Q) est tel que #(a;) = B, on obtient encore
une contradiction par maximalité du module du poids de pu.

]

Proposition 7.5.4. Si a; et as sont conjugués, alors ay = a;l et leurs
autres conjugués sont de module \/aq,1 ou Jag = 1/,/a7.

Démonstration. Le fait que oy = a5 ! est une conséquence directe du Lemme
7.5.3.

Comme [; = —lIy, tous les poids de L différents de 0 sont de la forme +1; /2"
pour un n € N. Il est facile de montrer que, si n > 2, +[;/2" n’est pas
conjugué a ay (voir la preuve du Lemme 7.4.7), ce qui conclut la preuve. [

l
ly & {—211, —ly, —51}

Lemme 7.5.5. Si

alors (V1 x Vq) = VY.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que 0({u;} x Vi) C Vi, ou u; est un
vecteur propre non nul de valeur propre oy (voir la preuve du Lemme 7.4.10).
Si u € V; est un vecteur propre non nul pour ¢ tel que sa valeur propre a
poids [ ¢ {ls, 3, —11/2}, alors u A u; = 0. En effet on doit avoir [ > —[;/2 :
sinon —2 € L et —2] > [y, donc —2[ = [y, ce qui est absurde par hypotheése.
Donc —l—1ly < —=1l;/2 et —l—1; # ly, donc —l—1y ¢ L (car, par la Proposition
7.5.1, il n’y a pas de poids dans LNJly, —11/2[), ce qui implique u A u; = 0.
Si u est un vecteur propre pour ¢ dont la valeur propre est réelle de poids
ly ou I3, le Lemme 7.5.3 implique que u ¢ Vi ; de plus, comme [y # —1;/2,
grace a la Remarque 7.5.2 on a que la seule valeur propre pour ¢ de poids [y
est réelle.

Si u est un vecteur propre pour ¢ dont la valeur propre A est non réelle de
poids I3, on a u A uy = 0 : sinon (Aa;)~! serait une valeur propre non réelle
de poids [y, contradiction par la Remarque 7.5.2.

Finalement, si u € Vj est un vecteur propre non nul pour ¢ tel que sa valeur
propre A a poids —l;/2, et si u A u; = w # 0, alors w est un vecteur propre
de valeur propre A~!, donc w € V}” car A est conjugué a A, ce qui montre
I’énoncé. O

Corollaire 7.5.6. Dans les hypotheses du Lemme 7.5.5, o est cubique sans
racines réelles.

Démonstration. Sil est conjugué a oy et [ ¢ {l,1s,13}, alors, par le Lemme
7.5.5, —2l est réellement conjugué a «a;, donc, par le Lemme 7.5.3, —2[ €
{li,—l1}. Si on avait —2] = —[;, comme par hypotheése —l; ¢ {l;,13,13,0},
par la Proposition 7.5.1 on aurait —2(—[;) = 2l; € L, ce qui contredit la
maximalité de [;. On a donc | = —Iy/2.

On sait par la Remarque 7.5.2 et par le Lemme 7.5.3 que Iy n’est pas
conjugué a aj.

Si I3 (qui est différent de [; par hypothése) était conjugué a oy, comme par
le Lemme 7.5.3 I3 ne peut pas étre réellement conjugué a «q, par le Lemme
7.5.5 —2l3 serait réellement conjugué a ay. Donc soit I3 = —[; /2, absurde par
hypotheése, soit 3 = I1/2, donc Iy = —3[;/2; mais, par la Proposition 7.5.1,
il existe n € N tel que (—2)"(—2l3) € {l1,l5}, et on obtient facilement une
contradiction.

En résumant, le seul poids qui peut étre conjugué a oy est —ly/2, et il a
multiplicité 2 car » ., 1 =0, O



7.5. LE CAS R(F) =1 93

Lemme 7.5.7. Si

alors ay est cubique sans conjugués réels.
La méme conclusion vaut si lo = —ly et ay n'est pas conjugué a ag = afl.

Démonstration. On suppose d’abord que l; = —I;/2. Dans ce cas tous les
¢léments de L sont de la forme [, /(—2)" pour un n > 0; on montre facilement
que l1/(—2)™ n’est pas conjugué a «; pour n > 2 (voir la preuve du Lemme
7.4.7). Donc le seul poids conjugué a ay est —l; /2, et sa multiplicité est 2 car
ZleLl [=0.

Supposons maintenant que lys = —2[; ; tous les éléments de L sont alors
de la forme l5/(—2)" pour un n > 0. Remarquons d’abord que la premiére
étape de la preuve appliquée & f~! montre que as est cubique sans conjugués
réels.

On montre comme tout-a-I’heure que lp/(—2)" = 13 /(—2)""! n’est pas conju-
gué a oy pour n > 3, et, par le Lemme 7.5.3, oy n’est pas conjugué a as
(donc le poids Iy non plus, car s est 'unique valeur propre de poids [y par
maximalité du module de l3). Donc les conjugués de «; sont tous de poids Iy

ou —l1/2
041:\/042_1

De plus, comme on a
et comme a4 est cubique, oy est de degré 3 ou 6. Si ¢’était de degré 6, comme

Y i=0,

lely

le poids [; aurait multiplicité 2 dans L, ce qui est absurde car alors p;
n’aurait pas de racine réelle de poids [;.

On a donc montré que a; est cubique; ses deux conjugués étant de poids
—11/2, ils ne sont pas réels, ce qui montre 1’énoncé pour ly = —21;.

Sily = —Il; et aj,as ne sont pas conjugués, par la Remarque 7.5.2 oy
et ap sont les seules valeurs propres de poids [; et [y respectivement. Il est
facile de montrer que, si n > 2, alors 41y /(—2)" n’est pas conjugué a a; (voir
la preuve du Lemme 7.4.7), et, en reprenant la preuve du Lemme 7.5.5, on
montre que

0(Vy x Vi) = V}".
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On a alors que les seuls poids qui peuvent étre conjugués a «; sont [; et
—11/2 :sily/2 € Ly, alors —l; =l € Ly, ce qui est absurde. La multiplicité
de [; étant 1, celle de —1;/2 doit étre 2, d’ou ’énoncé. ]

En résumant, on a montré le Théoréme 7.2.2 dans le cas r = 1. En
particulier on a deux cas différents pour les conjugués de oy = A\ (f) et de

ay = Xo(f) "
1. ay et ay sont tous les deux cubiques sans conjugués réels ;

2. a; = a; ', oy est conjugué & ay et leurs autres conjugués sont de module

Jar, 1 ou \Jaz = 1/ /ay.

o 0 &
(2) (1)
ly 0 k2

! °

—~
—
SN—
S
[NSHIN
N—

FIGURE 7.8 — Structure des poids conjugués a «a; et ay - Cas r(f) = 1,
sous-cas 1

FIGURE 7.9 — Structure des poids conjugués a «; et ay - Cas r(f) = 1,
sous-cas 2

7.6 Exemples semi-simples sur les tores

On cherche maintenant a construire des exemples d’automorphismes f de
tores complexes tels que f*: W — W soit semi-simple.
L’analyse est encore incompléte.

Comme dans le cas de la dimension 2, on a le Lemme suivant.
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Lemme 7.6.1. Si a,a,3,5,7,7 sont les racines, toutes non réelles, d’un
polynéme p a coefficients entiers de degré 6, alors il existe un tore complere X
et un automorphisme holomorphe f € Aut(X) tels que l'application linéaire
induite f*: H'(X,C) — H'(X,C) est diagonalisable avec valeurs propres
o, a,B,08,7,7.

Supposons donc que les racines aq, ...,ag de p € Z[zx] soient toutes non
réelles.
Comme H?*(X,C) = H'(X,C) A H'(X,C), les valeurs propres de

¢=f*: H*(X,C) —» H*(X,C)

sont les 15 nombres a;a;, 7 < j. Soit

q(z) = H(x — a;a;) € Z]x]

i<j
le polynéme caractéristique de ¢, et soient
K, = Q(a;)i=1,..6, K, = Q(aiaj)1§i<j§6

les corps de décomposition de p et de ¢ sur Q.

On est intéressés a la décomposition de ¢ dans Z[z], donc au groupe G' =
Gal(K,/Q). Comme K, C K, on peut interpréter G’ comme le quotient de
G = Gal(K,/Q) par H = {g € G|gx, = idk,}. Sion considére G comme un
sous-groupe transitif de S (par permutation des a;), le groupe G’ est donné,
comme sous groupe de S5, par 'action naturelle de GG sur ’ensemble

A={BC{1,2,3,4,56}#B =2}

On s’intéresse en particulier aux cardinalités des orbites de A, qui, la ou les
a;a; sont tous distincts, corréspondent aux degrés des facteurs irréductibles
de q.
On va utiliser les résultats du site [13] pour construire un bon nombre
d’exemples (la ou les polyndmes test sont sans racines réelles).

On utilise les théoréme du chapitre 7, en particulier le Théoréme 7.2.2 et
la description explicite des situations possibles pour r(f) =1 et r(f) = 2.
En particulier on sait que si A; # \o, alors soit A; et A\;' sont cubiques sans
conjugués réels, soit on est dans la situation r(f) = 2.
Dans les dessins, si on est dans la situation r = 2, on omet les écritures des
poids [y, —[1/2 ..., et on marque & coté de chaque poids sa multiplicité.
On rappelle que a; = A\, ag = )\2_1, g = )\1_1)\2.
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1 . 1

FIGURE 7.10 — Exemple 7.6.2

Exemple 7.6.2. p(z) = 2% — 25 + 23 — 22 + 1, G = Ss. A a une unique orbite
de cardinalité 15; A; est donc conjugué a ap = A\; ', &4 a3 = o a; ', & deux
couples de conjugués complexes de module 1/,/a7, deux de module 1/,/a
et deux de module 1/,/0s.

Cet exemple réalise donc le sous-cas 3 du cas r(f) = 2.

Ezemple 7.6.3. p(z) = 2% — 325 + 42" — 223 + 2?2 —x + 1,
G =((2,4,6),(3,6)(1,4)(2,5)).

On a deux orbites : une de cardinalité 9 et 'autre de cardinalité 6 ; comme
o) et ay ne sont pas cubiques et a; # a,', on est dans la situation r =
2, et la seule possibilité est que oy, s et as soient conjugués de degré 9;
leurs autres conjugués sont trois couples de complexes conjugués de module
1/\/ai1,1/\/asz, 1/ /az respectivement.

La méme situation se vérifie pour p(z) = 2% — 225 + 22 — 2 + 1, G =
((2,4),(2,4,6),(3,6)(1,4)(2,5)).

Ezemple 7.6.4. p(z) = 25 + 2% — 223 + 2% — 2z + 1,
G =1((1,2,3,4,5,6),(1,4)(2,3)(5,6)).

Comme on vient de dire, on a 3 orbites : deux de cardinalité 6 et une de
cardinalité 3. On trouve que, si o, &, 3, 3,7, 7 sont les racines de p avec || >
18 > 7, alors

o = [8]7% = |7
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1 1 2

FIGURE 7.11 — Exemple 7.6.3

En particulier \; = A2, et, comme |3]? = |7|?, les deux facteurs irréductibles
de ¢ de méme degré sont égaux au polynéme minimal de |3]2.

Comme |a|? et |[]? sont réels et liés par la relation algébrique |o)? = |3]74,
ils ne sont pas conjugués, donc le facteur de degré 3 est le polynéme minimal
de |af?; d’ailleurs, on savait déja par le Lemme 7.5.7 que \; était cubique
sans conjugués réels.

Cet Exemple donc réalise le sous-cas 1 pour r(f) = 1.
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CHAPITRE 7.

DIMENSION 3 : CAS SEMI-SIMPLE



Chapitre 8

Dimension 3 : cas mixte

On conclut I'analyse de la dimension 3 par le cas mixte, c’est-a-dire le
cas ou f* n’est ni semi-simple ni unipotent. On arrive & montrer que cette
situation est trés rare ; le Théoréme principale de ce paragraphe est le suivant.

Comme dans le cas semi-simple, on note

¢ = f*: H*(X,C) — H*(X,C)

et
(¢¥) ' = f*: HY(X,C) — H*(X,C).

Théoréme 8.0.5. Soit X une variété compacte de Kdihler de dimension 3,
f € Aut(X) tel que M\ (f) > 1 et tel que ¢ ne soit pas semi-simple. Alors
= M(f) € () ()2 en particulier v(f) = 1 et M(f) et Aa(f)
sont tous les deux cubiques sans conjugués réels ;
— st M(f) = Xa(f)?, alors la valeur propre Ao(f)~' posséde un bloc de
Jordan non trivial de dimension h < 3 ; les autres valeurs propres dans
A ayant des blocs non triviauz sont de module \y(f)/? = M\ ()4, et
leurs blocs sont de dimension au plus h — 1 (en particulier au plus 2) ;
— de méme, si M(f) = /A2(f), alors la valeur propre A\i(f) posséde
un bloc de Jordan non trivial de dimension h < 3; les autres valeurs
propres dans A ayant des blocs non triviaux sont de module A (f)~'/?,
et leurs blocs sont de dimension au plus h — 1 (en particulier au plus

2).

Pour le reste du paragraphe on suppose que A\i(f) # 1, c’est-a-dire que
ni f* ni ses puissances ne sont unipotents.

99
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! ne posseédent

pas de bloc de Jordan de dimension plus grande que 3 ; si oy & {ay?, a;1/2},

alors ay et ap ne possédent pas de bloc de Jordan non trivial.

Lemme 8.0.6. Les valeurs propres a; = M (f) et ag = Xo(f)™

Démonstration. Par le Théoréme 7.2.1 (partie 3), si a; ¢ {ay?, a;”?} alors
a1 et as ont multiplicité 1 dans A, donc en particulier ils ne possédent pas
de bloc de Jordan non trivial.

Supposons donc que A = A (f) = A (f)V2; le cas \i(f) = Xa(f)? se
déduit en considérant f~! au lieu de f. Dans ce cas A peut avoir multiplicité
> 1 dans A, donc il pourrait y avoir un bloc de Jordan non trivial. Supposons
par I'absurde que uq,...,ug, avec k > 3, forment une base de Jordan pour
la valeur propre A : ¢(u1) = Auy, ¢(up) = Aup, + up—q pour h =2,... k.

Par le Corollaire 1.3.3, on a

(f") ur = Qr-1(n)ur + Qr—2(n)uz + Qr—s(n)uz + o(|\|"n""%)

et
(f") up—1 = Qr—2(n)uy + Qr—s(n)us + Qr_s(n)us + o(|X|"n**),
ou )
Qh(n) ~ bhAnnh bh = W

Maintenant, si on trouve v € H*(X, R) tel que || (f*)™"(v)|| ~ c*n°A\*" avec
e > 1, on a une contradiction : en effet, cela veut dire que Papplication (¢")~*
posséde un bloc de Jordan non trivial pour la valeur propre A2, donc que
I'application ¢ posséde un bloc non trivial pour la valeur propre A\=2 = ay ; en
particulier cela implique que la multiplicité de Ao(f) ! dans A est strictement
supérieure a 1, ce qui est absurde par le Théoréme 7.2.1 car A (f) # Xo(f)%
On montre que cette propriété est réalisée soit par v = wug A uy soit par
v = up_1 A ug_1. On note Qp, = Qp(n).

() (ur A ug) = Qi (ur Aug) 4 2Qp—1Qp—2(ur A uz)+
+ QQk_le_g(ul A\ Ug) + Qi_Q(Ug A\ UQ) + 0()\2”77,%_4),

donc, pour que (¢")~! n’ait pas de bloc de Jordan non trivial pour A\?; il faut
que u; A up = ug A ug = 0; or, comme

(f )" (ug A ug) ~ (Qbk,lbk,g(ul Auz) + b7 o(us A ug)) N\ 2h=d
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on doit aussi avoir 2bg_1bx_3(us A ug) + b _5(ug Aug) = 0.
De méme

(f*)"(up—1 A ug—1) = Qi _o(us Auy) + 2Qp—2Qr—3(us A ug)+
4+ 2Qp—2Qr—s(uy Aus) + Q7 _s(uy A uy) + o(N"n*70) ~
(Zbkfgbk,z;(ul VAN U3) + bifg(UQ A Uz)) )\2”712]“*6,

donc 2by_obg_4(uy A ug) + b3 _5(ug A ug) = 0.
Mais
20, _1br_3 bi_,
det (Qbk_gbk_4 b, #0,

ce qui implique uy A uz = us A ugs = 0, ce qui est absurde par le Corollaire
1.1.2 car on a aussi u; A u; = u; A ug = 0. ]

Lemme 8.0.7. Si \i(f) & {Xa(f)% \o(f)V/2}, alors f* est semi-simple.

Démonstration. Supposons par ’absurde que ¢ posséde un bloc de Jordan
non trivial pour la valeur propre A de poids [.

D’abord, par le Théoreme 7.2.1, [; et [y ont multiplicité 1 dans L, donc
en particulier [ ¢ {l1,ls}, ou, autrement dit, A ¢ {ay, as}.

Si A =1, soit uy,...,u, € H*(X,R) une base pour un bloc de Jordan
maximal pour la valeur propre 1, et soit v € H?*(X,R) un vecteur propre
pour la valeur propre ay : f*(v) = ajv. On applique le Corollaire 1.1.2 aux
vecteurs uy et v.

On a v Av =0, sinon a;? = A\ (f)~2 € A, ou, autrement dit, \;(f)? est une
valeur propre de f3 ; mais A\ (f) # Xa(f)/2 et par concavité A (f) > Xao( )2,
donc Ai(f) > Xa(f)Y2, et on obtient une contradiction car A;(f)? est une
valeur propre de fj strictement plus grande que Ao(f).

Si on avait u; A v # 0, alors

(f)" (un A o) = ((67)7)" (ux A w) ~ “af'n* ™ (ug Aw),

ce qui implique que a; ' est une valeur propre avec un bloc de Jordan non
trivial pour ¢; comme a;' € A, par le Théoréme 7.2.1 on est dans le cas
r(f) = 1, et, par la Proposition 7.5.1 a;* € {ay, as, a3} (sinon le poids 2/,
appartient a L, ce qui contredit la maximalité). La seule alternative possible
est a;' = au, et, comme o, n’a pas de bloc de Jordan non trivial, on obtient
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une contradiction.
Finalement, si u; A u; # 0, alors

()™ (we Aug) = ((9¥) 7)™ (e A ug) ~ 0™ 72 (ug A ),

donc la valeur propre 1 posséde un bloc de Jordan de dimension au moins
2k — 1, ce qui contredit la maximalité de k. On a donc montré que ¢ ne
posseéde pas de bloc de Jordan non trivial pour la valeur propre 1.
Supposons maintenant que | ¢ {lj,ls,l3}, que A # 1 et que k soit la
dimension d’un bloc de Jordan maximal pour les A avec ces propriétés. Par
le Théoréeme 7.2.1, si on appelle uy, ..., u, € H*(X,C) une base de Jordan
pour \, on a uy A iy # 0, donc (f*)"(uy A tg) ~ | N*"n?**~2(u; A 1), done
la valeur propre |A\|72 posséde un bloc de Jordan de dimension > k.
Par maximalité on a alors

Ll s
le{_z’_z’_z}'

Si on avait [ = [;/2, on aurait un bloc non trivial pour «y, donc I # —1;/2;
de méme [ # —I5/2, donc | = —I3/2; il suffit maintenant de montrer que la
valeur propre a3 n’admet pas de bloc de Jordan non trivial pour obtenir une
contradiction et montrer le Lemme.

Supposons donc que A = a3. Si ag = 1 on a déja trouvé une contradiction ;
supposons donc as # 1, c’est-a-dire o # a,*. Soit v € H*(X,R) — {0} un

vecteur propre pour la valeur propre ay, et soit uy,...,u; € H?(X,R) une
base pour un bloc de Jordan non trivial pour la valeur propre 3. On sait déja

que vAv = 0 car ay # ay ' si vAu # 0, alors ()" (up Av) ~ caaink=1,

donc la valeur propre aj 'az' = ay posséde un bloc de Jordan non trivial, ce
qui est absurde ; finalement, si uy Auy # 0, on a (f*)"(ux Aug) ~ c®airn?*=2
donc la valeur propre as 2 posséde un bloc de Jordan non trivial, ce qui est
absurde par ce qu’on vient de dire.

On a donc montré qu’aucune valeur propre ne peut avoir de bloc de Jordan
non trivial. O

Le Lemme suivant termine la preuve du Théoréme 8.0.5.

Lemme 8.0.8. Supposons que ¢ ne soit pas semi-simple.

1. Si M (f) = Xa(f)?, alors ¢ possede un unique bloc de Jordan non tri-
vial de dimension au plus 3 pour la valeur propre \o(f)™'; tous les
autres blocs mon triviaux sont de dimension strictement inférieure et
corréspondent & des valeurs propres de module Ay (f)Y/*.
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2. 8i M(f) = Ma(f)V?, alors ¢ possede un unique bloc de Jordan non
trivial de dimension au plus 3 pour la valeur propre \i(f); tous les
autres blocs mon triviaux sont de dimension strictement inférieure et
corréspondent & des valeurs propres de module Mo f)™V/* = Ay (f)~V/2.

Démonstration. On montre le premier énoncé, le second se déduisant en
considérant f~! au lieu de f.

Comme [; = —2ly, on est dans le cas r(f) = 1, et par la Proposition 7.5.1, &
multiplicité prés,

L= {(_l;)i i = 0,...,N} (U{0}).

On note M,, la dimension maximale des blocs de Jordan pour valeurs propres
de poids l1/(—2)".

Soit uq,...,ug, kK > 1, la base d’un bloc non trivial pour un A € A de
poids [ ¢ {0,l1,l5}. Comme I3 = —I; — Iy = ls, uy est un vecteur propre
dont la valeur propre a poids [ ¢ {0,1;,ls,13}, donc par la Proposition 7.5.1
up Ay # 0; on a alors

)™ (ug A ug)|| ~ Ct€|)\|2nn2k72.

Par conséquent, la valeur propre |A\|72 posséde un bloc de Jordan de dimen-
sion au moins 2k — 1 (donc au moins k + 1 si k£ > 1).
On a donc
n>2 M,>2 = M, 1>M,.

Par le Lemme 8.0.6, comme \; = A2, on a

ce qui implique que M, < 2 et M,, = 1 pour tout n > 3.

Il ne nous reste a montrer que le fait que les valeurs propres de module 1
ne possédent pas de bloc de Jordan non trivial ; pour cela on procéde comme
dans la preuve du Lemme 8.0.7.

On suppose par I'absurde qu’il existe un bloc de Jordan non trivial pour une
valeur propre de module 1, avec base de Jordan wq,...,ug, tel que k soit
maximal ; soit v un vecteur propre pour la valeur propre A := A\;(f). On
applique le Corollaire 1.1.2 aux vecteurs u; et v.

Siuy Auy # 0, alors

H(f*)n(uk A\ ﬂk) H ~ Cten2k727
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donc il existe une valeur propre de ¢ de module 1 qui posséde un bloc de
dimension au moins 2k — 1 > k, ce qui est absurde par maximalité.
Si uy A v # 0, alors
1CF)" (e A D) ~ NP,
donc en particulier ¢ posséde une valeur propre de module A7, ce qui est

absurde par la structure des poids.
Finalement, si v A v # 0, alors

I(F7)™ (0 A D)~ eI,

donc A72 est le module d’une valeur propre de ¢, ce qui est absurde par la
structure des poids. O
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