NOMBRES p-ADIQUES

SERGE CANTAT

Attention, cette introduction aux nombres p-adiques a été rédigée bien rapi-
dement, pour compléter un cours inachevé en période coronavirienne. N’ hésitez
pas a m’envoyer mes remarques et corrections par email.

Les deux références principales utilisées sont le livre de Neal Koblitz et celui
d’Alain Robert,

e Neal Koblitz, p-adic numbers, p-adic analysis, and Zeta functions,
Springer Verlag, Graduate Texts in Mathematics 58.

e Alain Robert, A course in p-adic analysis, Springer Verlag, Graduate
Texts in Mathematics 198.

ainsi qu’un article de Bjorn Poonen (London Math. Society).

1. VALEUR ABSOLUE p-ADIQUE

1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue sur K (a valeurs réelles) est une
application |- |: K — Ry telle que

(a) |xy| = |x||y| pour toute paire (x,y) € K?;

(b) |x+y| < |x| + || pour toute paire (x,y) € K?;

(c) |x| =0 si et seulement si x = 0.

Par exemple, la valeur absolue usuelle, qui sera notée |- |, sur Q ou sur son
complété R, ou encore le module d’un nombre complexe, sont des valeurs ab-
solues. Une valeur absolue est dite ultramétrique, ou non-archimédienne si
I’inégalité triangulaire (b) peut étre remplacée par 1’inégalité plus forte suiv-
ante:

(b°) |x+y| < max (|x|,|y|) pour toute paire (x,y) € K>.
Exercice 1.1. Montrer que | — 1|>=|1| = 1.

La donnée d’une valeur absolue sur K munit K d’une distance et donc d’une
topologie.

Date: 2020.
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1.2. Soit Z C N I’ensemble des nombres premiers. Soit p un élément de P.

Soit a un nombre rationnel non nul; écrivons a = p'a’ avec d Ap =1, i.e.
a’ =m/n et p n’apparait pas dans la décomposition en facteurs premiers de m
et n. Lentier r est la valuation p-adique de a. On définit la norme, ou valeur
absolue, p-adique de a par

lal,=p~". (1.1)

Lorsque a = 0 on pose |a|, = 0.

Théoreéme 1.2. La valeur absolue p-adique est une valeur absolue ultramétrique;
’ensemble de ses valeurs |Q|, est p£ U{0}. Ces valeurs absolues vérifient,
avec la valeur absolue usuelle | - | la formule du produit:

H |a|p = 1.

pEPU{eo}

La démonstration est facile, le point principal étant de montrer que |- |,
est ultramétrique. Pour cela, on se donne deux nombres rationnels x et y de
valuations respectives r et s; on suppose r < s et1’on écritx = p'm/n, y = p’u/v
ou m, n, u, et v sont des entiers premiers a p. Alors

S U .mv—+p*~un
p—+tp-—=p—"—
n v my
ou I'on a mis en facteur la puissance de p la plus petite (i.e. r < s). Donc
lx+y|p < max(|x|, + [y|,) avec égalité des que r < s : I'inégalité est stricte
si et seulement si p divise mv + p°* "un, si et seulement si » = s et p divise
my + un.

La formule du produit correspond a la décomposition de tout nombre entier

en produit de nombres premiers. U

Exemple 1.3. Sil’on prend p =3, x =21,y =12, alors |x|, =1/3, |y|, =1/3,
x+ylp=133[,=1/3 et |x—y|, =1/9.

2. Q,ETZ,

2.1. Q, = complétion de Q par les suites de Cauchy (deux suites sont €équiv-
alentes si elles ont la méme limite). C’est un corps muni d’une valeur absolue
| - |p ultramétrique qui étend celle de Q; les opérations de corps + et x sont
continues pour la topologie induite. Le corps Q s’injecte dans Q, et y est
dense. On note Z, I’adhérence de Z dans Q,; c’est un sous-anneau de Q,,.
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2.2. La distance entre deux entiers a et b de Z est < p~* si et seulement si
a=b mod (p~).

Lemme 2.1. Si g est un nombre entier (positif ou négatif) premier a p alors
1/q est une limite de nombres entiers positifs dans Q.

Démonstration. g/ p = 1 entraine g /A p* = 1 pour tout k > 1 entraine I’existence
de ¢y, entier positif < p*¥ —1 tel que crg = 1( mod p*). La suite ¢; est une suite
de Cauchy car |cy —¢/| < p~* si k < ¢, donc converge vers un nombre p-adique
qui est I’inverse de g. U

Par conséquent, —1 est dans I’adhérence de Z; dans Q. Ainsi, Z,, I’adhérence
de Z dans Q,, est aussi I’adhérence de Z. .

Chaque entier positif a peut-€tre écrit de maniere unique sous la forme ag +
aip+arp*+.. .+a’;+... oua; €{0,1,...,p—1} pour tout i (et seul un nombre
fini des a; sont non nuls). C’est I’écriture de Teichmiiller de a. Alors |a —b|, <
p K si et seulement si a j=bj pour tout 0 < j < k—1. Les sommes partielles
le‘.;(l) aj p’ donnent les résidus de a modulo p¥: cette somme est I’unique entier
compris entre 0 et p* — 1 qui est égal 2 a modulo p*.

Les séries de la forme Y ;~qm; p’/ avec m j € Z convergent dans Q,,. Elles
sont toutes limites d’entiers. Les séries ). ;~om;p’ avec a; € {0,1,...,p—1}
sont limites d’entiers positifs ; la valeur limite détermine les a;, et réciproque-
ment.

Théoreme 2.2. L’adhérence Z,, de Z dans Q,, vérifie les propriétés suivantes.

(1) Z,, est un sous-anneau de Q. 1l coincide avec le disque unité (fermé)

{z2€Qp; [z]p < 1}

Le disque de rayon p® est égal & p_ZZp.

(2) Tout élément x de L, est égal a une unique somme de Teichmiiller
ijjpj (avec xj € {0,...,p—1}), finie ou infinie, et est la limite d’une
unique suite de Cauchy (yy)i>o satisfaisant y, € {0,...,pc*1 — 1} et
Vi1 = ye( mod p**1) pour tout k > 0. Ces deux suites se correspon-
dent par y, = ZIJ‘-:Ox j Pl

(3) Cette écriture fournit des homéomorphismes entre Z,, {0, ..., p — I}N,
et la limite projective des L/ PFZ. Ce sont des isomorphismes d’anneaux
(une fois transportée les opérations sur les sommes de Teichmiiller).

(4) Z,, est un espace métrique compact homéomorphe a I’ensemble de
Cantor.
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(5) L’anneau Z,, est principal: tout idéal est de la forme pZZp pour un
¢ > 0, il contient un unique idéal maximal, a savoir

Z)={xeZy: ¥y <1} ={xcZy: xl, <p '}

C’est un sous-ensemble ouvert et fermé de Q,,.

(6) Le quotient Z,,/ZS est le corps résiduel Z/pZ. 11y a p boules de rayon
1/p dans Z,, elles sont paramétrées par les résidus modulo p (i.e. les
éléments de L/ pZ).

Démonstration. 1l faut voir qu’un nombre p-adique de norme < 1 est dans Z,,.
Comme le groupe des valeurs est discret, c’est une limite de nombres rationnels
de norme < 1, et par le lemme c’est une limite d’entiers positifs.

Le disque de rayon p' est 'image du disque de rayon 1 par z — p‘ZZp.

Si I C Z, est un sous-ensemble, le supremum des |y|, pour y dans I est un
maximum, atteint par au moins un yg € I, car I’ensemble des normes possibles
est p~N; en particulier, I C péZp onp~t= |yo|p. SiI estun idéal, alors Z, x
yo C I, mais Z,yy = prp etdonc I = pEZp. 0

Exercice 2.3.

A.— Se familiariser avec les opérations sur les séries de Teichmiiller. Par
exemple, avec p =5, calculer la somme et le produit des nombresa =243 x 5
et b =244 x 5+3 x 5% en écrivant le résultat sous forme de Teichmiiller.

B.— Montrer que 1/(1—p) =Y p/etque -1 =Y (p—1)p’

2.3. Géométrie élémentaire. Les boules sont fermées et ouvertes. Deux boules
sont disjointes ou emboitées. Tout point d’une boule est un centre.

La boule unité fermée contient p boules de rayon 1/p deux-a-deux dis-
jointes, qui chacune contient p boules de rayon 1/p?, etc.

Exercice 2.4. Comprendre comment les relations d’inclusion entre ces boules
forment un arbre donc les sommets correspondent a des résidus modulo p™.

3. CORPS VALUES, NORMES APPROXIMATIVES, EXTENSIONS DE CORPS
Dans cette partie, nous expliquons comment trouver toutes les valeurs ab-

solues sur Q, et comment les étendre a sa cloture algébrique.

3.1. Corps valués: autres exemples. Nous avons déja vu les exemples de Q
avec les valeurs absolues |- |, pour p € P U {oo}.
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Exemple 3.1. Soit A = k[t] ’anneau des polynémes a coefficients dans un
corps k; soit K = Kk(t) son corps des fractions. Si P =Y ;~ga jtj appartient a A,
on note ord(P) I’ordre d’annulation de P en 0, défini comme le plus petit indice
m > 0 tel que a,, soit non nul. Ainsi ord(x* —3x?) = 2 si la caractéristique
de k n’est pas 3. Alors |P| = exp(—ord(P)) est une valuation ultramétrique;
la complétion de A correspond aux séries formelles a coefficients dans k; la
complétion de K aux séries de Laurent.

Exemple 3.2. Considérons la fonction P € k[t] — |P| définie par

|P| = exp(deg(P)). (3.1)
Par exemple, [x* —x+ 1| = exp(—3). Alors on a |PQ| = |P||Q] et
deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) 3.2)

donc |P+ Q| <max(|P|,|Q|). C’estlaméme valeur absolue que dans I’exemple
précédent, mais pour le point a ’infini (car P(1/x) = x~¢Q(x) ot ’ordre d’an-
nulation de Q en O est nul).

3.2. Normes approximatives, caractérisation des normes.

Lemme 3.3. Deux valeurs absolues (i) sont équivalentes (I’une puissance de
I’autre) ssi (ii) elles définissent la méme topologie ssi (iii) elles définissent la
méme boule unité (ouverte ou fermée).

, . 1/2
Exemple 3.4. |- |2 n’est pas une valeur absolue mais | - ]oc/ en est une. Toute
puissance d’une valeur absolue ultramétrique est une valeur absolue.

Démonstration. Si |- |, =|-|{ alors les boules sont les mémes, donc on a (ii)

Avec (ii) on a les mémes boules unité ouvertes car celles-ci correspondent
aux points x pour lesquels x" tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo; les ensembles
{|x|; > 1} coincident donc aussi (passage au complémentaire) ainsi que les
ensembles {|x|; > 1} (passage a 1/x). On a donc aussi la méme sphere unité
et les mémes boules unités fermées. Ainsi (ii) implique (iii).

Supposons (iii). Si les valeurs absolues ne sont pas triviales, on peut trouver
x avec |x|; > 1; on prend a > O tel que |x|> = |x|¥. Alors pour y € K on
regarde les rationnels r = m/n tels que [y} < [x|;; les deux intervalles de Q
ainsi définis coincident car il s’agit d’écrire [y[7 < [x[ ie. [y"/x"|; < 1. On
en déduit |y|, = |y|%, donc (i). O

Lemme 3.5. Soit | - | une valeur absolue sur un corps K. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes
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(@) |n| <1 pourtoutn e N;

(b) |N| est un ensemble borné ;

(©) [1+x| <1desque|x| <1;

(d) || est ultramétrique ;

(e) la boule unité fermée est un sous-anneau.

Ainsi, toute valeur absolue sur un corps de caractéristique > 0 est ultra-
métrique.

Démonstration. Supposons (b) vérifié. Alors

m
1+x" < Y |Chllxf* <BY |x| < (m+1)B (3.3)
k=0 k
donc en prenant les racines m-eémes on obtient (c). Puis (c) entraine (d), qui
entraine (e) qui entraine (a) car 1 est dans la boule unité. ]

Théoreme 3.6 (Ostrowski, I). Soit |- | une valeur absolue non triviale de Q. Si
elle est ultramétrique, elle est équivalente a une valeur absolue p-adique.

Démonstration. 11 existe un entier n de norme < 1, car sinon la valeur ab-
solue est triviale. La multiplicativité montre que le plus petit entier avec cette
propriété est un premier p. Le théoreme de Bézout montre que la boule unité
ouverte est constituée des multiples de p. On conclut grace au Lemme 3.3. [J

Une fonction f: K — R, qui vérifie

(a) f(x) =0 sietseulement six =0,

(b) f(xy) = f(X)f (),
(©) f(x+y) < Cmax(f(x),f(y)) pour une constante uniforme C,

est appelé norme approximative (ou valeur absolue approximative).

Exemple 3.7. Une valeur absolue ultramétrique est une norme approximative.
Si f est une norme approximative et o > 0, alors f* aussi. Si |- | est une
valeur absolue c’est une norme approximative (prendre C = 2); donc | - |* est
une norme approximative pour tout o > 0.

Lemme 3.8. Si f est une norme approximative avec C = 2, c’est une valeur
absolue.

Avant de démontrer ce lemme, itérons 1’inégalité (¢) : f(x; + - +x4) <
C?max(f(x;)), et plus généralement f(x; + --- +xor) < C"max(f(x;)). Sin
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n’est pas une puissance de 2 on complete en ajoutant des zéros et on obtient

Fo - +x,) < o2 max(£(x)) = (2n)*max(f(x;)) (3.4)
< 2n)*Y f(x) (3.5)
i=1

ou C = 2% En particulier f(n) < (2n)%.
En écrivant f((a+b)") = f(¥;Cia’b"/) on obtient

fllatn)) < 2t DY FCHF@IFGY T (36)
=0

< A%+ D)"Y ()M (@) f(B)" (3.7)
j=0
Démonstration du lemme 3.8. Comme C =2onao =1 et
f((a+Db)") <4(n+1)(f(a) + f(b))". (3.8)
On prend des racines n-¢mes pour conclure. U

Lemme 3.9. Si f est une norme approximative bornée sur les entiers positifs,
c’est une valeur absolue ultramétrique.

Démonstration. Ona f((1+x)") < (2(n+1))*¥L_, Bf (x)/ ot B est une con-
stante. Donc f(1+x) < 1si f(x) < 1; ainsi f(x+y) < max(f(x), f(y)) donc

f est une valeur absolue ultramétrique. U

Théoreme 3.10 (Ostrowski, II). Toute valeur absolue (approximative) non
triviale sur le corps Q est équivalente a une des valeurs absolues | - |, avec
p = o ou p premier.

Démonstration. Montrons que

Fom)! /1080 < mae (1, f(m) ) (3.9)

pour tout n > 2 et pour tout m > 1. Pour celaon écritm =Y, m;n' avec indice

majoré par r < log(m)/log(n). On pose A(f;n) =max{f(q); 0<g<n-—1}.
Alors

f(m) < (O)""A(fin)max(1, f(n)") (3.10)

< CHlOg(m)/log(")A(f;n) max(l’f(n)log(m)/log(")). (3.11)

On change m en m* et on prend les racines.'

10n pourrait aussi utiliser < (2r)*A(f;n)max(1, f(n)") avec une majoration r <
log, (m)/log, (n).
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S’il existe un entier n # 0 avec f(n) < 1 alors f(m) < 1 pour tout entier > 1,
donc le lemme précédent montre que f est une valeur absolue ultramétrique et
I’on conclut avec le premier théoreme d’Ostrowski.

Si f(n) > 1 pour tout n > 2, I"inégalité (3.9) fournit f(m)'/1°8(") = f(n)1/1og()
par symétrie, ceci pour tous les entiers m et n > 2. Posant f(2) = 2B, nous
obtenons f(m) = mP pour tout m > 2, et donc f(m) = mP pour tout m car
f(—=1) =1 par multiplicativité. O

3.3. Construction de la norme p-adique sur les extensions finies de Q.
Soit K une extension finie du corps Q,: c’est un Q,-espace vectoriel de di-
mension finie, notée d. Par définition, une norme de Q,-espace vectoriel
| - ||: K — Ry est compatible avec |- |, si || ax ||=|al, || x || pour touta € Q,, et
tout x € K. Deux telles normes sont toujours équivalentes: il existe deux réels
cetC>0telsquec| x||<|[x|'<C]| x| pourtout x € K. Donc si la valeur
absolue de Q,, peut-étre étendue a K, cette extension est unique, comme on le
voit a partir de ¢|x"| < |x"|" < C|x"| en prenant des racines n-emes.

Soit x un élément de K. Les puissances de x sont liées sur Q,,, donc on
peut écrire Py(x) = 0 pour un polyndme unitaire a coefficients dans Q,. Si
I’on choisit P, de degré minimal, alors Py est unique: c’est le polynéme min-
imal de x (sur Q,); plus précisément, 1’idéal des polynOmes s’annulant en x
est principal et Py est 'unique polyndme unitaire tel que cet idéal soit égal a

Qp[t]Pi(1).

Remarque 3.11. L application Q € Q,,[t] — Q(x) est un homomorphisme d’an-
neaux dont le noyau est (Py) := Q,[t]P(); cet idéal principal est maximal. Le
quotient Q,[t]/(Py) est donc un corps, qui s’identifie au sous-corps Q,(x) C K
engendré par x.

En notant dy le degré de Py, (1,x,x%,...,x%*~1) est une base de Q,(x) C K,
sous-corps de K de dimension dy. On pose alors

N, (v:q, (x) = det(lx) = Px(0) = [ Tvi (3.12)

ou les y; sont les autres racines de Py (calculées dans une cloture algébrique de
Q,) et , est I’opérateur Q,,-linéaire ¢,: y — xy sur I’espace vectoriel Q,(x).
Cet opérateur envoie 1 sur x, x sur x2, .. xh L puis sur xdx qui s’exprime en
fonction des autres x' et des coefficients de P,.

Plus généralement, on peut définir

Ni:q, (x) = det({k x) = Nq, (x):q, (¥)/* (3.13)
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ol maintenant on prend 1’opérateur de multiplication par x sur K. On pose
alors
1/d
¥l = [Nkq, (915 (3.14)

ou d est le degré de I’extension dans laquelle on calcule la norme.

Théoreme 3.12. Soit K une extension finie de Q. La valeur absolue p-adigue
s’étend a K de fagon unique : I’extension est donnée par |x|, = |Nk.q, (*) |,10/d.
Démonstration. Cela étend | - |, en une application multiplicative car le déter-
minant I’est. Soit (z;) une base de K comme Q,-espace vectoriel. Munissons
K de la norme du supremum dans cette base. Notons N(x) au lieu de Nk.q,, (%)
pour simplifier. La fonction |[N(x)|, ne s’annule pas sur la boule unité et est
continue (car polynomiale, ¢’est un déterminant), donc il existe a et A > 0 avec

alx|<IN@TE <A x| (3.15)
pour tout x de norme 1, donc pour tout x par multiplicativité. Alors
N+ < Allx+y|| (3.16)
< A(lxl+1>1D (3.17)
< 2(A/a)max(N(x)"/4 N(y)"/%) (3.18)

si bien que N 1/d est une norme approximative sur le corps K. Comme N 1/d est
bornée sur les entiers, c’est une valeur absolue. O

Exemple 3.13. Prenons p = 3. Le polyndme > — 3 a deux racines dont le
produit vaut —3; puisque | — 3|, = 1/3, les deux racines de ce polyndme ont
une valeur absolue égale a 1/ V/3. Sil’on note ces racines x = /3 et X' = —/3,
on obtient |v/3|, = 1/v/3 pour p = 3. Pour p distinct de 3 nous obtenons
V3|, =1car|-3|,=1.

3.4. Les corps C, et Q. Le théoreme précédent montre que la valeur absolue
up s’étend de maniere unique a Q_p, cloture algébrique de Q,. Cependant,
Q, n’est pas complet pour cette valeur absolue et I’on doit compléter pour
obtenir un nouveau corps C,; ce corps est a la fois complet et algébriquement
clos. Voir les livres de Koblitz et Robert mentionnés en introduction pour des
compléments.

4. DECOUPAGES TRIANGULAIRES DU CARRE

Nous allons illustrer I’'usage de la valeur absolue p-adique (avec ici p = 2)
pour démontrer le théoréme suivant.
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Théoreéme 4.1 (Monsky). Il n’existe aucun découpage du carré en un nombre
impair de triangles de mémes aires.

Autrement dit, si le nombre de triangles est P, on a : méme aire implique
P pair, ce que I’on peut lire “si mémere alors pépere”. Nous renvoyons au
livre Proofs from the Book, Sixth Edition, par Martin Aigner et Gilinter M.
Ziegler (voir le chapitre 22, page 153, intitulé “One square and an odd number
of triangles”) pour les détails de 1la démonstration.

4.1. Démonstration (cas particulier). Nous considererons le carré [0, 1] x
[0, 1] (on peut toujours se ramener a ce cas par déplacement euclidien). Nous
verrons ce carré soit comme sous-ensemble du plan, soit comme sous-ensemble
de R? situé a Ialtitude z = 1: les points du carrés sont donc de la forme (x,y, 1)
avec 0 <x,y <.

Nous allons démontrer ce théoreme en supposant que les coordonnées des
sommets de la triangulation sont dans Q.

Remarquons que si un tel découpage existait, alors tous les triangles auraient
une aire égale a 1/N, ou N est le nombre de triangles. Si N est impair, tous les
triangles ont donc une aire de norme 2-adique égale a 1.

Considérons trois points du carré [0,1] x [0, 1] de coordonnées (x;,y;), i =
1,2,3. En plagant ’origine au point (x3,y3) dans le plan du carré, on trouve
une aire orientée

Aire = %((Xl —x3)(y2—y3) — (x2—x3)(y1 —¥3)); 4.1)

en retranchant la derniere ligne aux deux premieres, on en déduit

1 X1 N 1
Aire = Edet x2 y2 1 ]. “4.2)
x3 oy3 1

Colorions les points (x,y, 1) du carré (vu a I’altitude 1) qui sont a coordon-
nées rationnelles en trois couleurs : bleu rouge vert. Un sommet est bleu si x
maximise la norme 2-adique des coordonnées; il est rouge si |x[2 < |y]2 > 1;
il est vert si x et y ont une norme < 1. Par exemple, (1/3,1/2,1) est rouge.
Si x et y sont dans un sous-corps de R auquel on sait étendre la valeur absolue
2-adique, par exemple Q, alors le méme raisonnement s’appliquera (voir plus
bas).

La remarque cruciale est la suivante: le déterminant (resp. [I’aire) d’un
triangle tricolore a une valeur absolue 2-adique > 1 (resp. > 2); cette valeur
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absolue est celle de x, x y, x 1,. Ceci résulte directement du calcul du déter-
minant ci-dessus. L’aire d’un triangle tricolore ne peut donc pas étre 1/N avec
N impair. On en déduit : sur un méme segment, on ne peut voir apparaitre que
deux couleurs de sommets (car I’aire d’un triplet tricolore ne peut €tre nulle).

Maintenant, il s’agit de montrer qu’il existe au moins un triangle tricolore
pour terminer la démonstration, ce qui résulte du lemme suivant.

Lemme 4.2 (Sperner). Le nombre de triangles tricolores est impair.

Démonstration. Le sommet (0,0,1) est vert, le sommet (1,0,1) est bleu; sur
le coté du carré les reliant on ne voit que du bleu et du rouge, avec un nombre
impair de segments (bleu, rouge). Le sommet (0, 1,1) est rouge, (1,1,1) est
bleu, et tous les sommets sur [(1,0,1),(1,1,1)] sont bleus ou rouges. Donc il
n’y a pas de segment (bleu, rouge) sur les trois autres cOtés.

Un triangle tricolore a un c6té de chaque type bicolore. Notons 7' le nombre
de triangles tricolores.

Un triangle monocolore n’a pas de co6té bicolore.

Un triangle bicolore a un c6té monocolore et deux cotés bicolores ’iden-
tiquement colorés’. Par exemple deux cotes (bleu, rouge) et un coté (bleu,bleu).
Notons B le nombre de triangles bicolores (bleu, rouge)

Donc si on compte le nombre de c6tés (bleu, rouge) avec multiplicité (un
coté intérieur comptant double) on obtient un nombre impair (2 cause du bord
du carré); et si I’on somme sur les triangles on obtient un 2 x B4+ 1 x 7. En
égalisant on voit que 7" est impair. U

4.2. Démonstration, cas général. Pour démontrer le théoréeme en toute général-
ité, il s’agit d’étendre la valeur absolue 2-adique de Z a Z(x;,y;) ou les nombres
réels x; et y; que I’on adjoint sont les coordonnées des sommets de la triangu-
lation. Pour cela, on peut consulter le livre de Robert, ou celui de Aigner et
Ziegler (dans cette seconde référence, les auteurs utilisent une astuce consistant

a adapter le groupe des valeurs de la valeur absolue).

5. LE LEMME DE HENSEL

Soit P € Z,[t] un polyndme d’une variable dont les coefficients sont des
entiers p-adiques. Soit P'(¢) son polyndme dérivé; c’est aussi un élément de
Z,[t]. Soit ap un élément de Z,. Supposons que P(ap) =0 mod (p) (c’est-
a-dire que |P(ag)|, < 1, ou encore P(ag) € pZ,) et que P'(ap) #0 mod (p)
(c’est-a-dire |P'(ap)| = 1). 1l existe alors un élément a de Z, tel que P(a) =0
eta=ap mod (p) (c’est-a-dire |a —ap| < 1/p).
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Démonstration. Ecrivons P(t) = co+ cit 4 cat? + -+ + c4t? o d est le degré
de P. Par hypothese, P(ap) =0 mod (p). Nous allons montrer qu’il existe une
suite de nombres entiers ap, as, - - -, telle que
(i) P(ay,) =0 mod (p"t1)
(il) ap = an—; mod (p")
(iii) 0 < a, < p"*!
ceci pour tout n > 1. Ceci est suffisant pour conclure la démonstration en
posant a = lim,(ay).
Commengons avec n = 1. Notons a;, I'unique nombre entier compris entre
0 et p—1 tel que ap = a; mod (p). Nous cherchons a; sous la forme a; =
a{) + pby avec 0 < by < p; les propriétés (ii) et (ii1) seront alors automatiques.
Pour (i), nous voulons que P(ay+ pb1) =0 mod (p?); mais

P(ay+ pb1) = P(a}) +P'(ap)pby  mod (p?). (5.1)

Puisque P(ap) =0 mod (p) nous obtenons P(a) =0 mod (p) et donc P(ag) =
pa. mod (p?) pour un unique & € {0,...,p—1}. Puisque P'(ag) #0 mod (p)
nous obtenons P'(a;) # 0 mod (p). Il existe donc un unique by € {0,...,p—
1} tel que oo = P'(aj)b; mod (p) et ce by est I'unique choix assurant (i).

Pour passer de a,_1 a a, I’argument est le méme : puisque P’(ap) n’est pas
nul modulo p, P'(a,—1) est également inversible modulo p, et 1’on peut trouver
by, avec a, = a,—1 + b, p". O

Exemple 5.1. Prenons p = 3. Si le polyndme P(t) = t> — 3 avait une racine
dans Qs celle-ci vérifierait |a|3 = 1/3, une contradiction. Le lemme de Hensel
ne peut donc pas s’appliquer ; d’ailleurs, P(0) =0, P(1) = 1 et P(2) = 1 tandis
que P'(0) = 0 modulo 3.

Exemple 5.2. Les carrés modulo 5 sont 0, 1, 4, donc il n’y a pas de ag dans Zs
tel que P(ap) =0 mod (5). A nouveau, il n’y a pas de racine de 3 dans Zs, ni
dans Qs d’ailleurs (mais 1’argument de norme est insuffisant pour obtenir cette
conclusion). Un argument similaire fonctionne si p = 7.

Exemple 5.3. Modulo 2 les carrés sont O et 1, donc 3 est le carré de 1. Mais
P'(t) =2t = 0 modulo 2 donc le lemme de Hensel ne s’applique pas. Si ’on
cherche une racine carrée sous la forme 1+ pb| + p*b, + - - - ceci donne

(142b1)>=3 mod (4)

et I’on voit qu’il n’y a pas de solution.
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Exemple 5.4. Les carrés modulo 11 sont 0, 1, 4, 9, 5, 3. Ainsi, 52=25=
342 x 11 si bien que 3 est bien un carré. De plus, P'(5) =2 x 5= 10 qui n’est
pas nul modulo 11. Le lemme de Hensel s’applique, et I’algorithme donne les
approximations suivantes pour la racine de P: 5+ 1151 avec

254+2x5x11b;+b3x 112=3=(2—b;)x 11 mod (11?)

soit 24+2x5xb; =0 mod (11) soit by =2 mod (11), i.e. by =2. Ainsi
V3=5+2x11+--- dans Z;;. Ensuite on cherche b, tel que (27 + llzbz)2 —
3=0 mod (11%). On obtient 11> x 64+2 x 112 x 27 x by =0 mod (11°) ce
qui donne 642 x5 x by =0 mod (11) et b, =6. D’ol

542x11+6x112.

Si I’on démarre avec 6 au lieu de 5 modulo 11 on trouve 1’autre racine.

6. LA SUITE

Vous étes maintenant armés pour comprendre les deux applications suiv-
antes.

6.1. Dynamique p-adique. Certains phénomenes qui font la richesse des sys-
temes dynamiques holomorphes, par exemple 1’existence de points de Cremer,
deviennent plus simples lorsqu’on les transpose du coté p-adique. Un bon ex-
emple est donné par le lemme de Jason Bell décrit dans le texte Un lemme
d’interpolation. Voici une conséquence de ce théoréme.

Soit f: CK — C* une transformation polynomiale; ceci signifie qu’il existe
des polyndmes fi(xy,...,xz) € Clxy,...,x] tels que

f(X],...,Xk) = (f](xla"' 7xk)7"'7fk(x17"'7xk))' (61)

On dit que f est un automorphisme de 1’espace C¥, et I’on note f € Aut(C*)
si f est inversible et I'inverse f~!: C¥ — CF est également une transformation
polynomiale. C’est le cas, par exemple, de toutes les transformations affines,
ou de f(x1,x2) = (x2,x1 +x3 +3). Dans I’énoncé suivant, /" désigne la com-
position fo fo---o f (n fois); plus précisément, les itérés de f définissent un
homomorphisme de groupe n € Z — f" € Aut(CK) (les automorphismes for-
ment un groupe pour la composition).

Théoréme 6.1. Soit f un élément de Aut(CK). Soit V un sous-ensemble de C*
défini par un syteme d’équations polynomiales. Si x € CK, alors I’ensemble des
temps de passage

Pasg(x;V)={meZ; f"(x) eV}
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est une union finie de progression arithmétiques.

Autrement dit, Pas(x; V') est une union finie d’ensembles de la forme {al +
b; ¢ € Z} ou la raison a de la progression arithmétique af + b peut étre nulle.
En particulier, si Pas s (x; V) est infini, il contient une suite ¢ € Z +— al + b avec
a # 0. Ce théoreme est dii a Bell, Ghioca et Tucker. Lorsque f est linéaire et V
est un sous-espace linéaire de Ck, ¢’est le théoreme de Skolem, Mahler et Lech:
I’ensemble des indices n en lesquels une suite (u,) définie par une relation de
récurrence linéaire s’annule est une union finie de progressions arithmétiques.

6.2. Alternative de Tits. Plus difficile, voici un énoncé démontré par Jacques
Tits, dont la démonstration utilise aussi un passage aux nombres p-adiques.
Soit G un sous-groupe de GL;(C) engendré par un nombre fini de matrices Ay,
..., Ag. Alors, ou bien G contient un sous-groupe H d’indice fini qui est résolu-
ble, ou bien G contient deux matrices A et B qui engendrent un groupe libre de
rang 2. Ceci signifie qu’il n’y a pas de relations non-triviale entre A et B : si les
entiers relatifs m; et n; sont tous non nuls, alors A™ B"A™B" ... A B" £ |d.
Voir le texte d’Yves Benoist intitulé Sous-groupes discrets des groupes de Lie,
Chapitre 3.
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