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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’action de groupe nilpotents sur des variétés algébriques com-
plexes. Nous allons voir comment la dimension de la variété donne des informations sur la structure
du groupe. Pour cela nous allons utiliser une méthode de changement de corps de base. Lorsque le
groupe est fini, on passe du corps des complexes à un corps fini pour pouvoir appliquer des lemmes de
comptage. Lorsque le groupe est infini de type fini, on passe du corps des complexes à Zp pour pouvoir
utiliser des outils analytiques.
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Première partie

Introduction
Ce mémoire porte sur l’étude de l’action de groupe nilpotents sur des variétés algébriques complexes.

Il a deux aspects principaux : Premièrement, l’outil principal développé et utilisé le long de ce mémoire
est le passage du corps des complexes à un autre corps ayant des propriétés arithmétiques particulières.
Le second point est le contrôle des groupes nilpotents par la dimension de l’espace sur lequel ils agissent.
On explicite dans cette introduction les théorèmes prouvés dans ce mémoire lorsque la variété algébrique
sur lequel le groupe agit est l’espace affine.

1 Sur les groupes finis

1.1 Structure des groupes finis d’automorphismes de l’espace affine

Ici on suppose donné un groupe G fini qui agit par automorphisme polynomiaux sur l’espace affine Ad
Q.

On cherche à montrer comment la dimension d de l’espace affine permet de borner la taille du groupe G.
Il est naturel de s’intéresser d’abord au cas d’une action linéaire, on a alors le théorème de Minkowski :

Théorème 1.1 ([Ser09], 5.1). Soit p un nombre premier et G un p-sous-groupe de GLd(Q) de cardinal pα,
alors

α ≤M(d, p) =

⌊
d

p− 1

⌋
+

⌊
d

p(p− 1)

⌋
+

⌊
d

p2(p− 1)

⌋
+ · · ·

Et le cas d’égalité est atteint.

La preuve de ce théorème utilise le passage de C vers un corps fini où l’on peut calculer le cardinal du
groupe des matrices inversibles.

On montre dans ce mémoire que cette même borne s’applique pour une action par automorphisme
polynomiaux.

Théorème 1.2. Soit p un nombre premier et G un p-sous-groupe de AutQ(Ad) de cardinal pα, alors

α ≤M(d, p) =

⌊
d

p− 1

⌋
+

⌊
d

p(p− 1)

⌋
+

⌊
d

p2(p− 1)

⌋
+ · · ·

La preuve utilise aussi le passage sur les corps finis. On montre d’abord que G est isomorphe à un
sous-groupe de Aut(Ad

F ) où F est un corps fini de caractéristique différente de p et ce pour deux raisons :
la première est que sur F , G a un point fixe. La deuxième est que l’on peut alors linéariser l’action
de G autour de ce point fixe pour appliquer le théorème de Minkowski.

Remarque 1.3. Ce théorème et son optimalité donne le fait qu’il n’existe pas de plongement

Aut(Am
Q) ↪→ Aut(An

Q)

si m > n, comme on le verra dans la partie 5.
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1.2 Le résultat de Prokhorov-Shramov

1.2 Le résultat de Prokhorov-Shramov

Dans leur article [PS16], Prokhorov et Shramov montre modulo la conjecture de Borisov-Alexeev-
Borisov un résultat de contrôle sur les sous-groupes finis des transformations birationnelles d’une variété
rationnellement connexe. Leur résultat est vrai modulo la conjecture BSB qui a été prouvé depuis.

Théorème 1.4. En supposant la conjecture de Borisov, Alexeevn Borisov vraie en dimension n, alors
il existe une constante L = L(n) tel que pour toute variété rationnellement connexe X de dimension n
définie sur un corps k de caractéristique 0 et pour tout nombre premier p > L, tout p-sous-groupe fini de
Bir(X) est abélien et engendré par au plus n éléments.

Depuis l’écriture de [PS16] la conjecture BSB a été démontré et ce théorème est donc vrai.
Ce résultat a des aspects plus forts que la borne de Minkowski pour les automorphismes polynomiaux

car on considère une classe plus générale de variété que l’espace affine et surtout, on ne considère pas les
automorphismes mais les transformations birationnelles. De plus on a une information sur la structure des
groupes finis et pas seulement sur leurs cardinaux et on ne se restreint pas au corps des rationnels donc ce
théorème est plus général. Cependant, dans le cas particulier des automorphismes de l’espace affine définis
sur Q, ce résultat est moins fort car on a une information pour les nombres premiers assez grand et une
borne moins forte.

Sur les groupes nilpotents de type fini

La suite du mémoire est consacrée au contrôle des groupes nilpotents de type fini agissant par auto-
morphismes algébriques sur une variété quasi-projective complexe.

Dans le cas où G est un groupe nilpotent de type fini agissant sur Ad
C. On montre que l’indice de

résolubilité virtuel de G est plus petit que d.
Ici, on ne va pas regarder l’action de G sur des corps finis mais on va effectuer un changement de base

pour se ramener sur Zp. On utilise le fait que tout corps de type fini sur Q se plonge dans Qp de sorte que
l’on puisse choisir un nombre fini d’éléments dont l’image sera dans Zp. On montre ce fait dans la partie
7.1.

Dans le cas de l’espace affine, tout est très simple. G étant de type fini son action est défini sur un
anneau R de type fini sur Z. On peut donc plonger R dans Zp de sorte que l’action de G est définie
sur Zp. Maintenant, G agit par automorphisme polynomiaux et donc en particulier par difféomorphisme
analytique sur Zdp. On peut donc utiliser la théorie de l’analyse p-adique pour étudier l’action de G. En
particulier, on regardera les champs de vecteurs associés aux éléments de G et l’algèbre de Lie qu’ils
engendrent pour obtenir le résultat suivant :

Théorème 1.5. Si G est un groupe nilpotent de type fini qui agit sur Ad
C par automorphisme polynomiaux,

alors
d ≥ vdl(G).

où vdl(G) est l’indice de résolubilité virtuel de G.

On étudiera enfin en dernière partie l’optimalité de ce théorème en regardant une classe particulière
de groupe nilpotent, le groupe Fn/D2, le quotient du groupe libre à n générateurs par son second groupe
dérivé.

Théorème 1.6. Soit n ≥ 2 un entier, alors le groupe Fn/D2 agit fidèlement sur une variété de dimension
2.
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On montrera en fait que l’on peut plonger Fn/D2 dans un groupe de matrice 3× 3.

Deuxième partie

Etude des groupes finis
Dans cette première partie, nous allons voir comment la donnée d’une action d’un groupe fini sur une

variété algébrique complexe nous donne des informations sur son cardinal. L’outil primordial utilisé dans
les preuve de cette partie est le passage du corps des complexes vers un corps fini.

2 Quelques résultats préliminaires

2.1 Sur les groupes finis

Nous allons travailler dans ce texte avec des p-groupes. On rappelle dans cette section quelques résultats
sur ceux-ci.

Définition 2.1. Soit G un groupe et p un nombre premier.

— On dit que c’est un p-groupe si le cardinal de G est une puissance de p. En particulier, Le groupe
trivial est un p-groupe.

— Soit H un sous-groupe de G, alors H est un p-sous-groupe de G si c’est un p-groupe.

Lemme 2.2. Tout p-groupe non trivial admet un élément d’ordre p.

Démonstration. Soit G un p-groupe et x ∈ G non trivial, alors x est d’ordre pl ≤ |G| avec l ≥ 1. Et
alors xpl−1 est d’ordre p.

Lemme 2.3. Le centre d’un p-groupe non trivial n’est jamais réduit à l’élément neutre.

Démonstration. Soit G un p-groupe, alors G agit sur lui-même par conjugaison. L’orbite de l’élément
neutre est réduite à un élément et par l’équation aux classes il existe au moins un autre point fixe (et en
fait au moins p-1 autre points fixes).

Lemme 2.4. Soit G un p-groupe de cardinal p`, alors pour tout 0 ≤ t ≤ `,G possède un sous-groupe
d’indice pt.

Démonstration. On fait la preuve par récurrence sur `, si ` = 0 ou ` = 1 c’est vrai. Maintenant, on
suppose |G| = p` avec ` ≥ 2. Soit t ≤ `, par le lemme précédent, le centre Z(G) de G est un p-sous-groupe
non trivial de G. Par le lemme 2.2, il existe x ∈ Z(G) non trivial d’ordre p. Le sous-groupe engendré
par x est distingué dans G et on a le morphisme de groupes π : G � G/<x> =: G′. On a |G′| = p`−1 et
par récurrence il existe un sous-groupe H ′ de G′ de cardinal pt−1. On définit alors H := π−1(H ′), c’est un
sous-groupe de G de cardinal pt car chaque fibre est de cardinal p.

On définit dans la partie 7.4, la notion de groupes nilpotents et les propriétés de bases de ces groupes.

Théorème 2.5. Soit p un nombre premier. Tout p-groupe est nilpotent.
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2.2 Arithmétique et Algèbre

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur le cardinal du groupe en utilisant le fait que le centre
d’un p-groupe non trivial n’est jamais trivial.

Si G est trivial, c’est vrai. Si G est de cardinal p aussi car alors G est cyclique et isomorphe à Z/pZ qui
est abélien.

Supposons G de cardinal p` avec ` ≥ 2, alors Z(G) est abélien donc nilpotent. De plus, Z(G) est non
trivial donc par récurrence G/Z(G) est nilpotent. Ceci implique que G est nilpotent car Z(G) est central.

Définition 2.6. Soit G un groupe fini et p un nombre premier. On note α la valuation p-adique de |G|.
Un p-sous groupe de Sylow de G est un sous-groupe H ⊂ G de cardinal pα.

Théorème 2.7 (Théorème de Sylow). Soit G un groupe fini et p un facteur premier de |G|. En notant α la
valuation p-adique de G, on a

1. G contient un p-sous-groupe de Sylow.

2. Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow.

3. Tous les p-sous-groupes de G sont conjugués dans G.

4. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G divise |G|pα et est congru à 1 modulo p.

2.2 Arithmétique et Algèbre

2.2.1 Idéaux maximaux

Théorème 2.8. Soit A un anneau commutatif et I un idéal strict de A, alors il existe un idéal maximal
contenant I. En particulier, avec I = {0}, on voit que tout anneau commutatif admet un idéal maximal.

Démonstration. Ceci découle du lemme de Zorn. En effet, soit X l’ensemble des idéaux stricts conte-
nant A. X est ordonné par l’inclusion et est non vide car I ∈ X. De plus, si on prend une suite crois-
sante (Jk)k∈K d’éléments de X, alors l’idéal J :=

⋃
k∈K en est un majorant. En effet, J est un idéal car

c’est une union d’idéaux croissants, de plus c’est un idéal strict car pour tout k ∈ K, 1 n’appartient pas
à Ik donc 1 n’appartient pas à J . Par le lemme de Zorn, X admet un élément maximal et c’est un idéal
maximal par définition.

Théorème 2.9 (Nullstellensatz). Soit k un corps et A une k-algèbre de type fini. Soit m un idéal maximal
de A, alors A/m est une extension finie de k.

Théorème 2.10 (Nullstellensatz, deuxième version). Soit k un corps algébriquement clos et f1, ..., fn ∈
k[X1, ..., Xd] des polynômes, alors le système (fi = 0)1≤i≤n n’a pas de solutions dans k si et seulement si
l’idéal (f1, ..., fn) est égal à k[X1, ..., Xn].

Théorème 2.11. Soit A une Z-algèbre de type fini et m un idéal maximal de A,alors A/m est un corps
fini.

Démonstration. On note n := Z ∩ m. Comme c’est un idéal premier de Z, on a n = 0 ou bien n =
pZ avec p premier.

Montrons que A/m est une extension finie du corps des fractions de Z/n. A est une Z-algèbre de type
fini donc il existe a1, ..., as ∈ A tel que tout élément de A s’écrive comme polynôme à coefficients entiers
en les ai. Notons ai l’image de ai dans A/m, il est clair que tout élément de A/m s’écrit comme polynôme
à coefficients dans Z/n en les ai. Donc A/m est un corps qui est une Frac(Z/n)-algèbre de type fini. Par
le Nullstellensatz, on a que A/m est une extension finie de Frac(Z/n).
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Supposons que n = 0, alors A/m est une extension finie de Q. On en prend une base e1, ..., en comme
Q-espace vectoriel, alors il existe un entier q tel que ∀i, qai ∈ Ze1⊕...⊕Zen et ∀k, l, qek ·el ∈ Ze1⊕...⊕Zen.
Et donc, Qe1 ⊕ ...⊕Qen = A/m ⊂ Z[1

q ]e1 ⊕ ...⊕ Z[1
q ]en c’est absurde.

Donc il existe un nombre premier p tel que n = pZ et alors A/m est une extension finie de Z/pZ donc
est un corps fini.

2.2.2 Résultats arithmétiques

Théorème 2.12 (Dirichlet). Soient a et m deux entiers premiers entre eux. Il existe alors une infinité de
nombre premiers p tel que p ≡ m mod a.

Proposition 2.13. Soit n un entier naturel et p un nombre premier, alors

vp(n!) =
∑
k≥1

⌊
n

pk

⌋
où vp est la valuation p-adique standard.

Démonstration. On remarque tout d’abord que la somme de droite est finie. Ensuite, on fait le calcul :

vp(n!) =
n∑
k=1

vp(k) =
∑
t≥1

t
∣∣{1 ≤ x ≤ n

∣∣ pt | x et pt+1 - x
}∣∣

=
∑
t≥1

t

(⌊
n

pt

⌋
−
⌊

n

pt+1

⌋)
=
∑
t≥1

t

⌊
n

pt

⌋
−
∑
t≥2

(t− 1)

⌊
n

pt+1

⌋
=
∑
t≥1

⌊
n

pt

⌋

3 Un p-groupe a un point fixe

Théorème 3.1. Soit p un nombre premier et G un p-sous-groupe de Autk(A
d) avec k un corps algébri-

quement clos de caractéristique différente de p, alors G a un point fixe.

Démonstration. Premier cas : k = F`

Supposons tout d’abord que k = F` est la clôture algébrique d’un corps fini avec l∧p = 1. Il existe q >
0 tel que l’action de G est définie sur F`q . Mais alors G agit sur Ad(F`q) = (F`q)

d qui est de cardinal `qd.
Par l’équation aux classes, on a une orbite qui consiste d’un seul point, c’est un point fixe de G.

Cas général

Comme G est fini il existe un anneau Λ ⊂ k de type fini sur Z au-dessus duquel l’action de G est
définie. Tout élément g de G est défini par un unique d-uplet de polynômes (Pg,i)1≤i≤d ∈ Q[X1, ..., Xd]

d tel
que g = (P1,g, ..., Pd,g). Si G n’a pas de points fixes cela veut dire que le système

xi − Pg,i(x1, . . . , xd) = 0 (g ∈ G, 1 ≤ i ≤ d)
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n’a pas de solutions sur C. Par le Nullstellensatz 2.10, il existe des polynômes Qg,i tels que∑
1≤i≤d,g∈G

(xi − Pg,i(x1, ..., xd))Qg,i(x1, ..., xd) = 1 (1)

Ajoutons à Λ les coefficients des Qg,i et 1/p. Cela donne un anneau de type fini Λ′ ⊃ Λ. Soit m un idéal
maximal de Λ′, on sait par le théorème 2.11 que Λ′/m = Fl est un corps fini de caractéristique différente
de p car p est inversible dans Λ′. Donc si on note G′ l’image de G, c’est un p-sous-groupe (de cardinal
inférieur ou égal à |G|) de AutFl(A

d) qui n’a pas de point fixe par (1). C’est absurde.

Ce théorème nous dit qu’un p-groupe ne peut pas agir librement sur une variété algébrique définie sur
un corps de caractéristique différente de p. Ce résultat est faux en caractéristique p.

Théorème 3.2. Soit G un p-groupe, il existe une action libre de G sur Ad
Fp

avec d = |G|(|G|−1)
2 .

Démonstration. On note N = |G|. Il est connu que G se plonge dans le groupe symétrique SN en consi-
dérant l’action de G sur lui-même par translation. On a de plus une injection ϕ : SN ↪→ GLN (Fp) où
pour σ ∈ Sn, ϕ(σ) est l’application linéaire qui envoie le i-ème vecteur de la base canonique sur le σ(i)-ème
vecteur. On identifie G avec son image dans GLN (Fp). On considère maintenant le sous-groupe :

TN (Fp) :=




1 ∗ · · · ∗

0 1
. . .

...
...

. . . . . . ∗
0 · · · 0 1

 ∈ GLN (Fp)


C’est un p-sous-groupe de Sylow de GLN (Fp) car |GLN (Fp)| = p

N(N−1)
2

∏N
i=1(pi − 1) et |TN (Fp)| est

égal à p
N(N−1)

2 . Or, G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow H qui est conjugué à TN (Fp) par le
théorème de Sylow (2.7). Donc, on a un plongement G ↪→ TN (Fp).

Enfin, on définit d := N(N−1)
2 et on identifie

Ad(Fp) =




1 ∗ · · · ∗

0 1
. . .

...
...

. . . . . . ∗
0 · · · 0 1

 ∈ GLN (Fp)


G agit alors de façon polynomiale sur Ad(Fp) par multiplication matricielle et cette action est libre.

On obtient une action libre de G sur Ad
Fp

.

4 Borne des sous-groupes finis de GLd(Q)

Théorème 4.1. Soit p un nombre premier et G un p-sous-groupe de GLd(Q) de cardinal pα, alors

α ≤M(d, p) =

⌊
d

p− 1

⌋
+

⌊
d

p(p− 1)

⌋
+

⌊
d

p2(p− 1)

⌋
+ · · · =

⌊
d

p− 1

⌋
+ vp

(
(

⌊
d

p− 1

⌋
!

)
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Remarque 4.2. On observe que le nombre M(d, p) est nul pour tout nombre premier p plus grand
que d+ 1. Ainsi, l’entier M(d) :=

∏
p∈PM(d, p), où P est l’ensemble des nombres premiers est bien défini.

On peut alors déduire une borne sur les sous-groupes finis de GLd(Q).

Corollaire 4.3. Soit G un sous-groupe fini de GLd(Q), alors |G| divise M(d). En particulier, |G| ≤M(d)

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout nombre premier p, on a vp(|G|) ≤ vp(M(d)) = M(d, p).
Ainsi, p un nombre premier et α := vp(|G|). Par le théorème de Sylow (2.7),G admet un p-sous-groupeH de
cardinal pα. Par le théorème 4.1, on a α ≤M(d, p) = vp(M(d)), ce qui conclut la preuve du corollaire.

Preuve du théorème. Cas p 6= 2
On va montrer que G peut être vu comme un sous groupe d’un groupe linéaire sur un corps fini. Pour

cela, soit N assez grand tel que G ⊂ GLd(Z[1/N ]), alors pour tout nombre premier ` assez grand, la
réduction modulo ` de G est bien définie et est injective. De plus, on peut choisir ` de sorte qu’il soit un
générateur de (Z/p2Z)∗. En effet, ce groupe est cyclique et soit x un générateur. On sait par le théorème
de Dirichlet que l’ensemble des nombres premiers ` tels que ` ≡ x mod p2 est infini. On peut donc en
choisir un suffisamment grand tel que G ↪→ GLd(F`).

Or, |GLd(F`)| = `
d(d−1)

2
∏d
i=1(`i − 1), donc |G| = pα divise ce nombre. Nous allons donc étudier la

valuation p-adique de
∏d
i=1(`i − 1).

Tout d’abord, si `i ≡ 1 mod p, alors `ip − 1 = (`i − 1)
∑p−1

j=0 `
ij . Or, p divise `i − 1, donc

∑p−1
j=0 `

ij ≡∑p−1
j=0 1 ≡ 0 mod p. Donc `ip ≡ 1 mod p2. Ainsi, par le choix de `, on a p(p− 1) qui divise ip, donc p−

1 divise i. On vient de montrer que p/(`i − 1) ⇒ (p − 1)/i (c’est ici que l’hypothèse p 6= 2 est utilisée).
On suppose donc dans la suite que p − 1 divise i. Par notre choix de `, on a que si p ne divise pas i,
alors ϕ(p2) = (p − 1)p ne divise pas i et donc p2 ne divise pas `i − 1. Ainsi, vp(`i − 1) = 1. De manière
générale, on a le

Lemme 4.4. Avec ` et p choisi comme précédemment. Si p− 1 divise i, alors

vp(`
i − 1) = 1 + vp(i)

Preuve du lemme. On montre ce résultat par récurrence sur vp(i). Si vp(i) = 0, c’est vrai par ce qui a été
fait au-dessus.

On écrit i = (p− 1)pk+1m avec p - m et on suppose le résultat vrai pour vp(i) = k, alors en notant s =
`(p−1)m :

(sp
k+1 − 1) = (sp

k − 1)

p−1∑
j=0

sjp
k

Par hypothèse de récurrence, on a vp(sp
k − 1) = 1 +k et il existe u ∈ N avec p - u tel que spk = 1 +upk+1.

Et on a,
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Ak :=

p−1∑
j=0

sjp
k

=

p−1∑
j=0

j∑
t=0

(
j

t

)
utp(k+1)t

= p+

p−1∑
j=1

jupk+1 +

p−1∑
j=0

j∑
t=2

(
j

t

)
utp(k+1)t

= p+
u(p− 1)

2
pk+2 +

p−1∑
j=0

j∑
t=2

(
j

t

)
utp(k+1)t

︸ ︷︷ ︸
divisible par p2 car k≥0 et p 6=2

Donc vp(Ak) = 1 ce qui conclut la preuve du lemme.

Ainsi, on a l’inégalité

α ≤
∑

p−1|i,1≤i≤d

(1 + vp(i)) =
+∞∑
k=0

(1 + k) Card
{

1 ≤ i ≤ d
∣∣∣ (p− 1)pk|i et (p− 1)pk+1 - i

}
=
∑
k≥0

(1 + k)

(⌊
d

(p− 1)pk

⌋
−
⌊

d

(p− 1)pk+1

⌋)

=
∑
k≥0

(1 + k)

⌊
d

(p− 1)pk

⌋
−
∑
k≥1

k

⌊
d

(p− 1)pk

⌋

=

⌊
d

p− 1

⌋
+
∑
k≥1

⌊
d

(p− 1)pk

⌋
Ce qui est la borne voulue.

Cas p = 2 Plonger G dans un groupe linéaire ne suffit pas, il est nécessaire de le plonger dans un groupe
orthogonal pour avoir la borne souhaitée. On a le

Lemme 4.5. Soit G un sous-groupe fini de GLd(Q), il existe une forme quadratique définie positive à
coefficients entiers sur Qd telle que G est un sous-groupe de O(q).

Démonstration. On prend la forme quadratique définie positive telle que ∀x ∈ Qd, q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

d et
on définit q′ =

∑
g∈G q ◦ g qui est stable par G et définie positive. Quitte à multiplier q′ par une constante

on peut la prendre à coefficients entiers.

Nous allons avoir besoin dans la preuve de calculer le cardinal d’un groupe orthogonal sur un corps
fini.
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Théorème 4.6. Soit F un corps fini de caractéristique différente de 2 de cardinal q et Q une forme
quadratique sur F non dégénérée, alors on a

|O2k(F,Q)| = 2qk(k−1)(qk − 1)

k−1∏
i=1

(q2i − 1) si le discriminant de Q est un carré

|O2k(F,Q)| = 2qk(k−1)(qk + 1)
k−1∏
i=1

(q2i − 1) sinon

et |O2k+1(F,Q)| = 2qk
2

k∏
i=1

(q2i − 1)

Remarque 4.7. Sur les corps finis, une forme quadratique non dégénérée est déterminée à conjugaison
près par son discriminant, il y a donc potentiellement deux classes de groupe orthogonal. Cependant, en
dimension impaire on peut montrer que ce sont les mêmes, alors qu’en dimension paire il y a bien deux
classes de groupes orthogonaux non isomorphes car de cardinaux différents. C’est pour cela qu’il y a une
distinction de cas en dimension paire. Pour une preuve détaillée de ce théorème voir [Gro02], théorème
9.11.

On choisit donc une forme quadratique non dégénérée sur Qd à coefficients entiers et on choisit ` un
nombre premier assez grand avec ` ≡ ±3 mod 8 tel que G s’injecte dans GLd(F`) et que ` ne divise pas
le discriminant et les coefficients de q. Alors G s’injecte en fait dans le groupe orthogonal Od(F`, q).

Remarque 4.8. On a (`2k−1) = (`k−1)(`k+1). Donc v2(`k±1) ≤ v2(`2k−1)−1, car `k+1 et `k−1 sont
pairs . Finalement, si on note |G| = 2α, on a par le théorème 4.6

α ≤ 1 +
k∑
i=1

v2(`2i − 1) si d = 2k + 1

et α ≤
k∑
i=1

v2(`2i − 1) si d = 2k

On calcule les valuations qui interviennent :

Lemme 4.9. Si ` ≡ ±3 mod 8, on a

v2(`2i − 1) = 3 + v2(i)

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur v2(i).
Si i est impair, alors

`2i − 1 = (`2 − 1)
i−1∑
j=0

`2j

= (`− 1)(`+ 1)

i−1∑
j=0

`2j︸ ︷︷ ︸
≡1 mod 2

On a `2i ≡ 1 mod 8 donc v2(`2i − 1) ≥ 3 d’une part. D’autre part, comme ` ≡ ±3 mod 8, on
a v2(` ± 1) ≤ 2, donc v2(`2 − 1) ≤ 4. Mais 4 divise ` − 1 si et seulement si 4 ne divise pas ` + 1,
donc v2(`2 − 1) ≤ 3 et on a l’égalité.
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Supposons que le résultat soit vrai pour v2(i) = q et on écrit i = 2q+1m avec m impair, alors

`2i − 1 = (`2
q+1m − 1)(`2

q+1m + 1)

Par hypothèse de récurrence, on a v2(`2
q+1m − 1) = 3 + q et `2q+1m + 1 qui est pair mais pas divisible

par 4 car `2q+1m − 1 l’est. On obtient donc bien v2(`2i − 1) = 3 + q + 1 et la formule est vraie par
récurrence.

On peut maintenant finir la preuve dans le cas p = 2.

Cas d = 2k + 1 On a par la remarque précédente :

α ≤ 1 +
k∑
i=1

v2(`2i − 1) = 1 +
k∑
i=1

(3 + v2(i))

= 1 + 3k +
k∑
i=1

v2(i) = 1 + 3k + v2(k!)

= 1 + 3k +
∑
t≥1

⌊
k

2t

⌋
par la proposition 2.13

= 1 + 3k +
∑
t≥1

⌊
(d− 1)

2t+1

⌋
≤ 1 + 3k +

∑
t≥2

⌊
d

2t

⌋

Et on conclut car 1 + 3k = 3d
2 −

1
2 = d+ d−1

2 = d+
⌊
d
2

⌋
.

Cas d = 2k On a de façon analogue

α ≤ 3k + v2(k!)

= 3k +
∑
t≥1

⌊
k

2t

⌋
= 3k +

∑
t≥1

⌊
d

2t+1

⌋

On conclut car 3k = 3d
2 = d+ d

2 .

Remarque 4.10. Dans le cas p = 2, on aurait pu remplacer le corps F` par F`t avec t impair. En
effet, si on note q = `t, alors G a un point fixe m′ ∈ Ad(Fq) par l’équation aux classes et le mor-
phisme G → GLd(Fq) induit par m′ est aussi injectif avec le même argument que celui de la preuve. De
plus, q ≡ ±3 mod 8 et pour tout i, v2(q2i − 1) = v2(`2ti − 1) = 3 + v2(ti) = 3 + v2(i), car t est impair.
Donc v2(|Od(F`, Q)|) = v2(|Od(Fq, Q)|) et on aboutit à la même borne sur le cardinal de G.

On a aussi le fait que cette borne est optimale.

Proposition 4.11 ([Ser07], 1.4). Soit p un nombre premier et d ≥ 1, il existe un p-sous-groupe G de
GLd(Q) tel que

vp(|G|) = M(d, p).
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Démonstration. Le groupe symétrique Sp admet une représentation fidèle sur l’espace vectoriel V1 =

{(x1, .., xp) ∈ Rp | x1 + ...+ xp = 0} de dimension p− 1. On note r =
⌊

d
p−1

⌋
. On considère l’espace vecto-

riel V = V1⊕· · ·⊕Vr somme directe de r copies de V1. Soit S le produit semi-direct de Sr et (Sp)
r où Sr per-

mute les copies de Sp. S a une représentation fidèle sur V qui est de dimension r(p− 1) ≤ n. Donc S est
un sous-groupe de GLr(p−1)(Q) et donc un sous-groupe de GLn(Q). Calculons maintenant la valuation p-
adique du cardinal de S :

vp(|S|) = vp(r!) + vp((p!)
r) = r + vp(r!) =

⌊
d

p− 1

⌋
+

⌊
d

p(p− 1)

⌋
+ ... = M(d, p)

N’importe quel p-Sylow donne un p-sous-groupe de GLn(Q) de cardinal M(d, p).

5 Borne de Minkowski sur les p-groupes d’automorphismes polynomiaux

On montre dans cette section que la borne que l’on trouve sur les p-groupes de matrices est la même
pour les p-groupes finis de AutQ(Ad). La preuve utilise un mélange de la preuve de Minkowski et de
l’existence d’un point fixe pour un p-groupe en caractéristique différente de p.

Théorème 5.1. Soit p un nombre premier et G un p-sous-groupe de AutQ(Ad) de cardinal pα, alors

α ≤M(d, p) =

⌊
d

p− 1

⌋
+

⌊
d

p(p− 1)

⌋
+

⌊
d

p2(p− 1)

⌋
+ · · ·

Nous allons déduire ce théorème du résultat suivant :

Théorème 5.2. Soit p un nombre premier et G un p-sous-groupe de AutQ(Ad).
— Si p 6= 2, on peut plonger G dans GLd(Fl) avec ` un nombre premier générateur de (Z/p2Z)∗.
— Si p = 2, on peut plonger G dans Od(Fq, f), avec q = l2t+1, ` un nombre premier congru à ±3

mod 8 et f une forme quadratique non dégénérée sur Fq.

Ce théorème permet bien de trouver les bornes voulues sur les cardinaux car :

— Dans le cas p 6= 2, on obtient donc G comme un p-sous-groupe de GLn(F`) avec ` premier et
générateur de (Z/p2Z)∗. On peut donc conclure comme pour la preuve de la borne de Minkowski
sur les sous-groupes de GLd(Q).

— Dans le cas p = 2, on conclut par la remarque 4.10.

Démonstration. Cas p 6= 2.
Les coefficients des polynômes définissant les éléments de G sont à coefficients rationnels. On peut donc

les voir dans un anneau de la forme Z[ 1
N ]. Ainsi, pour tout nombre premier ` avec ` > N , la réduction

modulo ` a un sens, car N est inversible modulo `. On obtient donc un morphisme de groupes ρ` :
G → AutF`(A

d). On montre qu’on peut choisir ` de sorte que ρ` soit injectif. Pour tout g ∈ G, il
existe xg ∈ Qd tel que g(xg) 6= xg, ainsi pour tout nombre premier `g assez grand, on a g(xg) 6≡ xg
mod `g. Comme G est fini, on peut trouver un nombre premier ` commun à tous les éléments de g. On va
supposer, comme dans la preuve des bornes de Minkowski que ` est un générateur de (Z/p2Z)∗ ce qui est
possible par le théorème de Dirichlet.

On a donc montré qu’on peut voir G comme un p-sous-groupe de AutF`(A
d) pour un ` bien choisi.

Dans la suite, on remplace G par son image dans AutFl(A
d). G agit alors sur Ad(F`) = (F`)

d qui est
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de cardinal `d. Par l’équation aux classes et comme ` ∧ p = 1, on a une orbite qui consiste en un point.
C’est un point fixe F`-rationnel pour l’action de G que l’on note m = (m1, . . . ,md). On va maintenant
plonger G dans le groupe GLd(F`).

On définit le morphisme de groupe :

ϕ : G −→ GLd(F`)
g 7−→ Dmg

C’est bien un morphisme car m est fixe par G.
Tout élément g de G s’écrit par des polynômes g = (P1, . . . , Pd). En décomposant chaque polynôme

en polynôme homogène et en changeant de coordonnées pour que m soit l’origine (ce qui est possible
car m est F`-rationnel) on obtient la décomposition :

g(z1, . . . , zd) = Dmg(z1, ..., zd) +
N∑
j=2

Aj(z1, . . . , zd)

Avec Aj la partie homogène de degré j de g. Montrons alors que ϕ est injectif, soit g ∈ kerϕ avec g 6= id,
alors g s’écrit

g(z1, ..., zd) = id(z1, ..., zd) +Aj0(z1, . . . , zd) +Ag(z1, ..., zd)

avec j0 le plus petit indice j tel que Aj soit non nul et Ag les termes de degrés supérieurs à j0 + 1, on itère
g :

g2(z1, ..., zd) = id(z1, ..., zd) +Aj0(z1, ..., zd) +Ag(z1, ..., zd)

+Aj0 ((id(z1, ..., zd) +Aj0(z1, ..., zd) +Ag(z1, ..., zd)) +Ag(g(z1, ..., zd))

= id(z1, ..., zd) + 2Aj0(z1, ..., zd) + (termes de degré supérieurs)
En itérant le calcul, on obtient

∀n ≥ 0, gn(z1, ..., zd) = id(z1, ..., zd) + nAj0(z1, . . . , zd) + (termes de degrés supérieurs)

Mais pour n = pα, on a gpα = id ce qui impose pαAj0 = 0. Comme ` ne divise pas pα, on obtient Aj0 = 0,
c’est absurde.

On a donc bien un plongement de G dans GLd(Fl) avec ` un nombre premier générateur de (Z/p2Z)∗.

Cas p = 2 On cherche comme dans le cas linéaire à plonger G dans un groupe orthogonal. Soient t =
(t1, . . . , td) ∈ Cd, on note Bt la forme bilinéaire symétrique définie par la matrice diagonale Diag(t1, . . . , td)
dans la base canonique. Pour tout g ∈ G, on définit un champ de forme bilinéaire symétrique g∗(Bt) par

∀x ∈ Ad(Q),∀u, v ∈ Tx(Ad), g∗(Bt)x(u, v) = Bt(Dxg(u), Dxg(v))

Et on définit At
x la matrice associée dans la base canonique à la forme bilinéaire symétrique

∑
g∈G g

∗(Bt)x.
On regarde le polynôme P (t;x) = det(At

x) ∈ Q[t1, ..., td, x1, ..., xd] où x = (x1, .., xd). On cherche à trouver
un corps fini Fq de caractéristique ` ≡ ±3 mod 8 et des scalaires t1, ..., td tels que pour m ∈ Ad(Fq) un
point fixe pour l’action de G, on ait P (t;m) 6= 0 dans Fq. Dans ce cas, on aura que G est un 2-sous-groupe
du groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée sur Fq.

Pour cela, il suffit de trouver un corps fini Fq dans lequel le système suivant a une solution :

(P)

{
P (t;x) = 1

P gi (x)− xi = 0, ∀g ∈ G, 1 ≤ i ≤ d

où les polynômes P gi sont ceux tels que g = (P g1 , ..., P
g
d ).
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Remarque 5.3. Pour tout nombre premier ` assez grand, le système (P) est bien défini dans tout corps
de caractéristique `. En effet, il suffit de prendre ` plus grand que tous les dénominateurs des coefficients
des polynômes qui interviennent dans ce système.

Supposons que (P) n’ait pas de solutions dans C, alors par le Nullstellensatz (2.10), il existe des
complexes µ, et (λgi )g∈G,1≤i≤d tels que

1 = µ(P (t;x)− 1) +
∑

g∈G,1≤i≤d
λgi (P

g
i (x)− xi)

Maintenant, par le théorème 3.1, G admet un point fixe z0 ∈ Ad(C) et on a

µ(P (t; z0)− 1) = 1

Or, P (0, ..., 0; z0) = 0 par construction de P , donc µ = −1 et P (t, z0) = P (t1, ..., td; z0) ∈ Q[t1, ..., td] se-
rait le polynôme nul. Mais ceci est impossible car on peut choisir t1, ..., td tous entiers positifs, et dans
ce cas la forme quadratique associée à At

z0 est définie positive donc son discriminant est non nul et
alors det(At

z0) est non nul. On aboutit donc à une contradiction.
Ainsi, notre système (P) a une solution (t, x) avec t = (t1, ..., td) ∈ Cd et x = (x1, ..., xd) ∈ Ad(C). On

note A l’algèbre engendrée par les coefficients de tous les polynômes apparaissant dans (P), par les ti et
par les xi. C’est une Z-algèbre finiment engendrée. Soit ` un nombre premier congru à ±3 mod 8 assez
grand pour ne diviser aucun des coefficients des polynômes apparaissant dans (P) (un tel nombre ` existe
par Dirichlet). Par la prop 2.8, il existe un idéal maximal m ⊂ A contenant `. Le corps A/m est fini par
la proposition 2.11 et on le note Fq. Par notre choix de m, on a que q est une puissance de `, i.e q = `t.

Ainsi, G se plonge dans AutFq(A
d) et on peut l’identifier avec son image dans ce groupe. En no-

tant m l’image de x dans Ad(Fq) et f la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est
l’image de At

x par la réduction modulo m, on définit le morphisme de groupes injectif

ϕ : G ↪→ Od(Fq, f)
g 7→ Dmg

En effet, f est clairement stable par ϕ(G) et comme m est un point fixe, ϕ est bien définie comme
morphisme de groupes. L’injectivité de ϕ se montre de la même manière que pour la preuve de la borne
de Minkoswki. De plus, par construction le discriminant de f vaut 1, donc f est non dégénérée.

Maintenant, si q = `t est une puissance impaire de `, le résultat est démontré. Sinon, on rem-
place Fq par F`t+1 grâce à l’injection F`t ↪→ F`t+1 . f reste une forme quadratique non dégénérée sur F`t+1 et
on a un plongement G ↪→ Od(F`t+1 , f). On note alors Fq = F`t+1 .

Dans tous les cas on obtient un plongement de G dans Od(Fq, f) avec les propriétés désirées.

On obtient donc la même borne que pour les sous-groupes finis de GLd(Q) alors que GLd(Q) ⊂
Aut(Ad

Q). Par la proposition 4.11, cette borne reste optimale dans le cas polynomial et on a donc le
corollaire suivant :

Corollaire 5.4. Il n’existe pas de plongement Aut(Am
Q) ↪→ Aut(An

Q) si m > n.

Démonstration. On a m > n et v2(m!) ≥ v2(n!), donc M(2,m) > M(2, n). Ainsi, par la proposition 4.11,
il existe un 2-sous-groupe dans Aut(Am

Q) de taille trop grande pour être un 2-sous-groupe de Aut(An
Q).

16



Troisième partie

Utilisation des nombres p-adiques
Maintenant que l’étude des groupes finis est terminée. On regarde les groupes nilpotents de type fini.

Si pour les groupes finis, il fallait passer du corps des complexes aux corps finis pour appliquer des lemmes
de comptage, ici nous allons passer de C à Zp avec p un nombre premier car nous allons avoir besoin
d’outils analytiques.

6 Résultats d’analyse p-adique

6.1 Le principe des Zéros Isolés

Dans cette partieK est un corps valué. C’est à dire un corps muni d’une valuation tel queK soit complet
pour la valeur absolue |·| associée à cette valuation. C’est à dire une norme |·| telle que l’on ait l’inégalité
triangulaire améliorée : ∀a, b ∈ K, |a+ b| ≤ max(|a| , |b|) et qu’on ait la multiplicativité : |ab| = |a| × |b|.
On note R l’anneau de valuation de K, c’est l’ensemble des éléments de valeur absolue inférieur ou égale
à 1. En particulier, K est le corps des fractions de R.

Lemme 6.1. Soit a, b ∈ K, alors si |a| 6= |b|, on a

|a+ b| = max(|a| , |b|)

Démonstration. Si a ou b est nul c’est évident. Supposons que les deux sont non nuls. On peut supposer
quitte à inverser a et b que |a| < |b|. On a |a+ b| = |b|

∣∣1 + a
b

∣∣. Il suffit donc de montrer que ∀x ∈ R, |x| <
1 ⇒ 1 + x ∈ R∗. Prenons un tel x, on définit yn :=

∑n
i=0(−1)ixi, alors la limite y := limn yn est bien

définie car |x| < 1. Et on a bien (1 + x)yn = 1 − (−1)n+1xn+1 → 1, y est donc l’inverse de 1 + x ce qui
donne le résultat.

Ce lemme est très utile en pratique. Prenons une série entière à coefficients dans K, f =
∑

n≥0 anx
n de

rayon de convergence rf > 0. Alors pour tout x ∈ K tel que |x| < rf , on a

|f(x)| ≤ sup
n≥0
|an| |x|n .

Et s’il existe un entier m tel que pour tout n 6= m, |an| |x|n < |am| |x|m, alors

|f(x)| = |am| |x|m .

En particulier, si x est non nul et f non plus, alors f(x) 6= 0. Ceci nous pousse à définir le module de
croissance de f :

Définition 6.2 (Module de croissance). Soit f =
∑

n≥0 anx
n une série entière à coefficients dans K. On

note rf le rayon de convergence de f . Soit 0 < r < rf .

1. Le module de croissance de f est défini par

Mr(f) = sup
n∈N
|an| rn = max

n∈N
|an| rn.
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6.1 Le principe des Zéros Isolés

2. On dit que r est un rayon régulier s’il existe un unique entier n = n(r) tel que Mr(f) = |an| rn. Le
monôme anxn est alors appelé le monôme dominant pour ce rayon.

3. S’il existe au moins 2 indices i 6= j, tel que Mr(f) = |ai| ri = |aj | rj , on dit que r est un rayon
critique. Les tels monômes aixi sont alors appelés les monômes résonnants.

Remarque 6.3. On a bien un maximum dans la définition au lieu d’un supremum car r < rf , donc anrn →
0.

Lemme 6.4. Avec les mêmes notations que la définition précédente, soit 0 < r ≤ rf tel que anrn tende
vers 0, alors l’ensemble des rayons critiques de f strictement inférieur à r est fini.

Démonstration. Soitm tel queMr(f) = |am| rm = maxn |an| rn. Alors pour toutN > m, il vient |aN | rN ≤
|am| rm ⇒ |aN |

|am|r
N−m ≤ 1. Donc

∀0 < s < r,
|aN |
|am|

sN−m < 1⇒ |aN | sN < |am| sm.

Donc seulement les monômes d’indice plus petit que m peuvent résonner avec amsm. Ainsi, les rayons
critiques s < r seront ceux qui vérifieront une équation de la forme

si−j =
|aj |
|ai|

, (0 ≤ i < j ≤ m).

Il y en a donc bien un nombre fini.

Ce lemme permet de démontrer le principe des zéros isolés pour une série entière à coefficients dans K.

Théorème 6.5 (Principe des zéros isolés). Soit f : R → Kd une fonction analytique, alors les zéros
de f sont en nombre fini.

Plus précisément, avec d = 1, en écrivant f =
∑

i aix
i si r0 < r1 < ... < rs ≤ 1 sont les rayons

critiques de f inférieur ou égaux à 1. On définit pour tout i = 1, .., s,

νi := min

{
n ∈ N

∣∣∣∣ |an| = sup
i
|ai|
}

et µi := max

{
n ∈ N

∣∣∣∣ |an| = sup
i
|ai|
}
.

Alors f a au plus
∑s

k=1(µk − νk) zéros sur R.

Démonstration. Voir ([Rob13], chapitre 6 partie 2).
En projetant sur les coordonnées il suffit de montrer le résultat pour d = 1. On a alors

f(x) =
∑
i≥0

aix
i

(le fait que f soit définie sur R impose que ai → 0, donc rf ≥ 1).
On va tout d’abord montrer que f a un nombre fini de zéros sur la sphère de rayon 1, c’est à dire

sur R∗.
Pour cela, on définit ν = min {n ∈ N | |an| = supi |ai|} et µ = max {n ∈ N | an = supi |ai|}. Si µ = ν,

alors ∀k 6= µ, |ak| < |aµ| et donc pour tout x ∈ R∗, on a |f(x)| = |aµ| 6= 0. Donc f n’a pas de zéros sur R∗.
Si µ < ν, on va montrer que f a au plus µ − ν zéros comptés avec multiplicité sur R∗. Soit a ∈ R∗,

un zéro de f , alors f se factorise f(x) = (x − a)g(x). si on définit µ′ et ν ′ pour g, on a alors si g(x) =
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6.2 Flot et champs de vecteurs analytiques

∑
bkx

k que ak = bk−1 − abk, en particulier si |bk−1| 6= |bk|, alors |ak| = max(|bk−1| , |bk|) par le lemme
6.1. Donc µ′ = µ − 1 et ν ′ = ν. Donc µ′ − ν ′ = µ − ν − 1. On voit donc que le procédé doit s’arrêter et
lorsque µ− ν = 0 on a vu que la fonction n’avait plus de zéros.

Maintenant, soit a un zéro de f de norme r < 1. Il est clair que r est un rayon critique de f , sinon
il ne pourrait pas y avoir de zéros de norme r. On regarde la fonction h(x) := f(xa). h est analytique
et rh = rf/ |a| > rf ≥ 1. Donc h a un nombre fini de zéros sur R∗ par ce qui précède. Ainsi, f a un nombre
fini de zéros de norme r qui est un rayon critique. Et l’on conclut par le fait qu’il y a un nombre fini rayon
critique inférieur à 1 par le lemme 6.4.

Proposition 6.6 (Prolongement Analytique). Soit f : Rd → Kd′ une fonction analytique. Si f est nulle
sur un ouvert, alors f est nulle partout.

Démonstration. Soit U un ouvert de Rd sur lequel f est nulle. Soit x ∈ U , on peut remplacer U par la
boule ouverte de centre x et de rayon r pour un certain r > 0. Soit y ∈ Rd, on considère la fonction

ϕ : t ∈ R 7→ f(x+ t(y − x))

Soit k un entier tel que
∣∣∣∣pk(y − x)

∣∣∣∣ < r, alors pour tout n ∈ N∗, on a ϕ(pkn) = 0. Donc l’ensemble des
zéros de ϕ est infini, ϕ étant analytique, par le théorème 6.5, elle est nulle et donc f(y) = ϕ(1) = 0.

6.2 Flot et champs de vecteurs analytiques

Dans cette partie, K un corps valué et complet pour la norme associée à la valuation tel que |p| = 1/p.
En particulier, pour tout k ∈ Z, |k| ≤ 1. Un telle norme est forcément ultramétrique, en effet, si x, y ∈ K,
alors (x + y)N =

∑N
k=0

(
N
k

)
xkyn−k et donc |x+ y|N ≤ (N + 1) max(|x| , |y|)N par l’inégalité triangulaire

classique. Maintenant, en prenant la racine N -ième dans cette inégalité et en faisant N → ∞, on a
bien |x+ y| ≤ max(|x| , |y|).

On note R l’anneau de valuation de K. On définit la norme de Gauss sur R[x1, ..., xd] =: R[x] par

f =
∑
I⊂Nd

aIx
I , ||f || := sup

I⊂Nd

|aI |

On définit l’algèbre de Tate R〈x〉 comme le complété de R[x] pour cette norme. C’est l’anneau de
séries entières à coefficients dans R définies sur Rd. Concrètement, tout élément de R〈x〉 est une série
entière f =

∑
I⊂Nd fIx

I tel que fI → 0 lorsque I →∞.

Définition 6.7. Une fonction f : Rd → R est dite Tate-analytique si f ∈ R〈x〉.

Définition 6.8. Soient c > 0 et f, g ∈ R〈x〉, on note f ≡ g mod pc si

||f − g|| ≤ |p|c

On note U = Rd le polydisque de dimension d, on définit une norme sur U de la façon suivante :
si x = (x1, ..., xd) ∈ U , alors ||x|| = max |xi|. De sorte que pour tout h ∈ R〈x〉 et y ∈ U , on a ||h(y)|| ≤ 1.
Donc toute fonction g de R〈x〉 définit une fonction analytique g : U → U .

si g = (g1, ..., gd) est un élément de R〈x〉, on définit la norme de g comme ||g|| = maxi ||gi||. On a

||g|| ≤ 1 et ∀x, y ∈ U , ||g(x)− g(y)|| ≤ ||g|| ||x− y||

De sorte que g est 1-Lipschitzienne.
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6.2 Flot et champs de vecteurs analytiques

Si on a plusieurs indéterminées x = (x1, ...,xd) et y = (y1, ...ym), alors la composition

R〈y〉n ×R〈x〉m → R〈x〉n

(h1, ..., hn), (g1, ..., gm)→ (h1(g1, ..., gn), ...., hn(g1, ..., gm))

est bien définie et lorsque n = m = d, on obtient le monoïde (R〈x〉d, ◦) avec la loi de composition

R〈x〉d ×R〈x〉d → R〈x〉d

Définition 6.9. Les éléments inversibles du monoïde R〈x〉 muni de la composition sont les difféomor-
phismes analytiques de Tate. Ils forment un groupe que l’on notera Diffan(U).

La distance entre deux difféomorphismes analytiques g,f est définie par ||g − f || ce qui permet de
donner à Diffan(U) une structure de groupe topologique.

Lemme 6.10. Soient f, g, h ∈ R〈x〉d.
(1) ||g ◦ f || ≤ ||g||.
(2) si f est dans Diffan(U), alors ||g ◦ f || = ||g||.
(3) ||g ◦ (id +h)− g|| ≤ ||h||.
(4) Si f est un difféomorphisme analytique, alors ||f − id|| =

∣∣∣∣f−1 − id
∣∣∣∣.

Démonstration. (1) Soit s ∈ R et c > 0 tel que |s| = |p|c = ||g||. Alors (1/s)g est un élément de R〈x〉d,
donc (1/s)g ◦ f aussi, ainsi ||g ◦ f || ≤ |p|c = ||g||.

(2) On a ||g|| =
∣∣∣∣g ◦ f ◦ f−1

∣∣∣∣ ≤ ||g ◦ f || ≤ ||g|| par (1). Donc toutes les inégalités sont des égalités.
(3) On écrit h = (h1, ..., hd) avec ||h||i ≤ 1. Alors g ◦ (id +h) s’écrit

g ◦ (id +h) = g +A1(h) +
∑
j≥2

A2(h)

avec Aj un polynôme homogène de degré j, ce qui donne le résultat.
(4) On a ||f − id|| =

∣∣∣∣f ◦ (id +(f−1 − id))− f
∣∣∣∣, donc par (3), ||f − id|| ≤

∣∣∣∣f−1 − id
∣∣∣∣ et le résultat

découle en appliquant ceci à f−1.

Ce lemme permet d’établir le résultat suivant :

Proposition 6.11. Pour tout nombre réel c > 0, on note Dc = {f ∈ Diffan(U | ||f − id|| ≤ |p|c}. Alors
Dc est un sous-groupe distingué de Diffan(U).

Démonstration. Si f, g appartiennent à Dc, alors par le lemme 6.10, on a que f−1 appartient à Dc et g ◦
f aussi. Donc Dc est un sous-groupe, car id ∈ Dc.

Ensuite, si f ∈ Dc et h ∈ Diffan(U), alors∣∣∣∣h−1 ◦ f ◦ h− id
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(h−1 ◦ f − h−1) ◦ h
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣h−1 ◦ f − h−1
∣∣∣∣ .

Mais le lemme 6.10, donne que∣∣∣∣h−1 ◦ f − h−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣h−1 ◦ (id +f − id)− h−1
∣∣∣∣ ≤ ||f − id|| ≤ |p|c .

Donc Dc est bien un sous-groupe distingué.
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6.2 Flot et champs de vecteurs analytiques

Définition 6.12. Une fonction Φ ∈ R〈x, n〉d telle que

∀s, t ∈ R,∀x ∈ U ,Φ(x, t+ s) = Φ(Φ(s, x), t).

est appelé un flot analytique. On notera Φt = Φ(·, t).

Théorème 6.13 (Bell-Poonen). Soit f un élément de R〈x〉d tel que f ≡ id mod pc avec c > 1
p−1 ,

alors f est un difféomorphismes analytique et il existe un unique flot analytique Φ : U × R → U tel
que Φ1 = f . On a en particulier

∀n ∈ Z,Φn = fn.

Démonstration. L’unicité vient du fait que si Φ,Ψ sont deux flots qui vérifient les propriétés du théorème,
en fixant x ∈ R, la fonction t ∈ R 7→ Φ(x, t)−Ψ(x, t) est analytique et s’annule sur Z donc par le principe
des zéros isolés (lemme 6.5) la fonction est nulle. Donc Φ = Ψ.

Pour l’existence, comme ||f − id|| ≤ |p|c, on a pour tout h ∈ R[x]d, h(f(x)) ≡ f(x) mod pc et en
prenant des limites h(f(x)) ≡ h(x) mod pc pour tout h ∈ R〈x〉d. Donc l’opérateur ∆ défini par ∆h(x) =
h(f(x))− h(x) envoie R〈x〉d sur pcR〈x〉d. On va appliquer ∆ à l’identité et on définit alors

Φ(x, n) =
∑
m≥0

(
n

m

)
∆mx =

∑
m≥0

n(n− 1)...(n−m+ 1)
∆mx

m!

Φ est bien un élément de de R〈x, n〉d car il existe ε > 0 tel que c = 1
p−1 + ε et donc ||∆mx|| ≤ |p|mc <

p
− m
p−1
−mε et |m!| = p−vp(m!) ≥ p

m
p−1 . Donc

∣∣∣∣∆mx
m!

∣∣∣∣ ≤ p−mε → 0.
Et si n ∈ N, alors

Φ(x, n) =

n∑
m=0

(
n

m

)
∆mx = (∆ + id)nx = fn(x)

Pour montrer les autres propriétés : On prend t ∈ N et on fixe x ∈ Rd. Prenons la fonction, g : s ∈
R 7→ Φ(x, t+ s)−Φ(Φ(x, s), t), alors g est analytique et s’annule sur tout N qui est infini, par le principe
des zéros isolés (lemme 6.5), g est nulle. Donc pour tout t ∈ N, s ∈ R,Φ(x, s + t) = Φ(Φ(x, s), t). En
répétant cet argument à s ∈ R fixé, on obtient que pour tout t, s ∈ R,Φ(x, t+ s) = Φ(Φ(x, t), s).

Enfin, on a pour tout t ∈ R,Φ(x, t) = f ◦Φ(x, t−1). Avec t = 0 on obtient que f est un difféomorphisme
analytique et que f−1 = Φ(·,−1). Ce qui donne bien pour tout n ∈ Z,Φ(x, n) = fn(x).

Remarque 6.14. Le théorème de Bell-Poonen nous donne que si p ≥ 3, alors toute fonction analytique f ∈
R〈x〉d qui vérifie f ≡ id mod p est inclus dans un flot analytique.

Définition 6.15. On considère la K-algèbre de Lie Θ(U) des champs de vecteurs analytiques sur U . Un
élément X de U s’écrit X =

∑d
j=1 uj(x)∂j , avec uj des fonctions analytiques définies sur Rd à valeurs

dans Kd (c’est à dire qu’il existe s ∈ R, tel que ∀j, suj ∈ R〈x〉d).
Si Y est un autre champ de vecteurs on définit le crochet de Lie de X et Y par :

[X,Y] =
d∑
j=1

wj(x)∂j avec wj =
d∑
i=1

(
ui
∂vj
∂xi
− vi

∂uj
∂xi

)
.

Lemme 6.16. Soit Φ : U × R → U un flot analytique. Alors X :=
(
∂Φt
∂t

)
t=0

est un champ de vecteurs
analytique. Il est invariant par Φt : pour tout t ∈ R, (Φt)

∗X = X. De plus, en notant f = Φ1, on
a X(x0) = 0 si et seulement si x0 est un point fixe de f .
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Démonstration. Soit x ∈ U , alors X(x) = ∂Φ
∂t |t=0

(x, t). Et

(Φs)
∗X(x) = DΦs(x)Φ−s(X(Φs(x))) = DΦs(x)Φ−s

(
∂Φ

∂t |t=0
(x, t+ s)

)
=

∂

∂t |t=0
Φ−s(Φ(x, t+ s))

=
∂Φt

∂t |t=0
(x) = X(x).

Ensuite, si x0 est un point tel que X(x0) = 0, alors X est nul le long de la courbe t 7→ Φ(x0, t) car X est
invariant par Φt, donc ∂tΦ(x0, t) = 0 pour tout t, comme Φ(x0, 0) = x0, on a le résultat.

Réciproquement, si x0 est un point fixe de f , alors c’est aussi un point fixe de fn pour tout n ∈ Z.
Donc la fonction t ∈ R 7→ Φt(x0)−x0 est analytique et nulle sur Z, il vient par le principe des zéros isolés
(lemme 6.5) qu’elle est nulle. Ainsi, pour tout t ∈ R,Φt(x0) = x0 et donc ∂

∂t |t=0
Φ(x0, t) = 0 = X(x0).

Corollaire 6.17. Si f est un élément de Diffan(U) avec f ≡ id mod pc pour un certain c > 1/(p − 1),
alors f est donné par le flot Φf au temps t = 1 d’un unique champ de vecteur analytique Xf . Les zéros
de Xf sont exactement les points fixes de f .

Deux tels difféomorphismes f et g commutent si et seulement si [Xf ,Xg] = 0.

Démonstration. Si Xf et Xg commutent, alors les flots commutent aussi dans le sens où

Φf (Φg(x, s), t) = Φg(Φf (x, t), s)).

En prenant s = t = 1, on a que f et g commutent. Réciproquement, si f et g commutent, on a pour
tout s, t ∈ N, f s ◦ gt = gt ◦ fs, donc

Φf (Φg(x, t), s) = Φg(Φf (x, s), t), ∀s, t ∈ N

Un argument d’analycité avec le principe des zéros isolés similaire à ceux fait précédemment donne que
les flots Φf et Φg commutent et donc [Xf ,Xg] = 0.

7 Des complexes au p-adique

Pour étudier l’action de groupes nilpotents sur nos variétés complexes, nous allons nous ramener à
l’étude d’un groupe nilpotent agissant de façon analytique sur une variété définie sur Zp. A la fin de cette
partie, nous montrerons comment utiliser le passage vers Zp pour démontrer un analogue du théorème de
Skolem-Mahler-Lech en géométrie algébrique.

7.1 Un théorème de plongement

On énonce d’abord le leme de Hensel qui va servir dans la suite.

Théorème 7.1 (Hensel). Soit f ∈ Z[X] un polynôme à coefficient entiers. Soit n ≥ 1 tel que f a une
racine x modulo pn, alors, si f ′(x) 6= 0 mod p, f admet une racine y dans Zp tel que y ≡ x mod pn.

Démonstration. On cherche à construire y = (ym)m≥1 ∈ Zp une racine de f , on va construire ym par
récurrence en démontrant le lemme suivant
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7.1 Un théorème de plongement

Lemme 7.2. Avec les mêmes hypothèses que l’énoncé, il existe y ∈ Z/pn+1Z tel que y ≡ x mod pn et
f(y) = 0 mod pn+1.

Démonstration. soit x0 ∈ Z un relèvement de x, prenons h ∈ pnZ, on a f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2g(h) avec g ∈ Z[T ]. On a f(x0+h) ≡ f(x0)+hf ′(x0) mod pn+1. Comme f ′(x0) est inversible modulo p, il
l’est aussi modulo pn et on choisit h ∈ Z tel que h ≡ − f(x0)

f ′(x0) mod pn+1. En prenant y = x0 +h mod pn+1,
comme f(x) = 0 mod pn, on a bien y ≡ x mod pn.

On construit y de la façon suivante : on pose pour tout i = 1, .., n, yi = x mod pi. Soit m ≥ n, on
suppose avoir construit ym ∈ Z/pmZ tel que f(ym) = 0 mod pm et ym ≡ x mod pn. On a f ′(ym) ≡ f ′(x)
mod p, donc est inverisble modulo p et le lemme nous donne ym+1 ∈ Z/pm+1Z tel que f(ym+1) = 0
mod pm+1 et ym+1 ≡ ym mod pm.

En posant y := (ym)m≥1 ∈ Zp, y est bien une racine de f dans Zp.

Tout est possible grâce au résultat suivant :

Proposition 7.3. Soit K une extension de type finie sur Q et S ⊂ K une partie finie. L’ensemble des
nombres premiers p tel qu’il existe un plongement K ↪→ Qp de sorte que S soit envoyé dans Zp est infini.

Démonstration. Comme K est de type fini sur Q, on peut trouver des éléments t1, ..., td, θ ∈ K tels
que K = Q(t1, ..., td)(θ), avec t1, ..., td algébriquement indépendants et θ algébrique sur Q(t1, ..., td) par
le théorème de l’élément primitif.

Soit f ∈ Q(t1, .., td)[x] le polynôme minimal de θ sur Q(t1, ..., td). En éliminant les dénominateurs
on peut supposer que f ∈ Z[t1, ..., td][x]. On note ∆(t1, ..., td) ∈ Z[t1, ..., td] le discriminant de f par
rapport à x. Pour tout s ∈ S, il existe un polynôme gs ∈ Q(t1, ..., td)[x] tel que gs(θ) = s. On choi-
sit un polynôme Bs ∈ Z[t1, ..., td][x] tel que Bsgs ∈ Z[t1, ..., td][x]. Enfin, on définit le polynôme As ∈
Z[t1, ..., td] comme le résultat de f(x) et Bsgs(x). Choisissons maintenant des entiers a1, ...ad tels que

(i) ∆(a1, ..., ad) 6= 0.

(ii) f(a1, ..., ad;x) n’est pas un polynôme constant.

(iii) Bs(a1, ..., ad) 6= 0 pour tout s ∈ S.
(iv) As(a1, ..., ad) 6= 0 pour tout s ∈ S.
Un tel choix d’entiers est possible. En effet, si on note P (t1, ..., td) le coefficient dominant de f , alors le
polynôme

P (t1, ..., td)∆(t1, ..., td)

(∏
s∈S

As

)(∏
s∈S

Bs

)
est un polynôme non nul à coefficient entiers. Donc on peut trouver des entiers a1, ..., ad qui n’annule pas
ce polynôme (car Zd est dense dans Qd pour la topologie de Zariski) et ces entiers conviennent.

On regarde maintenant les nombres premiers p tels que

(i) ∆(a1, ..., ad) 6= 0 mod p.

(ii) As(a1, ..., ad) 6= 0 mod p, pour tout s ∈ S.
(iii) Bs(a1, ..., ad) 6= 0 mod p pour tout s ∈ S.
(iv) f(a1, ..., ad;x) a une racine modulo p.
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7.1 Un théorème de plongement

Il existe une infinité de tels p premier. En effet, les trois premières condition sont vérifiées dès que p est
assez grand et pour la dernière on a le lemme suivant :

Lemme 7.4. Soit f ∈ Z[X], il existe une infinité de nombres premiers p tels que f a une racine modulo p.

Démonstration. On suppose quitte à prendre −f que le coefficient dominant de f est positif. Il existe alors
un rang T à partir duquel ∀n ≥ T, f(n) ≥ 0.

Supposons que le lemme soit faux, il existe alors des nombres premiers p1, ..., pr tels que

∀n ∈ Z, f(n) = p
α1
n

1 · · · p
αrn
r

Mais alors, on a
Card ({f(n) | n ∈ N} ∩ [0,M ]) = O((logM)r)

Car f(n) ≤M ⇒ ∀i, αin ≤ 1
pi

logM .
Mais en +∞, f(n) est équivalent à cnd avec d le degré de f et c > 0 le coefficient dominant de f . Ce

qui donne que Card ({f(n) | n ∈ N} ∩ [0,M ]) ≥ βM1/d pour β > 0 une constante et M assez grand. Ceci
est absurde.

Fixons un tel p, on choisit µ1, ..., µd algébriquement indépendants dans Zp (c’est possible car Zp n’est
pas dénombrable). Le polynôme f(a1 + pµ1, ..., ad + pµd) a une racine modulo p, et comme ∆(a1, ..., ad) 6=
0 mod p le lemme de Hensel donne une racine θ′ ∈ Zp de f(a1 + pµ1, ..., ad + pµd). On a donc un
plongement K ↪→ Qp donné par

ti 7→ ai + pµi, θ 7→ θ′

De plus les conditions sur As et Bs nous assure que les éléments de S sont envoyés dans Zp. En effet,
si on note s′ l’image de s ∈ S par ce morphisme, on a s′ = gs(a1 + pµ1, ..., ad + pµd)(θ

′), ensuite Bs(a1 +
pµ1, ..., ad+pµd) est dans Z∗p car non nul modulo p. Donc Bs(a1+pµ1, ..., ad+pµd)s

′ ∈ Zp et finalement, s′ ∈
Zp.

Définition 7.5. Soit X une variété irréductible complexe et Γ un sous-groupe finiment engendré de
Aut(X).

• Soit R un anneau intègre. On dit que (X,Γ) est défini sur R, s’il existe un schéma irréductible,
séparé et réduit XR sur R et un monomorphisme Γ ↪→ Aut(XR) tel que X et Γ soit obtenu par le
changement de base X = XR ×SpecR SpecC.

• Soit p un nombre premier. Un modèle de (X,Γ) sur Zp est est la donnée

1. d’un anneau R ⊂ C sur lequel X et Γ sont définis et d’un plongement R ↪→ Zp.

2. D’une variété irréductible X sur Zp et d’un monomorphisme ρ : Γ ↪→ AutZp(X ) tel que

X ' XR ×SpecR SpecZp

est le changement de base de XR et pour tout f ∈ Γ, ρ(f) est le changement de base de f .

• Un bon modèle sur Zp de (X,Γ) est la donné d’un modèle avec de plus la condition que la fibre
spéciale XFp = X ×SpecZp SpecFp est géométriquement réduite et irréductible et que de plus sa
dimension soit

dimFp(XFp) = dimQp(X ×SpecR Spec(Qp))
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7.2 D’automorphismes algébriques vers des difféomorphismes analytiques

Proposition 7.6. Soit X une variété projective irréductible complexe et Γ un sous-groupe de Aut(X) de
type fini. Alors il existe une infinité de nombres premiers p ≥ 3 tels que (X,Γ) admet un bon modèle
sur Zp.

Démonstration. La preuve se décompose en deux parties, d’abord un lemme préparatoire puis la construc-
tion du bon modèle.

On choisit un plongement X ↪→ PM (C) tel que X = Z(a) avec a un idéal homogène de C[X0, ..., XM ]
et Z(a) le lieu d’annulation de a. Comme Γ est de type fini, il existe un anneau R de type fini sur Z sur
lequel, X et Γ sont définis. C’est à dire qu’il existe une variété projective XR → SpecR telle que X =
XR ×SpecR SpecC. En effet, on peut prendre par exemple l’anneau engendré par les coefficients des
générateurs de a et de Γ. Soit π : XR → SpecR un tel modèle de fibre générique XK où K est le corps
des fractions de R.

Lemme 7.7. Il existe un ouvert affine non vide U de SpecR tel que

(1) V est de type fini sur SpecZ.

(2) Pour tout point y ∈ U , la fibre Xy est géométriquement irréductible et dimk(y)Xy = dimK XK ,
où k(y) est le corps résiduel de y.

Démonstration. On aura besoin du fait que pour tout schéma intègre affine SpecA de type fini sur SpecZ et
tout ouvert V1 de SpecA, il existe un ouvert affine V2 ⊂ V1 qui est de type fini sur SpecZ. En effet, si
on note I l’idéal de A tel que SpecA \ V1 = SpecA/I, alors en prenant n’importe quel f ∈ I non nul, on
a SpecA[1/f ] ⊂ V1 qui est de type fini sur SpecZ car SpecA l’est.

Comme X est irréductible sur C et que K = C, on a que XK est géométriquement réduite. Par
([DG66], Proposition 9.7.8), on a l’existence d’un ouvert V de SpecR tel que pour tout y ∈ V , Xy est
géométriquement irréductible. par le lemme précédent, on peut supposer que V est affine, intègre, de type
fini sur SpecZ. Ensuite, par le théorème de platitude générique ([DG66], Proposition 8.9.4) , on peut
encore réduire V de sorte que π : π−1(V ) → V soit plat. Dans ce cas, pour tout y ∈ V , la fibre Xy est
géométriquement irréductible et de dimension dimk(y)Xy = dimK XK par platitude.

Maintenant, on peut remplacer R par l’anneau R′ tel que V = SpecR′ en sachant que pour tout y ∈
R′, Xy est géométriquement irréductible de dimension d = dimX. Comme R′ est de type fini, il existe
une infinité de nombre premiers p ≥ 3 tels que R′ ↪→ Zp par la proposition (7.3), ce qui donne un mor-
phisme SpecZp → SpecR′. On pose X = XR ×SpecR′ SpecZp. Par ce que l’on sait sur les fibres du
morphismes XR′ → SpecR′, on a que la fibre spéciale XFp est géométriquement réduite et de dimen-
sion d. X est donc un bon modèle de (X,Γ).

Remarque 7.8. Ce théorème est aussi vrai pour les variétés quasi-projectives. En effet, soit X une telle
variété, il suffit de reprendre la preuve en choisissant un plongement X ↪→ PM

C tel que X = Z(a) \
Z(b) avec a et b des idéaux homogènes, on prend alors pour R l’anneau engendré par les coefficients des
générateurs de a et b et le reste de la preuve ne change pas.

7.2 D’automorphismes algébriques vers des difféomorphismes analytiques

Dans cette partie on considère X un schéma de dimension d sur Zp tel que

• X est quasi-projectif sur Zp et sa fibre générique et spéciale sont géométriquement irréductibles
(sur Qp et Fp respectivement).
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7.3 Le théorème de Skolem-Mahler-Lech en géométrie algébrique

• X = X ×SpecZp SpecFp est la fibre spéciale de X .
• Φ : X → X est un automorphisme de Zp-schémas.

• Φ : X → X est la restriction de Φ à la fibre spéciale.

• r : X (Zp)→ X (Fp) est l’application de réduction.

• x est un Fp-point.

Pour les deux propositions suivantes, on renvoie à [BGT10]

Proposition 7.9. Soit X un schéma quasi-projectif sur Zp. Il existe une fonction ι : X (Zp) → Zdp qui
induit une bijection analytique entre Zdp et l’ouvert de X (Zp) des points β tels que r(β) = x.

Proposition 7.10. On suppose que Φ(x) = x, alors il existe des fonctions Tate-analytiques F1, ..., Fd ∈
Z〈T1, ..., Td〉 telles que

(i) Pour tout β ∈ X (Zp) tel que r(β) = x, en notant ι(β) = (β1, ..., βd) on a

ι(Φ(β)) = (F1(β1, ..., βd), ..., Fd(β1, ..., βd))

(ii) Chaque Fi est congru à polynôme linéaire modulo p (c’est à dire que tous les coefficients de degré
supérieur ou égal à 2 de Fi est divisible par p).

En notant F = (F1, ..., Fd), on a que F est un difféomorphisme analytique de Zdp car Φ est un auto-
morphisme.

Remarque 7.11. On a en fait unicité de F par prolongement analytique,de sorte que ce procédé est
fonctoriel. En effet si Ψ est un autre automorphisme vérifiant les mêmes conditions que Φ, si on note FΨ le
difféomorphisme analytique associé, on a par unicité que

FΦ◦Ψ = FΦ ◦ FΨ

et Fid = id.

Proposition 7.12. Soit Γ un sous-groupe de AutZp(X ). Il existe un sous-groupe d’indice fini Γ0 ⊂ Γ tel
que l’action de Γ0 sur X est conjuguée à une action d’un sous-groupe de Diffan1 (U) avec U = Zdp.

Démonstration. La restriction à la fibre spéciale donne un morphisme de Γ vers Perm(X (Fp)) qui est un
groupe fini. On peut donc trouver un sous-groupe Γ′ ⊂ Γ d’indice fini tel que Γ′ agit trivialement sur X (Fp).
Alors par la proposition 7.10 et la remarque 7.11, on a un monomorphisme Γ′ ↪→ Diffan(U). On suppose
maintenant que Γ′ ⊂ Diffan(U). Le (2) de la proposition 7.10 donne que la réduction modulo p fournit un
morphisme de Γ′ vers Aff(Z/pZ)d) le groupe des transformations affines de (Z/pZ)d qui est fini. Donc le
noyau Γ0 ⊂ Γ′ du morphisme de réduction modulo p est d’indice fini et est un sous-groupe de Diffan1 (U).
Ainsi, Γ0 est un sous-groupe d’indice fini de Γ dont l’action sur X est conjuguée à une action d’un sous-
groupe de Diffan1 (U).

7.3 Le théorème de Skolem-Mahler-Lech en géométrie algébrique

Le théorème de Skolem-Mahler-Lech donne une information sur l’ensemble des zéros d’une suite récur-
rente linéaire.
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7.3 Le théorème de Skolem-Mahler-Lech en géométrie algébrique

Théorème 7.13 (Skolem-Mahler-Lech). Soit u := (un)n∈N une suite récurrente linéaire à coefficients
complexes, alors l’ensemble des zéros de u est une union d’un ensemble fini et d’une union finie de pro-
gression arithmétique. C’est à dire

{n ∈ N | un = 0} = F ∪
r⋃
i=1

(aiN + bi)

avec F fini et ai, bi des entiers positifs.

La preuve utilise de l’analyse p-adique. On peut montrer un énoncé similaire en géométrie algébrique
dont la preuve s’inspire du théorème pour les suites.

Théorème 7.14. Soit X une variété affine sur C, Φ : X → X un automorphisme de X, α ∈ X(C) et V
une sous-variété fermée de X, alors l’ensemble {n ∈ N | Φn(α) ∈ V } est une union d’un ensemble fini et
d’une union finie de progression arithmétique.

Remarque 7.15. On retrouve bien le théorème de Skolem-Mahler-Lech. En effet, si u est une suite
récurrente linéaire d’ordre d, alors en notant X0 = (u0, ..., ud−1), on sait qu’il existe une matrice A telle
que 

un
un+1
...

un+d−1

 = AnX0

et alors
{n ∈ N | un = 0} = {n ∈ N | AnX0 ∈ {x0 = 0}}

On retrouve bien le théorème de Skolem-Mahler-Lech

Preuve du théorème. On traite d’abord le cas où X = An
C est l’espace affine. Φ = (F1, ..., Fn) est alors un

automorphisme polynomial de Cn dans Cn et V est définie par des polynômes G1, .., Gs ∈ C[X1, ..., Xn] .
Soit R l’anneau engendré par les coefficients des Fi, des Gj et les coordonnées de α. Par la proposition
7.3, il existe un nombre premier p tel que Φ = (F1, ..., Fn) soit alors un automorphisme de Ad

Zp
, V une

sous-variété fermée définie par G1, ..., Gs ∈ Zp[X] et α ∈ An
Zp

(Zp).
Maintenant on veut utiliser le lemme de Bell-Poonen (6.13) pour plonger l’orbite de α dans un flot

analytique. Cependant, on n’a pas forcément Φ ≡ id mod p, pour remédier à cela, on va remplacer Φ par
une certaine puissance. Avec la proposition 7.12, on a déjà qu’il existe une puissance de Φ qui appartient
à Diffan1 (Zdp), mais dans le cas où l’on considère qu’un seul morphisme on peut voir directement comment
utiliser le lemme de Bell-Poonen.

Par un changement de coordonnées affine, on peut supposer que α = 0.
Comme An(Z/p2Z) est fini et que GLn(Z/pZ) est fini aussi, il existe une puissance N de Φ telle

que Φn ≡ id mod p2 et Dmf ≡ id mod p pour tout point m ∈ An(Zp). Ainsi, on a

ΦN (x) = p2A0 + (id +pB1)(x) +
∑
k≥2

Ak(x)

avec A0 ∈ An(Zp), B1 une matrice n × n à coefficients dans Zp et
∑

k≥2Ak est une somme finie de
polynômes homogènes de degré k à coefficients dans Zp.
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On définit maintenant Ψ(x) := p−1ΦN (px) = pA0 + (id +pB1)(x) +
∑

k≥2 p
k−1Ak(x). On a Ψ ≡ id

mod p et c’est un élément de Zp〈x〉. Par le lemme de Bell-Poonen (6.13), il existe un flot analytique f(x, t) ∈
Zp〈x, t〉 tel que ∀l ∈ Z, f(x, l) = Ψl(x) = p−1ΦNl(px). On voit que pour tout l ∈ Z, f(·, l) est analytique
définie sur la boule de fermée centre 0 et de rayon p, c’est donc le cas aussi pour f(·, t) pour tout t ∈ Zp.

On pose pour tout j = 0, ..., n− 1 :

fj(t) = pf(p−1Φj(α), t)

fj : Zp → Qd
p est bien une fonction analytique et on a pour tout b ∈ Z :

fj(b) = ΦNb+j(α)

Maintenant, s’il existe une infinité d’entiers m tel que Φm(α) ∈ V , alors certaines des fonctions fj ont
une infinité de valeurs dans V . Ce qui veut dire que les fonctions analytiques Gi(fj(t)) s’annule une infinité
de fois, par le principe des zéros isolés (6.5), elles sont nulles. Donc pour tout b ∈ N, fj(b) ∈ V , c’est à dire{

ΦNb+j(α)
∣∣∣ b ∈ N

}
⊂ V

Ce qui nous donne le résultat.
Pour le cas général, on utilise le théorème de Srinivas

Théorème 7.16 (Srinivas). Soit Y une variété affine sur un corps k, il existe un entier n = n(Y ) > 0 tel
que pour tout N > n, si f, g : Y ↪→ AN

k sont deux plongements dans un espace affine, alors il existe un
automorphisme de k-schémas ϕ : AN

k → AN
k tel que f = ϕ ◦ g.

Démonstration. Voir [?], Théorème 2 , page 26].

Dans notre cas, on prend on a une variété affine X et un automorphisme de schémas Φ : X →
x. on prend un entier N assez grand tel qu’il existe un plongement ι : X ↪→ AN

C et tel qu’on soit
dans les conditions du théorème. Posons g = ι ◦ Φ, on applique le théorème à g et ι, alors il existe un
automorphisme Ψ : AN

C → AN
C tel que g = Ψ ◦ ι. C’est à dire

ι ◦ Φ = Ψ ◦ ι

Donc Φ se prolonge en un automorphisme Ψ de AN
C et alors

{n ∈ N | Φn(α) ∈ V } = {n ∈ N | Ψn(α) ∈ V }

V peut être vue comme une sous-variété fermée de AN
C et on s’est ramené au cas de l’espace affine.

Quatrième partie

Minoration de la dimension à l’aide de l’indice de
Résolubilité

Dans cette partie, on va étudier l’action d’un groupe nilpotent sur une variété quasi-projective com-
plexe. Le principal résultat de cette section et que l’on peut utiliser l’indice de résolubilité virtuel du groupe
pour minorer la dimension sur laquelle le groupe agit, résultat qui est mentionné dans [CX14], théorème
6.6.
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7.4 Résultat sur les groupes Nilpotents

7.4 Résultat sur les groupes Nilpotents

Définition 7.17. Soit G un groupe, on définit la suite centrale descendante par G(0) := G et par
induction G(r) = [G(r−1), G]. On définit aussi G(0) = G et par induction G(r) = [G(r−1), G(r−1)].

On dit que G est nilpotent s’il existe s ≥ 0 tel que G(s) = 0 et on note nilp(G) le plus petit s qui vérifie
cette propriété. C’est l’indice de nilpotence de G.

On dit que G est résoluble, s’il existe t ≥ 0 tel que G(t) = 0. On note dl(G) le plus petit t qui vérifie
cette propriété. C’est l’indice de résolubilité de G.

On définit les algèbres de Lie nilpotentes de la même manière.

Remarque 7.18. On a G nilpotent ⇒, G résoluble.

Lemme 7.19. Soit G un groupe et H un sous-groupe central de G. Alors G est nilpotent si et seulement
si G/H est nilpotent.

De même, si h est une algèbre de Lie et z une sous-algèbre de Lie centrale de h, alors h est nilpotente
si et seulement si h/z l’est.

Démonstration. On a la suite exacte 0 → H → G → G/H → 0. On note G1 := G/H Si G est nilpotent
d’indice r, alors G(r)

1 = 0 car G se surjecte sur G1. Réciproquement, si G1 est nilpotent d’indice r,
alors G(r) ⊂ H car il est nul dans G1 et comme H est central, G(r+1) = 0.

La preuve est analogue dans le cas des algèbres de Lie.

Lemme 7.20. Supposons que l’on a une suite exacte de groupe résolubles

0→ K → G→ H → 0

, alors dl(G) ≤ dl(H) + dl(K).

Démonstration. Soient h, g, k les indices de résolubilités de H,G,K respectivement. On a G(h) ⊂ K car
nul dans H. Comme K(k) = 0, on a (G(h))(k) = G(h+k) = 0. Donc g ≤ k + h.

7.5 Un premier résultat de minoration sur Zp.

Définition 7.21. Soit H ⊂ Diffan1 (Zdp) un groupe. On définit h la Qp-algèbre de Lie engendrée par les
champs de vecteurs analytiques Xf pour f dans H. On dit que h est l’algèbre de Lie associée à H.

Théorème 7.22. Si H ⊂ Diffan1 (Zp) est un groupe nilpotent, alors H est abélien et h aussi.

Démonstration. SiH est nilpotent, alors son centre n’est pas trivial. Soit f ∈ Z(H) non trivial, alorsXf est
dans le centre de h. On peut trouver un redressement de Xf sur un petit polydisque V tel que Xf = ∂x.
Mais alors, sur V, tout élément X de h s’écrit X = α∂x avec α ∈ Zp car X commute avec ∂x. Donc h|V est
abélienne et par le corollaire 6.6, h est abélienne, ce qui implique aussi que H est abélien.

Théorème 7.23. Soit d ≥ 1 un entier et H ⊂ Diffan1 (Zdp) un groupe nilpotent. Soit h l’algèbre de Lie
associée à H, alors h est nilpotente et on a

dl(H) ≤ d.
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7.6 Le théorème

Démonstration. Pour le cas d = 1, c’est le théorème 7.22. On suppose le théorème vrai en toute dimension
inférieure à d et on prend H ⊂ Diffan1 (Zdp) nilpotent.

On note h l’algèbre de Lie associée à H et z son centre. Pour x ∈ Zdp, on note s(x) la dimension
de z(x) := {X(x) | X ∈ z} et on pose s := maxx∈Zdp s(x). On peut trouver un certain polydisque U ⊂ Zdp tel
que z(x) soit de dimension constante égale à s pour tout x ∈ U , la restriction à U est un morphisme injectif
par prolongement analytique (proposition 6.6), donc on travaille maintenant sur U . SoitX1, ..., Xs une base
de z sur U . Comme tous ces champs de vecteurs commutent entre eux, on peut trouver un redressement
tel que Xi = ∂d−i+1 quitte à prendre un plus petit polydisque inclus dans U . Maintenant, comme z est le
centre de h, on a que tout X ∈ h s’écrit sur U :

X =
d∑
i=1

ui(x1, ..., xd−s)∂i (2)

La projection sur les d− s premières coordonnées donne une suite exacte d’algèbre de Lie

0→ z→ h→ h1 → 0 (3)

Nous allons maintenant étudier h1. Soit f ∈ H, alors Xf est de la forme 2. Donc f s’écrit

f(x1, ..., xd) = (F (x1, ..., xd−s), xd−s+1 + Fd−s+1(x1, ..., xd−s), ..., xd + Fd(x1, ..., xd−s))

où F ∈ Diffan1 (Zd−sp ).
La projection sur les d − s premières coordonnées donnent un morphisme surjectif de H vers un

groupe H1 ⊂ Diffan1 (V) où V est un polydisque inclus dans Zd−sp , dont l’algèbre de Lie associée est
exactement h1. On note Z le noyau de ce morphisme. Z est abélien et on obtient la suite exacte,

0→ Z → H → H1 → 0

Comme H est nilpotent, on a que H1 l’est aussi par le lemme 7.19, donc par hypothèse de récur-
rence h1 est nilpotente. Comme z est central dans h on a aussi par le lemme 7.19 que h est nilpotente. Main-
tenant, par récurrence on a dl(H1) ≤ d−s ≤ d−1 et par le lemme 7.20, il vient dl(H) ≤ 1+dl(H1) ≤ d.

7.6 Le théorème

Définition 7.24. Soit H un groupe nilpotent, on définit l’indice de résolubilité virtuel de H par

vdl(H) = min
{

dl(H ′)
∣∣ H ′ ⊂ H d’indice fini

}
Théorème 7.25. Soit X une variété quasi-projective complexe de dimension d et H un groupe nilpotent
de type fini qui agit fidèlement sur X par automorphisme algébrique, alors

d ≥ vdl(H).

Démonstration. On va d’abord montrer que l’on peut supposer X irréductible pour pouvoir se ramener à
un schéma sur Zp.

X a un nombre fini de composantes irréductibles et H les permute. Donc il existe un sous-groupe H ′ ⊂
H d’indice fini qui stabilise les composantes irréductibles de X. On remplace X par sa composante irré-
ductible de dimension maximale et H par H ′.
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X est alors une variété quasi-projective irréductible complexe de dimension d, par la proposition
7.6, il existe un nombre premier p ≥ 3 tel que (X,H) admet un bon modèle X sur Zp. Maintenant,
par la proposition 7.12, il existe un sous-groupe d’indice fini H0 ⊂ H qui est isomorphe à un sous-
groupe de Diffan1 (U). Comme H0 est aussi nilpotent, le résultat découle du théorème 7.23 qui donne
que d ≥ dl(H0).

8 Exemple et Contre-Exemple

Dans cette partie, nous allons voir si la borne du théorème 7.25 est optimale. Étant donné que
l’on regarde des groupes nilpotents, les groupes les plus généraux auxquels on pourrait penser sont
les groupes Fn/Dr où Fn est le groupe libre et Dr le r-ième groupe de la suite centrale descendante
(D0 = Fn, Di+1 = [Di, Fn]). En regardant des cas particuliers, nous allons voir que le théorème 7.25 ne
peut pas être amélioré.

8.1 Indice de nilpotence

On pourrait se demander si l’on peut remplacer dans le théorème l’indice de résolubilité virtuel par
l’indice de nilpotence virtuel. Il n’en est rien. En effet, l’exemple donnée par Epstein-Thurston dans [ET79]
montre que l’on ne peut pas avoir une inégalité avec l’indice de nilpotence. On le traite en détail dans la
suite.

Soit n ∈ N∗ et A la matrice

A =


0 1

. . . . . .
. . . 1

0

 .

On a pour tout t ∈ R,

exp(tA) =


1 t · · · tn−1

(n−1)!

. . . . . .
...

. . . t
1

 .

On note G le sous-groupe des transformations affines

G = {x ∈ Rn 7→ exp(tA)x+ b | t ∈ R, b ∈ Rn} .

On notera (t, b) := x 7→ exp(tA)x+b. En fait, G est isomorphe au produit semi-direct G ' RnRn dont
le produit est donné par

(t, b) · (s, c) = (t+ s, b+ exp(tA)c).

En particulier,
((t, b)−1 = (−t,− exp(−tA)b).

Proposition 8.1. G est nilpotent d’indice n et son indice de résolubilité est 2.
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8.1 Indice de nilpotence

Démonstration. Prenons (t, b), (s, c) ∈ G, alors

(t, b)(s, c)(t, b)−1(s, c)−1 = (0, (In − exp(sA))b+ (exp(tA)− In)c) =: (0,M1)

Donc D1(G) = G(1) est un sous-groupe de translations, il est donc abélien. Ainsi, G est résoluble d’indice
2.

Ensuite, prenons un autre élément (u, d) ∈ G,

(u, d)g(u, d)−1g−1 = (0, (exp(uA)− In)M) =: (0,M2)

On a queM1 est l’image combinaison linéaire d’image de vecteur par une matrice triangulaire supérieure
à diagonale nulle. Comme exp(uA)− In est aussi à diagonale nulle, on a que M2 est somme de l’image de
deux vecteurs par une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale et la première sur-diagonale est
nulle. On peut donc montrer par récurrence que

Lemme 8.2. Si g est un commutateur de longueur r, alors g est de la forme g = (0,Mr) où Mr est une
somme d’image de vecteurs par une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale et les (r−1) premières
sur-diagonales sont nulles.

En effet, il suffit juste de montrer le fait que si A est une matrice triangulaire supérieure à diagonale
nulle et que B est telle que pour tout i, j, tels que j − i ≤ r, on a Bij = 0, alors pour tout i, j tels
que j − i ≤ r + 1, AB[i, j] = 0 et c’est un calcul direct.

Ainsi, par le lemme 8.2, G est nilpotent d’indice au plus n et on a en fait égalité car

[(t, 0), [, ..., [(t, 0), (0, c)]...] = (0, (exp(tA)− In)n−1c)

où on a pris n− 1 commutateurs. Et (exp(tA)− In)n−1 n’est pas nul donc en prenant c qui n’est pas dans
le noyau de cette matrice on a que ce commutateur n’est pas trivial.

Maintenant, on peut montrer que G agit fidèlement en dimension 2. En effet, posons S l’espace vectoriel
des translations engendrées par Tei , 2 ≤ i ≤ n, où e1, ..., en est la base canonique de Rn. G agit fidèlement
sur G/S par translation à gauche.

En effet, si g = (t, b) est un élément de G, on prend h = (s, c). Alors gS 7→ hgS est bien définie.
Si (0, y0) est un élément de S, on a

hg(0, y0) = (s+ t, c+ exp(sA)b+ exp(s+ t)Ay0)

et si (0, x0) est un autre élément de S, on a

hg(0, y0) = hg(0, x0)(0, y0 − x0)

L’action est donc bien définie.
Montrons qu’elle est fidèle. On note V l’espace vectoriel engendré par e2, ..., en. Supposons que h =

(s, c) agisse trivialement sur G/S, alors pour tout t ∈ R, h(t, 0)S = (t, 0)S. Donc il existe xt ∈ V tel que

(t+ s, c) = (t, 0)(0, xt) = (t, exp(tA)xt)

Cela donne s = 0 et pour tout t ∈ R, exp(−tA)c = xt . Donc t 7→ xt est C∞. On note c = (c1, ..., cn).
En prenant t = 0, on a c = x0 ∈ V donc c1 = 0. Ensuite, en dérivant à t = 0, −Ac = ẋ0 qui appartient
à V car V est un espace vectoriel, donc c2 = 0. En généralisant, on a pour tout k = 0, ..., n− 1

1

k!
(−A)kc =

dk

dtk |t=0
xt ∈ V.
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Ce qui donne que dk = 0, en effet, Ak a tous ses coefficients nuls sauf la k-ième sur-diagonale qui
contient des 1, donc la première coordonnée de Akc est ck. Il vient c = 0 et h est l’identité. L’action est
bien fidèle.

Enfin, G/S est difféomorphe à R2, donc on a bien une action fidèle de G par automorphisme polyno-
miaux sur un espace de dimension 2.

8.2 Une classe de groupe où le théorème est optimal

La partie précédente nous donne déjà un exemple de groupe où le théorème est optimal. Nous allons
voir dans cette partie une classe d’exemple où l’inégalité ne peut être améliorée.

On travaille dans cette partie avec les groupe Fn/D2, (n ≥ 2). Nous allons montrer que le théorème
7.25 est optimal pour ces groupes.

8.2.1 Une représentation de ce groupe

On va voir dans cette section que les groupes Fn/Dr peuvent être représenter comme des polynômes en
des variables commutatives. Le fait d’être un commutateur se vérifie alors sur les degrés de ces polynômes
et les calculs sont alors plus simples. On renvoie à [MKS04] pour une référence.

Dans la suite n est un entier naturel etA = Z[[X1, ..., Xn]] est l’anneau des séries formelles en n variables
non commutatives.

Soit P,Q1, ..., Qn ∈ A, alors la composition est bien définie P (Q1, ..., Qn). On a le

Lemme 8.3. Soit Q1, ..., Qn ∈ A des séries formelles avec un terme constant nul. Alors l’application
définie par

xi 7→ Qi

est un morphisme d’anneau de A dans A.

Remarque 8.4. On a besoin de supposer que les Qi ont un coefficient constant nul, sinon on ne définit
pas un élément de A. Par exemple, si A = Z[[X]] et f = 1 +X +X2 + ..., alors f(1 +X) n’est pas défini
car son terme constant serait 1 + 1 + ...+ 1 + ....

Démonstration. Soit f = f0 + f1(X) + f2(X) + ... ∈ A et g = g0 + g1(X) + g2(X) + ..., avec fi, gi la
composante homogène de degré i de f et g respectivement. Alors fg s’écrit

fg = h0 + h1(X) + ...

avec hi =
∑i

k=0 fi(X)gk−i(X). On voit alors que la substitution xi 7→ Qi définit bien un morphisme
d’anneau.

Lemme 8.5. L’ensemble H des éléments x de A de la forme

x = 1 + h(X1, ..., Xn)

où le coefficient constant de h ∈ A est nul est un groupe.

Démonstration. On le vérifie d’abord avec h = X1. L’inverse de X1 est g = 1 +
∑

i≥1(−1)iXi
1 ∈ H.

Maintenant, soit h ∈ A de coefficient constant nul, on sait d’après le lemme 8.3 que l’application qui
envoie X1 sur h est un morphisme d’anneau . Donc 1 + h est bien inversible et son inverse est bien
dans H.
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Lemme 8.6. Le sous-groupe de H engendré par les ai := 1 +Xi est libre de rang n.

Démonstration. Soit m = aα1
i1
· · · aαpip un mot avec ik 6= ik+1 et αk 6= 0. Alors on écrit

aαkik = 1 + αkXik + termes de plus haut degré .

En particulier, le terme devant Xi1Xi2 · · ·Xip est α1 · · ·αp, ce coefficient est non nul et m 6= 1.

Définition 8.7. Dans Fn, on définit la suite de sous-groupe D0 = Fn, Di+1 = [Di, Fn].

Proposition 8.8. Si on note Hr le sous-groupe de H des éléments de la forme

x = 1 + hr(X1, ..., Xn)

où hr est une série formelle dont tous les monômes de degré inférieur ou égal à r sont nuls. Alors Hr est
un sous-groupe distingué de H isomorphe à Dr.

Démonstration. Voir [MKS04].

On voit donc maintenant que pour travailler dans Fn/Dr, il suffit de prendre les séries formelles et de
calculer les coefficients devant les monômes de degré inférieur ou égal à r.

Calculons l’indice de résolubilité virtuel du groupe Fn/D2.

Proposition 8.9. On a
vdl(Fn/D2) = 2.

Démonstration. Supposons que Fn/D2 contienne un sous-groupe d’indice fini H abélien. Soit a1 = 1 +
X1, a2 = 1 +X2 deux des n générateurs canoniques de Fn/D2, alors il existe N > 0 tel que aN1 , aN2 ∈ H.
Donc il devrait commuter ce qui est absurde car

(1 +X1)N (1 +X2)N = 1 +NX1 +NX2 +

(
N

2

)
X1 +

(
N

2

)
X2 +N2X1X2

et (1 +X2)N (1 +X1)N = 1 +NX1 +NX2 +

(
N

2

)
X1 +

(
N

2

)
X2 +N2X2X1

8.2.2 Optimalité du théorème pour F2/D2

On va d’abord regarder le cas n = 2 qui va nous permettre de faire des calculs simples pour comprendre
s’il est possible que notre groupe G = F2/D2 ait une action sur un espace de dimension 2.

On note a et b les générateurs de G et on suppose que G agit sur une variété complexe de dimen-
sion 2. Par la proposition 7.12, G admet un sous-groupe d’indice fini G′ qui est isomorphe à un sous-
groupe de Diffan1 (U) avec U = Z2

p pour un certain nombre premier p ≥ 3. Il existe alors un entier N tel
que aN et bN appartiennent à G′.

Dans la suite, pour simplifier les notations on remplace a par aN et b par bN . On note Xa, Xb Xa,b

les champs de vecteurs analytiques associés respectivement à a, b et [a, b] le commutateur de a et b. (voir
le corollaire (6.17). D’après la définition de G, on a que [a, b] commutent avec a et b donc Xa,b commute
avec Xa et Xb.
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Proposition 8.10. Il existe un polydisque V ⊂ U tel que sur V, dim Vect(Xa,Xb,Xa,b) = 2.

Démonstration. Supposons le contraire, alors sur tout U , dim Vect(Xa,Xb,Xa,b) ≥ 1 et on peut écrire
Xa = fXa,b et Xb = gXa,b avec f, g analytique sur U . Mais alors [Xa,Xa,b] = 0 donne Xa,b(f) = 0 et de
même Xa,b(g) = 0. Donc [Xa, Xb] = 0 mais c’est absurde car a et b ne commutent pas d’après la preuve
de la proposition 8.9.

On remplace alors U par un tel polydisque V. On peut réduire encore V de sorte que (Xa,Xa,b)
ou (Xb,Xa,b) soit libre. Supposons par exemple que l’on ait un petit polydisque V tel que (Xa,Xa,b)
soit libre. Comme les deux champs commutent, il existe un changement de coordonnées analytique tel
que Xa = ∂x et Xa,b = ∂y. Comme Xa,b commute avec Xb, on a alors

Xb = f(x)∂x + g(x)∂y

avec f, g : Zp → Zp analytique. Lorsque l’on intègre les champs de vecteurs pour récupérer a, b et [a, b] on
obtient dans ces coordonnées que

a(x, y) = (x+ 1, y)

[a, b](x, y) = (x, y + 1)

b(x, y) = (F (x), G(x) + y)

avec F,G analytiques. Comme b est un difféomorphisme analytique, on a que F en est un aussi et
alors b−1(x, y) = (F−1(x), y −G(F−1(x)). En prenant le commutateur, on obtient :

[a, b](x, y) = (x, y + 1) = (F (F−1(x)− 1) + 1, y −G(F−1(x)) +G(F−1(x)− 1))

Ce qui nous donne deux équations{
F (F−1(x)− 1) = x− 1

G(F−1(x)− 1) = G(F−1(x)) + 1

En remplaçant x par F (z) (ce que l’on peut faire car F est un difféomorphisme analytique). On a{
F (z − 1) = F (z)− 1

G(z − 1) = G(z) + 1

Ce qui nous donne qu F est affine et G aussi. En allant au bout du calcul, on voit qu’il existe des
constantes A,B ∈ Zp telles que F (x) = x+A et G(x) = −x+B. Finalement, on a

a(x, y) = (x+ 1, y)

b(x, y) = (x+A, y − x+B)

Si on revient sur C, cela définit bien des automorphismes algébriques. De plus, on obtient bien une
action de G sur C2 :

Proposition 8.11. Si A,B ∈ C sont des nombres complexes alors le sous-groupe de Aut(A2
C) engendré

par a(x, y) = (x+ 1, y) et b(x, y) = (x+A, y − x+B) est isomorphe à G.
De plus, tout action de G sur A2

C est localement conjuguée à cette action.
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La seconde assertion de la proposition découle de l’étude que nous venons de mener.
La preuve de ce fait est assez calculatoire et se fait en plusieurs étapes. Prenons A,B ∈ C. On

note H le groupe engendré par a et b. On a un morphisme surjectif F2 � H donné par si s et t sont les
deux générateurs canoniques de F2, s 7→ a et t 7→ b. Ensuite, tout élément f de H est une transformation
de la forme f(x, y) = (x+ γf , y −mfx+ τf ), si on prend une autre transformation g ∈ H, on a

[f, g] = (x, y + γg(mf −mg))

qui commute bien avec a et b. Donc tout commutateur de H est dans le centre de H et on a bien un
morphisme G� H.

Pour montrer l’injectivité de ce morphisme on aura besoin des lemmes calculatoires suivants.
Dans la suite f désigne la fonction f : Z→ N définie par ∀N ∈ Z, f(N) = N2−N

2 .

Lemme 8.12. Soit N ∈ Z, alors

aN (x, y) =
(
(x+N, y) et bN (x, y) = (x+NA, y −Nx+NB − f(N)A

)
Démonstration. Ceci se fait par récurrence.

Lemme 8.13. Soit x1, ...xp ∈ Z, si on note M =
∑p

i=1 xi, on a

f(M) =

p∑
i=1

f(xi) +
∑

1≤i<j≤p
xixj

Démonstration. On a∑
1≤i<j≤p

xixj =
1

2

∑
1≤i 6=j≤p

xixj =
1

2

p∑
i=1

xi(M − xi) =
M2

2
− 1

2

p∑
i=1

x2
i

Comme f(xi) =
x2i−xi

2 , on obtient l’égalité.

Lemme 8.14. Soient α1, ...αp, β1, ..., βp ∈ Z des entiers, alors

aα1 ◦ bβ1 ◦ · · · ◦ aαpbβp(x, y) =

(
x+

(
p∑
i=1

αi

)
+ A

(
p∑
i=1

βi

)
; y − x

(
p∑
i=1

βi

)
+B

(
p∑
i=1

βi

)

−A

(
f

(
p∑
i=1

βi

))
−

 p∑
j=1

∑
i<j

βjαi


Démonstration. Pour p = 1 , on a

aα ◦ bβ = x+ α+Aβ, y − β + βB − f(β)A

Donc la formule est vraie pour p = 1.
Maintenant, soit g ∈ H, alors g s’écrit

g(x, y) = (x+ θ, y + τx+ η)
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avec θ, τ, η ∈ C. Soit α, β ∈ Z, on a alors

aα ◦ bβ ◦ g = (x+ θ + α+Aβ, y + x(τ − β) + βB − f(β)A− βθ + η) (4)

Prenons maintenant g = aα2 ◦ bβ2 ◦ · · · ◦ aαpbβp . Par récurrence, on a alors

θ =

p∑
i=2

αi +A

p∑
j=2

βj

τ = −
p∑
i=2

βi

η = B

p∑
j=2

βj −A

f
 p∑
j=2

βj

− p∑
j=2

∑
2≤i<j

βiαj

Ensuite, si on regarde l’équation (4), on a que θ+α1 + β1 =
∑p

i=1 αi +A
∑p

j=1 βj . Ce qui nous donne
la forme voulue pour la première coordonnée. Ensuite, τ − βi = −

∑p
i=1 βi.

Enfin, β1θ =
∑p

i=2 β1αi +A
∑p

j=2 β1βj . Donc on obtient

β1B − f(β1)A− β1θ + η = B

p∑
j=1

βj −A

f
 p∑
j=2

βj

+

p∑
j=2

β1βj + f(β1)

− p∑
j=2

β1αj +
∑

2≤i<j
βiαj


Par le lemme 8.13, le coefficient devant A vaut

p∑
j=2

β2
j +

∑
2≤i<j≤p

βiβj +

p∑
j=2

β1βj + f(β1) =

p∑
j=1

f(βj) +
∑

1≤i<j≤p
βiβj

qui vaut bien f(
∑p

j=1 βj) par le lemme 8.13.
Enfin le coefficient constant en regroupant tous les termes vaut bien

p∑
j=1

∑
i<j

βiαj .

La formule est donc vraie par récurrence.

Lemme 8.15. Si on note s et t les deux générateurs de G avec s = 1+X et t = 1+Y . Si α1, β1, ..., αp, βp ∈
Z, on a

sα1tβ1 · · · sαptβp = 1 +X

(
p∑
i=1

αi

)
+Y

(
p∑
i=1

βi

)
+X2

(
f

(
p∑
i=1

αi

))
+ Y 2

(
f

(
p∑
i=1

βi

))

+XY

 p∑
j=1

∑
i≥j

αjβi

+ Y X

 p∑
j=1

∑
i<j

αjβi


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Démonstration. On montre d’abord par récurrence que

∀N ∈ Z, sN = 1 +NX + f(N)X2, tN = 1 +NY + f(N)Y 2

La preuve est analogue au lemme précédent, on remarque que si m est un élément de G, alors

m = 1 + aX + bY + cX2 + dY 2 + eXY + hY X

Maintenant, si α, β ∈ Z, alors

sαtβm = 1 +X(a+α) + Y (b+ β) +X2(c+ f(α) +αa) + Y 2(d+ f(β) + βb) +XY (e+αβ) + Y X(h+ βa)

En prenant pour m = sα2tβ2 · · · sαptβp et en appliquant l’hypothèse de récurrence, le résultat découle
en regardant chaque coefficient, les calculs sont les mêmes que pour la preuve du lemme 4.

On peut maintenant démontrer le résultat.
Soient α1, β1, ..., αp, βp ∈ Z tels que aα1 ◦ bβ1 ◦ · · · ◦ aαpbβp = id. Par le lemme 8.14, en regardant le

coefficient devant x dans la deuxième coordonnée on a que

p∑
i=1

βi = 0

En revenant maintenant à la première coordonnée cela nous donne que

p∑
i=1

αi = 0

Enfin, le coefficient constant de la deuxième coordonnée doit être nul donc

p∑
j=1

∑
i<j

αjβi = 0.

Mais en faisant la somme avec
∑p

j=1

∑
i≥j αjβi, on obtient : p∑

j=1

∑
i<j

αjβi

+

 p∑
j=1

∑
i≥j

αjβi

 =

p∑
i,j=1

αiβj = 0.

Donc il vient que
p∑
j=1

∑
i≥j

αjβi = 0

Ainsi, par le lemme 8.15, on a que
sα1tβ1 · · · sαptβp = 1

dans G. Le morphisme G→ H est bien injectif. C’est donc un isomorphisme et ceci conclut la preuve.
Cette méthode peut se généraliser avec un nombre quelconque de générateurs, ce qui donne le théorème

suivant qui montre l’optimalité du théorème 7.25 pour les groupes Fn/D2.
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8.2.3 Optimalité du théorème pour Fn/D2

Définition 8.16. Soit Λ un anneau, on définit le groupe Tri(n,Λ) des matrices triangulaires supérieures
avec des 1 sur la diagonale

Tri(n,Λ) =


 1 (∗)

. . .
(0) 1

 ∈ GLn(Λ)

 .

Théorème 8.17. Soit n ≥ 2 un entier et A1, B1, C1..., An, Bn, Cn ∈ C des nombres complexes tels que la
famille (A1, .., An, B1, ..., Bn) soit algébriquement indépendante sur Q. Alors le groupe engendré par

bi(x, y) = (x+Ai, y +Bix+ Ci) , ∀i = 1, ..., n

est isomorphe à Fn/D2.

Remarque 8.18. Les transformations bi correspondent à la matrice1 Bi Ci
0 1 Ai
0 0 1


Ceci donne en fait le

Théorème 8.19. Pour tout n ≥ 2, il existe un plongement

Fn/D2 ↪→ Tri(3,R)

La preuve est similaire que celle du cas n = 2, les calculs demandent simplement plus d’effort. On
note H le groupe engendré par les bi et G = Fn/D2.

Lemme 8.20. Soit N ∈ Z et i = 1, ..., n, alors

bNi (x, y) = (x+NAi, y +NBix+NCi + f(N)AiBi)

Démonstration. C’est une récurrence directe.

Lemme 8.21. Soient β1
1 , ..., β

p
1 , ..., β

1
n, ..., β

p
n ∈ Z, alors

b
β1
1

1 ◦ · · · ◦ b
β1
n
n ◦ · · · ◦ b

βp1
1 ◦ · · · ◦ b

βpn
n =(

x+

n∑
i=1

Ai

(
p∑

k=1

βki

)
, y + x

[
n∑
i=1

Bi

(
p∑

k=1

βki

)]
+

n∑
i=1

Ci

(
p∑

k=1

βki

)

+
∑

1≤i 6=j≤n
AiBj

 p∑
l=1

∑
k≤l

βliβ
k
j

+

n∑
i=1

AiBi

[
f

(
p∑

k=1

βki

)]
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Démonstration. La preuve suit le même schéma que celle du lemme 4. Si g est un élément de H, alors g
s’écrit

g(x, y) = x+ θ, y + τx+ η.

Si β1, ..., βn ∈ Z, alors

bβ11 ◦ · · · ◦ b
βn
n ◦ g(x, y) =x+ θ +

n∑
i=1

βiAi; y + x(τ +

n∑
i=1

βiBi) + θ

n∑
i=1

βiBi +

n∑
j=1

Aj

∑
i<j

βiBi


+

n∑
i=1

βiCi +
n∑
i=1

AiBif(βi) + η

) (5)

Ce qui nous donne le résultat pour p = 1 avec g = id i.e θ = η = τ = 0.
Prenons maintenant, g = b

β2
1

1 ◦ · · · b
β2
n
n ◦ · · · ◦ b

βp1
1 ◦ · · · ◦ b

βpn
n , alors θ, τ et η valent par récurrence

θ =

n∑
i=1

Ai

(
p∑

k=2

βki

)

τ =

n∑
i=1

Bi

(
p∑

k=2

βki

)

η =
n∑
i=1

Ci

(
p∑

k=2

βki

)
+

∑
1≤i 6=j≤n

AiBj

 p∑
l=2

∑
2≤k≤l

βliβ
k
j

+
n∑
i=1

AiBi

[
f

(
p∑

k=2

βki

)]

On compose g avec bβ
1
1

1 ◦ · · · ◦ b
β1
n
n et on utilise l’équation (5). Sur la première coordonnée, on a

θ +

n∑
i=1

β1
iAi =

n∑
i=1

p∑
k=1

Aiβ
k
i .

Ensuite, τ +
∑n

i=1Biβ
1
i donne bien

n∑
i=1

p∑
k=1

Biβ
k
i .

Enfin,

θ

n∑
i=1

β1
iBi =

n∑
i,j=1

p∑
k=2

βkj β
1
iAjBi =

 ∑
1≤i 6=j≤n

p∑
k=2

βkj β
1
iAjBi

+

n∑
i=1

p∑
k=2

βki β
1
iAiBi

En sommant les coefficients constants sur la dernière coordonnée on obtient

n∑
i=1

Ci

(
p∑

k=1

βki

)
+

∑
1≤i 6=j≤n

AiBj

 p∑
l=2

βliβ
1
j +

∑
2≤k≤l

βliβ
k
j

+
n∑
i=1

AiBi

(
f(βi) +

p∑
k=2

βki β
1
i + f

(
p∑
l=2

βli

))
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Donc on obtient bien (même calcul que dans la preuve du lemme 8.14) que le coefficient constant de
la deuxième coordonnée est

n∑
i=1

Ci

(
p∑

k=1

βki

)
+

∑
1≤i 6=j≤n

AiBj

 p∑
l=1

∑
k≤l

βliβ
k
j

+

n∑
i=1

AiBi

[
f

(
p∑

k=1

βki

)]
.

Le résultat est donc vrai par récurrence.

Lemme 8.22. Si on note t1, ..., tn les générateurs de Fn/D2 tels que ti = 1 + yi. Soient β1
1 , ..., β

p
1 ,

..., β1
n, ..., β

p
n ∈ Z, alors

t
β1
1

1 tβ
1
n
n · · · t

βp1
1 · · · t

βpn
n =

1 +

n∑
i=1

yi

(
p∑

k=1

βki

)
+

n∑
i=1

y2
i

(
f

(
p∑

k=1

βki

))

+
∑

1≤i<j≤n

yiyj
 p∑
k=1

∑
l≤k

βkj β
l
i

+ yjyi

(
p∑

k=1

∑
l>k

βkj β
l
i

)
Démonstration. Là aussi, la preuve se fait par récurrence et suit le même schéma que la preuve du lemme
8.15. On remarque d’abord que si m ∈ G s’écrit

m = 1 +

n∑
i=1

aiyi +

n∑
i=1

biy
2
i +

∑
1≤i<j≤n

cijyiyj + dijyjyi

alors soit β1, ..., βp ∈ Z, on a

bβ11 · · · b
βn
n m =

1 +
n∑
i=1

yi

(
ai +

n∑
i=1

βi

)
+

n∑
i=1

y2
i (bi + f(βi) + βiai)

+
∑

1≤i<j≤n
[yiyj (cij + βiβj + βiaj) + yjyi (dij + βjai)]

Ce qui permet d’initialiser la récurrence avec ai = bi = cij = dij = 0 et de faire l’hérédité en
prenant m = y

β2
1

1 · · · y
β2
n
n · · · y

βp1
1 · · · y

βpn
n .

On conclut maintenant aisément la preuve, On note H le groupe engendré par a, b1, ..., bn. Comme
dans le cas n = 2 (le calcul est exactement le même) tous les commutateurs sont dans le centre de H donc
on a un morphisme surjectif Fn/D2 � H.

Maintenant, si un mot m = t
β1
1

1 t
β1
n
n · · · t

βp1
1 · · · t

βpn
n est tel que

b
β1
1

1 ◦ · · · ◦ b
β1
n
n ◦ · · · ◦ b

βp1
1 ◦ · · · ◦ b

βpn
n = id

Alors en regardant la première coordonnée et par indépendance sur Q des Ai, on a
p∑

k=1

βki = 0, ∀i = 1, ..., n

41



8.3 Un contre-exemple

ce qui annule le coefficient devant yi et y2
i de m.

Maintenant, en regardant la seconde coordonnée, on voit que le terme devant AiBj pour i < j donne

p∑
l=1

∑
k≤l

βliβ
k
j = 0

donc le coefficient de m devant yiyj est nul et en sommant le coefficient devant yiyj et celui de-
vant yjyi on obtient

p∑
k=1

p∑
l=1

βkj β
l
i = 0.

Donc le coefficient devant yjyi est lui aussi nul. On obtient donc que m = 0 est le morphisme Fn/D2 →
H est bien injectif.

Au vu de la preuve, on conjecture que ce fait est vrai pour tout r ≥ 2.

Conjecture 8.23. Soient n ≥ 1, r ≥ 1 des entiers, alors le groupe Fn/Dr se plonge dans le groupe Tri(r+
1,R).

Cette conjecture est démontrée en annexe pour r = 3.

8.3 Un contre-exemple

Nous allons montrer qu’il existe des groupes H nilpotents, de type fini et sans torsion, avec dl(H) =
vdl(H) tel que la borne du théorème 7.25 ne soit pas optimale.

Considérons le groupe T = Tri(3,Z) =


1 a b

0 1 c
0 0 1

 ∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z

. On note

A1 =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 A2 =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 A3 =

1 0 1
0 0 0
0 0 1


les générateurs de T , en particulier [A1, A2] = A3.

T est nilpotent et son indice de nilpotence est 2, tout comme son indice de résolubilité. On a en fait le

Lemme 8.24. On a
vdl(T ) = 2.

Démonstration. Supposons que T admette un sous-groupe abélien d’indice fini K. Alors il existe N > 0
tel que AN1 , AN2 ∈ K mais alors AN et BN doivent commuter ce qui est absurde.

Nous allons montrer que le groupe H := T × T n’agit pas fidèlement en dimension 2. Il est aussi
nilpotent d’indice 2 et son indice de nilpotence virtuel est aussi 2 par le lemme précédent. On note T1 = T×
{1} et T2 = {1}×T2. On note Aji (i = 1, 2, 3) les trois générateurs de Tj . En particulier C1 et C2 engendrent
le centre de H.

Supposons qu’il existe une variété quasi-projective X tel que H agisse fidèlement sur X. Alors par
les propositions 7.6 et 7.12, il existe un nombre premier p et un sous-groupe d’indice fini H ′ ⊂ H tel
que H ′ ⊂ Diffan1 (Z2

p). Alors il existe N > 0 tel que pour i = 1, 2, j = 1, 2, 3, (Aji )
N ∈ H ′. Dans la suite,
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on remplace Aji par leur puissance et on note Xj
i le champ de vecteurs analytiques associé à Aji . On

peut trouver un polydisque U tel que les 6 champs de vecteurs Xj
i , (i = 1, 2, j = 1, 2, 3) ne s’annulent

pas sur U . En particulier, le champ de vecteur X3
1 commute avec tous les autres. Maintenant, on a que

sur U un des champs de vecteurs parmi X1
1,X

2
1,X

1
2,X

2
2 n’appartient pas à la droite engendrée par X3

1,
sinon ces 4 champs de vecteurs s’écriraient Xj

i = f jiX
3
1 avec X3

1(f ji ) = 0 et donc commuteraient entre
eux et les éléments Ai1, Ai2 commuteraient aussi entre eux ce qui est absurde. Ainsi, on peut trouver un
plus petit polydisque V ⊂ U tel que sur V, Xj

i et X3
1 forment une base de l’espace tangent pour un

certain couple (i, j) ∈ {1, 2}2. Comme ces deux champs de vecteurs commutent entre eux, il existe un
redressement tel que Xj

i = ∂x et X3
1 = ∂y. Maintenant, si on note i′ l’élément de {1, 2} différent de i, on

a alors, comme A1
i′ et A

2
i′ commute avec Aji , que

X1
i′ = α∂x + β∂y

X2
i′ = γ∂x + δ∂y

avec α, β, γ, δ ∈ Zp sur V. Mais alors X1
i′ et X2

i′ commutent et donc par le corollaire 6.17, A1
i′ et A

2
i′

commutent ce qui est absurde.
La preuve peut se faire en fait avec tous les groupes Fn/D2. On a alors le

Théorème 8.25. Pour tout n ≥ 2, le groupe Fn/D2×Fn/D2 est un groupe nilpotent d’indice de résolubilité
virtuel égal à 2 mais qui n’agit pas de manière fidèle sur une variété algébrique complexe de dimension 2.

Démonstration. On note H = Fn/D2 × Fn/D2, On note H1 = Fn/D2 × {1} et H2 = {1} × Fn/D2.
Supposons que H agisse sur une variété complexe de dimension 2. On note a1, a2 deux des n générateurs
canoniques de Fn/D2, le groupe engendré par a1, a2 est alors isomorphe à F2/D2. Par la remarque 8.18
et le théorème 8.17 il existe un plongement tel que a1 s’envoie sur A1 ∈ Tri(3) et a2 sur A2 ∈ Tri(3) (l’in-
dépendance algébrique des coefficients n’est pas nécessaire pour le cas n = 2 d’après la proposition 8.11).
Alors par ce plongement on aurait que T × T agit de manière fidèle sur une variété algébrique complexe
de dimension 2 ce qui est absurde.

Cinquième partie

Questions en suspens

9 Borne de Minkowski pour un corps de nombre

Dans [Ser07], Serre montre comment Schur généralise le théorème de Minkowski pour les sous-groupes
finis de GLd(k) avec k un corps de nombre, i.e une extension finie de Q. La question est de savoir si cette
borne généralisée est aussi vraie pour les sous-groupes finis de Autk(A

d).

Définition 9.1. Soit k un corps de nombre. On note za une racine primitive a-ième de l’unité (a ≥ 1).
On définit t = [k(zp) : k] et m l’entier maximal tel que k(zp) contient zpm . On définit alors

Mk(d, p) = m×
(⌊

d

t

⌋
+

⌊
n

pt

⌋
+

⌊
d

p2t

⌋
+ ....

)
Théorème 9.2 (Schur, voir [Ser07], 2.2). Soit G un sous-groupe fini de GLd(C) tels que pour tout g ∈
G,Tr g ∈ k, alors

vp(|G|) ≤Mk(d, p).
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Remarque 9.3. Si k = Q, alors MQ(d, p) = M(d, p) et on retrouve le théorème de Minkowski.

Considérons G un sous-groupe fini de AutC(Ad), alors l’action de G est défini sur un corps de nombres
k car G est fini. On a de plus par le théorème 3.1 que G admet un point fixe x0 ∈ Ad(Q). Maintenant,
prenons L := k(x0), le corps engendré par les coordonnées de x0 sur k. L est un corps de nombre et le
morphisme de groupes g ∈ G 7→ Dx0g est injectif par le même argument que celui de la preuve du théorème
5.2. Ainsi, G est isomorphe à un p-sous-groupe de GLd(L) et donc par le théorème de Schur

vp(|G|) ≤ML(d, p).

Mais ce n’est pas satisfaisant car on n’a pas de contrôle sur L étant donné que l’on n’a pas d’information
sur le point fixe x0 ∈ Ad(Q).

10 Borne de Minkowski pour une variété autre que l’espace affine

Une question naturelle après avoir démontré le théorème 5.1 est de se demander si l’on peut avoir un
énoncé similaire lorsque l’on ne considère plus le groupe d’automorphisme de l’espace affine mais celui
d’une variété algébrique quelconque.

On ne peut pas espérer borner la taille des sous-groupes finis par une fonction de la dimension car on
a le résultat suivant.

Théorème 10.1 (Hurwitz, voir [Hur92]). Tout groupe fini agit fidèlement par isométrie sur une surface
de Riemann de genre g ≥ 2

Mais on peut s’intéresser par exemple au cas de la quadrique

Q =

{
(x1, ..., xn) ∈ Cn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

|xi|2 = 1

}

Si G est un p-sous-groupe de AutQ(Q). On a évidemment vp(G) ≤ M(n, p) et on voudrait voir si on
peut améliorer cette inégalité. On aurait envie de passer dans un corps fini Fl avec l différent de p car on
a le lemme :

Lemme 10.2. On peut trouver un nombre premier l 6= p tel que le cardinal de

Ql =
{

(x1, ..., xn) ∈ (Fl)
n
∣∣∣ ∑x2

i = 1
}

ne soit pas divisible par p.

Démonstration. Voir [Gro02], proposition 9.10.

Si G stabilisait Ql, on aurait l’existence d’un point fixe x0 dans Ql et alors on aurait un morphisme
de groupe injectif g ∈ G 7→ Dx0g ∈ GL(Tx0(Ql)) = GLn−1(Q). De sorte que vp(G) ≤M(n− 1, p). Mais il
n’est pas clair à priori que G stabilise Ql.

En revanche, si G est orthogonal, au sens où si B est le produit scalaire B(x, y) =
∑

i xiyi tel que
B(gx, gy) = B(x, y), alors l’étude que nous venons de mener fonctionne, G stabilise bien Ql et on a
vp(|G|) ≤M(n− 1, p).
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11 Amélioration de la borne pour les groupes Fn/Dr

Dans la partie 8, l’étude du cas n = r = 2 montre que le théorème 7.25 est optimal. La conjecture 8.23
donnerait une action de Fn/Dr en dimension r. Et l’étude des cas r = 2, r = 3 nous pousse à conjecturer
le fait suivant :

Conjecture 11.1. Soient n ≥ 2, r ≥ 1, alors si Fn/Dr agit sur une variété quasi-projective de dimension
d, on a

d ≥ r

On aurait donc une minoration de la dimension de l’action par l’indice de nilpotence virtuel et non pas
l’indice de résolubilité virtuel pour ces groupes. Pour montrer ce résultat, il faudrait prendre une action de
G := Fn/Dr sur une variété X de dimension r′ < r et montrer en utilisant les champs de vecteurs associés
aux éléments de G qu’une dimension trop petite force le groupe à avoir des relations que G n’admet pas
comme on l’a fait dans le cas r = 2. Cependant même pour r = 3, les calculs deviennent assez complexes.

Remarque 11.2. Segal montre dans son livre Polycyclic groups ([Seg05], partie 5) que tout groupe
nilpotent de type fini sans torsion se plonge dans un groupe Tri(n,Z) pour n assez grand. Donc tous les
groupes Fn/Dr admettent une action fidèle sur une variété quasi-projective complexe et il fait sens de
regarder la dimension minimale pour laquelle une telle action existe.

12 Le groupe modulaire

On peut appliquer la méthode p-adique au groupe modulaire de la surface de genre g. Dans [CX14],
il est prouvé (théorème 6.3) que si Mod(Sg) agit de façon fidèle sur une variété quasi-projective complexe
de dimension d, alors d ≥ 2g− 1. Par manque de temps, je n’ai pas pu voir si l’on pouvait améliorer cette
borne en reprenant la preuve de l’article.

Sixième partie

Annexe

13 Le Cas Fn/D3

Nous allons montrer que l’étude que l’on a mené en dimension 2 peut se faire aussi en dimension 3.
On veut tout d’abord montrer le résultat suivant :

Proposition 13.1. Pour tout n ≥ 3, Fn/D3 se plonge dans Tri(4,R).

Nous allons expliciter le plongement.

Proposition 13.2. Soient Ai, Bi, Ci, Di, Ei, Fi(1 ≤ i ≤ n) ∈ R des réels algébriquement indépendants.
Alors le sous-groupe de Tri(4,R) engendré par les matrices

Mi =


1 Di Ei Fi
0 1 Bi Ci
0 0 1 Ai
0 0 0 1


est isomorphe à Fn/D3.
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La démonstration se fait en plusieurs étapes. On va calculer tout d’abord les puissances de Mi :

Lemme 13.3. Soit N ∈ Z, alors

MN
i =



1 NDi NEi +
(
N
2

)
DiBi NFi +

(
N
2

)
EiAi +

(
N
2

)
DiCi +

(
N
3

)
DiBiAi

0 1 NBi NCi +
(
N
2

)
BiAi

0 0 1 NAi

0 0 0 1


Démonstration. En notant Mi sous la forme

Mi =

(
1 ∗
0 M ′i

)
=

(
M ′′i ∗
0 1

)
Avec M ′i ,M

′′
i de taille 3 × 3, on voit que l’on peut déduire tous les coefficients du cas r = 2 sauf pour le

coefficient en position (1, 4).
Pour ce dernier, une récurrence donne le résultat.

Lemme 13.4. Soient α1, ..., αn ∈ Z, alors le coefficient en position (1, 4) de Mα1
1 · · ·Mαn

n est

n∑
i=1

αiFi +

n∑
i=1

(
αi
2

)
(DiCi + EiAi) +

∑
1≤i<j≤n

αiαj(EiAj +DiCj) +
∑

1≤i<j<k≤n
αiαjαkDiBjAk+

+
∑

1≤i<j≤n

(
αi
2

)
αjDiBiAj +

∑
1≤i<j≤n

αi

(
αj
2

)
DiBjAj +

n∑
i=1

(
αi
3

)
DiBiAi

Démonstration. On procède par récurrence n. Le cas n = 1 vient du lemme précédent. Les autres coeffi-
cients de la matrice sont calculables par le cas r = 2, en décomposant Mi sous la même forme que dans le
lemme précédent.

On procède maintenant au calcul général de notre matrice :

Lemme 13.5. Soient α1
1, ..., α

p
n, ..., α

p
1, ..., α

p
n des entiers relatifs, alors le dernier coefficient de la ma-

trice Mα1
1

1 · · ·M
α1
n

n · · ·Mαpn
1 · · ·Mαpn

n est

terme de degré inférieur à 2 +
∑

(1,1)≤(s,i)<(t,j)<(u,k)≤(p,n)

αsiα
t
jα

u
kDiBjAk

+
∑

(1,1)≤(s,i)<(t,j)≤(p,n)

(
αsi
2

)
αtjDiBiAj +

∑
(1,1)≤(s,i)<(t,j)≤(p,n)

αsi

(
αtj
2

)
DiBjAj +

n∑
i=1

DiBiAi

(
p∑

k=1

(
αki
3

))

où (a, b) < (c, d) correspond à l’ordre lexicographique.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur p, sachant que le lemme précédent donne le résultat
pour p = 1. Les autres coefficients de la matrice ont été calculés lors du cas r = 2.

Il ne reste maintenant plus qu’à faire le même calcul dans Fn/D3.
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Lemme 13.6. Si on note ai = 1 +Xi les générateurs canoniques de Fn/D3, on a alors si αki ∈ Z(1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ k ≤ p) que

a
α1
1

1 · · · a
α1
n
n · · · a

αp1
1 · · · a

αpn
n =

1 + h2(X1, ..., Xn) +
∑

1≤i<j<k

XiXjXk

 ∑
1≤s≤t≤u

αsiα
t
jα

u
k

+XiXkXj

 ∑
1≤s≤u<t≤p

αsiα
u
kα

t
j


+XjXiXk

 ∑
1≤t<s≤u≤p

αtjα
s
iα

u
k

+XkXjXi

 ∑
1≤u<t<s

αukα
t
jα

s
i

+XjXkXi

 ∑
1≤t≤u<i≤n

αtjα
u
kα

s
i

+

+XkXiXj

 ∑
1≤u<s≤t≤n

αukα
s
iα

t
j

+
∑

1≤i<j≤n

X2
iXj

 ∑
1≤s≤t≤p

(
αsi
2

)
αtj

+XjX
2
i

 ∑
1≤t<s≤p

αtj

(
αsi
2

)+

+ XiX
2
j

 ∑
1≤i≤j≤t

αsi

(
αtj
2

)+X2
jXi

 ∑
1≤t<s≤p

(
αtj
2

)
αsi

+
n∑
i=1

X3
i

(
p∑

k=1

(
αki
3

))

où h2 est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2 à coefficient constant nul.

Démonstration. On prouve ce lemme par récurrence sur p.

On peut maintenant montrer le résultat. On noteH le groupe engendré par les matricesMi. CommeH a
n générateurs et a un indice de nilpotence égal à 3, il existe une unique morphisme de groupes surjec-
tif Fn/D3 � H qui envoie ai sur Mi.

Soit m = a
α1
1

1 · · · a
α1
n
n · · · a

αp1
1 · · · aα

p
n
n est dans le noyau de ce morphisme. En décomposant chaque

matrice Mi sous la forme
(

1 ∗
0 Ni

)
avec Ni de taille 3 × 3. On a un morphisme de groupes injec-

tif H ′ ↪→ H où H ′ est le sous-groupe de Tri(3,R) engendré par les Ni, donné par Ni 7→ Mi. En
considérant le morphisme injectif Fn/D3 � Fn/D2 donné par Fn/D2 ' (Fn/D3)/(D3/D2). Le mor-
phisme Fn/D2 → H ′ donné par ai 7→ Ni est un isomorphisme par le cas r = 2 et on a le diagramme
commutatif suivant :

Fn/D3
// // &&
Fn/D2

∼ // H ′ �
� // H

Donc si m est dans le noyau du morphisme ϕ : Fn/D3 → H, alors m est nul modulo D2, donc n’a pas
de termes de degré inférieur ou égal à 2.

Il faut donc calculer les coefficients devant les monômes de degré 3 de m. Mais on voit par l’indépen-
dance algébrique des coefficients et les calculs des lemmes 13.5 et 13.6 que ce sont les même coefficients
qui apparaissent dans l’expression de m et dans celle de ϕ(m). Donc m est nul et ϕ est bien injectif.

14 Esquisse du Cas général Fn/Dr

On écrit ici comment la preuve pour le cas r quelconque devrait se faire en s’inspirant de celle du
cas r = 3. On veut montrer le résultat suivant :
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Proposition 14.1. Soient (M t
i,j)

1≤t≤n
2≤i≤r+1

1≤j<i
des nombres réels algébriquement indépendants. On note Mt la

matrice

Mt :=


1 (M t

i,j)

1
1

(0) 1

 ∈ Tri(r + 1,R)

Alors le groupe engendré par Mt pour t = 1, ..., n est isomorphe à Fn/Dr.

Esquisse de preuve. On procède par récurrence sur r.
On procède par récurrence sur r. Pour r = 2, c’est le théorème 8.17 et la remarque 8.18. Notons H le

groupe engendré par les matrices Mt. Chaque matrice Mt s’écrit sous la forme

Mt =

(
1 ∗
0 Nt

)
avecNt ∈ Tri(r,R). On définitH ′ le sous-groupe de Tri(r,R) engendré par lesNi. Si on prend le morphisme
de groupe Fn/Dr−1 qui à chaque générateur canonique bi = 1 + Xi ∈ Fn/Dr−1 associe Ni, sachant
que Fn/Dr−1 est isomorphe à (Fn/Dr)/(Dr−1/Dr), on a alors un diagramme commutatif :

Fn/Dr
// // ''
Fn/Dr−1

∼ // H ′ �
� // H

avec H ′ ↪→ H le morphisme injectif qui envoie Nt sur Mt.
Soit x ∈ Fn/Dr qui a une image trivial dans H, l’image de x dans Fn/Dr−1 est nulle par le diagramme

précédent. Donc x n’a que des termes de degré r.
Il faut maintenant montrer que les termes d’ordre r sont aussi nuls. L’idée est de calculer les coefficients

de x devant les monômes de degré r et les termes de degré r du coefficient (1, r + 1) de la matrice image
de x dans H. En s’inspirant de la preuve des lemmes 13.6 et 13.5, montrer que ceux sont les mêmes
coefficients qui apparaissent et conclure par indépendance algébrique des coefficients des matrices Mi.

.
La difficulté réside dans le fait qu’il faut compter toutes les manières de former des monômes de

degré r avec n variables non commutatives. Pour cela, on va avoir besoin de la notion de partition.

Définition 14.2. Soit n un entier naturel, une partition de n est la donnée d’un uplet d’entiers natu-
rels (x1, ..., xu) ∈ (N∗)u tel que x1 + ..+ xu = n.

On dit que u est la longueur de la partition. On note P(n) l’ensemble des partitions de n et Pu(n)
l’ensemble des partitions de longueur égale à u.

On montre le lemme suivant :

Lemme 14.3. Soient si = 1 + Xi, (i = 1, ..., r) les générateurs de Fn/Dr. Alors soient β1
1 , ..., β

p
1 ,

β1
2 , ..., β

p
2 , ..., β

1
n, ..., β

p
n des entiers. On a

s
β1
1

1 · · · s
β1
n
n · · · s

βp1
1 · · · s

βpn
n =

1 +
r∑
t=1

t∑
u=1

∑
(v1,...,vu)∈Pu(t)

∑
1≤i1,i2,··· ,iu≤n

Xv1
i1
· · ·Xvu

iu

 ∑
1≤k1,...,ku≤p|(k1,i1)<···<(ku,iu)

(
βk1i1
v1

)
· · ·
(
βkuiu
vu

)
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Démonstration. On prouve cette formule par récurrence sur p. L’idée est simple même si la formule peut
paraître déplaisante.

Si p = 1, alors

sβ11 · · · s
βn
n =

r∑
t1,...,tn=0

(
β1

t1

)
· · ·
(
βn
tn

)
Xt1

1 · · ·X
tn
n

En regroupant les termes, et en ne gardant que les monômes de degré ≤ r, on obtient la forme voulue
pour p = 1.

Supposons la formule vraie pour p− 1. On a alors par récurrence et le cas p = 1 :

s
β1
1

1 · · · s
β1
n
n · · · s

βp1
1 · · · s

βpn
n =1 +

r∑
τ=1

τ∑
µ=1

∑
w1,...,wµ∈Pµ(τ)

∑
1≤j1,j2,...,jµ≤n

Xw1
j1
· · ·Xwµ

jµ

(
β1
j1

w1

)
· · ·
(
βjµ

1

wµ

)
×

1 +
r∑
t=1

t∑
u=1

∑
(v1,...,vu)∈Pu(t)

∑
1≤i1,i2,··· ,iu≤n

Xv1
i1
· · ·Xvu

iu

 ∑
2≤k1,...,ku≤p|(k1,i1)<···<(ku,iu)

(
βk1i1
v1

)
· · ·
(
βkuiu
vu

)
= 1 +

r∑
t,τ=1

r∑
u,µ=1

∑
(w1,..,wµ,v1,...,vu)
∈Pu+µ(t+τ)

∑
1≤j1,..,jµ≤n
1≤i1,...,iu≤n

Xw1
j1
· · ·Xwµ

jµ
Xv1
i1
· · ·Xvu

iu
×

×


∑

2≤k1,...,ku≤p|
(1,j1)<...<(1,jµ)<
(k1,i1)<...<(ku,iu)

(
β1
j1

w1

)
· · ·
(
βjµ
wµ

)(
βk1i1
v1

)
· · ·
(
βiu
vu

)


+

r∑
t=1

t∑
u=1

∑
(v1,...,vu)∈Pu(t)

∑
1≤i1,i2,··· ,iu≤n

Xv1
i1
· · ·Xvu

iu

 ∑
2≤k1,...,ku≤p|

(k1,i1)<···<(ku,iu)

(
βk1i1
v1

)
· · ·
(
βkuiu
vu

)
+

r∑
τ=1

τ∑
µ=1

∑
w1,...,wµ∈Pµ(τ)

∑
1≤j1,j2,...,jµ≤n

Xw1
j1
· · ·Xwµ

jµ

(
β1
j1

w1

)
· · ·
(
βjµ

1

wµ

)

Ce qui donne bien la forme voulue lorque l’on regroupe tous les termes.

On peut obtenir une formule similaire avec le calcul matriciel faisant aussi intervenir les partitions
d’entiers mais je n’ai pas encore trouvé de belle manière de l’écrire.
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