
Quelques aspects des systèmes dynamiques
polynomiaux

Introduction

Ce volume regroupe quatre articles concernant l'itérationdes transfor-
mations polynomiales ou rationnelles des variétés projectives. Le but n'est
pas d'établir un panorama global de la dynamique des transformations ra-
tionnelles, mais de présenter quelques problèmes qui se situent au con�uent
de la géométrie algébrique, de la géométrie diophantienne,des systèmes
dynamiques et de l'analyse harmonique.

En guise d'introduction, nous partirons d'une question de géométrie dio-
phantienne formulée par le père des systèmes dynamiques, Henri POIN-
CARÉ. Ceci nous conduira à présenter plusieurs concepts qui joueront un
rôle central tout au long de ce volume.

Courbes elliptiques et variétés abéliennes.Soit A une courbe cubique
lisse du plan projectif, qui est dé�nie par une équation homogène à co-
ef�cients rationnels et qui est munie d'au moins un point à coordonnées
rationnelles. Par un changement de coordonnées linéaire à coef�cients ra-
tionnels, l'équation deA peut être mise sous forme de WEIERSTRASS,

y2z= 4x3 + axz2 + bz3;

où a et b sont rationnels et[x : y : z] désigne les coordonnées homogènes
obtenues après ce changement de variables. L'ensemble des solutions com-
plexes de cette équation forme une surface de RIEMANN A(C) qui est ho-
lomorphiquement difféomorphe au quotient de la droite complexe C par
un réseau cocompactL ; (voir [10], [13])

A(C) = C=L:

Nous pouvons choisir cet isomorphisme pour que la classe de l'origine
0 2 C moduloL corresponde au point[0 : 1 : 0] deA: On munit ainsiA(C)
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d'une structure de groupe additif issue de celle de(C;+) pour laquelle
[0 : 1 : 0] est l'élément neutre. Ces choix étant faits, trois pointsP1; P2 etP3

deA(C) ont une somme nulle si, et seulement s'ils sont alignés dansP2(C):
Ainsi, l'inverse� M d'un pointM est obtenu en prenant son symétrique par
rapport à l'axe desx:

M

-M

FIG. 1. Addition sur une cubique.

LorsqueP1 et P2 sont des points deA(Q); le troisième point d'intersec-
tion de la droite(P1P2) avecA est à coordonnées rationnelles. L'ensemble
A(Q) des points rationnels deA forme donc un sous-groupe de(A(C);+) :
En 1901, POINCARÉ dé�nit le rang de la courbeA comme étant celui
du groupe abélienA(Q) puis s'interroge sur les valeurs possibles de ce
nombre (voir [12]) :

«Quelles valeurs peut-on attribuer au nombre entier que nousavons ap-
pelé rang d'une cubique rationnelle ? Quelles sont, parmi les catégories
que nous venons d'énumérer et qui sont jusqu'ici logiquement possibles,
celles qui existent réellement ?»

Cette question est encore largement ouverte. Le premier résultat impor-
tant af�rme que le rang deA est �ni. Il est dû à MORDELL, en 1922. Plus
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généralement, siA est une variété abélienne de dimensionk; c'est-à-dire
une variété projective pour laquelleA(C) est isomorphe à un quotient com-
pact du groupeCk; et siA est dé�nie sur un corps de nombresL; alorsA(L)
est un groupe abélien de type �ni. Ce théorème est dû à WEIL, en 1928.

Une des idées mises au point dans ce contexte est au cœur du présent
ouvrage : il s'agit d'introduire la notion de hauteur d'un point rationnel,
et d'étudier le comportement de la hauteur d'un pointz de A(Q) lorsque
celui-ci est changé en l'un de ses multiplesmz; avecm2 Z:

Hauteurs et itérations. Soit p un point dePk(Q): Ce point possède alors
des coordonnées homogènes entières[x0 : x1 : ::: : xk] qui sont globalement
premières entre elles ; un tel choix de coordonnées est unique à multiplica-
tion près de celles-ci par� 1: La hauteurh(p) de p est alors dé�nie par

h(p) = log max
i= 0;:::;k

(jxi j) ;

elle décrit le nombre de chiffres qui apparaît dans l'écriture dep à l'aide
de coordonnées entières.

LorsqueW est une sous-variété de l'espace projectif qui est dé�nie sur
Q; la hauteur peut être restreinte àW(Q): Ce procédé fournit donc une hau-
teur permettant de mesurer la taille des points deW(Q); ceci pour chaque
plongement deW dans un espace projectif (dé�ni surQ).

Reprenons l'exemple d'une variété abélienneA; dé�nie surQ; et désor-
mais munie d'une hauteurh : A(Q) ! R+ : La multiplication par un entier
m sur le groupe additifA(C) produit un endomorphismefm deA qui per-
mute les points deA(Q): Il se trouve que la fonction

jh( fm(p)) � m2h(p)j

est bornée surA(Q): Suivant une astuce de TATE datant de 1964 (voir [8]),
la limite

ĥ(p) = lim
n! ¥

1
m2n h(( fm)n(p))

détermine une fonction surA(Q) pour laquelle

(1) ĥ( f (p)) = m2ĥ(p) pour tout pointp deA(Q) ;

(2) jĥ� hj est bornée surA(Q):

La hauteur̂h associée àfm est appeléehauteur canonique, ou hauteur de
TATE de fm:
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Voici un autre exemple pour lequel la hauteur peut être modi�ée par un
procédé itératif a�n de lier ses propriétés arithmétiques àla dynamique
d'une transformation algébrique. Soitf un endomorphisme de l'espace
projectif de dimensionk Pk

Q: En coordonnées homogènes[x0 : ::: : xk]; f est
dé�ni par k+ 1 polynômes homogènes à coef�cients rationnelsPi qui ont
même degréd> 1 et n'ont pas de zéro commun excepté l'origine(0; :::;0) :

f [x0 : ::: : xk] = [ P0(x0; :::;xk) : ::: : Pk(x0; :::;xk)]:

Il se trouve alors que la différence des fonctionsp 7! dh(p) et p 7! h �
( f (p)) est encadrée par deux constantes ne dépendant pas du pointp 2
Pk(Q): Le procédé de TATE produit donc à nouveau une hauteurĥ sur
Pk(Q) satisfaisant̂h( f (p)) = dĥ(p) pour laquellejĥ� hj est bornée.

La hauteur canonique porte des informations dynamiques nontriviales.
Elle peut être étendue à l'ensemble des points de la variété àcoordonnées
dans la clôture algébriquēQ deQ: Ainsi étendue, elle peut donc être éva-
luée sur les points périodiques isolés de la transformationf étudiée, car
ceux-ci sont dé�nis par un système d'équations à coef�cients rationnels. Il
se trouve alors qu'un pointp de la variété à coordonnées dansQ̄ a une or-
bite �nie si et seulement si sa hauteur canonique est nulle (voir [11]). Nous
allons maintenant décrire des relations plus profondes entre dynamique et
hauteur.

Dynamique et entropie topologique.Que ce soit la multiplication par un
entierm> 1 sur une variété abélienne ou les endomorphismes de degréd>
1 sur un espace projectif, ces deux familles de transformations développent
une dynamique intéressante. Ceci avait bien sûr été observédepuis la �n
du dix-neuvième siècle, puis largement étudié durant la première moitié du
vingtième, notamment par JULIA et FATOU (voir [2]).

Il se trouve qu'autour de 1964, donc à l'époque où TATE dégage la no-
tion de hauteur canonique, apparaît une nouvelle façon de mesurer la com-
plexité d'un système dynamique. Il s'agit de la notion d'entropie topolo-
gique, à laquelle il sera régulièrement fait référence dansce volume.

Ce concept, introduit par ADLER, KONHEIM et MCANDREW autour de
1964 (voir [1]), peut être dé�ni comme suit. Soitf : X ! X une transfor-
mation continue d'un espace métrique compact. Soientn un entier positif
et e un réel strictement positif. On dit que deux pointsx et y de X ont la
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même orbite à la précisione sur la périoden si la distance entref j (x) et
f j (y) est inférieure àe pour tout entierj entre 0 etn: Lorsquen tend vers
l'in�ni, à e �xé, le nombre d'orbites que l'on peut ainsi distinguer croît
au plus exponentiellement vite. L'entropie topologiquehtop( f ) mesure ce
taux de croissance exponentiel, dans la limite oue tend vers 0 (voir le pre-
mier chapître de [4]).

Pour une isométrie deX; l'entropie est nulle. Pour la multiplication par
m sur une variété abélienne complexe de dimensionk l'entropie topolo-
gique vaut 2klog(m) et pour un endomorphisme dePk(C) dé�ni par des
polynômes homogènes de degréd elle est égale àklog(d) (voir [7]).

A elle seule, la positivité de l'entropie montre que la dynamique de ces
transformations est riche. Pour la multiplication parm sur une variété abé-
lienne complexeA(C); ceci se traduit, entre autres, dans le fait que les
points périodiques defm sont répulsifs et denses dansA(C) : un point est
périodique si et seulement si c'est un point de torsion deA; et la dérivée
de f n en chaque point périodique de périoden est une homothétie de rap-
port mn > 1: Voyons ce qui reste de ces remarques simples pour certains
endomorphismes de la droite projective.

Mesure d'équilibre et équidistribution. Toujours en 1964, BROLIN ré-
dige un article concernant la dynamique des polynômes d'unevariable
complexe [3].

SoitP2 C[z] un polynôme dont le degréd est strictement plus grand que
1: Le polynômeP détermine un endomorphisme

f [x0 : x1] = [ P(x0=x1)xd
1 : xd

1]:

de P1(C) = C [ f ¥ g qui �xe le point à l'in�ni ¥ = [ 1 : 0]: Ce point �xe
est attractif : siz est suf�samment proche de¥ la suite( f n(z)) converge
vers¥ : Par dé�nition, l'ensemble de JULIA rempli de f ; notéK( f ); est
l'ensemble des pointsz de C dont l'orbite f z; f (z); f 2(z); :::; f n(z); ::g est
bornée. Le complémentaire deK( f ) est le bassin d'attraction de l'in�ni ;
autrement dit,z est hors deK( f ) si, et seulement si la suite( f n(z)) tend
vers¥ avecn:

L'ensembleK( f ) est un sous-ensemble compact deC: La théorie du
potentiel associe alors àK( f ) sa « mesure d'équilibre »µf : il s'agit de la
mesure de probabilité supportée par le bord deK( f ) qui, parmi les mesures
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FIG. 2. Un ensemble de Julia [14].

de probabilité à support dansK( f ); minimise l'intégrale d'énergie
Z

a2K( f )

Z

b2K( f )
log

1
ja� bj

dµ(a)dµ(b):

BROLIN démontre que

(1) f préserve la mesureµf : si B est un borélien,µf (B) est égal à
µf ( f � 1(B)) ;

(2) sizappartient àC et f � 1f zg n'est pas réduit àf zg; la moyenne sur
l'ensemble des préimagesf � nf zg converge versµf au sens de la
convergence faible des mesures : on dit que les préimages dez se
répartissent équitablement vers la mesure d'équilibre ;

(3) la dynamique def est mélangeante pour cette mesure : siB1 et B2

sont deux boréliens, la mesure def � n(B1) \ B2 tend vers le produit
des mesures deB1 et deB2 lorsquen tend vers l'in�ni.

LYUBICH montrera plus tard dans [9] que

(4) µf décrit la distribution des points périodiques répulsifs def :
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Plus précisément, posons

µn =
1
dn å

z2Pn( f )

dz

où dz est la masse de DIRAC au pointz; et Pn( f ) est l'ensemble des points
périodiques de période divisantn; c'est-à-dire l'ensemble des solutions de
l'équation f n(z) = z (comptées avec multiplicité). Alors la suite de me-
sureµn converge faiblement versµf ; et cette propriété reste vraie siPn( f )
est remplacé par le sous-ensemble formé des points périodiques tels que
j( f n)0(z)j > 1: En particulier, les points périodiques répulsifs prédominent.

LYUBICH montrera aussi que

(5) µf est l'unique mesure d'entropie maximale def :

Sans décrire ce dernier énoncé, signalons simplement que l'ensemble de
ces résultats montre queµf est naturellement reliée aux propriétés dyna-
miques et stochastiques, de la transformationf : P1(C) ! P1(C):

Fonction de Green et hauteurs canoniques.La fonction de GREEN ĝ du
compactK( f ) est l'unique fonction harmonique ˆg : C nK( f ) ! R+ qui
est nulle sur le bord¶K( f ) et qui possède un pôle logarithmique à l'in�ni.
Le laplacien de ˆg (pris au sens des distributions) coïncide avec la mesure
d'équilibreµf :

Cette fonction joue un rôle analogue à celui joué par la hauteur cano-
niqueĥ: On trouve ainsi dans le texte de BROLIN la même astuce que celle
de TATE. Soit E un domaine simplement connexe du plan, à bord lisse,
contenantK( f ) (par exemple un disque de rayonR >> 1) et soitg est la
fonction de GREEN deE: On peut par exemple prendre pourE un disque
de rayonR>> 1 et dans ce casg(z) = log+ (jzj=R): La suite de fonctions

gn(z) =
1
dng( f n(z))

converge alors vers la fonction de GREEN ĝ de K( f ) ; celle-ci satisfait la
relation d'invariance

ĝ( f (z)) = dĝ(z):

L'analogie entre le processus itératif de TATE partant de la hauteurh et
celui de BROLIN partant de la fonction de GREEN g peut être expliquée et
renforcée de la manière suivante. Tout nombre entier non nula admet une
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factorisation en facteurs premiers essentiellement unique

a = Õ
p2P

pvp(a) ;

oùP est l'ensemble des nombres premiers. Le produit de la valeurabsolue
standardjaj avec les valeurs absoluesp-adiques

jajp = p� vp(a):

est alors égal à 1: Le lecteur verra dans l'article de CHAMBERT-LOIR que
cette formule du produitpermet de décomposer la hauteur canoniqueĥ
associée àf : P1(C) ! P1(C) en une somme de hauteurs

ĥ = å
p2P[f ¥ g

ĥp;

où, premièrement, la hauteurĥ¥ s'identi�e à la fonction de GREEN ĝ em-
ployée par BROLIN et, deuxièmement, chaque hauteurĥp est un analogue
p-adique de ˆg:

La théorie des hauteurs canoniques contient donc, en germe,le potentiel
de l'unique mesure d'entropie maximaleµf ; et les hauteurŝhp sont des
analoguesp-adiques de la fonction de GREEN.

Des complexes auxp-adiques. Nous avons vu l'importance de la fonc-
tion de GREEN ĥ¥ pour la dynamique d'une transformation polynomiale
f : C ! C: Quel rôle jouent les autres hauteursĥp dans la dynamique def ?
Que dire de la dynamiquep-adique def ?

Pour tenter de répondre à ces questions, introduisons le corps Qp des
nombresp-adiques. Celui-ci s'obtient en étendant la valeur absoluedeZ à
Q parja=bj = jajp=jbjp puis en complétant le corpsQ pour cette valeur ab-
solue. La clôture algébrique deQp n'est pas complète, mais sa complétion
reste algébriquement close. On la noteCp:

Le problème est alors d'étudier la dynamique des fractions rationnelles à
coef�cients dansQ sur les droites projectivesp-adiqueP1(Qp) etP1(Cp):
La valeur absoluep-adique étant ultramétrique, c'est-à-dire que

jx+ yjp � max(jxjp; jyjp);

et le corpsCp n'étant pas localement compact, la géométrie deP1(Cp) est
très différente de celle deP1(C):
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Les premiers résultats de dynamiquep-adique n'ont que quelques an-
nées. L'article [5] dans ce volume y est dédié. Le lecteur y verra comment
les propriétés classiques de dynamique complexe (surP1(C)) s'y re�ètent
ou y sont mises en défaut.

Par exemple, lorsquef appartient àQ[z]; f induit un endomorphisme
deP1(Cp) pour chaque valeur dep; et les propriétés dynamiques def sur
P1(Cp) dépendent fortement dep : pour tous les nombres premiersp sauf
un nombre �ni, la transformationf est 1-lipschitzienne, et son entropie to-
pologique est donc nullle. De même, siq est un point périodique def de
périoden; alorsj( f n)0(q)jp = 1 pour presque toutp ; plus généralement, la
formule du produit montre que les points périodiques def qui sont répul-
sifs pour f : P1(C) ! P1(C) deviennent attractifs pour certains premiers
p; éventuellement répulsifs pour d'autres, et indifférents pour tout p en
dehors d'un ensemble �ni.

À l'heure actuelle, trop peu de résultats de dynamiquep-adique traitent
des transformations dé�nies sur des variétés algébriques de dimension su-
périeure. Le texte [5] concerne donc uniquement la dynamique des trans-
formations d'une variable. Par contre, les travaux de BROLIN et LYUBICH

évoqués plus haut, et leur pendant diophantien, ont été généralisés en di-
mension supérieure ou égale à 2:

Dimension supérieure. Pour les transformations polynomiales des varié-
tés projectives complexes de dimension quelconque, la théorie du pluripo-
tentiel, ou, plus précisément, des courants positifs fermés, peut remplacer
la théorie classique du potentiel sur les surfaces de RIEMANN . Ce principe
a connu des applications spectaculaires dans la description des propriétés
ergodiques des transformations holomorphes et méromorphes des variétés
projectives complexes, étendant ainsi en dimension quelconque certains
des résultats mentionnés ci-dessus.

Deux outils principaux se taillent la part du lion. Il s'agitdans les deux
cas d'analyse harmonique, au sens large du terme.

Le premier est la théorie de HODGE. Dans la construction des hauteurs
canoniques de TATE ou de la fonction de GREEN de BROLIN, le procédé
itératif employé nécessite de renormaliser la suiteh� f n (resp.g� f n) en
divisant ces fonctions par un entier : on divise parm2n dans le cas de la
multiplication parm sur une courbe elliptique et pardn dans le cas d'un
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endomorphisme de degréd de l'espace projectif. Dans les deux cas, ces
entiers apparaissent naturellement comme valeur propre def � agissant sur
la cohomologie de la variété. La première étape pour une transformationf
d'une variété projectiveM de dimensionk > 1 est de décrire la transfor-
mation linéairef � : H � (M;Z) ! H � (M;Z): La théorie de HODGE fournit
justement un outil permettant d'analyser l'anneau de cohomologie d'une
variété projective complexe. Elle permet donc aussi d'exhiber les proprié-
tés fondamentales des applicationsf � etudiées ; ainsi, lorsquef est holo-
morphe, ce sont les valeurs propres def � sur les groupes de cohomologie
de DOLBEAULT médiansHs;s(M;C) qui comptent.

Le second outil est la théorie du (pluri)potentiel, c'est-à-dire des cou-
rants positifs. Elle fournit des analogues multidimensionnels des notions de
fonction sous-harmonique, fonction de GREEN, mesure positive, ... Grâce
à elle, les vecteurs propres def � associés aux valeurs propres dominantes
de f � : Hs;s(M;R) ! Hs;s(M;R) peuvent être représentés par des courants
positifs généralisant la mesure de BROLIN.

Le lecteur verra dans le texte de GUEDJ comment ces outils permettent
in �ne de construire, pour certaines transformations rationnelles f ; une
mesure de probabilitéµf dont les propriétés ergodiques sont analogues à
celles de la mesure de BROLIN lorsquef est un polynôme d'une variable.

Par exemple, lorsquef est un endomorphisme holomorphe de l'espace
projectif dont le degré topologique est strictement plus grand que 1; les
travaux de FORNAESS et SIBONY puis de BRIEND et DUVAL montrent
que la mesureµf ainsi construite décrit à la fois la répartition des points
périodiques répulsifs def et celle des images réciproquesf � n(z) d'un
point z générique. Les théorèmes de BROLIN et de LYUBICH mentionnés
ci-dessus sont donc encore valables pour tout endomorphisme holomorphe
d'un espace projectif.

Aspects diophantiens.Le texte de CHAMBERT-LOIR présente le pendant
arithmétique de ce type de résultats, notamment pour ce qui concerne les
problèmes d'équidistribution de préimagesf � n(z); et leur analogue arith-
métique nommé « équidistribution des points de petite hauteur ». Repre-
nons l'exemple d'un endomorphisme dePk dé�ni sur Q et de degréd: Soit
zun élément dePk(Q); ou plus généralement dePk(Q̄): La propriété d'in-
variance de la hauteur canoniqueĥ montre que la hauteur de chaque point
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de l'ensemblef � n(z) est égale à̂h(z)=dn: Puisquez et f sont dé�nis sur
Q; l'ensemble f � n(z) est invariant sous l'action du groupe de GALOIS

Gal(Q̄;Q): On obtient donc ainsi une suite d'ensembles �nis GALOIS-
invariants dont la hauteur tend vers 0: L'étude dynamique montre que la
suite de mesures

µn = å
y2 f � n(z)

dz

converge faiblement vers la mesureµf ; ceci sans supposer quez soit à co-
ordonnées rationnelles. Le problème de l'équidistribution des points de pe-
tite hauteur consiste à montrer que cette suite de mesures converge encore
versµf lorsqu'on remplace les ensemblesf � n(z) par une suite quelconque
d'ensembles �nisEn qui sont GALOIS-invariants et dont la hauteur cano-
nique tend vers 0 (il faut supposer lesEn deux-à-deux distincts et d'union
ZARISKI-dense). Des résultats de ce type seront décrits dans [6]. Dans ce
cadre, la théorie des hauteurs et celle d'ARAKELOV offrent un langage adé-
quat permettant d'établir un dictionnaire entre géométriediophantienne et
dynamique. Prenons pour exemple la conjecture suivante :

- Conjecture de type Manin-Mumford. Soit f un endomorphisme ho-
lomorphe de l'espace projectifPk(C) dont le degré topologique est stric-
tement plus grand que1: SoitV une sous-variété dePk(C): S'il existe un
ensembleZARISKI-dense de points deV dont l'orbite par f est �nie, alors
l'orbite deV sousf est �nie.

Cette conjecture d'origine arithmétique est la généralisation naturelle
d'un théorème de RAYNAUD concernant les points de torsion des variétés
abéliennes, c'est-à-dire la torsion du groupe abélienA(Q) dé�ni ci-dessus ;
elle constitue néanmoins un problème dont l'énoncé relève entièrement des
systèmes dynamiques.

Existence d'endomorphismes.Jusqu'ici, les exemples principaux de trans-
formations polynomiales de variétés projectives que nous avons évoqués
sont la multiplication par un entier sur une courbe elliptique - et plus géné-
ralement sur une variété abélienne - et les endomorphismes holomorphes
des espaces projectifs. En dimension 1; c'est-à-dire pour les surfaces de
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RIEMANN , ce sont les seuls exemples dynamiquement intéressants. À par-
tir de la dimension 2; c'est-à-dire pour les surfaces projectives, de nou-
veaux exemples apparaissent. WEIL mentionne très clairement l'impor-
tance qu'il attachait à ce type de transformations [15] :

« De bonne heure j'avais été intrigué par l'exemple donné parSEVERI,
au moyen d'une quartique dansP3; d'une surface possédant un groupe
in�ni d'automorphismes lié au groupe des unités d'un corps quadratique
réel ; un moment j'avais même espéré trouver là un moyen d'engendrer des
extensions abéliennes de ce corps, donc une généralisationde la multipli-
cation complexe ; c'était sans doute trop beau pour être vrai. »

FIG. 3. Dynamique sur une surface K3 réelle. À
gauche quelques orbites, à droite une variété stable.

Ce passage est issu du commentaire que WEIL donne à son texte de
1958 dans lequel �gurent les célèbres conjectures d'ANDREOTTI et WEIL

concernant les surfaces K3 ; toute surface quartique lisse,en particulier
celle construite par SEVERI, est un exemple de surface K3. L'entropie to-
pologique de l'automorphisme construit par SEVERI est strictement posi-
tive : la dynamique de cet automorphisme est donc riche, chaotique. Les
techniques présentées dans l'article de GUEDJ, chapitre IV, s'appliquent à
cet automorphisme et décrivent en partie ses propriétés ergodiques.

Les conjectures d'ANDREOTTI et WEIL ont maintenant été démontrées
et permettent, du moins en théorie, de déterminer les surfaces K3 qui pos-
sèdent une in�nité d'automorphismes et celles qui ont un automorphisme
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avec une entropie strictement positive. Cependant, il semble illusoire d'es-
pérer classer « toutes » les variétés projectives complexesqui admettent des
transformations holomorphes ou rationnelles avec une dynamique intéres-
sante. Ce type de problème fait l'objet de l'article [4]. Le lecteur y verra
ainsi que les deux questions suivantes sont encore largement ouvertes :
quelles sont les surfaces projectives complexes munies d'une in�nité d'au-
tomorphismes ? Quelles sont celles qui possèdent une transformation ra-
tionnelle dominante d'ordre in�ni ?

Rigidité. Certains endomorphismes ont une dynamique plus régulière que
les autres. C'est le cas des exemples construits par LATTÈS en 1918. Re-
prenons pour cela l'exemple de la multiplication parm sur une courbe
elliptiqueA(C): Les points périodiques defm de périoden se répartissent
vers la mesure de LEBESGUEsurA(C) lorsquen tend vers l'in�ni.

Soit s : A ! A la multiplication par� 1: Le quotientA(C)=s est iso-
morphe à la sphère de RIEMANN P1(C) ; la projectionp : A(C) ! P1(C)
ainsi obtenue a quatre points de rami�cation qui correspondent aux points
d'ordre 2 du groupe abélienA(C): La transformationfm commute avecs;
passe au quotient et détermine donc un endomorphismegm deP1(C): Par
construction, la mesureµgm décrivant la répartition des points périodiques
degm est donc lisse en dehors des quatre valeurs critiques dep:

Les exemples ainsi construits, par passage au quotient d'unendomor-
phisme d'une courbe elliptique, sont appelés « exemples de LATTÈS». Une
construction analogue peut être conduite en partant de n'importe quelle va-
riété abélienne. Ceci fournit de nombreux exemples de transformations ho-
lomorphes ou rationnelles sur des variétés projectives dont la dynamique
est anormalement régulière. Le lecteur trouvera dans le premier texte de ce
volume comment caractériser les transformations ainsi construites par la
régularité de leur dynamique. Par exemple, ZDUNICK, BERTELOOT, DU-
PONTet LOEB ont montré qu'un endomorphisme de l'espace projectif dont
les points périodiques se répartissent vers une mesure absolument conti-
nue par rapport à la mesure de LEBESGUEest un exemple de LATTÈS. En
d'autres termes, les variétés abéliennes et leurs endomorphismes sont si-
multanément les plus simples du point de vue arithmétique etdu point de
vue dynamique.
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Regrets. Les textes qui suivent tentent de présenter quelques résultats qui
illustrent ces interactions entre géométrie algébrique, géométrie diophan-
tienne, systèmes dynamiques et analyse harmonique. Ils n'ont rien d'ex-
haustif et plusieurs aspects ont dû être mis de côté, à regret.

Le délai de rédaction aidant, ces lacunes initiales se sont agrandies au
gré des publications parues depuis. Espérons que la vivacité du sujet s'en
trouvera ainsi mise en valeurs. Plus sérieusement, je remercie les auteurs,
qui ont cherché à mettre à jour leurs références pendant que moi-même je
tardais à rendre ma copie.

Serge Cantat.
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