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RÉSUMÉ. Les exemples de LATTÈS et de KUMMER sont les transformations
rationnelles des variétés kählériennes compactes qui sontrevétues par un en-
domorphisme affine d’un tore. Nous étudions certaines propriétés caractéris-
tiques de ces exemples, notamment en dimension 2.

ABSTRACT. Lattès and Kummer examples are rational transformations of
compact kähler manifolds that are covered by an affine transformation of
a compact torus. We present a few ergodic caracteristic properties of these
examples. The main results concern the case of surfaces.
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1. INTRODUCTION

1.1. Endomorphismes dilatants. Soit M une variété compacte. Un endomor-
phisme f de M de classeC 1 est « dilatant » s’il existe une métrique rieman-
nienne surM et un nombre réelχ strictement plus grand que 1 tels que

‖D f (v)‖ ≥ χ‖v‖
pour tout vecteurv tangent àM.

Deux mesures de probabilitéf -invariantes sont naturellement associées à un
tel endomorphisme. La première, notéeν f , est l’unique mesure de probabilité
invariante qui est absolument continue par rapport à la mesure de LEBESGUEde
M ; si f est de classeC k, avec 2≤ k≤ω, alorsν f est déterminée par une densité
strictement positive de classeC k−1 (voir [47]). La seconde mesure, notéeµf , est
l’unique mesure d’entropie maximale def . En général,µf n’est pas absolument
continue par rapport à la mesure de LEBESGUE et diffère donc deν f . Pour
les endomorphismes du cercle définis parτd(z) = zd, d 6= −1, 0, 1, ces deux
mesures coïncident avec la mesure de HAAR du cercle.

D’après les travaux de SHUB et GROMOV, seules les infra-nilvariétés pos-
sèdent des endomorphismes dilatants et deux endomorphismes dilatants qui
sont homotopes sont conjugués par un homéomorphisme (voir [49] et [34]).
En particulier, l’entropie topologique d’un endomorphisme dilatantf est déter-
minée par son actionf∗ sur le groupe fondamental deM.

1



CARACTÉRISATION DES EXEMPLES DE LATTÈS ET DE KUMMER 2

Appliquons ceci lorsqueM est le cercle et quef est un endomorphisme dila-
tant de degréd et de classeC k. Il existe alors un homéomorphismeh du cercle
conjuguantf àτd. L’entropie topologique def est égale à log(|d|) et la mesure
d’entropie maximaleµf est égale à l’image réciproqueh∗λ, où λ est la mesure
de HAAR du cercle. Pour queµf coïncide avecν f , il faut donc queh soit abso-
lument continu par rapport à la mesure de LEBESGUE. Il s’agit d’un phénomène
rare. On dispose en effet du résultat suivant : deux endomorphismes du cercle
f et g dilatants et de classeC k qui sont conjugués par un homéomorphisme
absolument continu le sont automatiquement par un difféomorphisme de classe
C k (pour 2≤ k≤ ω, [50]).

Dans certaines situations proches des situations holomorphes qui seront trai-
tées dans cet article, la rigidité entrainée par l’égalité deν f etµf est encore plus
forte. Par exemple, deux produits de BLASCHKE dilatants qui sont conjugués
par un homéomorphisme absolument continu sont en fait conjugués par une ho-
mographie (voir [50], page 289). Ainsi lorsquef est un produit de BLASCHKE

dilatant de degréd qui n’est pas conjugué àτd par une homographie, la mesure
µf n’est pas absolument continue par rapport à la mesure de LEBESGUE.

Nous retiendrons que, en dimension 1, la lissité ou l’absolue continuité de
la mesure d’entropie maximaleµf rigidifie la situation : l’endomorphisme est
alors conjugué (resp.C k-conjugué, resp. homographiquement conjugué) à l’en-
domorphisme de même degré le plus simple, à savoirτd.

De tels résultats ne sont plus valables en dimension plus grande que 1 pour
les raisons suivantes. Sif et g sont conjugués par un difféomorphismeh les
valeurs propres deD f en un point fixep sont égales à celles deDg enh(p). Si
µf est lisse, le jacobien def en ses points périodiques est égal àd, où d est le
degré topologique. En dimension 1, ceci fixe les valeurs propres deD f , mais
en dimension plus grande, seul le produit des valeurs propres est ainsi fixé ; on
peut donc changer les valeurs propres et anihiler l’existence d’une conjugaison
lisse tout en préservant la mesure d’entropie maximale.

Exemple 1.1. Soient ε un nombre réel strictement positif etfε l’endomor-
phisme du toreR2/Z2 défini par

fε(x,y) = (2x+2εsin(2πy),x+2y+ εsin(2πy)).

L’endomorphismefε est isotope à l’endomorphisme linéairef0 et la mesure
de HAAR du tore est l’unique mesure d’entropie maximale defε. Puisque les
valeurs propres deD fε aux points fixes defε varient avecε, l’endomorphisme
f0 n’est en général pas conjugué àfε par un difféomorphisme.
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Dans cet article, nous allons obtenir des résultats analogues aux résultats rap-
pelés ci-dessus mais pour des endomorphismes holomorphes et des transforma-
tions méromorphes de variétés complexes compactes kählériennes de dimen-
sion supérieure à 1. Nous ferons deux hypothèses. La première est de nature
dynamique et consiste à supposer que la mesure d’entropie maximale de l’en-
domorphisme est absolument continue par rapport à la mesurede LEBESGUE.
La seconde est de nature cohomologique. L’hypothèse analogue pour les endo-
morphismes dilatants serait quef est isotope à une transformation linéaire dont
tous les exposants de LYAPOUNOFF sont égaux.

1.2. Dynamique des transformations rationnelles cohomologiquement di-
latantes. SoientM une variété complexe compacte kählérienne de dimension
d et f : M 99K M une transformation méromorphe deM. Nous noteronsdt( f )
le degré topologique def ; au choix,dt( f ) peut être défini comme le cardinal
de l’ensemblef−1{x} pour un point générique deX ou comme l’entier par
lequel f∗ multiplie la classe fondamentale deX. La transformationf détermine
également des opérateurs linéairesf ∗ sur chacun des groupes de cohomologie
de DOLBEAULT de X. En général, il se peut que( f ◦ f )∗ diffère de f ∗ ◦ f ∗.
On considère donc, pour chaque groupe de cohomologieH p,p(M,R), la suite
d’opérateurs(( f k)∗)k∈N et l’on définit lep-ième degré dynamiqueλp( f ) par la
formule

λp( f ) = limsup
k→+∞

‖( f k)∗‖1/k

où‖ .‖ est une norme d’opérateur quelconque sur l’espace des endomorphismes
linéaires deH p,p(M,R). En particulier, le degré topologique def est égal à
λd( f ). Si κ est une forme de KÄHLER surM, il se trouve que

λp( f ) = limsup
k→+∞

{

Z

M
( f k)∗κp∧κd−p

}1/k

.

Le lecteur pourra consulter [27], [35] et [29] pour ce type depropriétés.

Définition 1.2. Une transformation rationnellef : M 99K M d’une variété com-
plexe compacte kählérienne de dimensiond est ditecohomologiquement dila-
tantesi dt( f ) > λp( f ) pour tout entierp compris entre 0 etd−1.

Suite aux travaux de FORNAESSet SIBONY, BRIEND et DUVAL , DINH et SI-
BONY, et GUEDJ, nous savons que ces transformations jouissent de propriétés
dynamiques remarquables qui les apparentent aux endomorphismes dilatants
des variétés compactes. En particulier, les résultats suivants sont valables pour
toute transformation rationnellef sur une variété projective qui est cohomolo-
giquement dilatante (voir [32], [8, 9], [25, 27], [35, 29], [28]) :
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• la transformationf possède une unique mesure invariante d’entropie maxi-
male ; cette entropie vautlog(dt( f )) ;

• toute fonction quasi-pluri-sous-harmonique est intégrable pour la mesure
µf ; en particulier,µf ne charge pas les sous-ensembles analytiques stricts
deM ;

• parmi les mesures qui satisfont cette propriété,µf est caractérisée par la
relation f ∗µf = dt( f )µf ;

• les points périodiques s’équirépartissent pour cette mesure et les exposants
deLYAPOUNOFF de cette mesure sont strictement positifs ;

• les fonctions höldériennes satisfont un théorème limite central pour cette
mesure.

Remarque 1.3. Il paraît donc intéressant de comparer plus précisément la dy-
namique des transformations rationnelles cohomologiquement dilatantes à celle
des endomorphismes dilatants. Remarquons toutefois quetout endomorphisme
holomorphe dilatant d’une variété compacte kählérienne est revétu par une
transformation affine d’un tore(ceci résulte sans peine de [34] et [3] ou des
arguments de [19]).

1.3. Exemples deLATTÈS et de KUMMER. Les résultats de SHUB et GRO-
MOV montrent que tout endomorphisme dilatantf est conjugué topologique-
ment au modèle algébrique auquelf est isotope. Dans le monde des transfor-
mations méromorphes, l’analogue de ces modèles algébriques est fourni par les
exemples de KUMMER.

Définition 1.4. Soit f une transformation méromorphe d’une variété complexe
compacteM. Nous dirons quef est unexemple deKUMMER s’il existe un tore
complexe compactA, un groupe finiG d’automorphismes deA et un endomor-
phisme affineF deA tels que

(1) F passe au quotient en un endomorphismeF de la surfaceA/G ;
(2) il existe une transformation birationnelleπ : X 99K A/G telle queπ◦ f =

F ◦π.
Nous dirons quef est unexemple deLATTÈS si les modules des valeurs propres
de la partie linéaire deF sont égaux et strictement supérieurs à 1.

Exemple 1.5.Commençons par rappeler le cas de la dimension 1 (voir [46]
pour les détails). Si une courbe possède un exemple de LATTÈS, le genre de
cette courbe est égal à 0 ou 1. Pour construire un exemple de LATTÈS sur
P1(C), on se donne une courbe elliptiqueE, un groupe fini cyclique non tri-
vial G d’automorphismes deE fixant un point basee et une transformation
affineF : E → E qui commute àG. Le cardinal deG est alors égal à 2, 3, 4 ou
6, la courbeE/G est isomorphe àP1(C) et F passe au quotient en un exemple
de LATTÈS f : P

1(C) → P
1(C).
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Plus précisément, il existe une unique structure d’orbifold surP1(C) avec des
points singuliers situés sur l’ensemble post-critique def pour laquellef devient
un endomorphisme d’orbifold. Suivant le cardinal deG, les listes des indices
des singularités de l’orbifold valent{2,2,2,2}, {3,3,3}, {2,4,4} ou {2,3,6} ;
le revêtement deP1(C) ramifié aux trois ou quatre points de l’ensemble post-
critique def avec la liste d’indices de ramification ainsi prescrite coïncide avec
E. L’endomorphismef détermine donc l’applicationπ : E → P1(C), le groupe
G et la transformation affineF.

On remarquera que, en dimension 1, la distinction entre exemples de KUM-
MER et exemples de LATTÈS n’a pas vraiment lieu d’être car tout exemple de
KUMMER dont le degré topologique est strictement supérieur à 1 est un exemple
de LATTÈS.

Exemple 1.6.Soit f : P
1(C) → P

1(C) un exemple de LATTÈS de dimension
1. L’action diagonale def sur P1(C)d détermine un exemple de LATTÈS de
dimensiond qui commute à l’action du groupe symétriqueSd par permutation
des coordonnées. Passant au quotient, nous obtenons un exemple de LATTÈS

surPd(C).

Les deux exemples qui suivent concernent les surfaces K3. Ces dernières sont
caractérisées par les deux propriétés suivantes : elles sont simplement connexes
et possèdent une 2-forme holomorphe qui ne s’annule pas. Cessurfaces jouent
un rôle central dans la classification d’ENRIQUES-KODAIRA. Nous les retrou-
verons fréquemment dans ce texte car les trois grandes familles de surfaces
kählériennes compactes qui possèdent des transformationsrationnelles coho-
mologiquement dilatantes sont les surfaces rationnelles,les tores et les surfaces
K3.

Exemple 1.7.SoientA = C2/Λ un tore complexe compact etσ l’involution
(x,y) 7→ (−x,−y). SoientL un endomorphisme linéaire du planC2 qui préserve
le réseauΛ etFL l’endomorphisme deA déterminé parL. Les relations suivantes
sont immédiates :

{

dt(FL) = det(L)2

λ1(F∗
L ) = ρ(L)2

où ρ(L) est le rayon spectral deL. PuisqueFL commute avecσ, il est possible
de passer au quotient sur la surfaceA/σ, dite surface de KUMMER. Ceci dé-
termine un endomorphisme de la surface de KUMMER singulière ou, au choix,
une transformation méromorphe de la surface de KUMMER désingularisée. Ces
transformations sont des exemples de KUMMER et ce sont des exemples de
LATTÈS lorsqueρ(L)2 = det(L).

Exemple 1.8(voir [6], [7], [1]) . Soit C une courbe elliptique etA le toreC×
C. Soit Φ un endomorphisme deA induit par une homothétie deC2. Soit η
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la transformation d’ordre 3 définie parη(x,y) = (y,−x− y). La surfaceA/η
est une surface K3 avec neuf singularités cuspidales localement isomorphes
à la singularitéuv = w3. L’endomorphismeΦ détermine une transformation
rationnelle de la désingularisée deA/η pour laquelledt(Φ) = ρ(Φ∗)2.

Voici une construction alternative deA/η en se donnantC comme cubique
lisse du plan projectif : la courbe duale deC est une sextiqueC′ possèdant neuf
cusps, un par point d’inflexion deC. Le revêtement double du plan projectif
dual ramifié le long deC′ est isomorphe àA/η. Les surfaces K3 possèdent au
plus neuf singularités cuspidales ; celles qui en possèdentexactement neuf sont
toutes obtenues de la sorte (voir [1]).

1.4. Caractérisation des endomorphismes deLATTÈS. Les travaux de ZDU-
NICK en dimension 1, puis de BERTELOOT, DUPONT et LOEB en dimension
supérieure conduisent à la caractérisation suivante de certains endomorphismes
de LATTÈS. Cet énoncé montre notamment que l’exemple 1.1 n’a pas d’ana-
logue pour les endomorphismes holomorphes de l’espace projectif Pn(C).

Théorème A. Soit g: M → M un endomorphisme holomorphe d’une variété
projective complexe. Supposons qu’il existe une classe deKÄHLER [κ] et un
réel δ > 1 tels que g∗[κ] = δ[κ]. Si la mesure d’entropie maximale de g est
absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUE, g est un exemple
deLATTÈS.

Nous présenterons en annexe les adaptations nécessaires pour déduire ce ré-
sultat des travaux de BERTELOOT, DUPONT et LOEB (voir [5], [4]). Signalons
dès à présent que l’existence d’une unique mesure d’entropie maximale pourg
résulte des travaux de BRIEND et DUVAL , puis de DINH et SIBONY, mention-
nés ci-dessus (voir [25], théorème 5.4.12). Cet énoncé doit être pondéré par la
remarque suivante : très peu de variétés possèdent des endomorphismes holo-
morphes et l’existence d’un endomorphismeg pour lequel il existe un tel couple
(δ, [κ]) avecg∗[κ] = δ[κ] est très restrictive (voir le dernier paragraphe de [18]) ;
les exemples principaux sont les endomorphismes des espaces projectifs.

Remarque 1.9. Soit g un endomorphisme d’une variété projectiveM. Sup-
posons queM et g soient définis sur un corps de nombres et qu’il existe un
fibré en droites ampleL sur M et un entierq strictement plus grand que 1 tel
queg∗L = L⊗q (on parle parfois de système dynamique polarisé, voir notam-
ment [53]). Il est alors possible d’associer àg une hauteur canoniquêhL véri-
fiant g∗ĥL = qĥL (voir [12] et [11] ou [20] et [52] pour le point de vue de la
théorie d’ARAKELOV) ; cette hauteur se décompose en une somme de hauteurs
aux places finies et aux places archimédiennes. Le théorème Amontre que les
hauteurs archimédiennes ne sont lisses que sig est un exemple de LATTÈS. Il
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serait intéressant d’obtenir des caractérisations plus « arithmétiques » de ces
exemples.

1.5. Transformations méromorphes des surfaces.Le but principal de cet ar-
ticle est d’étendre le théorème précédent au cadre des transformations ration-
nelles. Nous ne traiterons que le cas des surfaces, mais les hypothèses faites
seront plus souples que celles du théorème précédent.

Lorsquef : X 99K X est une transformation rationnelle d’une surface, on dis-
pose de trois nombres, le degré topologiquedt( f ), le premier degré dynamique
λ1( f ) (que nous noterons simplementλ( f )) et le rayon spectralρ( f ∗) de l’ap-
plication linéairef ∗ : H1,1(X,R)→ H1,1(X,R), défini par

ρ( f ∗) = limsup
k→+∞

(

‖( f ∗)k‖1/k
)

.

Nous verrons au paragraphe 2.8 que les inégalités

dt( f ) ≤ λ( f )2 ≤ ρ( f ∗)2

sont toujours valables. Le résultat principal que nous obtiendrons concerne le
cas « résonnant », ou « extrémal »,dt( f ) = ρ( f ∗)2 (ce qui force l’égalitéλ( f ) =
ρ( f ∗)).

Cette condition de résonnance entredt( f ) et ρ( f ∗) n’est pas invariante par
conjugaison birationnelle def (tout comme la notion de transformation ration-
nelle algébriquement stable ou celle de feuilletage réduitau sens de SEIDEN-
BERG). Ce qui compte, c’est donc quef soit birationnellement conjuguée à une
transformation rationnelle pour laquelle cette résonnance est satisfaite.C’est
le cas pour tous les exemples deLATTÈS. Nous renvoyons à [31] pour une
discussion et des exemples instructifs. Le lecteur y trouvera en particulier des
exemples simples pour lesquelsλ( f ) < ρ( f ∗) alors queλ( f )2 = dt( f ).

Théorème B. Soit f une transformation rationnelle d’une surface complexe
compacte X dont le degré topologique est strictement plus grand que1.

a.- Si la dimension deKODAIRA de X est positive ou nulle et sidt( f ) =
λ( f )2, alors f est un exemple deLATTÈS.

b.- Si X est projective, sidt( f ) = ρ( f ∗)2 et si la mesure d’entropie maximale
de f est absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUE, alors f
est un exemple deLATTÈS.

Les deux énoncés sont reliés par la remarque suivante (voir la proposition
3.16) : lorsque la dimension de KODAIRA deX est positive ou nulle, la mesure
d’entropie maximale def est automatiquement lisse. L’assertion (a) peut donc
être pensée comme un corollaire de l’assertion (b) (pourX projective). Nous
avons séparé ici les deux énoncés car la preuve que nous donnons de (a) ne
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fait pas usage d’outils provenant des systèmes dynamiques.En résumé, nous
obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 1.10. Une transformation rationnelle f d’une surface projective
complexe est un exemple deLATTÈS si, et seulement si f est birationnellement
conjuguée à une transformation rationnelle f′ pour laquelledt( f ′) est égal à
ρ( f ′∗)2 et µf ′ est absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUE.

Le résultat qui suit montre que la minimalité des exposants de LYAPOUNOFF

de f (vis-à-vis de la mesureµf ) est une propriété caractéristique des exemples
de LATTÈS (voir [30] pour les endomorphismes).

Corollaire 1.11. Soit f une transformation rationnelle cohomologiquement di-
latante d’une surface complexe compacte kählérienne. Si ses exposants deLYA -
POUNOFFsatisfont la condition de minimalité

χ1 = χ2 =
1
2

log(dt( f )/ρ( f ∗)),

alors f est un exemple deLATTÈS.

Démonstration.On sait d’après [35] que les exposants de LYAPOUNOFF de f
satisfont l’inégalité

χ1+χ2 ≥
1
2

log(dt( f )).

L’inégalitédt( f ) ≤ ρ( f ∗)2 et l’égalité

χ1 = χ2 =
1
2

log(dt( f )/ρ( f ∗))

montrent alors quedt( f ) est égal àρ( f ∗)2. D’après le théorème 1.1 de [30], la
mesureµf est absolument continue par rapport à la mesure de LEBESGUE. Le
théorème précédent s’applique donc pour conclure. �

L’exemple 1.1 montre que le théorème B n’a pas d’analogue dans le monde
des endomorphismes analytiques dilatants. Au paragraphe 3.7 nous verrons que
la condition de « résonnance cohomologique » est nécessaire:

Théorème C.Il existe une surface projective complexe X et une transformation
rationnelle f de X qui vérifient les propriétés suivantes :

a.- f est cohomologiquement dilatante etλ( f ) = ρ( f ∗) ;
b.- la dimension deKODAIRA de X est nulle ;
c.- l’unique mesure d’entropie maximale de f est lisse ;
d.- f n’est pas topologiquement conjuguée à un exemple deKUMMER.

Remarque 1.12.Si f est un difféomorphisme holomorphe d’une surface pro-
jective complexe dont l’entropie topologique est strictement positive, alorsf
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possède une unique mesure d’entropie maximale (voir [15]). Pour les exemples
de KUMMER, cette mesure est lisse et, dans [14] et [44], l’auteur et MCMUL-
LEN demandent si cette propriété caractérise les exemples de KUMMER parmi
les difféomorphismes holomorphes d’entropie positive. L’exemple fourni par le
théorème C montre que ce n’est pas le cas pour ce qui concerne les transforma-
tions rationnelles non inversibles.

Les méthodes employées pour obtenir ces énoncés permettront également de
caractériser les exemples de KUMMER par leur groupe de symétries lorsque la
dimension de KODAIRA deX est nulle (voir le paragraphe 3.6).

Théorème D. Soit f : X 99K X une transformation rationnelle d’une surface
complexe compacte kählérienne dont le degré topologique est strictement su-
périeur à1. Supposons que la dimension deKODAIRA de X est nulle et que
f commute à une infinité d’automorphismes de X. Alors f est un exemple de
KUMMER.

Il serait intéressant d’étendre ce type de résultat aux transformations ration-
nelles du plan projectif qui commutent avec une infinité de transformations bi-
rationnelles. Nous renvoyons le lecteur à [23], [26] et [17]pour des questions
similaires.

2. TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES SURFACES

Dans cette partie, nous décrivons quelques propriétés classiques concernant
l’action des transformations rationnelles des surfaces complexes compactes sur
les groupes de cohomologie de ces surfaces. Nous en tireronsdes conséquences
importantes lorsque la dimension de KODAIRA de la surface est nulle.

2.1. Cohomologie. Si X est une surface complexe compacte, nous noterons
Hk(X,A) ses groupes de cohomologie à coefficients dans un anneau commuta-
tif A. Nous noterons〈 | 〉 la forme d’intersection sur le deuxième groupe de co-
homologie deX. Les groupesH p,q(X,C) désigneront les groupes de cohomo-
logie de DOLBEAULT. Nous nous intéresserons tout particulièrement au groupe
H1,1(X,R) ainsi qu’aux deux cônes suivants :

– H1,1
pse f(X,R) : le cône pseudo-effectif, constitué des classes de cohomologie

des courants positifs fermés ;
– H1,1

ne f(X,R) : le cône numériquement effectif, ou cône nef, constitué des
classes de cohomologie[α] qui intersectent positivement tout élément de
H1,1

pse f(X,R).
LorsqueX est kählérienne, le cône nef coïncide avec l’adhérence du cône de
KÄHLER deX.
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La classe de cohomologie ou d’homologie d’une forme, d’un courant ou
d’une courbeV sera notée[V]. Si C est une courbe, le courant d’intégration
surC sera noté{C}.

2.2. Opération sur la cohomologie.SoientX et Y deux surfaces complexes
compactes etf : X 99K Y une application méromorphe dominante. SoientΓ f le
graphe def et π1 : Γ f → X et π2 : Γ f → Y les deux projections de ce graphe
surX etY, de sorte quef soit égale àπ2◦π−1

1 . Il se peut queΓ f soit une sous-
variété singulière deX ×Y. Dans ce cas, nous désingulariseronsΓ f sans pour
autant changer les notations.

Soitα une forme différentielle de bidegré(p,q) surY. La forme différentielle
π∗

2α détermine un courant de bidegré(p,q) sur Γ f qui peut être poussé en un
courant surX à l’aide deπ1. Le courant(π1)∗(π2)

∗α obtenu par ce procédé
sera notéf ∗α. Si α et β sont cohomologues,f ∗α et f ∗β le sont aussi, ce qui
montre quef ∗ induit un opérateur linéaire entre les groupes de cohomologie de
DOLBEAULT deX et deY,

f ∗ : H p,q(Y,C) → H p,q(X,C).

De manière analogue, la composée de(π1)
∗ et de(π2)∗ détermine un opérateur

linéaire f∗ : H p,q(X,C)→ H p,q(Y,C).

Remarque 2.1.
(i) Les opérateursf ∗ et f∗ agissent au niveau des groupes de cohomologie à

coefficients réelsH1,1(X,R) etH1,1(Y,R).
(ii) Soit T un courant positif fermé de type(1,1) défini localement par un

potentielu (localementT = i∂∂u). Nous pouvons alors définir l’image ré-
ciproque deT par π2 en posant localement(π2)

∗T = i∂∂(u◦ π2). Ceci
permet d’étendre l’action def ∗ et f∗ aux(1,1)-courants positifs fermés.

(iii) Dualement, f ∗ correspond à l’action suivante sur les courbes : siC est
une courbe tracée surY, f ∗(C) est l’image par la projectionπ1 de la trans-
formée totale(π2)

∗(C).

2.3. Propriétés élémentaires.(voir [22], p. 1143)
(i) f ∗ et f∗ respectent les groupes de cohomologie à coefficients dansZ ou

R ;
(ii) f ∗ et f∗ respectent les cônes nef et pseudo-effectif ;
(iii) f ∗ et f∗ sont adjoints pour l’intersection ; ainsi, pour tout élément [α] du

groupeH1,1(Y,R), et tout élément[β] du groupeH1,1(X,R),

〈 f ∗[α] | [β]〉= 〈[α] | f∗[β]〉.
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2.4. Indétermination et composition. Le lieu d’indétermination d’une appli-
cation méromorphe dominantef : X 99K Y sera notéInd( f ). Nous désignerons
parExc( f ) l’union des courbes deX contractées parf sur des points deY. Soit
g : Y 99K Z une autre application méromorphe. Supposons quef contracte une
courbeC sur un point d’indéterminationq deg. L’ensemble

{(x,z) ∈ X×Z ; ∃ y∈Y, (x,y) ∈ Γ f et (y,z) ∈ Γg}
contient alors une composante irréductible de dimension 2 se projetant surC
dansX et sur le diviseur effectifg(q) dansZ. Cet ensemble est donc stricte-
ment plus gros que l’adhérence de ZARISKI des couples(x,g( f (x))) oùx varie
hors deInd( f ) et de f−1(Ind(g)). Ce phénomène est responsable du problème
suivant : en général,f ∗ ◦g∗ et (g◦ f )∗ ne coïncident pas.

Proposition 2.2(voir [22], p. 1144). Soient f: X 99K Y et g: Y 99K Z deux ap-
plications méromorphes dominantes entre surfaces complexes compactes. Pour
tout élément[α] du cône nef H1,1

ne f(Z,R),

(g◦ f )∗[α] ≤ f ∗ ◦g∗[α],

avec égalité dès que f(Exc( f )) et Ind(g) sont disjoints. Cette condition est né-
cessaire au cas d’égalité lorsque[α] est une classe deKÄHLER.

2.5. Formule d’aller-retour. Si f : X →Y est un morphisme holomorphe sur-
jectif et siT est un courant positif fermé surY, alors f∗ f ∗T = dt( f )T oùdt( f )
est le degré topologique def . Pour généraliser cette relation dans le cadre mé-
romorphe, il convient d’introduire quelques notations. Pour cela, factorisons la
projectionπ1 : Γ f → X en une suite de contractions de courbes rationnelles
lisses d’auto-intersection−1,

π1 = ε1◦ ε2◦ ...◦ εm,

avecX = X0, Xm = Γ f et chaqueεi : Xi → Xi−1 une contraction. NotonsEi le di-
viseur exceptionnel deεi, E′

i sa transformée stricte dansΓ f et Êi sa transformée
totale. SoientFi les images desE′

i parπ2 etGi les images deŝEi : chaqueGi est
donc un diviseur effectif qui s’écrit comme une somme pondérée des courbes
Fj . Avec ces notations, on obtient la « formule d’aller-retour »(voir [22], p.
1150)

f∗ f ∗T = dt( f )T +
m

∑
i=1

〈 [T] | [Gi]〉{Gi}

pour tout courant positif ferméT surY ({Gi} désigne le courant d’intégration
sur le diviseurGi). De même, si[α] est un élément deH2(Y,C), alors

f∗ f ∗[α] = dt( f ) [α]+
m

∑
i=1

〈 [α] | [Gi]〉 [Gi].
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En particulier, nous en déduisons la relation

〈 f ∗[α] | f ∗[β]〉= dt( f )〈 [α] | [β]〉+
m

∑
i=1

〈 [α] | [Gi]〉〈 [Gi] | [β]〉.

2.6. Degré topologique et formes holomorphes.Les groupesH4(X,Z) et
H4(Y,Z) sont canoniquement isomorphes àZ. L’application linéairef∗ est le
morphisme « identité » entre ces groupes etf ∗ est la multiplication par le degré
de f , notédt( f ).

Considérons maintenant les groupes de DOLBEAULT H2,0(X,C) etH2,0(Y,C).
Chaque élément de ce groupe est représenté par une unique 2-forme holo-
morphe. SiΩ est une telle forme surY, f ∗Ω est une forme holomorphe en
dehors deInd( f ) ; celle-ci se prolonge donc en une forme holomorphe globale
surX par le procédé d’HARTOGS. Si Ω1 et Ω2 sont deux formes holomorphes
surY,

f ∗Ω1∧ f ∗Ω2 = f ∗(Ω1∧Ω2) = dt( f )Ω1∧Ω2.

Ainsi, f ∗ agit comme une similitude de rapport
√

dt( f ) entre les espacesH2,0(Y,C)

et H2,0(X,C) munis des produits scalaires hermitiens

〈Ω |Ω′ 〉 =
Z

Ω∧Ω′.

Une étude analogue est bien entendu valable pour l’action def ∗ sur les sections
des puissances positivesK⊗k

X du fibré canonique.

2.7. Dimension deKODAIRA et ramification. Supposons désormais quef est
une transformation rationnelle dominante d’une surface complexe compacteX
dans elle-même. NotonsCrit( f ) l’ensemble des points deX où le déterminant
jacobien def s’annule. C’est un diviseur effectif qui contientExc( f ).

Supposons un instant que la dimension de KODAIRA deX est nulle et fixons
une section non-nulleΩ du fibréK⊗k

X , aveck strictement positif. Quitte à mul-
tiplier Ω par un nombre réel strictement positif, la mesure posititvedéfinie lo-
calement par

µX = (Ω∧Ω)1/k

détermine une mesure de probabilité surX qui ne dépend pas des choix dek
et Ω. Cette mesure est canoniquement associée à la structure complexe deX
et sera baptisée « mesure canonique ». Les arguments du paragraphe précédent
fournissent les lemmes suivants (voir aussi [39] §7.6.).

Lemme 2.3.Soit X une surface complexe compacte dont la dimension deKO-
DAIRA est nulle. Si f est une transformation rationnelle de X, alors f∗µX = µX

et f∗µX = dt( f )µX.
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Lemme 2.4. Soit X une surface complexe compacte minimale dont la dimen-
sion deKODAIRA est nulle. L’ensemble critique de toute transformation ration-
nelle dominante de X est vide. En particulier,Exc( f ) est vide et donc( f ∗)n =
( f n)∗ pour tout entier positif n.

2.8. Degré dynamique et rayon spectral.Munissons l’espace vectoriel réel
H1,1(X,R) d’une norme‖.‖ et notons également‖.‖ la norme d’opérateurs
associée. Nous noteronsλ( f ) le rayon spectral de la suite d’opérateurs( f n)∗,
défini par

λ( f ) = limsup
n→∞

‖( f n)∗‖1/n.

Nous noteronsρ( f ∗) le rayon spectral de l’opérateurf ∗. Les résultats princi-
paux de ce texte concernent le cas d’égalitédt( f ) = ρ( f ∗)2 ; le lemme suivant
montre qu’il s’agit d’un cas extrémal (voir par exemple [35]).

Lemme 2.5. Soit f une transformation rationnelle dominante d’une surface
complexe compacte kählérienne. Sidt( f ) est strictement supérieur à1, alors
λ( f ) etρ( f ∗) sont également strictement supérieurs à1. D’autre part,

dt( f ) ≤ λ( f )2 ≤ ρ( f ∗)2.

Remarque 2.6.
(i) Puisqu’il se peut que( f n)∗ diffère de( f ∗)n, il arrive que le rayon spectral

de f ∗ majore strictementλ( f ) (voir [31]).
(ii) Lorsque la dimension de KODAIRA deX est positive ou nulle, le lemme

2.4 montre quef ne contracte aucune courbe, ce qui entraine( f n)∗ =
( f ∗)n. Dans ce cas,λ( f ) est égal àρ( f ∗).

(iii) Puisquef ∗ et f∗ sont adjoints pour la forme d’intersection surH1,1(X,R),
le rayon spectral def ∗ est égal à celui def∗, i.e. ρ( f∗) = ρ( f ∗).

2.9. Classes et courants invariants.Rappelons quef est désormais une trans-
formation rationnelle dominante d’une surface complexe compacteX qui est
kählérienne. Les cônes convexes saillantsH1,1

ne f(X,R) et H1,1
pse f(X,R) sont donc

d’intérieur non vide. Puisquef ∗ et f∗ préservent ces cônes, ils y admettent
des vecteurs propres ; le théorème de PERRON-FROBENIUS assure d’ailleurs
l’existence d’une classe nef[α] (resp. [β]) telle que f ∗[α] = ρ( f ∗)[α] (resp.
f∗[β] = ρ( f ∗)[β]).

Lemme 2.7.
a.- Pour tout élément[α] du cône pseudo-effectif qui est un vecteur propre

pour f∗ (resp. f∗), il existe un courant positif fermé T qui est un vecteur
propre pour f∗ (resp. f∗) et dont la classe de cohomologie est égale à[α]

b.- Lorsque la valeur propre de[α] diffère de1 et que la dimension deKO-
DAIRA de X est positive ou nulle, ce courant est unique.
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Démonstration.NotonsC+([α]) l’ensemble des courants positifs fermésT dont
la classe de cohomologie[T] est égale à[α]. C’est un convexe compact (carX
est kählérienne) non vide (car la classe[α] est pseudo-effective). Siν désigne
la valeur propre de[α], (1/ν) f ∗ agit linéairement et continûment surC+([α]),
donc y possède un point fixe, ce qui montre la première assertion.

Supposons maintenant que la dimension de KODAIRA de X est positive ou
nulle. Soitk un entier strictement positif suffisamment divisible pour queK⊗k

X
ait des sections non nulles. Nous pouvons alors choisir une section Ω de ce
fibré qui soit un vecteur propre pourf ∗. La mesureµ définie localement par
(Ω∧Ω)1/k est donc une mesure lisse satisfaisantf ∗µ = dt( f )µ et f∗µ = µ (cf.
§2.7). SoientT1 et T2 deux éléments deC+([α]). Il existe alors une unique
fonction intégrableu : X → R telle que

T1 = T2+ i∂∂u et
Z

X
udµ= 0.

La quantité∆(T1,T2) =
R

X |u|dµ est nulle précisément lorsqueT1 et T2 coïn-
cident. Supposons maintenant queT1 et T2 sont deux points fixes de(1/ν) f ∗.
D’une part

1
ν

f ∗(T1−T2) = T1−T2 = i∂∂u,

d’autre part
1
ν

f ∗(T1−T2) = i∂∂
(

1
ν

u◦ f

)

.

Puisquef∗ préserveµ, u◦ f est aussi de moyenne nulle. Nous en déduisons
donc que

∆(T1,T2) =
Z

X
|u|dµ=

Z

X

1
ν
|u◦ f |dµ=

1
ν

Z

X
|u| f∗dµ=

1
ν

∆(T1,T2),

ce qui montre que∆(T1,T2) s’annule lorsqueν est différent de 1. �

3. DIMENSION DE KODAIRA POSITIVE

Dans cette partie nous montrons la première assertion du théorème B, dont
voici l’énoncé.

Théorème 3.1.Soit f une transformation rationnelle non inversible d’unesur-
face complexe compacte X dont la dimension deKODAIRA est positive ou nulle.
Sidt( f ) = λ( f )2, alors f est un exemple deLATTÈS.

Nous distinguerons plusieurs cas suivant la géométrie de lasurfaceX. Nous
pourrions traiter directement le cas général, mais cela alourdirait la présenta-
tion. En utilisant leB, A , BA de la classification d’ENRIQUES-KODAIRA, les
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difficultés apparaitront progressivement et nous obtiendrons régulièrement des
résultats plus précis que ce qu’annonce le théorème B.

Dans la suite de cette partie,f sera donc une transformation rationnelle non
inversible d’une surface complexe compacteX dont la dimension de KODAIRA

est positive ou nulle. Nous pouvons en outre supposer, ce quenous ferons, que
X est une surface minimale.

3.1. Dimension deKODAIRA strictement positive. Soit X une surface dont
la dimension de KODAIRA, notéekod(X), est strictement positive. Lorsque
kod(X) est égale à 2, toute transformation méromorphe dominante deX est un
automorphisme d’ordre fini (voir [39], page 376, thm. 7.6.1). Lorsquekod(X)
est égale à 1, la fibration d’IITAKA Θ : X → B détermine une fibration elliptique
(singulière) surX qui est invariante par toute transformation méromorphe deX.
Plus précisément, à toute application méromorphe dominante f : X 99K X est
associé un automorphismef : B→ B d’ordre fini tel queπ◦ f = f ◦π. La trans-
formation méromorphef permute donc périodiquement les fibres génériques de
Θ en y agissant comme un endomorphisme de degrédt( f ). En particulier, les
quantitésdt( f ) et ρ( f ∗) sont égales et ne satisfont jamaisdt( f ) = ρ( f ∗)2 > 1.

3.2. Tores, surfaces hyperelliptiques.Le paragraphe précédent nous permet
désormais de supposer que la dimension de KODAIRA deX est égale à 0. Dans
cette situation,X possède un unique modèle minimal qui peut être

– un tore ou l’un de ses quotients par un groupe fini d’automorphismes sans
point fixe (on parle de surface hyperelliptique,voir [2], p.148),

– une surface de KODAIRA primaire ou secondaire (voir [2], p. 146-147),
– une surface K3 ou le quotient d’une telle surface par une involution holo-

morphe sans point fixe (on parle de surface d’ENRIQUES).
Dans ce paragraphe nous traitons le premier cas. Le deuxièmecas concerne des
surfaces non kählériennes. Il fait l’objet de l’annexe B. Nous y expliquons que la
relationdt( f ) = ρ( f ∗)2 ne peut avoir lieu pour une transformation méromorphe
d’une surface de KODAIRA.

Remarquons dès à présent que, lorsqueX est un tore, une surface hyper-
elliptique ou une surface de KODAIRA, le revêtement universel deX est bi-
holomorphe au plan affine complexeC2. Ainsi, toute application de la droite
projective complexe à valeurs dansX est constante et toute transformation mé-
romorphe deX est un endomorphisme.

Toutes les surfaces hyperelliptiques sont construites parle procédé suivant.
On se donne deux courbes elliptiquesE etC, un groupe finiG de translations
surC et un morphisme deG dans les automorphismes deE dont l’image ne
contient pas que des translations. La surfaceX est alors le quotient deE×C par
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l’action diagonale deG. La projection deX surC est la fibration d’ALBANESE

deX et est donc invariante par tout endomorphisme deX.

Exemple 3.2.Soit E une courbe elliptique etG le groupe d’automorphismes
de E×E d’ordre 2 engendré par l’involution(x,y) 7→ (−x,y+ ε) où ε est un
point de torsion d’ordre 2 deE. Les endomorphismes deE×E de la forme
(2dx+ 2d′y,2d′y) passent au quotient et déterminent des endomorphismes de
X qui sont des exemples de KUMMER. Ce sont des exemples de LATTÈS lorsque
d est égal àd′.

Proposition 3.3. Soit f : M 99K M une transformation rationnelle dominante
d’une variété complexe compacte M. Si K⊗q

M est trivial pour un certain entier
q > 0, f se relève en une transformation rationnelle d’un revêtement fini M′ de
M dont le fibré canonique est trivial.

Démonstration.Ce résultat résulte du « covering-trick ». Nous en donnons une
preuve détaillée car nous utiliserons régulièrement cet argument dans les para-
graphes suivants, avec moins de détails.

L’hypothèse entraîne l’existence d’une sectionΩ de K⊗q
M qui est unique à

un facteur multiplicatif près. Il existe donc un nombre complexe non nulβ tel
que f ∗Ω = βΩ et f∗Ω = (dt( f )/β)Ω. NotonsK1 l’espace total du fibréKM, Kq

celui deK⊗q
M et pq : K1 → Kq l’élévation à la puissanceq dans les fibres. Soitn

la dimension de la variétéM. Puisquef ∗Ω = βΩ, le lieu critique def est vide.
Nous pouvons définir une transformation méromorphef∗ deK1 dansK1 par

f∗(x,ξ) =
(

f (x),(β/dt( f ))1/q f∗ξx

)

, ∀x∈ M, ∀(x,ξx) ∈ K1,

où f∗ξx est défini par la formule

f∗ξx(v1, ...,vn) = ξx(D f−1
f (x)(v1), ...,D f−1

f (x)(vn)), ∀v1, ...,vn ∈ TxM.

De même,f s’étend en une transformation méromorphef∗(x,η) = ( f (x), f∗(η))
deKq, avec f∗ ◦ pq = pq ◦ f∗. Notons alorsM′ la sous-variété deK1 constituée
des points(x,ξ) deK1 pour lesquelspq(x,ξ) = Ωx. La variétéM′ est un revête-
ment deM de degréq (si Ω s’annulait, ce revêtement serait ramifié le long des
zéros deΩ) dont le fibré canonique est trivial etf∗ : K1 99K K1 relève f en une
transformation méromorphe deM′. �

Sur une surface hyperelliptique, le fibré canonique n’est pas trivial, mais
l’une de ses puissancesK⊗q

X l’est, avecq∈ {2,3,4,6}. Par construction, le re-
vêtement d’ordreq de cette surface obtenu par le « covering-trick » est un tore.
Nous obtenons donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.4. Toute transformation méromorphe dominante d’une surface hy-
perelliptique est un exemple deKUMMER.
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3.3. Surfaces K3 et surfaces d’ENRIQUES. Nous abordons maintenant la si-
tuation la plus délicate : celle des surfaces K3 ou de leurs quotients, les surfaces
d’ENRIQUES. Ceci terminera l’étude des transformations rationnellesdes sur-
faces dont la dimension de KODAIRA est positive ou nulle. Le second cas délicat
sera celui des surfaces rationnelles, qui sera traité dans la partie suivante.

Le point de départ est le lemme suivant, qui utilise les notations des para-
graphes 2.5 et 2.8.

Lemme 3.5. Soient X une surface complexe compacte, f: X 99K X une trans-
formation méromorphe dominante et[α] une classe nef telle que f∗[α] = λ[α],
avecλ2 = dt( f ). Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) ∀i = 1, ..,m, 〈 [α] | [Gi]〉 = 0 ;
(ii) f ∗[α] = λ[α] ;
(iii) les transformations linéaires f∗ et f∗ préservent l’hyperplan[α]⊥ de

H1,1(X,R) constitué des classes de cohomologie orthogonales à[α] pour
la forme d’intersection.

Démonstration.La formule d’aller-retour conduit à l’égalité
m

∑
i=1

〈 [α] | [Gi]〉2 = 0,

ce qui montre le premier point. Appliquant à nouveau la formule d’aller-retour
nous obtenons la propriété (ii). Le troisième point résultealors de ce quef ∗ et
f∗ sont adjoints pour la forme d’intersection. �

3.4. Endomorphismes d’orbifolds. SoitY un ensemble analytique complexe
compacte de dimensionk. Les singularités deY sont dessingularités quotient
si, pour chaque pointa deY, on dispose d’un voisinageU dea et d’un isomor-
phismeϕ : Ũ /G→ U où

(i) Ũ est un ouvert deCk contenant l’origine etϕ(0) = a ;
(ii) le groupeG est un sous-groupe fini du groupe linéaireGL(k,C) ;
(iii) les points fixes de chaque élément deG forment un ensemble de codi-

mension 2 (ce que l’on peut toujours supposer quitte à changer G et ϕ).
Si l’on restreint l’ouvertU , le groupeG s’identifie au groupe fondamental lo-
cal deY au voisinage dea ; l’uniformisation(Ũ ,G,ϕ) deY au voisinage dea
est alors unique à isomorphisme près. Il est donc possible d’associer àY une
structure d’orbifold qui ne dépend que de sa structure d’espace analytique (voir
[51] et [13]).

Par la suite, les variétés à singularités-quotient seront munies de cette struc-
ture d’orbifold. Les notions de métrique hermitienne, métrique kählérienne,
forme holomorphe ou endomorphisme seront à prendre au sens des orbifolds
(voir [51] et [13]).
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Proposition 3.6. Soit X une surface K3 ou une surface d’ENRIQUES. Soit f
une transformation rationnelle de X pour laquelledt( f ) = λ( f )2. Il existe une
surface singulière Y et un morphisme birationnelε : X →Y tels que les singu-
larités de Y sont des singularités isolées de type quotient et ε◦ f ◦ ε−1 : Y →Y
est un endomorphisme d’orbifold.

Remarque 3.7.LorsqueY n’a que des singularités de type quotient, toute ap-
plication holomorphef : Y →Y est automatiquement un endomorphisme d’or-
bifold. Il suffira donc de montrer queε◦ f ◦ ε−1 est holomorphe.

Démonstration.Notonsλ le nombreλ( f ). D’après le paragraphe 2.7, nous sa-
vons que le lieu critique def est vide, que( f ∗)n coïncide avec( f n)∗ pour
tout entier positifn et que le rayon spectralρ( f ∗) est égal àλ. Le paragraphe
2.9 montre alors qu’il existe au moins une classe nef non nulle [α] telle que
f ∗[α] = λ[α].

• Supposons tout d’abord qu’il soit possible de choisir une telle classe[α] pour
laquelle〈 [α] | [α]〉> 0. Le théorème de l’indice de HODGE assure alors que la
forme d’intersection est définie négative en restriction à l’hyperplan[α]⊥. Les
courbes situées dans cet hyperplan sont donc en nombre fini etle théorème de
GRAUERT permet de les contracter : ceci détermine un morphisme birationnel
ε : X →Y vers une surface normale à singularités isolées.

Puisquec1(X) est nulle, chaque courbeE située dans[α]⊥ est une courbe
rationnelle lisse d’auto-intersection−2. Les singularités deY sont donc des
singularités de KLEIN de typeAn, Dn, E6, E7 ouE8 ; il existe donc un voisinage
de chaque singularité qui est isomorphe au quotient d’un voisinage de l’origine
dansC2 par un sous-groupe fini deSL(2,C) (voir [42] et [21]). Puisque[α]⊥

est invariant sous l’action def ∗ et f∗, f induit une transformation holomorphe
deY.

• Supposons désormais que toute classe nef[α] satisfaisantf ∗[α] = λ[α] est
d’auto-intersection nulle. Ceci signifie que l’espace propre de valeur propre
λ pour f ∗ intersecte le cône nef sur une demi-droite isotropeR+[α]. Cette
demi-droite contient nécessairement un élément non nul deH2(X,Z). Consi-
dérons en effet l’espace propreVdt( f ) de( f ∗)2 associé à la valeur propre entière
λ2 = dt( f ). La droiteR[α] coïncide avec le noyau de la restriction de la forme
d’intersection àVdt( f ). CommeVdt( f ) et la forme d’intersection sont définis sur
Q, la droiteR+[α] est elle-même définie surQ, ce qui prouve l’affirmation.

Nous pouvons donc supposer que[α] est une classe entière. SoitL([α]) l’unique
fibré en droites surX de classe de CHERN [α] (sur une surface K3 ou une sur-
face d’ENRIQUES, Pic0(X) est trivial). La formule de RIEMANN -ROCH fournit
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l’estimation
h0(X,L([α]))+h0(X,L([α])∗) ≥ 2.

Comme[α] est une classe nef,h0(X,L([α])∗) est nul et le fibréL([α]) possède
un pinceau de sections qui détermine une fibration elliptique surX (appliquer
la formule d’adjonction). La classe[α] étant une classe propre pourf ∗ et f∗,
la fibrationπ : X → P1(C) ainsi construite est préservée parf ; il existe donc
un endomorphismef de P1(C) tel queπ ◦ f = f ◦ π. De f ∗[α] = λ[α], nous
déduisons que l’image réciproque d’une fibre génériqueF deπ est l’union deλ
fibres - autrement dit, le degré def est égal àλ. De même, l’image parf d’une
fibre génériqueFz revêtλ fois la fibre imageFf (z).

Pour conclure, il suffit maintenant de démontrer les deux lemmes suivants.
�

Lemme 3.8.Soit f : X 99K X une transformation méromorphe dominante d’une
surface complexe compacte. Soitπ : X → B une fibration elliptique (éventuelle-
ment singulière) de X. Supposons que f préserve la fibrationπ, ce qui signifie
qu’il existe un endomorphismef de B tel queπ◦ f = f ◦π. Si le degré topolo-
gique def est strictement supérieur à1, la fibrationπ est isotriviale.

Démonstration.Pour chaque pointb de la baseB, nous noteronsEb la fibre
π−1(b). L’invariant modulaire des fibres deπ détermine une fonction méro-
morpheJ : B→ C∪{∞}. Pour des courbes dans une même classe d’isogénie,
l’invariant J prend des valeurs dans un ensemble discret deC ; si m est une va-
leur régulière deπ, il existe donc un voisinageU demdansB tel que toutes les
fibres deπ au-dessus deU qui sont isogènes àEm sont en fait isomorphes àEm.
Ainsi, s’il existe une suite de fibres isogènes àEm qui tend versEm, l’invariant
modulaireJ est constant et la fibration est isotriviale.

Puisquef est dominante, la restriction def à une fibre génériqueEb est un
revêtement deEb surEf (b). Le long d’une orbite def , les fibres deπ sont donc
toutes isogènes.

Puisque le degré def est strictement supérieur à 1 sa dynamique est riche
(voir [45]). En particulier, si l’on choisit un point au hasardm dans l’ensemble
de JULIA de f , l’orbite dem est infinie, évite les valeurs critiques deπ et pos-
sède une sous-suitef

n j (m) qui converge versm : ceci détermine une suite de
fibresE j qui tendent versEm et qui sont toutes isogènes àEm. La fibration est
donc isotriviale. �

Lemme 3.9.Soit f : X 99K X une transformation méromorphe dominante d’une
surface complexe compacte. Soitπ : X → B une fibration elliptique isotriviale
de X. Si f préserve la fibrationπ, il existe un morphisme birationnelε : X →Y
vers un orbifold Y et un endomorphisme f′ de l’orbifold Y tel que f′ ◦ε = ε◦ f .
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Démonstration.Dans toute la suite, nous noteronsE la fibre générique deπ etD
le disque unité deC. Les fibres singulières des fibrations elliptiques isotriviales
sont connues (voir le §V.10 de [2]). Quitte à effectuer un morphisme biration-
nel X → Y qui préserve la fibrationπ mais qui transformeX en une surface
singulièreY, nous pouvons supposer que le voisinage de chaque fibre singulière
de π : X → B devient dansY un voisinage isomorphe au quotient du produit
D×E par l’action d’un groupe fini cyclique d’ordre 2, 3, 4 ou 6. Ce groupe
agit par rotations sur le disqueD et multiplie simultanément la fibreE par une
racine de l’unité (voir le §V.10 de [2]). Les singularités de la surfaceY situées le
long de chaque fibre singulière sont des singularités-quotient qui correspondent
aux points fixes deG. Les fibres singulières deX correspondent dansY à des
courbes rationnelles lisses (de typeE/G) qui passent par les singularités deY.

Montrons que la transformation rationnellef devient holomorphe surY. Sup-
posons queF soit une fibre deπ sur laquellef possède un point d’indétermi-
nationz. NotonsF0 la fibre deπ contenant l’image de la fibreF. PuisqueF0

contient le diviseurf (z0) constitué de courbes rationnelles, la fibreF0 est sin-
gulière. Nous pouvons donc fixer un voisinageU deF et un voisinageV deF0

tels que : (i)f (V ) =U et (ii) U est isomorphe au quotient du produitD×E par
un groupe fini cycliqueG. Factorisonsf en une suite d’éclatementsν : V̂ → V
et un morphismeη : V̂ → U , de sorte quef = η◦ν−1.

Supposons d’abord queF est une fibre régulière deπ, de sorte que le groupe
fondamental deV̂ est isomorphe au groupe fondamental de la fibreZ2. Nous
pouvons alors relever l’applicationη en un morphisme dêV versD×E. Puisque
toute application deP1(C) dansE est constante, ceci contredit l’existence d’un
point d’indétermination.

Supposons maintenant que la fibreF est elle-même une fibre singulière ou
multiple. Nous pouvons alors choisirV de la forme(D×E)/G′. En notant
κ : D× E → V la projection deD× E sur (D× E)/G′ et en remplaçantf
par f ◦κ dans l’argument précédent, nous obtenons le résultat cherché : f est
holomorphe dans un voisinage deF. �

3.5. Endomorphismes des orbifolds deCALABI -YAU et conclusion. Pour
démontrer la première assertion du théorème B il suffit désormais de classer
les endomorphismes d’orbifolds des surfaces K3 et d’ENRIQUES singulières
(voir le début du §3.4 pour la notion d’orbifold). Par le covering-trick, il suffit
de traiter le cas des surfaces K3. L’argument étant valable pour les variétés de
CALABI -YAU de dimension arbitraire, nous le présenterons dans ce cadre, ce
qui nécessite quelques définitions.

Soit f : Y → Y un endomorphisme d’une variété complexe compacte de
dimensionk (éventuellement singulière). Pour tout entierp compris entre 0
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et k, nous noteronsλp( f ) le rayon spectral de la transformation linéairef ∗ :
H p,p(X,R) → H p,p(X,R) (voir le §1.2). Lorsquep est égal àk, ceci corres-
pond au degré topologique def .

Proposition 3.10.Soit Y une variété deCALABI -YAU singulière de dimension
k dont les singularités sont de type quotient. Soit f: Y →Y un endomorphisme
d’orbifold satisfaisantdt( f ) > λk−1( f ). Alors f est un exemple deKUMMER.

Remarque 3.11.D’après [35], proposition 1.2 et remarque 1.3, l’inégalitédt( f ) >
λk−1( f ) assure que le degré topologiquedt( f ) est strictement plus grand que
tous les rayons spectrauxλp( f ) pour p entre 0 etk− 1 ; en particulier,f est
cohomologiquement dilatante (cf. définition 1.2).

Remarque 3.12.D’après un résultat célèbre de BOGOMOLOV, si M est une
variété complexe compacte kählérienne dont le première classe de CHERN est
nulle, il existe un revêtement fini deM qui est isomorphe au produit d’un tore
par une variété simplement connexe à fibré canonique trivial. Ce résultat sub-
siste dans la catégorie des orbifolds (voir [13]) : si M est une variété complexe
compacte à singularités-quotient qui est un orbifold kählérien avec une pre-
mière classe de Chern nulle, il existe un revêtement (d’orbifold) fini de M qui
est isomorphe au produit d’un tore par un orbifold simplement connexe à fi-
bré canonique trivial. La simple connexité doit être prise au sens des orbifolds.
En particulier, la partie simplement connexe ne possède pasd’endomorphisme
d’orbifold de degré plus grand que 1 (car les endomorphismessurjectifs sont
des revêtements, §2.7).

Démonstration de la proposition 3.10.Soit f : Y →Y un endomorphisme d’un
orbifold de CALABI -YAU. D’après la remarque 3.12, le revêtement universelỸ
deY (au sens des orbifolds) est le produit d’un orbifold de CALABI -YAU sim-
plement connexeZ par l’espace affineCl , avecl +dim(Z) = dim(Y). Puisque
Z est simplement connexe, tout endomorphisme de l’orbifoldZ est un automor-
phisme.

L’endomorphismef se relève au revêtement universel deY en un endomor-
phisme d’orbifold. PuisqueCl ne contient pas de sous-ensemble analytique
compact de dimension strictement positive, le relevé def préserve la fibra-
tion deỸ surCl et agit par automorphisme dans les fibresZ. Ainsi, lorsque la
dimension deZ est strictement positive, l’entierl est inférieur ou égal àk−1
et le degré topologique def est égal àλl ( f ), ce qui contredit la remarque 3.11.
Ceci montre quel = dim(Y), queY est revétue par un tore et quef se relève
en un endomorphisme d’un tore (voir [13]). Autrement dit, f : Y → Y est un
exemple de Kummer. �
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Démonstration du théorème 3.1.D’après le paragraphe 3.1 et l’annexe B, les
surfaces (minimales) de dimension de KODAIRA positive qui admettent éven-
tuellement des transformations rationnelles avecdt( f ) = λ( f )2 > 1 sont les
tores, les surfaces hyperelliptiques, les surfaces K3 et les surfaces d’ENRIQUES.
Le cas des tores et des surfaces hyperelliptiques a été traité au paragraphe 3.2,
celui des surfaces K3 et des surfaces d’ENRIQUES vient d’être traité. �

3.6. Symétries des transformations rationnelles.Le but de ce paragraphe est
de montrer le théorème D. La preuve est évidente pour les tores et les surfaces
hyperelliptiques, puisque toute transformation méromorphe dominante sur une
telle surface est un exemple de KUMMER. La preuve est identique pour les
surfaces K3 et les surfaces d’ENRIQUES. Il suffit donc de considérer le cas des
surfaces K3.

Précisons les notations. Soitf : X 99K X une transformation rationnelle d’une
surfaceK3. Le groupe des automorphismes deX qui commutent avecf sera
notéC( f ) et appelé centralisateur def . Puisque toute transformation biration-
nelle deX est un automorphisme, ce groupe coïncide avec l’ensemble des trans-
formations birationnelles qui commutent avecf .

Théorème 3.13.Soit f une transformation méromorphe d’une surface K3 dont
le degré topologique est strictement plus grand que1. Si le centralisateur de f
est infini, f est un exemple deKUMMER.

Pour la démonstration, nous aurons besoin de quelques propriétés élémen-
taires des automorphismes des surfaces K3 que nous rappelons succinctement
(voir [15] et [16]). SoientX une surface K3, Aut(X) son groupe d’automor-
phismes etφ un élément de Aut(X). La transformation linéaireφ∗ induite par
φ sur le groupe de cohomologieH1,1(X,R) préserve à la fois la forme d’in-
tersectionqX et la structure entière de la cohomologie. D’après le théorème
de l’indice de HODGE, la formeqX est de signature(1,19). La transformation
linéaireφ∗ appartient donc à l’un des trois types suivants (voir [15], [16]) :

– elliptique : φ∗ est d’ordre fini. En ce cas,φ est également d’ordre fini par
le théorème de TORELLI pour les surfaces K3.

– parabolique : φ∗ préserve une unique demi-droite située sur le bord du
cône de KÄHLER deX et celle-ci est dans le cône isotrope deqX. Dans ce
cas, cette demi-droite est engendrée par la classe d’une fibration elliptique
φ-invariante.

– hyperbolique : φ∗ dilate une demi-droite et en contracte une autre dans le
bord du cône de KÄHLER deX.

Lemme 3.14.Soient X une surface K3 et G un sous-groupe infini de Aut(X),
alors
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(i) le groupe G possède des éléments d’ordre infini ;
(ii) ou bien G possède un élément de type hyperbolique ou bienX possède

une et une seule fibration elliptique invariante par tous leséléments de G.

Démonstration (voir [16]). Le premier point est une conséquence directe du
théorème de TORELLI et du lemme de BURNSIDE (pour le groupeGL(n,Z)).
Le second est conséquence du lemme du ping-pong de KLEIN et de la classifi-
cation des automorphismes en trois types rappelée ci-dessus. �

Démonstration du théorème 3.13.Pour démontrer le théorème 3.13, deux cas
se présentent, suivant que le centralisateur def préserve une fibration elliptique
ou possède un automorphisme de type hyperbolique.

Supposons tout d’abord qu’il existe un élémentφ deC( f ) qui soit hyperbo-
lique. Les courbes deX dont l’orbite parφ est finie forment donc un ensemble
fini de courbes rationnelles lisses d’auto-intersection−2 (voir [15], preuve du
lemme 5.1). Les courbesFj provenant des points d’indétermination def et des
itérés def sont permutées entre elles parφ. Nous pouvons donc contracter ces
courbes etf devient un endomorphisme de la surface K3 singulière ainsi obte-
nue. La proposition 3.10 permet alors de conclure.

Supposons maintenant qu’il existe une fibration elliptiquepréservée par tous
les éléments deC( f ). Cette fibration étant unique, elle est préservée parf .
Notons f l’endomorphisme induit parf sur la base de la fibration.

Si le degré topologique def est strictement plus grand que 1, la fibration
est isotriviale (lemme 3.8) etf est conjuguée à un endomorphisme d’orbifold
(lemme 3.9). Dans ce cas, la proposition 3.10 montre quef est un exemple de
KUMMER.

Sinon, f est un automorphisme de la droite projective qui doit permuter les
valeurs critiques de la fibrationπ : X → P1(C). Puisqu’une surface K3 ellip-
tique possède au moins trois fibres singulières, c’est quef est d’ordre fini (voir
[16]). Quitte à remplacerf par l’un de ses itérés, nous supposerons désormais
que f est l’identité. SoitS l’ensemble des points fixes def : l’ensembleS est
une courbe algébrique qui comporte au moins une composante irréductibleS0

génériquement transverse à la fibration elliptique. Soitφ un élément d’ordre
infini de C( f ). Quitte à changerφ en l’un de ses itérésφk, aveck strictement
positif, nous pouvons supposer queφ préserveS0. NotonsE une fibre de la
fibration. La classe d’homologie[E] + [S0] est alors une classeφ∗-invariante
d’auto-intersection strictement positive : ceci contredit le caractère parabolique
deφ et termine la preuve. �

3.7. Un contre-exemple. Il s’agit maintenant de démontrer le théorème C,
dont voici une version légèrement plus précise :



CARACTÉRISATION DES EXEMPLES DE LATTÈS ET DE KUMMER 24

Théorème 3.15.Il existe une transformation rationnelle f: X 99K X d’une
surface K3 projective telle que

a.- f est cohomologiquement dilatante :dt( f ) > λ( f ) = ρ( f ∗) ;
b.- la dimension deKODAIRA de X est nulle ;
c.- l’unique mesure d’entropie maximale de f est lisse ;
d.- f n’est pas topologiquement conjuguée à un exemple deKUMMER.

Nous allons construire un tel exemple et donner deux arguments différents
pour conclure : le premier argument permet seulement de montrer que la trans-
formation f n’est pas un exemple de KUMMER, mais sera l’occasion de décrire
un peu plus en détails la géométrie des surfaces de KUMMER (cf. remarque 3.17
ci-dessous) ; le second précise le premier et permet de montrer quef n’est pas
topologiquement conjuguée à un exemple de KUMMER.

Proposition 3.16. Si f est une transformation rationnelle cohomologiquement
dilatante sur une surface projective de dimension deKODAIRA positive ou
nulle, sa mesure d’entropie maximale est lisse.

Démonstration.D’après le paragraphe 2.6 il existe une 2-forme holomorpheΩ
surX telle que

f ∗(Ω∧Ω) = dt( f )Ω∧Ω.

La mesure d’entropie maximaleµf étant caractérisée par cette relation (voir
§1.2 et [35]), nous en déduisons queµf est un multiple deΩ∧Ω et que cette
mesure est lisse. �

Remarque 3.17.Il y a plusieurs types de surfaces de KUMMER qui sont des
surfaces K3. Par exemple, il y a 7 types de groupesG qui agissent sur des
toresA avec un quotientA/G qui est une surface K3 : les groupes cycliques
Z/nZ avecn∈ {2,3,4,6} et les groupes polyédraux binairesD∗

2, D3 etT∗ (voir
[36]). Si le cardinal deG est strictement supérieur à 2, les modèles lisses de
A/G ont un groupe de PICARD de rang supérieur ou égal à 19. Les courbes
exceptionnelles issues de la désingularisation deA/G sont en effet des sphères
de RIEMANN lisses d’autointersection−2 qui engendrent un sous-groupeMG

de H2(X,Z) dont le rang est supérieur ou égal à 18 (le rang deMG vaut 16
lorsqueG = Z/2Z).

Démonstration du théorème C, premier argument.SoientC une surface de RIE-
MANN , A la jacobienne deC et X la surface de KUMMER obtenue en quotien-
tantA par l’involutionσ : z 7→ −z. Nous choisironsC de manière générique, ce
qui permet d’affirmer que le rangρ(X) du groupe de PICARD deX est égal à
17. Puisqueρ(X) est égal à 17, la remarque précédente montre que les seules
structures de KUMMER sur X correspondent à des quotients par une involu-
tion. Ainsi, si f est une transformation rationnelle deX qui est un exemple
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de KUMMER, alors f doit permuter 16 courbes nodales etf∗ doit induire une
transformation d’ordre fini sur un hyperplan du groupe de PICARD deX.

D’après les travaux de J.H. KEUM, il existe des automorphismes deX qui
ne proviennent pas d’automorphismes deA (voir [37], [38], [41]). Choisissons
par exemple l’automorphismeψ présenté par KONDO au paragraphe 6 de [41].
Désignons parH l’intersection hyperplane du modèle usuel deA/σ dansP3(C)
et parNi , i = 0,1, ...,15 les courbes nodales deX issues de la désingularisation
des 16 points doubles deA/σ. Les classes d’homologie de ces courbes forment
une base du groupe de PICARD de X et la matrice deψ dans cette base est la
matrice 17×17 suivante (voir [37] page 286 et [41] remarque 6.6 et proposition
5.1) :



























































7 2 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 2 0 0 2 2
−4 −2 0 0 0 0 0 −1 −1 0 0 0 −1 0 0 −1 −1
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−4 −1 0 0 0 0 0 −1 −1 0 0 0 −1 0 0 −2 −1
−4 −1 0 0 0 0 0 −1 −1 0 0 0 −2 0 0 −1 −1
−4 −1 0 0 0 0 0 −1 −1 0 0 0 −1 0 0 −1 −2

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−4 −1 0 0 0 0 0 −1 −2 0 0 0 −1 0 0 −1 −1
−4 −1 0 0 0 0 0 −2 −1 0 0 0 −1 0 0 −1 −1

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Soit g l’endomorphisme deA « multiplication par 9 ». Cet endomorphisme
commute avecσ et détermine une transformation rationnelle deX qui est un
exemple de KUMMER. Cette transformation fixe les courbesNi et multiplieH
par 81. Notonsf la composée deg et deψ. C’est une transformation rationnelle
deX dont l’action sur le groupe de PICARD s’obtient en multipliant la première
ligne de la matrice ci-dessus par 81. Le polynôme caractéristique def∗ est

χ f∗(t) = (t4−566t3+80t2−74t −81)(t2− t +1)4(t +1)5.

Il possède une racine positive strictement plus grande que 1, qui vautλ( f ) ∼
565.86, et trois racines strictement plus petites que 1 en module, qui valent
0.27+0.53i, −0.41, 0.27−0.53i. Les itérés def∗ ne peuvent donc pas induire
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l’identité sur un hyperplan du groupe de PICARD deX. En particulier,f n’est
pas un exemple de KUMMER.

Puisque le degré topologique def est égal à 94 = 6561, et puisqueλ( f ) ∼
565.86, les travaux de BRIEND, DUVAL et GUEDJ rappelés au paragraphe 1.2
montrent quef possède une unique mesure d’entropie maximaleµf , qui est
lisse d’après la proposition 3.16. �

Démonstration du théorème C, second argument.Supposons maintenant quef
est conjugué à un exemple de KUMMER h : Y → Y par un homéomorphisme
et cherchons une contradiction. L’invariance de la dimension par homéomor-
phisme montre queY est une surface. SoitH la transformation affine associée
à h et H0 sa partie linéaire. Notonsα et β les deux valeurs propres deH0. Les
valeurs propres deh∗ : H2(Y,C) → H2(Y,C) sur le deuxième groupe de coho-
mologie de la surfaceY sont de trois types :

– les quatre valeurs propresαα, αβ, βα et ββ.
– les valeurs propres de module 1 (par exemple celles qui viennent de la

permutation des courbes exceptionnelles apparaissant pour désingulariser
Y) ;

– les valeurs propres dont le module est égal à la racine du degré topologique
(par exemple lorsqueH2,0(Y,C) est différent de 0) ;

Puisqueh est conjugué àf , le polynômet4− 566t3 + 80t2− 74t − 81 est un
facteur du polynôme caractéristique deh∗. Ses quatre racines ont un module qui
est différent de 1 et du degré topologique def (i.e. du degré deh). Ces quatre
nombres coïncident donc avecαα, αβ, βα etββ. En particulier, la valeur propre
de plus petit module serait positive, mais ici elle vaut−0.41. �

Remarque 3.18.Cet argument montre aussi qu’aucun itéré def n’est topolo-
giquement conjugué à un exemple de KUMMER.

4. EXEMPLES DELATTÈS DES SURFACES RATIONNELLES

Dans cette partie nous démontrons la seconde assertion du théorème B. Vue
la première assertion, qui a été démontrée dans la partie précédente, il suffit de
considérer le cas des surfaces dont la dimension de KODAIRA est strictement
négative. Cette partie concerne donc exclusivement les surfaces réglées et les
surfaces rationnelles.

4.1. Surfaces réglées non rationnelles.LorsqueX est une surface réglée non
rationnelle, un changement de variable birationnel permetde supposer queX
est un fibré enP1(C) au-dessus d’une courbeB de genre supérieur ou égal à 1.
Toute transformation rationnelle deX préserve alors le réglage deX et s’écrit
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sous la forme
f (x,y) = (p(x),qx(y))

où x est la coordonnée dans la baseB du fibré,y est la coordonnée le long des
fibres,p est un endomorphisme deB etx 7→ qx est une application rationnelle de
B vers l’espace des transformations rationnelles de la droite projective. Lorsque
le genre deB est supérieur ou égal à 2, p est un automorphisme d’ordre fini
et dt( f ) est égal àρ( f ∗), qui lui même coïncide avec le degré deqx au point
générique deB. Dans ce cas,dt( f ) est donc différent deρ( f ∗)2. Lorsque la
courbeB est une courbe elliptique, l’égalitédt( f ) = ρ( f ∗)2 signifie que le degré
topologique dep est égal au degré topologique deqx (pourx générique).

Exemple 4.1.Voici un exemple oùf est une transformation rationnelle non ho-
lomorphe avecdt( f ) = ρ( f ∗)2 = λ( f )2. Pourp on choisit la multiplication par
un entierk le long d’une courbe elliptiqueB, aveck> 1. Pourq, on choisit n’im-
porte quelle application rationnelle deB vers les transformations rationnelles de
P1(C) de degrék2. Si l’on composeq avec une translation générique deB, l’ap-
plication f (x,y) = (p(x),qx+τ(y)) vérifie ( f ∗)n = ( f n)∗ pour tout entier positif
n, etdt( f ) = ρ( f ∗)2 = λ( f )2. Si q varie avecx, f n’est pas holomorphe.

Les transformations des surfaces réglées satisfaisant leshypothèses du théo-
rème B seront classées au paragraphe 4.5.

4.2. Exemples sur les surfaces rationnelles.Avant de prouver le théorème B,
illustrons le cas des surfaces rationnelles en donnant quelques exemples d’en-
domorphismes holomorphes sur des surfaces rationnelles lisses ou singulières.

Exemple 4.2.Soit G un groupe fini de transformations linéaires du plan pro-
jectif, par exemple le groupe formé des involutions changeant les signes des
coordonnées homogènes. Soitf un endomorphisme deP2(C) satisfaisant

x∈ G(y) ⇒ f (x) ∈ G( f (y)).

Si G est le groupe des changements de signe, il suffit de prendre unendomor-
phisme f [x : y : z] = [P : Q : R] où les polynômes homogènesP, Q et R ne
dépendent que des carrés des coordonnées. L’endomorphismef induit alors un
endomorphisme de la surface singulièreP2(C)/G. Cet endomorphisme, et la
transformation rationnelle associée sur une désingularisation deP2(C)/G, sa-
tisfontdt( f ) = ρ( f ∗)2.

Exemple 4.3.Soit f un endomorphisme d’une surface rationnelle possédant
un point fixem totalement invariant (i.e.{m} = f{m} = f−1{m}) au voisinage
duquel f est conjugué holomorphiquement à l’application(x,y) 7→ (xn,yn),
l’entier n2 étant le degré topologique def . Pour construire un tel exemple,
il suffit de prendre un endomorphisme diagonal deP

1(C)×P
1(C), f (x,y) =
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(p(x),q(y)) où p et q sont deux polynômes en une variable de même degrén.
Le point à l’infini m = (∞,∞) est totalement invariant etf est conjugué à la
forme normale annoncée au voisinage de ce point. Si l’on éclate le pointm, f
s’étend en un endomorphismef̂ de la surface rationnelle obtenue ; plus précisé-
ment, f̂ agit commez 7→ zn le long du diviseur exceptionnel et les transformées
strictes des axes{x = 0} et {y = 0} déterminent deux pointsm1 et m2 du divi-
seur exceptionnel qui sont totalement invariants et au voisinage desquelŝf est
holomorphiquement conjugué à(u,v) 7→ (un,vn). Nous pouvons donc répéter
à loisir cette construction en éclatant les pointsmi ainsi construits. Supposons
par exemple que nous soyons parvenus en cinq éclatements au diviseur excep-
tionnel de la figure 4.3. Nous pouvons alors contracter séparément les courbes

−2
−2

−1

−4−3

FIG. 1. Éclatements au voisinage d’un point fixe. Diviseur
obtenu après 5 éclatements. Les auto-intersections de chaque di-
viseur exceptionnel sont précisées.

de gauche et de droite d’autointersection−3 et−4 sur deux singularités isolées
(qui ne sont pas des singularités quotients). L’endomorphisme f détermine un
endomorphisme de la surface singulière ainsi obtenue. Cette construction peut
être couplée à celle de l’exemple précédent.

Exemple 4.4. Donnons ici un exemple d’une transformation rationnelle qui
préserve une fibration elliptique d’une surface rationnelle. Soit E la courbe
elliptique C/Z[j], où j est une racine de l’unité d’ordre 3. Notonsξ l’auto-
morphisme d’ordre 3 deP1(C)× E défini parξ(x,y) = (jx, jy). Le quotient
de P1(C)× E par ξ est une surface rationnelleX. Quitte à changer de mo-
dèle birationnel pourX, nous pouvons supposer queX est lisse. Soientλ un
entier supérieur ou égal à 2 etφ(x) une fraction rationnelle de degréλ2 in-
variante parx 7→ jx. L’endomorphismef : P1(C)×E → P1(C)×E défini par
f (x,y) = (φ(x),λy) passe au quotient en une transformation rationnelle deX qui
vérifiedt( f ) = λ( f )2 = ρ( f ∗)2 pourφ générique. Cette transformation préserve
la fibration elliptique isotriviale deX.

4.3. Alternative. Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante.

Proposition 4.5. Soient X une surface rationnelle et f une transformation ra-
tionnelle de X pour laquelledt( f ) = ρ( f ∗)2. Si la mesure d’entropie maximale
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µf est absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUE, l’une des
propriétés suivantes est satisfaite.

a.- Il existe un morphisme birationnelε : X →Y vers une surface normale à
singularités isolées tel queε◦ f ◦ ε−1 soit un endomorphisme de Y.

b.- Il existe une fibration rationnelleπ : X → P
1(C) préservée par f.

Les deux propriétés ne s’excluent pas l’une l’autre : certains endomorphismes
deP1(C)×P1(C) préservent les deux fibrations rationnelles et satisfontdt( f )=
ρ( f ∗)2. Il se pourrait que l’hypothèse d’absolue continuité deµf soit superflue.
Nous ne l’utiliserons qu’une fois (voir la page 27).

Afin de coller aux notations de la démonstration de la proposition 3.6, que
nous reprenons, nous noteronsλ le nombreρ( f ∗). Ici, le groupePic0(X) est
encore trivial, mais le diviseurKX ne l’est pas et l’ensemble critique def peut
être non vide. Dans la suite,[α] désigne une classe nef non nulle qui vérifie
f ∗[α] = λ[α]. Puisqueλ2 = dt( f ), nous savons quef∗[α] = λ[α] (voir le lemme
3.5). Rappelons que les courbesFj associées à une transformation rationnellef
sont les courbes qui apparaissent dans l’image des points d’indétermination de
f (voir le §2.5).

• Démonstration lorsque〈[α] | [α]〉> 0.

Lorsqu’il existe une classe nef[α] qui vérifie f ∗[α] = λ[α] et 〈 [α] | [α]〉 > 0,
nous pouvons contracter les courbes dont la classe de (co)homologie se situe
dans[α]⊥ (elles sont en nombre fini). Ceci détermine un morphisme birationnel
ε deX vers une surface singulièreY. Il s’agit alors de montrer que la transforma-
tion rationnellef ′ induite parf surY est holomorphe. SoitF une courbe située
dans l’image parf de l’une des courbes contractées. Puisquef∗ préserve[α]⊥,
ε(F) se réduit à un point. Ceci montre quef ′ n’a pas de point d’indétermination
en les singularités deY. Comme les courbesFi sont contractées parε, f ′ n’a pas
non plus de point d’indétermination ailleurs etf ′ est donc holomorphe. �

Suivant la preuve de la proposition 3.6, nous pouvons désormais supposer
que l’espace propre def ∗ associé à la valeur propreλ coupe le cône nef sur une
demi-droite isotropeR+[α], où [α] est une classe entière non nulle. En notant
KX le diviseur canonique deX, la formule d’HURWITZ s’écrit

f ∗KX +Ram( f ) = KX,

où le diviseur effectifRam( f ) est supporté par le lieu critiqueCrit( f ). Puisque
[α] est une classe nef, l’équationf∗[α] = λ[α] entraîne

〈 [α] | [KX]〉 ≥ 〈 [α] | f ∗[KX]〉 = λ〈 [α] | [KX]〉.
Le nombreλ étant strictement plus grand que 1, ceci montre que〈 [α] | [KX]〉 est
négatif ou nul.
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• Démonstration lorsque〈 [α] | [KX]〉 < 0.

Supposons que〈 [α] | [KX]〉 est strictement négatif et appliquons la formule de
RIEMANN -ROCH au fibré en droitesL([α]) dont la classe de CHERN coïncide
avec[α] :

h0(X,L([α]))≥ 1− 1
2
〈 [α] | [KX]〉.

Ceci assure l’existence d’un pinceau de sections pour le fibréL([α]). SoitC une
courbe générique dont la classe est égale à[α]. Nous pouvons décomposerC en
une partie mobileM et une composante fixeF, de sorte queC = M+F. Puisque
[α] est une classe nef d’auto-intersection nulle, nous obtenons

〈 [C] | [M]〉 ≥ 0, 〈 [C] | [F]〉 ≥ 0 et 〈 [C] | [C]〉= 0,

ce qui implique〈 [C] | [M]〉= 0 = 〈 [C] | [F]〉 et montre queF et M sont d’auto-
intersection nulle, ne se coupent pas et ont donc des classesd’homologie pro-
portionnelles. Il en résulte que la partie fixe deC est triviale et que les sections
deL([α]) forment les fibres d’une fibrationπ : X → P1(C). La fibre générique
D deπ est une courbe lisse vérifiant〈 [D] | [D]〉= 0 et〈 [D] | [KX]〉 < 0. Il s’agit
donc d’une courbe rationnelle lisse. Puisque[α] est un vecteur propre pourf ∗

et f∗, de valeur propreλ, la fibration rationnelleπ est invariante parf : il existe
un endomorphismef deP

1(C) de degréλ tel queπ ◦ f = f ◦π. L’alternative
(b) est donc satisfaite. �

• Démonstration lorsque〈 [α] | [KX]〉 = 0.

Supposons dorénavant que〈 [α] | [KX]〉 est nul. La formule de RIEMANN -
ROCH permet seulement de minorer la dimension deH0(X,L(n[α])) par 1.
Nous allons toutefois montrer quef préserve une fibration elliptique, mais pour
cela nous utiliserons l’hypothèse concernant l’absolue continuité deµf .

S’il existe un entiern pour lequelL(n[α]) possède deux sections linéairement
indépendantes, les zéros des sections deL(n[α]) forment une fibration elliptique
f -invariante. D’après les lemmes 3.8 et 3.9, ceci entraîne l’existence d’une fi-
bration elliptique isotrivialef -invariante, ce qui permet d’affirmer l’existence
d’une surface singulièreY birationnelle àX sur laquellef devient un endomor-
phisme. Dans ce cas, l’assertion (a) de la proposition 4.5 est donc vérifiée.

Supposons maintenant que, pour tout entier positifn, le fibré en droitesL(n[α])
ne possède au plus qu’une section non nulle à multiplicationprès par une
constante et cherchons une contradiction. La classe[α] est alors représentée
par un unique diviseur effectifD et les propriétés d’invariance de la classe[α]
entraînent

(i) f∗D = λD, donc le support deD est invariant sous l’action def ,
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(ii) f ∗D = λD et le support deD est invariant parf−1 ; plus précisément,
le jacobien def doit s’annuler le long deD à l’ordre λ de sorte que la
multiplicité locale des solutions def (y) = x le long deD soit égale àλ.

L’équation f∗ f ∗D = dt( f )D et les arguments précédents permettent d’affir-
mer que toute courbeFj qui rencontreD est contenue dansD et que, après
contraction desFj qui ne rencontrent pasD, f détermine, hors deD, un endo-
morphisme d’une surface singulière. La formule d’HURWITZ et les relations

〈[KX] | [α]〉 = 0 = 〈[ f ∗KX] | [α]〉

montrent que toute composante irréductible du lieu critique de f qui n’est pas
contenue dansD en est disjointe et a une auto-intersection strictement négative.
Quitte à contracter ces composantes, nous pouvons en outre supposer que le
déterminant jacobien def ne s’annule que le long deD.

La formule du genre montre que le genre arithmétique du diviseurD est égal
à 1 :

g(D) = 1+
1
2
〈[KX]+ [D] | [D]〉= 1.

En particulier, la dimension de l’espace vectorielH0(D,KD) est supérieure ou
égale à 1. Considérons maintenant la suite exacte courte de faisceaux(voir [33]
page 147)

0→ O (KX) → O (KX +D) → O (KD) → 0.

PuisqueX est une surface rationnelle, les groupes de cohomologieH0(X,KX) et
H1(X,KX) sont nuls et la suite exacte courte précédente fournit l’isomorphisme

H0(X,KX +D) ∼= H0(D,KD).

Tout ceci montre que l’espace vectorielH0(X,KX +D) constitué des 2-formes
méromorphes à pôles le long deD a une dimension strictement positive. SoitΩ
une telle 2-forme. Comme le diviseurD est f -invariant et comme le déterminant
jacobien def ne s’annule pas en dehors deD, la forme méromorphef ∗Ω a des
pôles le long deD (et pas ailleurs) et ne s’annule pas en dehors deD. Ceci
montre quef détermine un isomorphisme linéairef ∗ de H0(X,KX + D) dans
lui-même. L’existence d’un vecteur propre assure alors la présence d’une 2-
forme méromorphe non nulleΩ, à pôles le long deD, et d’un nombre complexe
non nulδ tels quef ∗Ω = δΩ.

Utilisons maintenant queµf est absolument continue par rapport à la me-
sure de LEBESGUE. Les exposants de LYAPOUNOFF de la mesureµf sont donc
égaux à1

4 log(dt( f )) (voir [4], proposition 3, ou [24]). Mais la somme des ex-
posants deµf est égale à 2log(|δ|) carµf est absolument continue par rapport
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à Ω∧Ω. Donc|δ|2 = dt( f ). Nous en déduisons alors que

f∗Ω∧Ω = Ω∧Ω.

La mesureΩ∧Ω vérifie donc des propriétés d’invariance identiques à celles de
µf . La surfaceX étant rationnelle, le diviseur des pôles deΩ n’est pas vide et
Ω∧Ω n’est pas intégrable :

Z

X
Ω∧Ω = ∞.

Puisque f ∗Ω = δΩ, l’ensemble postcritique def (et de tous ses itérés) est
contenu dans le lieu des zéros et des poles deΩ. NotonsX∗ le complémen-
taire de cet ensemble totalement invariant.

Soit Λ une mesure de probabilité lisse surX (une mesure de LEBESGUE).
SoitW un ouvert relativement compact deX∗ de mesure 1/2 pour la mesureµf .
PuisqueW est contenu dansX∗, il existe deux constantes strictement positives
a et b telles que

aΛ ≤ Ω∧Ω ≤ bΛ
sur l’ensembleW.

Soit B un petit ouvert dont l’ahérence est contenue dansX∗ mais qui est très
proche du lieu des pôles deΩ et soitη une fonction lisse et positive à support
dansB, de sorte queηΛ soit une mesure de probabilité mais que

Z

X
ηΩ∧Ω = M

soit très grande : plusB est proche des pôles deΩ et plusM peut être choisi
grand. En particulier, nous pouvons supposer queM > 3b ‖ η ‖∞ .

D’après [27, 35], la suite de mesures

(
1

dt( f )n) f ∗(ηΛ)

converge vers la mesureµf . D’autre part, puisqueB n’intersecte pas l’ensemble
postcritique def , l’ensemblef−n(B) est constitué dedt( f )n composantes dis-
jointesBi sur lesquellesf n réalise un difféomorphismef n : Bi → B. D’après le
lemme 3.3 de [35] au moins les 9/10 des ensemblesBi ont un diamêtre expo-
nentiellement petit. On peut donc supposer qu’au moins 1/3 des ensemblesBi

est contenu dans l’ouvertW. Pour tous ces ensemblesBi , nous avons

1
dt

nM =
Z

Bi

η◦ f nΩ∧Ω

d’après l’invariance deΩ∧Ω. D’autre part,
Z

Bi

η◦ f nΩ∧Ω ≤ b
Z

Bi

η◦ f ndΛ ≤ b ‖ η ‖∞

Z

Bi

dΛ
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W : ouvert disjoint des pôles

pôles de Ω

B

les bonnes préimages de B.

mauvaises préimages (trop grosses ou en dehors de W).

FIG. 2. Préimages de B.

carBi est contenu dansW. Ainsi, les ouvertsBi étant disjoints, nous aurions une
mesure de probabilitéΛ de masse supérieure à

1
3

1
b ‖ η ‖∞

M.

Ceci contredit le choix deM. �

4.4. Caractérisation des exemples de Lattès.Nous sommes maintenant en
mesure de démontrer la seconde assertion du théorème B, dontnous rappelons
maintenant l’énoncé.

Théorème 4.6.Soit f une transformation rationnelle d’une surface complexe
compacte kählérienne X. Sidt( f ) = ρ( f ∗)2 et si la mesure d’entropie maximale
de f est absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUE, alors f
est un exemple deLATTÈS.

Démonstration.Lorsque la dimension de KODAIRA deX est positive ou nulle,
la première assertion du théorème B est plus forte que ce que nous cherchons
ici à démontrer. Nous pouvons donc désormais supposer queX est une surface
réglée ou une surface rationnelle.

• S’il existe une classe nef[α] pour laquellef ∗[α] = ρ( f ∗)[α] et 〈[α] | [α]〉>
0, nous pouvons supposer quef est un endomorphisme d’une surface singulière
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(proposition 4.5). La preuve du théorème de BERTELOOT, DUPONT et LOEB

présentée en annexe s’applique alors pour conclure.

• S’il existe une fibration elliptique invarianteπ : X → B, celle-ci est isotri-
viale et nous pourrions supposer quef est un endomorphisme deX, quitte à
admettre quelques singularités quotient pour la surfaceX. Cependant, la preuve
du théorème A ne s’applique plus car il n’y a pas de classe nef invariante de
carré strictement positif et il n’existe donc a priori aucuncourant f -invariant
T pour lequelT ∧ T = µf . Pour conclure, on commence par remarquer que
l’endomorphismef induit par f sur la base de la fibration est un exemple de
LATTÈS.

Lemme 4.7. Soit f : X 99K X une transformation rationnelle d’une surface X
pour laquelledt( f ) = ρ( f ∗)2. Supposons que la mesure d’entropie maximale
de f soit absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUEde X et
qu’il existe une fibrationπ : X → B qui soit f -invariante. La transformation
rationnelle induite par f sur B est alors un exemple deLATTÈS.

Démonstration du lemme.Soit f la transformation rationnelle deB induite par
f , de sorte quef ◦π = π ◦ f . Commedt( f ) = ρ( f ∗)2, le degré topologique de
f est égal àρ( f ∗). De même,f induit un morphisme de degréρ( f ∗) entre les
fibres génériques deπ. L’image π∗(µf ) de la mesure d’entropie maximale est
une mesure de probabilité surB absolument continue par rapport à la mesure
de LEBESGUE. Puisquef est de degréρ( f ∗) le long des fibres et quef ∗µf =

ρ( f ∗)2µf , nous obtenons

f
∗
(π∗(µf )) = dt( f )π∗(µf ).

Ceci montre que la mesure d’entropie maximale def coïncide avecπ∗(µf ).
Puisque celle-ci est absolument continue par rapport à la mesure de LEBESGUE,
le théorème de ZDUNICK s’applique. �

Appliquons maintenant ce lemme à notre situation. Il existeune courbe ellip-
tiqueE, un endomorphisme affineF deE et un revêtement ramifiéϖ : E → B
tels que

ϖ◦F = f ◦ϖ.

NotonsZ la surface obtenue en prenant l’image réciproque de la fibration π :
X → B par l’applicationϖ :

Z = {(e,x) ∈ E×X|ϖ(e) = π(x)}.

La surfaceZ est donc naturellement munie d’une fibrationπ′ : Z → E et d’une
application holomorphe surjectivêϖ : Z → X telles queπ ◦ ϖ̂ = ϖ ◦ π′, et la
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transformationf se relève en une transformation rationnelleF : Z → Z qui
préserve la fibrationπ′, induit F sur la baseE et est semi-conjuguée àf parϖ̂,

ϖ̂◦F = f ◦ ϖ̂.

Puisque la surfaceZ possède une fibration elliptique de baseE, sa dimension de
KODAIRA est positive ou nulle et son premier nombre de BETTI est strictement
positif. PuisqueZ possède une transformation rationnelleF qui préserve ladite
fibration et induit un endomorphisme de degré strictement plus grand que 1 sur
E, nous en déduisons queZ est un tore ou une surface hyperelliptique. Quitte
à effectuer un revêtement fini auquelF se relève de manière équivariante, nous
avons donc montré queF est un endomorphisme affine d’un tore. Ainsi,f est
un exemple de LATTÈS.

• Il reste à traiter le cas oùf préserve une fibration rationnelle, ce que nous
allons faire dans le prochain paragraphe. �

4.5. Surfaces réglées et fibrations rationnelles invariantes.Nous abordons
maintenant le cas des transformations rationnelles qui préservent une fibration
par courbes rationnelles. Ce paragraphe concerne donc à la fois certaines sur-
faces rationnelles et certaines surfaces réglées. D’aprèsle paragraphe 4.1, nous
pouvons effectuer un changement de variable birationnel qui « redresse » la
surfaceX en un fibré enP1(C) sur une baseB, la fibration rationnelle corres-
pondant alors à la projectionπ : X →B. Ceci étant fait, l’applicationf : X 99K X
est de la forme

f (x,y) = (p(x),qx(y))

où x est la coordonnée dans la base ety la coordonnée dans les fibres. Les
contraintes suivantes sont liées à l’égalitédt( f ) = ρ( f ∗)2 :

(i) ρ( f ∗) est un entier que nous noterons désormaisλ ;
(ii) p : B→ B est un endomorphisme de degréλ ;
(iii) l’application x → qx est une application rationnelle à valeurs dans les

endomorphismes de degréλ deP
1(C) (en particulier, en dehors d’un en-

semble fini de points deB, qx est un endomorphisme de degréλ dont les
coefficients dépendent holomorphiquement dex).

D’après le lemme 4.7, l’endomorphismep est un exemple de LATTÈS. La
situation est donc hybride, elle se situe entre un problème de dimension 1 si-
milaire à celui traité par ZDUNICK et un problème de dimension 2 similaire à
celui de BERTELOOT, DUPONT et LOEB.

• Un cas simple.Commençons par traiter le cas simple où la mesureµf est
lisse.
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Proposition 4.8.Soit f une transformation rationnelle d’une surface projective
qui préserve une fibration rationnelle et satisfaitdt( f ) = ρ( f ∗)2. Si µf est lisse
et non nulle sur un ouvert de X, alors f est un exemple deLATTÈS.

Notons Endλ(P
1(C)) l’ensemble des endomorphismes de la sphère de RIE-

MANN de degréλ. C’est un ouvert de ZARISKI de l’espace projectif associé aux
couples de polynômes homogènes(P(x,y),Q(x,y)) de degréλ. L’application

q : B → Endλ(P1(C))
x 7→ qx

est une application holomorphe surB à valeurs dans l’adhérence de ZARISKI

de Endλ(P
1(C)) dont l’image coupe l’ouvert Endλ(P

1(C)).
Soit Latλ(P

1(C)) le sous-ensemble algébrique de Endλ(P
1(C)) formé des

endomorphismes de LATTÈS. Cet ensemble comporte a priori plusieurs com-
posantes irréductibles qui dépendent chacune du groupe cyclique G et de l’ap-
plication affineF utilisés (cf. exemple 1.5).

Lemme 4.9. Sous les hypothèses de la proposition 4.8, l’application q est à
valeurs dans les exemples deLATTÈS.

Démonstration.SoitU un ouvert sur lequel la mesureµf est lisse et strictement
positive. Puisqueµf est lisse, la mesure de probabilitéµf ,m induite parµf sur
chaque fibre deπ passant parU est lisse et non nulle. D’après [35], les points
périodiques def dont l’orbite n’intersecte pas l’ensemble critique s’équirépar-
tissent vers la mesureµf . Il existe donc une infinité de points périodiques pour
f dansU . Soit m un tel point, dont la période peut être fixée à 1 quitte à chan-
ger f en l’un de ses itérés. Soitfm = qπ(m) la restriction def à la fibre passant
parm. Puisquef ∗µf = λ2µf et p est un exemple de LATTÈS de degréλ, nous
obtenons

f ∗m(µf ,m) = λµf ,m.

Ceci montre quefm = qπ(m) est un exemple de LATTÈS. Nous avons donc
montré qu’il existe un ensemble de points périodiques ZARISKI-dense tel que,
pour chaque pointm de cet ensemble,qπ(m) est un exemple de LATTÈS de de-

gré λ. L’application q est donc une application deB dansEndλ(P1(C)) dont
l’image est une courbe algébrique qui, pour une infinité de points deB, coupe
Latλ(P

1(C)). Ainsi, q(B) est contenue dans l’adhérence d’une des composantes
irréductibles de Latλ(P

1(C)). �

La démonstration de la proposition 4.8 résulte alors du lemme suivant, qui
utilise juste l’absolue continuité deµf .
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Lemme 4.10. Si q est à valeurs dans les exemples deLATTÈS, et si µf est
absolument continue par rapport à la mesure deLEBESGUE de X, f est un
exemple deLATTÈS.

Démonstration.PuisqueB est irréductible,q(B) est contenue dans l’adhérence
d’une des composantes irréductibles de Latλ(P

1(C)). Il existe donc un groupe
G tel que, en dehors d’un ensemble fini de points deB, qx est un exemple
de LATTÈS de degréλ et de typeG (voir l’exemple 1.5). Autrement dit, en
dehors d’un nombre fini de points deB, il existe une courbe elliptiqueEx, une
action fidèle deG sur Ex et une transformation affineFx : Ex → Ex telle que
qx : P1(C) → P1(C) soit l’exemple de LATTÈS associé à ce triplet.

NotonsPC( f ) l’ensemble post-critique def et PC( f )′ l’ensemblePC( f )
privé de ses composantes qui sont contenues dans des fibres dela fibration
π : X → B. La courbePC( f )′ coupe chaque fibre sur un nombre fini de points
(3 ou 4 suivant le cardinal deG) et le revêtement d’ordre|G| de chaque fibre
convenablement ramifié en ces points est la courbe elliptique Ex. NotonsY la
surface ainsi obtenue par revêtement ramifié deX au-dessus dePC( f )′. Cette
surface est munie

– d’un revêtementp : Y → X de degré|G| ;
– d’une fibration elliptiqueπ′ : Y → B telle queπ′ = π◦ p ;
– d’une transformation rationnelleF : Y →Y qui relèvef , i.e. p◦F = f ◦ p,

et qui, dans chaque fibre, coïncide avecFx.
On vérifie alors quedt(F) = ρ(F∗)2 et queF est donc un exemple de LATTÈS

(voir le paragraphe 4.4). Ceci montre quef est un exemple de LATTÈS. �

• Exposants de Lyapounoff.Passons maintenant à la démonstration dans le
cas général où la mesureµf est seulement absolument continue par rapport à
la mesure de LEBESGUE. Nous ne pouvons donc pas affirmer que les mesures
µf ,m induites parµf sur les fibres deπ par désintégration de ROHLIN sont abso-
lument continues par rapport à la mesure de LEBESGUEdeP1(C) le long des
fibres périodiques def . La preuve du lemme 4.9 n’est donc plus valable. Pour
conclure, nous allons adapter les arguments de ZDUNICK à notre situation en
utilisant les arguments de [4], [5] et [43].

Pour tout entier positifn, l’application f n est de la forme

f n(x,y) = (pn(x),qn
x(y))

où pn est l’itéré n-ième dep et qn
x est défini par la relation de récurrence

qn
x(y) = qp(x)(q

n−1
x (y)). La matrice jacobienne def n en un point(x,y) est donc
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triangulaire

Jac( f n)(x,y) =

(

(pn)′(x) 0
∂qn

x(y)/∂x ∂qn
x(y)/∂y

)

.

Les exposants de LYAPOUNOFF de f décrivent donc le comportement asymp-
totique de|(pn)′| - qui est connu carp est un exemple de LATTÈS - et de
|∂qn

x(y)/∂y|.

Lemme 4.11.Les exposants deLYAPOUNOFF de f vis-à-vis de µf sont tous
égaux àlog(

√
λ). Pour µf presque tout point m de X il existe deux constantes

strictement positives c1(m) et c2(m) et une suite ni tendant vers l’infini telles
que

c1(m)λni ≤
∣

∣

∣

∣

∂qni
x (y)
∂y

∣

∣

∣

∣

2

≤ c2(m)λni .

Démonstration.Notonsµp la mesure d’entropie maximale dep, ω la mesure
uniforme sur la sphère de RIEMANN etνX la mesure surX = B×P

1(C) définie
pardνX = dµp∧dω. Puisqueµf est absolument continue par rapport à la mesure
de LEBESGUE, il existe une fonctionϕ appartenant àL1(X,dνX) telle que

dµf = ϕdνX.

Si α etβ sont deux constantes strictement positives, nous noteronsXα,β l’en-
semble des pointsm deX pour lesquelsϕ(m) est compris entreα et β. Quitte
à prendreα (resp.β) suffisamment petit (resp. grand), nous pouvons supposer
que la mesure deXα,β est strictement positive. La mesureµf ne charge pas l’en-
semble critique def (voir [35]) ; d’après le théorème de récurrence de POIN-
CARÉ, l’orbite deµf presque tout pointm deXα,β visite doncXα,β une infinité
de fois tout en évitant l’ensemble post-critique def . Soit m un tel point etni

une suite d’entiers positifs tels quef ni (m) appartienne àXα,β pour touti. Soient
i un des indices etA un bidisque autour du pointm sur lequelf ni est injective.
Nous obtenons alors,

Z

f ni (A)
dµf =

Z

f ni (A)
ϕdµp∧dω

=

Z

A
ϕ◦ f ni λni

∣

∣

∣

∣

∂qni
x

∂y

∣

∣

∣

∣

2

dµp∧dω,

car p∗µp = λµp. Par invariance deµf nous disposons en outre de l’égalité
Z

f n(A)
dµf = λ2n

Z

A
ϕ dµp∧dω.
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Faisant tendre le rayon du bidisqueA vers 0, en supposant quem est un point
de densité pourµf et νx, nous obtenons la relation

∣

∣

∣

∣

∂qni
x (y)
∂y

∣

∣

∣

∣

2

= λni
ϕ(m)

ϕ( f ni (m))
.

Il suffit alors de poserc1(m) = α/β etc2(m) = β/α pour conclure. �

• Linéarisation. Le but de ce paragraphe est de linéariserf le long des fibres
génériques deπ. Il s’agit d’un argument classique mais technique qui utilise le
lemme du quart de KOEBE. Nous noteronsFm la fibre deπ passant par le point
m, i.e.

Fm = {π(m)}×P
1(C).

Nous munironsX de la métrique kählérienne obtenue en faisant le produit d’une
métrique hermitienne surB et de la métrique de FUBINI -STUDY surP1(C).

Soit X′ le complémentaire des orbites du lieu critique et de l’ensemble d’in-
détermination def . Cet ensembleX′ est f -invariant et de mesure totale pourµf

(voir [35]). Soit(X̂′, f̂ , µ̂f ) l’extension naturelle du système dynamique(X′, f ,µf ).

Un pointm̂deX̂′ est donc une suite(mi)i∈Z de points deX′ satisfaisantmi+1 =
f (mi). Pour construire un point deX′ il s’agit donc de choisir un pointm0 deX′,
ce qui détermine automatiquementmn = f n(m0) pourn positif, puis de choisir
un antécédentm−1 parmi lesdt( f ) antécédents dem0, puis un antécédentm−2

dem−1, etc

Pour pouvoir linéariserf nous aurons besoin de construire desbranches in-
versesde f le long des fibres deπ. Une branche inverse pourf n est déterminée
par

(i) un pointm0 et une suite d’antécédentsm−1, m−2, ...,m−n ;
(ii) un disqueD(m0, r) tracé dans la fibreFm0 et centré enm0 ;
(iii) une application holomorpheq−n : D(m0, r)→ Fm−n telle queq−n(m0) =

m−n et f n◦q−n = Id.
Pour construire de telles branches inverses pour tout entier n, il faut donc se
donner un point ˆm de X̂′. Nous noterons alorsq−n

m̂ les branches inverses, lors-
qu’elles existent.

Lemme 4.12.Pour tout nombre réel strictement positifε il existe deux fonc-
tions mesurables r: X̂′ →]0,1] et C : X̂′ → [1,∞[ telles que les deux propriétés
suivantes soient satisfaites parµ̂f -presque tout point̂m :

a.- Les branches inverses q−n
m̂ existent sur le disqueD(m0, r(m̂)) pour tout

entier positif n,
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b.- la fonction q−n
m̂ : D(m0, r(m̂)) → Fm−n est lipschitzienne, de constante de

L IPSCHITZ majorée par

C(m̂)λ−n/2enε.

Démonstration.Ce résultat apparaît déjà à plusieurs reprises dans la littérature
et nous ne le démontrerons pas (voir par exemple [4], lemme 1). �

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme du quart de KOEBE, ce qui
assure que les imagesq−n

m̂ (D(m0, r(m̂))) contiennent des disques centrés enm−n

et de rayons supérieurs à
1
4

∣

∣(q−n
m̂ )′(m0)

∣

∣ r(m̂).

Pour tout entier positifn, notonshn l’application du disqueD(0, r(m̂)/4) deC
à valeurs dansFm−n définie par

hn(z) = m−n+
∣

∣(q−n
m̂ )′(m0)

∣

∣ z.

Définissons alorsΨn : D(0, r(m̂)/4) → Fm0 parΨn = f n◦hn. La suite(Ψn)n∈N

est une suite d’applications holomorphes, injectives, à valeurs dans le disque
D(m0, r(m̂)) et de dérivée de norme 1 en l’origine. Il s’agit donc d’une fa-
mille normale et d’après les théorèmes de MONTEL et HURWITZ, il existe
une sous-suite(ni) tendant vers l’infini et une fonction holomorphe injective
ξm̂ : D(0, r(m̂)/4) → Fm0 telle que la suite(Ψni ) converge versξm̂.

L’estimation du lemme 4.11, peut être réécrite sous la forme
√

c1(m)λ−n/2 ≤
∣

∣(q−n
m̂ )′(m0)

∣

∣ ≤
√

c2(m)λ−n/2

ce qui permet de remplacer(q−n
m̂ )′(m0) par λ−n/2 dans la définition dehn en

conservant la conclusion : il existe une fonction mesurableρ : X̂′ →]0,1] telle
queΨn = f n ◦hn converge versξm̂ sur le disqueD(0,ρ(m̂)) (quitte à prendre
une sous-suite). Cette nouvelle définition dehn entraine

ξ f̂ (m̂)(λz) = f ◦ξm̂(z),

ce qui montre que la familleξm̂ linéarisef le long des fibres deπ.

En utilisant cette relation, nous pouvons maintenant étendreξm̂ àC tout entier
en posantξm̂(z) = f n◦ξ f̂−k(m̂)(z/λk) dès quek est suffisamment grand pour que

z/λk appartienne au disque de centre 0 et de rayonρ(m̂).

• Mesure et linéarisation.SoitνP1(C) la mesure de probabilité homogène sur la
sphère de RIEMANN . Comme la mesureµf est absolument continue par rapport
à la mesure de LEBESGUE, il existe une fonctionΦ dansL1(X,dµp∧dνP1(C))
telle que

µf = Φdµp∧dνP1(C).
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Notonsµf ,m les mesures de pro

5. ANNEXE A : ENDOMORPHISMES DELATTÈS

Soit M une variété complexe compacte et kählérienne de dimensionk. Soit
g : M → M un endomorphisme holomorphe deM. Supposons qu’il existe une
forme de Kählerκ surM et un nombre réelδ strictement plus grand que 1 tel
que la classe de cohomologie[κ] satisfasse

g∗[κ] = δ[κ].

Nous savons alors que les valeurs propres deg∗ sur chaque espaceH p,p(X,R)
ont un module égal àδp (voir [48]). En particulier, le degré topologiquedt(g)
est égal àδk. D’après [9] et [25, 27], l’endomorphismeg possède donc une
unique mesure d’entropie maximaleµg caractérisée par l’équation fonctionnelle
g∗µg = dt(g)µg.

Théorème 5.1(BERTELOOT, DUPONT, LOEB, ZDUNICK). Soit g: M → M
un endomorphisme holomorphe d’une variété projective complexe. Supposons
qu’il existe un réelδ > 1 et une classe de kähler[κ] tels que g∗[κ] = δ[κ]. Si
la mesure d’entropie maximale de g est absolument continue par rapport à la
mesure deLEBESGUE, g est un exemple deLATTÈS.

Esquisse de démonstration.Quitte à changer la formeκ par l’un de ses mul-
tiples, nous pouvons toujours supposer que la forme de Kähler κ vérifie l’équa-
tion

Z

M
κk = 1.

• La première étape de la démonstration consiste à construireun courant positif
ferméT qui est localement donné par des potentiels continus et qui satisfait aux
trois propriétés suivantes :

(i) la classe deT coïncide avec celle deκ : [T] = [κ] ;
(ii) le courantT est invariant sous l’action deg : g∗T = δT ;
(iii) la mesureµg est égale au produitTk = T ∧ ...∧T dek copies deT.

Pour cela, on commence par remarquer qu’il existe une fonction lisseu : M →R
telle que

1
δ

g∗κ = κ+ddc(u).

Le courantT peut alors être défini par la formule

T = κ+ddc

(

∞

∑
l=0

1
δl u◦gl

)

.
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Puisque la série converge uniformément,T est à potentiels continus. Puisque
T coïncide avec la limite des formes(1/δl )(gl)∗κ, c’est un courant positif qui
vérifie (ii). La troisième propriété en découle par caractérisation deµg.

• La seconde étape de la démonstration, indépendante de la première, consiste à
montrer que les exposants de LYAPOUNOFFdeg vis-à-vis deµg sont tous égaux
à log(

√
δ). Ceci résulte des deux points suivants (cf. §4.5)

(i) les exposants sont minorés par log(
√

δ) (voir [9] et [25, 27]) ;
(ii) la mesureµg est absolument continue par rapport à la mesure de LE-

BESGUE.

• Les étapes qui suivent sont nettement plus délicates que lesdeux précédentes.
La troisième étape montre que l’on peut renormaliser les itérés deg par des
homothéties de rapport

√
δ. Plus précisément, six est un point générique pour

la mesureµg, on peut trouver un ouvert autour dex sur lequel la suite d’appli-
cations

y→ gn(x+δ−n/2(y−x))

possède une suite extraite qui converge vers une application holomorphe injec-
tive. Cette étape forme le coeur de [4]. En dimension 1, elle est corollaire du
lemme de KOEBE, en dimension plus grande, elle résulte de l’existence deT et
de l’égalité des exposants de LYAPOUNOFF. Nous avons repris cette étape, dans
sa version unidimensionnelle, au paragraphe 4.5.

• L’étape précédente permet de linéariserg le long de ses orbites génériques.
BERTELOOT, DUPONT et LOEB en déduisent (voir [5] et [4] §5) que, siξ :
Ck → M est une telle linéarisante, alorsξ∗T est un courant positif constant sur
Ck. Autrement dit, il existe une matrice hermitienne[ai j ] telle que

ξ∗T = ∑ai j dxi ∧dx j .

• La cinquième étape est due à BERTELOOT et LOEB. Elle consiste à montrer
que les linéarisantesξ : Ck → M ont un groupe d’isotropie affine, unitaire et
cocompact. Ceci provient de l’invariance deξ∗(T) par les germes de difféo-
morphismes deCk satisfaisantξ◦ϕ = ξ : ces difféomorphismes sont donc des
isométries affines globalement définies (voir [5]). La conclusion résulte alors
des théorèmes de BIEBERBACH. �

6. ANNEXE B : SURFACES DEKODAIRA

Dans cette annexe, nous complétons l’étude faite dans la partie 3 : il s’agit de
montrer que, pour les transformations rationnelles des surfaces de KODAIRA,
la relation

1 < dt( f ) = ρ( f ∗)2
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n’est jamais satisfaite.

Supposons donc queX est une surface de KODAIRA primaire ou secondaire
(voir [2], p. 146-147).

Si X est une surface de KODAIRA secondaire, le fibré canoniqueKX n’a pas
de section, mais il existe un entierl > 1 tel queH0(X,K⊗l

X ) soit de dimension 1.
Par le « covering trick », tout endomorphismef deX se relève en un endomor-
phisme d’une surface de KODAIRA primaireX′. Nous pouvons donc supposer
que f : X → X est un endomorphisme d’une surface de KODAIRA primaire. La
dimension algébrique deX est égale à 1 et le processus de réduction algébrique
détermine un fibré elliptiqueπ : X → B invariant par tout endomorphisme. Nous
noteronsE la fibre de cette fibration ; la baseB est également une courbe ellip-
tique.

D’après [40], §6, ou [10], p. 726, le groupe fondamentalΓ de X est une
extension centrale deZ2 parZ2 qui correspond à la suite exacte d’homotopie

(∗) 0→ π1(E) → Γ → π1(B) → 0,

attachée à la fibrationπ. Le groupeΓ apparaît aussi comme groupe de transfor-
mations affines du revêtement universelC2 deX. Plus précisément,Γ peut être
identifié au groupe engendré par les quatres éléments

gi(x,y) = (x,y+βi), i = 1,2,
g j(x,y) = (x+α j ,y+β j +α jx), j = 3,4,

soumis aux contraintes suivantes :
– le groupe fondamental de la fibreE est isomorphe au réseauZβ1+Zβ2 de

C et celui deB au réseauZα3+Zα4 ;
– la suite exacte(∗) correspond, pour la première flèche, au morphisme in-

jectant le groupe engendré parg1 et g2 dansΓ et, pour la seconde, à la
surjection deΓ surZα3 +Zα4 qui envoie un élémentg(x,y) = (x+λ,y+

λx+β) sur l’élémentλ deZα3 +Zα4 ;
– il existe un entier strictement positifm tel queg3g4 = gm

1 g4g3.
L’endomorphismef préserve la fibrationπ : X → B. Notonsdt( f ,E) le degré

topologique def le long des fibres etdt( f ,B) le degré de l’application induite
par f sur la baseB. Quitte à changerf en l’un de ses itérés, nous pouvons
supposer que l’action def sur le groupe fondamental deX est donnée par

f∗(gi) = gdt( f ,E)
i , pour i = 1 ou 2,

f∗(g3) = gν1
1 gν2

2 gdt( f ,B)
3 et f∗(g4) = gµ1

1 gµ2
2 gdt( f ,B)

4 .

Reportant ceci dans l’égalitég3g4 = gm
1 g4g3, nous en déduisons quedt( f ,E)

est égal àdt( f ,B)2.
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Nous n’avons pas défini l’invariantρ( f ∗) pour une transformation méro-
morphe d’une surface non kählérienne, mais l’égalité qui vient d’être obtenue
montre que, quelque soit la définition choisie,dt( f ) est différent deρ( f ∗)2.

Remarque 6.1. Il existe des transformations affines deC2 qui déterminent
des endomorphismes des surfaces de KODAIRA primaires. Il suffit de partir
de f (x,y) = (2x,4y) et de choisir les couples(α j ,β j) convenablement. Cepen-
dant, aucun endomorphisme d’une telle surface n’est un exemple de KUMMER

au sens de la définition 1.4 car les surfaces de KODAIRA ne sont pas kählé-
riennes.
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