CARACTERISATION DES EXEMPLES DE LATTES ET DE
KUMMER

SERGE CANTAT

RESUME. Les exemples deATTES et de KUMMER sont les transformations
rationnelles des variétés kahlériennes compactes quieagiiies par un en-
domorphisme affine d'un tore. Nous étudions certaines p¥tis caractéris-
tiques de ces exemples, notamment en dimension 2

ABSTRACT. Lattés and Kummer examples are rational transformatidéns o
compact kahler manifolds that are covered by an affine toamsttion of

a compact torus. We present a few ergodic caracteristiceptieg of these
examples. The main results concern the case of surfaces.
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1. INTRODUCTION

1.1. Endomorphismes dilatants. SoitM une variété compacte. Un endomor-
phismef de M de classec! est « dilatant » s'il existe une métrique rieman-
nienne suM et un nombre réet strictement plus grand que 1 tels que

DW= X IV
pour tout vecteuv tangent aM.

Deux mesures de probabiliféinvariantes sont naturellement associées a un
tel endomorphisme. La premiére, notge est 'unique mesure de probabilité
invariante qui est absolument continue par rapport a la reelILEBESGUEde
M ; si f est de classek, avec 2< k < w, alorsv est déterminée par une densité
strictement positive de class& 1 (voir [47]). La seconde mesure, notée est
I'uniqgue mesure d’entropie maximale deEn généraly; n’est pas absolument
continue par rapport a la mesure dedeSGUE et differe donc devs. Pour
les endomorphismes du cercle définispg) = 2, d+# —1,0, 1, ces deux
mesures coincident avec la mesure deRl du cercle.

D’apres les travaux deHuB et GROMOV, seules les infra-nilvariétés pos-
sédent des endomorphismes dilatants et deux endomorghiditaeants qui
sont homotopes sont conjugués par un homéomorphisoie[d9] et [34]).
En particulier, I'entropie topologique d’'un endomorphesdilatantf est déter-

minée par son actiof, sur le groupe fondamental dé.
1
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Appliquons ceci lorsqui est le cercle et qué est un endomorphisme dila-
tant de degrél et de classeX. Il existe alors un homéomorphisrhelu cercle
conjuguantf aty. L'entropie topologique dé est égale a logd|) et la mesure
d’entropie maximalgi; est égale a I'image réciproqimA, ou A est la mesure
de HAAR du cercle. Pour qugs coincide avew®+, il faut donc queh soit abso-
lument continu par rapport a la mesure deBESGUE Il s’agit d’'un phénoméne
rare. On dispose en effet du résultat suivant : deux enddmsmnes du cercle
f et g dilatants et de classeX qui sont conjugués par un homéomorphisme
absolument continu le sont automatiquement par un diffépmsme de classe
ck (pour 2< k < w, [50]).

Dans certaines situations proches des situations holdrasigui seront trai-
tées dans cet article, la rigidité entrainée par I'égakte det s est encore plus
forte. Par exemple, deux produits deACHKE dilatants qui sont conjugués
par un homéomorphisme absolument continu sont en fait gaggipar une ho-
mographie voir [50], page 289). Ainsi lorsqué est un produit de BASCHKE
dilatant de degré qui n’est pas conjuguéw par une homographie, la mesure
Kf n'est pas absolument continue par rapport a la mesuredetGUE

Nous retiendrons que, en dimensionld lissité ou I'absolue continuité de
la mesure d’entropie maximalg rigidifie la situation : 'endomorphisme est
alors conjugué (resp:X-conjugué, resp. homographiquement conjugué) a I'en-
domorphisme de méme degré le plus simple, a sayoir

De tels résultats ne sont plus valables en dimension pluglgrque 1 pour
les raisons suivantes. $iet g sont conjugués par un difféomorphismédes
valeurs propres dBf en un point fixep sont égales a celles @ enh(p). Si
U est lisse, le jacobien deen ses points périodiques est égal, @ud est le
degré topologique. En dimension deci fixe les valeurs propres d&f, mais
en dimension plus grande, seul le produit des valeurs psa@steainsi fixé ; on
peut donc changer les valeurs propres et anihiler I'extgtel'une conjugaison
lisse tout en préservant la mesure d’entropie maximale.

Exemple 1.1. Soiente un nombre réel strictement positif ¢t I'endomor-
phisme du tordR?/Z? défini par

fe(X,y) = (2x+ 2esin(2my), X+ 2y + €sin(2my)).

L'endomorphismef; est isotope a I'endomorphisme linéaifg et la mesure
de HAAR du tore est 'unique mesure d’entropie maximalefgePuisque les
valeurs propres dB f; aux points fixes ddg varient avec, I'endomorphisme
fo n’est en général pas conjuguégpar un diffeomorphisme.
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Dans cet article, nous allons obtenir des résultats anakogux résultats rap-
pelés ci-dessus mais pour des endomorphismes holomorptesteansforma-
tions méromorphes de variétés complexes compactes leinés de dimen-
sion supérieure a.INous ferons deux hypothéses. La premiere est de nature
dynamiqgue et consiste a supposer que la mesure d’entropienala de I'en-
domorphisme est absolument continue par rapport a la mdsurEBESGUE
La seconde est de nature cohomologique. L’hypothese amaloaur les endo-
morphismes dilatants serait gfi@st isotope a une transformation linéaire dont
tous les exposants de’APOUNOFF sont égaux.

1.2. Dynamique des transformations rationnelles cohomologigement di-
latantes. SoientM une variété complexe compacte kéhlérienne de dimension
detf:M--»M une transformation méromorphe Ne Nous noteronsl(f)
le degré topologique dé; au choix,d;(f) peut étre défini comme le cardinal
de I'ensemblef ~1{x} pour un point générique d¥ ou comme I'entier par
lequel f, multiplie la classe fondamentale de La transformatiorf détermine
également des opérateurs linéaifésur chacun des groupes de cohomologie
de DoLBEAULT de X. En général, il se peut que o f)* differe def*o f*.
On considére donc, pour chaque groupe de cohomolégig M, R), la suite
d’opérateurs(f¥)*) N et I'on définit le p-iéme degré dynamique,(f) par la
formule

Ap(f) = limsupl| ()" |7

k—+o0

ou || .|| estune norme d’opérateur quelconque sur I'espace des engbismes
linéaires deHPP(M,R). En particulier, le degré topologique deest égal a
A4(f). Sik est une forme de KHLER surM, il se trouve que

Ap(f) = Iimsup{/M(fk)*Kp/\de}l/k.

K— o0
Le lecteur pourra consulter [27], [35] et [29] pour ce typepdapriétés.

Définition 1.2. Une transformation rationnelle: M --» M d’une variété com-
plexe compacte kahlérienne de dimengioest ditecohomologiquement dila-
tantesid:(f) > Ap(f) pour tout entiep compris entre 0 ed — 1.

Suite aux travaux deGRNAESSet SBONY, BRIEND et DUVAL, DINH et S-
BONY, et GUEDJ, nous savons que ces transformations jouissent de prépriét
dynamiques remarquables qui les apparentent aux endoisiogsh dilatants
des variétés compactes. En particulier, les résultatastg\sont valables pour
toute transformation rationnelliesur une variété projective qui est conomolo-
giquement dilatante ¥oir [32], [8, 9], [25, 27], [35, 29], [28]) :
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e la transformatiorf posséde une unique mesure invariante d’entropie maxi-
male ; cette entropie valdg(d:(f));

e toute fonction quasi-pluri-sous-harmonique est intélgrglour la mesure
U ; en particulierys ne charge pas les sous-ensembles analytiques stricts
deM ;

e parmi les mesures qui satisfont cette proprigtéest caractérisée par la
relationf*ps = di(f)ps ;

e les points périodiques s'équirépartissent pour cette reetes exposants
deLYAPOUNOFF de cette mesure sont strictement positifs ;

e les fonctions héldériennes satisfont un théoréme limitdraé pour cette
mesure.

Remarque 1.3.1l parait donc intéressant de comparer plus précisémentla d
namique des transformations rationnelles cohomologigmedilatantes a celle
des endomorphismes dilatants. Remarquons toutefoisoguendomorphisme
holomorphe dilatant d’'une variété compacte kahlériennereg&tu par une
transformation affine d’un torgceci résulte sans peine de [34] et [3] ou des
arguments de [19]).

1.3. Exemples deLATTES et de KUMMER. Les résultats de 188 et GrRo-
MOV montrent que tout endomorphisme dilatdnést conjugué topologique-
ment au modele algébrique augudeést isotope. Dans le monde des transfor-
mations méromorphes, I'analogue de ces modeles algébragtéourni par les
exemples de KMMER.

Définition 1.4. Soit f une transformation méromorphe d’une variété complexe
compacteM. Nous dirons qud est unexemple d&K UMMER S'il existe un tore
complexe compad, un groupe finiG d’automorphismes da et un endomor-
phisme affind= deAtels que

(1) F passe au quotient en un endomorphistrde la surfacé\/G;

(2) il existe une transformation birationnetie X --+ A/G telle querto f =

FoTt

Nous dirons qud est unexemple dé. ATTES siles modules des valeurs propres
de la partie linéaire dE sont égaux et strictement supérieurs a 1

Exemple 1.5.Commencons par rappeler le cas de la dimensiovolr (46]
pour les détails). Si une courbe posséde un exempleattgds, le genre de
cette courbe est égal a 0 ou Rour construire un exemple dextTeEs sur
P1(C), on se donne une courbe elliptig&e un groupe fini cyclique non tri-
vial G d’automorphismes d& fixant un point base et une transformation
affineF : E — E qui commute &. Le cardinal deG est alors égal a,3, 4 ou

6, la courbeE /G est isomorphe ®1(C) etF passe au quotient en un exemple
de LATTES f : P}(C) — PY(C).
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Plus précisément, il existe une unique structure d’ortigairP!(C) avec des
points singuliers situés sur I'ensemble post-critiqud geur laquellef devient
un endomorphisme d’orbifold. Suivant le cardinal@gles listes des indices
des singularités de I'orbifold valeqR, 2,2, 2}, {3,3,3}, {2,4,4} ou{2,3,6};
le revétement d&*(C) ramifié aux trois ou quatre points de I'ensemble post-
critique def avec la liste d’indices de ramification ainsi prescrite caia avec
E. Lendomorphismef détermine donc I'applicatiorn: E — P(C), le groupe
G et la transformation affinE.

On remarquera que, en dimensiardldistinction entre exemples deul-
MER et exemples de ATTES n’a pas vraiment lieu d’étre car tout exemple de
KUMMER dont le degré topologique est strictement supérieur a Inestemple
de LATTES.

Exemple 1.6.Soit f : P}(C) — P%(C) un exemple de ATTES de dimension
1. Laction diagonale def surP1(C)% détermine un exemple dealrTES de

dimensiond qui commute a I'action du groupe symétrigiepar permutation
des coordonnées. Passant au quotient, nous obtenons uplexdamATTES

surP4(C).

Les deux exemples qui suivent concernent les surfaces K3d€aieres sont
caractérisées par les deux propriétés suivantes : ellésisgplement connexes
et possedent une 2-forme holomorphe qui ne s’annule pasutieges jouent
un réle central dans la classification diRIQUES- KODAIRA. Nous les retrou-
verons fréquemment dans ce texte car les trois grandesldandié surfaces
kahlériennes compactes qui possedent des transformatibasnelles coho-
mologiquement dilatantes sont les surfaces rationnddissores et les surfaces
K3.

Exemple 1.7.SoientA = C?/A un tore complexe compact et l'involution
(x,y) — (=X, —Y). SoientL un endomorphisme linéaire du pl&3 qui préserve
le réseau\ etF_I'endomorphisme dé déterminé pak. Les relations suivantes

sont immédiates :

{ di(R) = detL)?

MR = p(L)?

ou p(L) est le rayon spectral de Puisquel. commute aveo, il est possible
de passer au quotient sur la surfaggo, dite surface de KMMER. Ceci dé-
termine un endomorphisme de la surface deviiER singuliére ou, au choix,
une transformation méromorphe de la surface deKER désingularisée. Ces
transformations sont des exemples deMMER et ce sont des exemples de
LATTES lorsquep(L)? = det(L).

Exemple 1.8(voir [6], [7], [1]). SoitC une courbe elliptique & le toreC x
C. Soit ® un endomorphisme da induit par une homothétie d&2. Soit n



CARACTERISATION DES EXEMPLES DE LATTES ET DE KUMMER 6

la transformation d’ordre 3 définie parx,y) = (y,—Xx—Y). La surfaceA/n
est une surface K3 avec neuf singularités cuspidales lmealeisomorphes
a la singularitéuv = w®. L'endomorphismed détermine une transformation
rationnelle de la désingularisée A¢n pour laquelled;(®) = p(®*)?.

Voici une construction alternative d&/n en se donnan® comme cubique
lisse du plan projectif : la courbe duale @est une sextiqué’ possédant neuf
cusps, un par point d’'inflexion de. Le revétement double du plan projectif
dual ramifié le long d€’ est isomorphe &/n. Les surfaces K3 possedent au
plus neuf singularités cuspidales ; celles qui en posséd@atement neuf sont
toutes obtenues de la sorte(r [1]).

1.4. Caractérisation des endomorphismes deATTES. Les travaux de Bu-

NICK en dimension lpuis de BERTELOOT, DUPONT et LOEB en dimension
supérieure conduisent a la caractérisation suivante tirgendomorphismes
de LATTES. Cet énoncé montre notamment que I'exemple 1.1 n’a pas d’'ana
logue pour les endomorphismes holomorphes de I'espaceqbifd"(C).

Théoreme A. Soit g: M — M un endomorphisme holomorphe d’une variété
projective complexe. Supposons qu'il existe une class€/de ER [K] et un
réel & > 1 tels que g[k] = d[K|. Si la mesure d’entropie maximale de g est
absolument continue par rapport a la mesureldeSBESGUE g est un exemple
deLATTES.

Nous présenterons en annexe les adaptations nécessairekegdaire ce ré-
sultat des travaux deERTELOOT, DUPONT et LOEB (voir [5], [4]). Signalons
des a présent que I'existence d’une unique mesure d’ertropkimale poug
résulte des travaux de”BEND et DUVAL, puis de DNH et SBONY, mention-
nés ci-dessus/ir [25], théoreme 5.4.12). Cet énoncé doit étre pondéré par la
remargue suivante : tres peu de variétés possedent des ernuosmes holo-
morphes et I'existence d’'un endomorphisgmour lequel il existe un tel couple
(8, [K]) avecg*[K] = §[K| est trés restrictiveoir le dernier paragraphe de [18]) ;
les exemples principaux sont les endomorphismes des aspiagectifs.

Remarque 1.9.Soit g un endomorphisme d'une variété projective Sup-
posons queM et g soient définis sur un corps de nombres et qu’il existe un
fibré en droites amplé surM et un entierg strictement plus grand que 1 tel
queg*L = L®Y (on parle parfois de systéme dynamique polarisé, voir notam
ment [53]). Il est alors possible d’associeg ane hauteur canonlqlhg Veri-
fiant gh. = ghy (voir [12] et [11] ou [20] et [52] pour le point de vue de la
théorie d’ARAKELOV) ; cette hauteur se décompose en une somme de hauteurs
aux places finies et aux places archimédiennes. Le théorementre que les
hauteurs archimédiennes ne sont lisses qgeesit un exemple deATTES. Il
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serait intéressant d’obtenir des caractérisations plugthir@étiques » de ces
exemples.

1.5. Transformations méromorphes des surfacesLe but principal de cet ar-
ticle est d’étendre le théoreme précédent au cadre deddranagions ration-
nelles. Nous ne traiterons que le cas des surfaces, maiypeshieses faites
seront plus souples que celles du théoréme précédent.

Lorsquef : X --» X est une transformation rationnelle d’'une surface, on dis-
pose de trois nombres, le degré topologidy ), le premier degré dynamique
A1(f) (Que nous noterons simplemexitf )) et le rayon spectrg( f*) de I'ap-
plication linéairef* : HY-1(X,R) — HY1(X,R), défini par

p(1*) = limsup( || ()| /<)

K—+o0

Nous verrons au paragraphe 2.8 que les inégalités
di(f) <A(f)* <p(f")?

sont toujours valables. Le résultat principal que nouseoldions concerne le
cas « résonnant », ou « extrémadly(,f) = p(*)? (ce qui force I'égalitd\(f) =
p(f7)).

Cette condition de résonnance endéf) et p(f*) n'est pas invariante par
conjugaison birationnelle dk (tout comme la notion de transformation ration-
nelle algébriqguement stable ou celle de feuilletage réaluisens de SDEN-
BERG). Ce qui compte, c’est donc gudesoit birationnellement conjuguée a une
transformation rationnelle pour laquelle cette résonaagst satisfaiteC’est
le cas pour tous les exemples daTTES. Nous renvoyons a [31] pour une
discussion et des exemples instructifs. Le lecteur y trauee particulier des
exemples simples pour lesqualst) < p(f*) alors queh(f)? = dq(f).

Théoréme B. Soit f une transformation rationnelle d’une surface comple
compacte X dont le degré topologique est strictement plasdyquel.

a.- Si la dimension d&KoDAIRA de X est positive ou nulle et gj(f) =
A()?, alors f est un exemple deaTTES.

b.- Si X est projective, gl (f) = p(f*)? et si la mesure d’entropie maximale
de f est absolument continue par rapport a la mesuré HBESGUE alors f
est un exemple deATTES.

Les deux énoncés sont reliés par la remarque suivaoiel@ proposition
3.16) : lorsque la dimension ded©AIRA de X est positive ou nulle, la mesure
d’entropie maximale dé est automatiqguement lisse. L'assertion (a) peut donc
étre pensée comme un corollaire de I'assertion (b) (poprojective). Nous
avons séparé ici les deux énoncés car la preuve que nousrgodada) ne
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fait pas usage d'outils provenant des systemes dynamigues2sumé, nous
obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 1.10. Une transformation rationnelle f d’'une surface projective
complexe est un exemple D&TTES si, et seulement si f est birationnellement
conjuguée a une transformation rationnellepour laquelled;(f’) est égal a
p(%)? et b est absolument continue par rapport a la mesuré 8ESGUE

Le résultat qui suit montre que la minimalité des exposaatsrdPOUNOFF
de f (vis-a-vis de la mesurgs) est une propriété caractéristique des exemples
de LATTES (voir [30] pour les endomorphismes).

Corollaire 1.11. Soit f une transformation rationnelle conomologiquement d
latante d’une surface complexe compacte kahlériennesgmsants devaA -
POUNOFFsatisfont la condition de minimalité

1 *
X1 =Xz = 5109(de(f)/p(f")),
alors f est un exemple deATTES.

Démonstration.On sait d’apres [35] que les exposants darOUNOFF de f
satisfont I'inégalité

1
X1+X2 = 5 log(d(f)).
Linégalité d.(f) < p(f*)? et I'égalité

Xt = Xa = 5100(d(F)/p( )

montrent alors qué.(f) est égal &(f*)2. D’aprés le théoréme 1.1 de [30], la
mesurel;s est absolument continue par rapport a la mesuregEkEEGUE Le
théoreme précédent s’applique donc pour conclure. O

L'exemple 1.1 montre que le théoreme B n’a pas d’analogus iamonde
des endomorphismes analytiques dilatants. Au paragraphm@s verrons que
la condition de « résonnance cohomologique » est nécessaire

Théoréme C. Il existe une surface projective complexe X et une transdtion
rationnelle f de X qui vérifient les propriétés suivantes :

a.- f est conomologiquement dilatantenétf ) = p(f*) ;

b.- la dimension d&KODAIRA de X est nulle;

c.- 'unique mesure d’entropie maximale de f est lisse;

d.- f n'est pas topologiguement conjuguée a un exempkuemeR.

Remarque 1.12.Si f est un difféomorphisme holomorphe d’une surface pro-
jective complexe dont I'entropie topologique est strickgnpositive, alorsf
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possede une unigue mesure d’entropie maximadé [15]). Pour les exemples
de KUMMER, cette mesure est lisse et, dans [14] et [44], 'auteur eiVNIL -
LEN demandent si cette propriété caractérise les exemplesdaER parmi
les difféomorphismes holomorphes d’entropie positivexemple fourni par le
théoreme C montre que ce n'est pas le cas pour ce qui conesrtratsforma-
tions rationnelles non inversibles.

Les méthodes employées pour obtenir ces énoncés permeétgaiament de
caractériser les exemples de/MMER par leur groupe de symétries lorsque la
dimension de KWDAIRA de X est nulle (oir le paragraphe 3.6).

Théoréeme D. Soit f: X --» X une transformation rationnelle d’'une surface
complexe compacte kahlérienne dont le degré topologiqustestement su-
périeur al. Supposons que la dimension deDAIRA de X est nulle et que
f commute a une infinité d’automorphismes deAfors f est un exemple de
KUMMER.

Il serait intéressant d’étendre ce type de résultat ausfoamations ration-
nelles du plan projectif qui commutent avec une infinité dasformations bi-
rationnelles. Nous renvoyons le lecteur a [23], [26] et [a@lr des questions
similaires.

2. TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES SURFACES

Dans cette partie, nous décrivons quelques propriétésigiees concernant
I'action des transformations rationnelles des surfacegpbexes compactes sur
les groupes de cohomologie de ces surfaces. Nous en tides®nséquences
importantes lorsque la dimension deBaIRA de la surface est nulle.

2.1. Cohomologie. Si X est une surface complexe compacte, nous noterons
HX(X,A) ses groupes de cohomologie a coefficients dans un anneauutamm
tif A. Nous noterong|) la forme d’intersection sur le deuxiéme groupe de co-
homologie deX. Les groupe$iP9(X, C) désigneront les groupes de cohomo-
logie de DOLBEAULT. Nous nous intéresserons tout particulierement au groupe
HL1(X,R) ainsi qu’aux deux cones suivants :

— Ho2 (X, R) :le cone pseudo-effectif, constitué des classes de colgieol
des courants positifs fermés;;

— HXL(X,R) : le cone numériquement effectif, ou cone nef, constitué¢ des
classes de cohomologje| qui intersectent positivement tout élément de
H;Zslef<xv R)'

LorsqueX est kahlérienne, le cdne nef coincide avec I'adhérence de dé

KAHLER deX.
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La classe de cohomologie ou d’homologie d’'une forme, d’uaraot ou
d’'une courbeV sera notédV]. Si C est une courbe, le courant d’intégration
surC sera not§C}.

2.2. Opération sur la cohomologie. SoientX etY deux surfaces complexes
compactes et : X --» Y une application méromorphe dominante. Solente
graphe def et : 'y — X et : ' — Y les deux projections de ce graphe
surX etY, de sorte qud soit égale énzonil. Il se peut qud ; soit une sous-
variété singuliere dX x Y. Dans ce cas, nous désingulariserbpssans pour
autant changer les notations.

Soita une forme différentielle de bideg(@, q) surY. La forme différentielle
;0 détermine un courant de bidegig q) surl" ¢ qui peut étre poussé en un
courant sutX a l'aide dermy. Le courant(my).(Te)*a obtenu par ce procédé
sera notéf*a. Si a et 3 sont cohomologued,“a et f* le sont aussi, ce qui
montre quef* induit un opérateur linéaire entre les groupes de cohonmltie
DOLBEAULT deX et deY,

£*: HPA(Y,C) — HPI(X,C).

De maniére analogue, la composédng* et de(tp), détermine un opérateur
linéairef, : HPA(X,C) — HPA(Y,C).

Remarque 2.1.

(i) Les opérateurs” et f, agissent au niveau des groupes de cohomologie a
coefficients réelsi(X,R) etHY(Y,R).

(i) Soit T un courant positif fermé de type, 1) défini localement par un
potentielu (localemenflT = iddu). Nous pouvons alors définir 'image ré-
ciproque deT par T, en posant localemerfi)*T = idd(uo Tp). Ceci
permet d’étendre I'action d&* et f, aux (1, 1)-courants positifs fermés.

(iif) Dualement,f* correspond a I'action suivante sur les courbesC skt
une courbe tracée sMr f*(C) est I'image par la projectiom de la trans-
formée totaldp)*(C).

2.3. Propriétés élémentaires.(voir [22], p. 1143)

(i) f* et f, respectent les groupes de cohomologie a coefficients Zlans
R;

(i) f* et f, respectent les cones nef et pseudo-effectif;

(iii) f* et f, sontadjoints pour l'intersection ; ainsi, pour tout éléten du
groupeH(Y,R), et tout élémenf] du groupeH'1(X,R),

(F*[a] [ [B) = ([a] [ £.[B])-
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2.4. Indétermination et composition. Le lieu d’'indétermination d’une appli-
cation méromorphe dominanfe X --»Y sera noténd( f). Nous désignerons
parExc(f) 'union des courbes d¥ contractées paf sur des points d¥. Soit
g:Y --» Z une autre application méromorphe. Supposonsfqecentracte une
courbeC sur un point d’'indéterminatiog deg. L'ensemble

{20 eXxZ;3yeY, (xy) eltet(y,z)elg}

contient alors une composante irréductible de dimensiom 2rgjetant suC
dansX et sur le diviseur effectif)(q) dansZ. Cet ensemble est donc stricte-
ment plus gros que I'adhérence derdski des couple$x, g( f(x))) oux varie
hors delnd(f) et def~1(Ind(g)). Ce phénomeéne est responsable du probléme
suivant : en général* og* et(go f)* ne coincident pas.

Proposition 2.2(voir [22], p. 1144) Soient f: X --»Y etg:Y --+» Z deux ap-
plications méromorphes dominantes entre surfaces coeplExmpactes. Pour
tout élémenta] du céne nef Iilf(z, R),

(go f)"[a] < f*og[al,
avec égalité des que(fxc(f)) etind(g) sont disjoints. Cette condition est né-
cessaire au cas d'égalité lorsqie] est une classe d€AHLER.

2.5. Formule d’aller-retour. Si f : X — Y est un morphisme holomorphe sur-
jectif et siT est un courant positif fermé s¥r alors f, f*T = di(f)T oud(f)

est le degré topologique de Pour généraliser cette relation dans le cadre mé-
romorphe, il convient d’introduire quelques notationsuPecela, factorisons la
projectionty : '+ — X en une suite de contractions de courbes rationnelles
lisses d’auto-intersectionl,

T —€10E20...0€m,

avecX = Xg, Xm = I et chaque; : X; — X;_1 une contraction. Notori le di-
viseur exceptionnel dg, E/ sa transformée stricte dahs et E; sa transformée
totale. Soient; les images def/ partp etG; les images dek; : chaquesG; est
donc un diviseur effectif qui s’écrit comme une somme poéeétes courbes
Fj. Avec ces notations, on obtient la « formule d'aller-retoufvwir [22], p.
1150)

6T = () T+ 3 ([T]][6]) (G}

pour tout courant positif ferm& surY ({G;} désigne le courant d’intégration
sur le diviseuiG;). De méme, sja] est un élément de?(Y,C), alors

f.t¥[a) = di(f)[a] +i<[0‘] |[G]) [Gi]-
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En particulier, nous en déduisons la relation
(Fa] [ £7[B]) = de () ([a] [[B]) +_i< [a][[G])(Gi]|[B])-

2.6. Degré topologique et formes holomorphesLes groupesH*(X,Z) et
H4(Y,Z) sont canoniquement isomorphe& al’application linéairef, est le
morphisme « identité » entre ces groupe$‘egst la multiplication par le degré
de f, notéd(f).

Considérons maintenant les groupes ae BEAULT H29(X, C) etH20(Y, C).
Chaque élément de ce groupe est représenté par une uniqume-fiolo-
morphe. SiQ est une telle forme suy, f*Q est une forme holomorphe en
dehors dénd(f); celle-ci se prolonge donc en une forme holomorphe globale
surX par le procédé d'HRTOGS SiQ; et Q, sont deux formes holomorphes
surY,

f Q1A f*Q_ZZ f*(Ql/\Q_2> = dt(f)Ql/\Q_z.

Ainsi, f* agit comme une similitude de rappaytd: () entre les espaceét*°(Y, C)
etH29(X,C) munis des produits scalaires hermitiens

<Q\Q’>:/QA§.

Une étude analogue est bien entendu valable pour I'actidri der les sections
des puissances positivﬁ§k du fibré canonique.

2.7. Dimension deKODAIRA et ramification. Supposons désormais gfiest
une transformation rationnelle dominante d’'une surfacepiexe compactX
dans elle-méme. Notor&it(f) 'ensemble des points d¢ ou le déterminant
jacobien def s’annule. C’est un diviseur effectif qui contielbtc(f).

Supposons un instant que la dimension deKIRA de X est nulle et fixons
une section non-null® du fibré K;‘fk, aveck strictement positif. Quitte a mul-
tiplier Q par un nombre réel strictement positif, la mesure positig#nie lo-
calement par

ix = (QAQ)YX
détermine une mesure de probabilité Xuqui ne dépend pas des choix kie
et Q. Cette mesure est canoniquement associée a la structurdesentge X

et sera baptisée « mesure canonique ». Les arguments dugpdragrécédent
fournissent les lemmes suivant®(r aussi [39] §7.6.).

Lemme 2.3. Soit X une surface complexe compacte dont la dimensi¢tode
DAIRA est nulle. Si f est une transformation rationnelle dealors f,px = px

et fux = de(f) px.
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Lemme 2.4. Soit X une surface complexe compacte minimale dont la dimen-
sion deKODAIRA est nulle. L’'ensemble critique de toute transformatiomomat
nelle dominante de X est vide. En particuliexc(f) est vide et don¢f*)" =

(f™)* pour tout entier positif n

2.8. Degré dynamique et rayon spectral.Munissons I'espace vectoriel réel
HL1(X,R) d’'une norme|.|| et notons égalemernt|| la norme d'opérateurs
associée. Nous noteroi$f) le rayon spectral de la suite d’'opérate(if§)*,
défini par

A(f) = limsupl|(f")7(/*/".

N—oo0

Nous noterong(f*) le rayon spectral de I'opératetif. Les résultats princi-
paux de ce texte concernent le cas d’égalitd ) = p(f*)?; le lemme suivant
montre qu’il s’agit d'un cas extrémavb@ir par exemple [35]).

Lemme 2.5. Soit f une transformation rationnelle dominante d’'une aoé
complexe compacte kéhlérienne.dgif) est strictement supérieur B alors
A(f) etp(f*) sont également strictement supérieurk ®’autre part,

de(f) <A(f)? < p(F9)%

Remarque 2.6.

(i) Puisqu’il se peut quef™)* differe de(f*)", il arrive que le rayon spectral
de f* majore strictemerk( f) (voir [31]).

(i) Lorsque la dimension de ®&DAIRA de X est positive ou nulle, le lemme
2.4 montre quef ne contracte aucune courbe, ce qui entrdiff®* =
(f*)". Dans ce cas\(f) est égal @(f*).

(iii) Puisquef* et f, sont adjoints pour la forme d’intersection $ttb!(X,R),
le rayon spectral dé* est égal a celui dé,, i.e.p(f,) = p(f*).

2.9. Classes et courants invariants.Rappelons qué est désormais une trans-

formation rationnelle dominante d’'une surface complexagacteX qui est
1A R : 1,1

ka.lhler!enne. Les cones convexes saillamig: (X, R) etHose (X, R) sont donc

d’intérieur non vide. Puisqué* et f, préservent ces cones, ils y admettent

des vecteurs propres; le théoreme d&RRON-FROBENIUS assure d’ailleurs

I'existence d’une classe nédi] (resp.[B]) telle que f*[a] = p(f*)[a] (resp.
£ [B] = p(F)[B)-

Lemme 2.7.

a.- Pour tout élémenin] du céne pseudo-effectif qui est un vecteur propre
pour f* (resp.f,), il existe un courant positif fermé T qui est un vecteur
propre pour f (resp.f,) et dont la classe de cohomologie est égalaja

b.- Lorsque la valeur propre di| différe del et que la dimension d€o-
DAIRA de X est positive ou nulle, ce courant est unique.
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DémonstrationNotonsc. ([a]) 'ensemble des courants positifs fernfédont
la classe de cohomologj&] est égale &a]. C’est un convexe compact (CAr
est kahlérienne) non vide (car la clagaéest pseudo-effective). Sidésigne
la valeur propre déa|, (1/v)f* agit linéairement et continOment sar.([a]),

donc y posséde un point fixe, ce qui montre la premiére asgerti

Supposons maintenant que la dimension d@®KIRA de X est positive ou
nulle. Soitk un entier strictement positif suffisamment divisible pouetg‘?k
ait des sections non nulles. Nous pouvons alors choisir aogos Q de ce
fibré qui soit un vecteur propre potif. La mesureu définie localement par
(Q AQ)VK est donc une mesure lisse satisfaiskipt= d;(f)p et f,p= p (cf.
§2.7). SoientT; et T, deux éléments de, ([a]). Il existe alors une unique
fonction intégrables: X — R telle que

Ty =Ty +i00u et /udu:O.
X

La quantiteA(Ty, To) = [ |u|dp est nulle précisément lorsqde et T, coin-
cident. Supposons maintenant dijeet T, sont deux points fixes dgl/v) f*.
D’une part

%f*(Tl—Tz) =T, — T, =iddu,
d’autre part

}f*(Tl—Tz) = i65 <}UO f) .

Y Y

Puisquef, préservey, uo f est aussi de moyenne nulle. Nous en déduisons
donc que

1 1 1
ATLT) = [ Juidp= [ Sluofldu= [ Julf.du= AT To).

ce qui montre qué(Ty, T2) s’annule lorsque est différent de 1 O

3. DIMENSION DE KODAIRA POSITIVE

Dans cette partie nous montrons la premiere assertion duétmé& B, dont
voici I'énoncé.

Théoreme 3.1.Soit f une transformation rationnelle non inversible d’sue-
face complexe compacte X dontla dimensioKd®AIRA est positive ou nulle.
Sid(f) = A(f)?, alors f est un exemple deATTES.

Nous distinguerons plusieurs cas suivant la géométrie geerfaceX. Nous
pourrions traiter directement le cas général, mais celardiit la présenta-
tion. En utilisant leB, A, BA de la classification d’ERIQUES KODAIRA, les
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difficultés apparaitront progressivement et nous obtiensirégulierement des
résultats plus précis que ce qu’annonce le théoreme B.

Dans la suite de cette partie sera donc une transformation rationnelle non
inversible d’'une surface complexe compaxtdont la dimension de &DAIRA
est positive ou nulle. Nous pouvons en outre supposer, caaugeferons, que
X est une surface minimale.

3.1. Dimension deKODAIRA strictement positive. Soit X une surface dont
la dimension de KDAIRA, notéekod(X), est strictement positive. Lorsque
kod(X) est égale a 2oute transformation méromorphe dominantexdest un
automorphisme d’ordre finvpir [39], page 376, thm. 7.6.1). Lorsqued(X)
est égale a la fibration d'ITAKA © : X — B détermine une fibration elliptique
(singuliere) suiX qui est invariante par toute transformation méromorph¥.de
Plus précisément, a toute application méromorphe donmgnanX --+» X est
associé un automorphisnie B — B d’ordre fini tel querto f = f o1t La trans-
formation méromorphé permute donc périodiquement les fibres génériques de
© en y agissant comme un endomorphisme de deédr®. En particulier, les
quantitésd, (f) etp(f*) sont égales et ne satisfont jamaiéf) = p(f*)? > 1.

3.2. Tores, surfaces hyperelliptiques.Le paragraphe précédent nous permet
désormais de supposer que la dimension deAKRA deX est égale a.(dDans
cette situationX posséde un unique modéle minimal qui peut étre
— un tore ou I'un de ses quotients par un groupe fini d’autotmemes sans
point fixe (on parle de surface hyperelliptiqwejr [2], p.148),
— une surface de 8DAIRA primaire ou secondaire/@ir [2], p. 146-147),
— une surface K3 ou le quotient d’'une telle surface par uneliion holo-
morphe sans point fixe (on parle de surfaceNREQUES).
Dans ce paragraphe nous traitons le premier cas. Le deug@smncerne des
surfaces non kahlériennes. Il fait I'objet de 'annexe Bullg expliquons que la
relationd;(f) = p(f*)? ne peut avoir lieu pour une transformation méromorphe
d’une surface de BDAIRA.

Remarquons des a présent que, lorsjuest un tore, une surface hyper-
elliptigue ou une surface dedDAIRA, le revétement universel d¢ est bi-
holomorphe au plan affine comple#. Ainsi, toute application de la droite
projective complexe a valeurs daxisest constante et toute transformation mé-
romorphe deX est un endomorphisme.

Toutes les surfaces hyperelliptiques sont construiteseparrocédé suivant.
On se donne deux courbes elliptiquie®t C, un groupe finiG de translations
surC et un morphisme d& dans les automorphismes #edont I'image ne
contient pas que des translations. La surféesst alors le quotient de x C par
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I'action diagonale d&. La projection deX surC est la fibration d’ABANESE
deX et est donc invariante par tout endomorphism&de

Exemple 3.2.Soit E une courbe elliptique &6 le groupe d’automorphismes
deE x E d’ordre 2 engendré par l'involutiofx,y) — (—X,y+€) ou € est un

point de torsion d’'ordre 2 d&. Les endomorphismes de x E de la forme
(2dx+ 2d'y,2d’y) passent au quotient et déterminent des endomorphismes de
X qui sontdes exemples deslkiMER. Ce sont des exemples deltTeEs lorsque

d est égal al’.

Proposition 3.3. Soit f: M --» M une transformation rationnelle dominante
d’'une variété complexe compacte Bi Kﬁq est trivial pour un certain entier
g> 0, f se releve en une transformation rationnelle d’'un revétarfiai M’ de

M dont le fibré canonique est trivial.

Démonstration.Ce résultat résulte du « covering-trick ». Nous en donnoes un
preuve détaillée car nous utiliserons régulierement ggtraent dans les para-
graphes suivants, avec moins de détails.

L’hypothése entraine I'existence d’une sect@mde K,ﬁq qui est unique a
un facteur multiplicatif pres. Il existe donc un nombre céexp non nulp tel
quef*Q =BQ et f.Q = (d(f)/B)Q. NotonsK; I'espace total du fibr&y, Kq
celui deK,,% et pq : Ky — Kq I'élévation & la puissanogdans les fibres. Soit
la dimension de la variétd. Puisquef*Q = BQ, le lieu critique def est vide.
Nous pouvons définir une transformation méromorphee K; dansk; par

L&) = (100, (B/di(N)MIE), YxeM, V(X&) €Ky,
ou f.&x est défini par la formule
F&x(Ve, oo Vn) = Ex(DF {5 (Vo). D¢ 5 (Vn)), WV, ooV € TeM.

De mémef s’étend en une transformation meéromorghex, n) = (f(x), f.(n))
deKq, avecf, o pg = pqgo f.. Notons alordV’ la sous-variété di; constituée
des pointgx, §) deKj pour lesquelgq(x, &) = Q. La variétéM’ est un revéte-
ment deM de degré (si Q s’annulait, ce revétement serait ramifié le long des
zéros deQ)) dont le fibré canonique est trivial &t : K1 --» K; reléevef en une
transformation méromorphe dé’. O

Sur une surface hyperelliptique, le fibré canonique n’est tpaial, mais
'une de ses puissancls’gaI I'est, avecqg € {2,3,4,6}. Par construction, le re-
vétement d’ordre) de cette surface obtenu par le « covering-trick » est un tore.
Nous obtenons donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.4. Toute transformation méromorphe dominante d’'une surfgee h
perelliptique est un exemple #&JMMER.
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3.3. Surfaces K3 et surfaces ENRIQUES. Nous abordons maintenant la si-
tuation la plus délicate : celle des surfaces K3 ou de leurients, les surfaces
d’ENRIQUES. Ceci terminera I'étude des transformations rationnealkes sur-
faces dont la dimension dedOAIRA est positive ou nulle. Le second cas délicat
sera celui des surfaces rationnelles, qui sera traité dgpexrtie suivante.

Le point de départ est le lemme suivant, qui utilise les mmatdes para-
graphes 2.5 et 2.8.

Lemme 3.5. Soient X une surface complexe compacteX -+ X une trans-
formation méromorphe dominante[ef une classe nef telle que [&] = A[a],
avech? = d.(f). Les propriétés suivantes sont vérifiées :
() vi=1,.,m, <[G] | [GI]> =0;
(i) f.[a] =Ala];
(iii) les transformations linéaires.fet f* préservent I'hyperplaria]* de
HL1(X,R) constitué des classes de cohomologie orthogonales pour
la forme d’intersection.

DémonstrationLa formule d’aller-retour conduit a I'égalité
m

2
Z( [a][[Gi])* =0,

1=

ce qui montre le premier point. Appliquant a nouveau la fdendlaller-retour
nous obtenons la propriété (ii). Le troisieme point résaltes de ce qué* et

f. sont adjoints pour la forme d’intersection. O

3.4. Endomorphismes d’orbifolds. SoitY un ensemble analytique complexe
compacte de dimensida Les singularités d& sont dessingularités quotient
si, pour chaque poirg deY, on dispose d’un voisinage dea et d’'un isomor-
phisme¢ : 77 /G — u ol

(i) @ estun ouvert d€K contenant I'origine e$(0) = a;

(i) le groupeG est un sous-groupe fini du groupe linéaiigk, C) ;

(iii) les points fixes de chaque élément @dorment un ensemble de codi-

mension 2 (ce que I'on peut toujours supposer quitte a chiabged).
Si I'on restreint I'ouvertu , le groupeG s’identifie au groupe fondamental lo-
cal deY au voisinage da; l'uniformisation (&,G,qn) deY au voisinage da
est alors unique a isomorphisme prés. Il est donc possibksdtier & une
structure d’orbifold qui ne dépend que de sa structure despnalytiquevoir
[51] et [13]).

Par la suite, les variétés a singularités-quotient seramties de cette struc-
ture d’orbifold. Les notions de métrique hermitienne, nogte kahlérienne,
forme holomorphe ou endomorphisme seront a prendre au ssnarbifolds
(voir [51] et [13]).
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Proposition 3.6. Soit X une surface K3 ou une surfacd&EdRIQUES. Soit f
une transformation rationnelle de X pour laquedlg f) = A()2. Il existe une
surface singuliére Y et un morphisme birationaeX — Y tels que les singu-
larités de Y sont des singularités isolées de type quottent oe™1:Y —Y
est un endomorphisme d’orbifold.

Remarque 3.7.LorsqueY n'a que des singularités de type quotient, toute ap-
plication holomorphd : Y — Y est automatiquement un endomorphisme d’or-
bifold. Il suffira donc de montrer queo f o~ est holomorphe.

Démonstration.NotonsA le nombre\(f). D'aprés le paragraphe 2.7, nous sa-
vons que le lieu critique dé est vide, que(f*)" coincide aved f")* pour
tout entier positiin et que le rayon spectral f*) est égal &. Le paragraphe
2.9 montre alors qu'il existe au moins une classe nef norenall telle que
f*[a] = Ala].

e Supposons tout d’abord qu’il soit possible de choisir ulle tdassea] pour
laquelle([a]|[a]) > 0. Le théoréme de I'indice de ®bGE assure alors que la
forme d’intersection est définie négative en restrictioiggerplan[a]*. Les
courbes situées dans cet hyperplan sont donc en nombre lignirgtoreme de
GRAUERT permet de les contracter : ceci détermine un morphismedoira|
€: X — Y vers une surface normale a singularités isolées.

Puisquecy (X) est nulle, chaque courlde située dansa]* est une courbe
rationnelle lisse d’auto-intersection2. Les singularités d& sont donc des
singularités de KEIN de typeA,, Dy, Eg, E7 OUEg; il existe donc un voisinage
de chaque singularité qui est isomorphe au quotient d’usivage de I'origine
dansC? par un sous-groupe fini d&_(2,C) (voir [42] et [21]). Puisquéda]*
est invariant sous I'action d&* et f,, f induit une transformation holomorphe
deY.

e Supposons désormais que toute classejae$atisfaisantf“[a] = Aa] est
d’auto-intersection nulle. Ceci signifie que I'espace peode valeur propre

A pour f* intersecte le cone nef sur une demi-droite isotr&€a]. Cette
demi-droite contient nécessairement un élément non nit X, Z). Consi-
dérons en effet 'espace proprgy) de(f*)2 associé a la valeur propre entiére
A2 = d,(f). La droiteR[a] coincide avec le noyau de la restriction de la forme
d'intersection a/y, (1. CommeVy, 1) et la forme d'intersection sont définis sur
Q, la droiteR™ [a] est elle-méme définie s@, ce qui prouve I'affirmation.

Nous pouvons donc supposer qaeest une classe entiere. Soffa]) 'unique
fibré en droites suK de classe de @ERN [a] (sur une surface K3 ou une sur-
face d’ENRIQUES, Pic®(X) est trivial). La formule de REMANN-ROCH fournit
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I'estimation

hO(X,L([a])) +h°(X,L([a])*) > 2.
Comme|a] est une classe nef®(X,L([a])*) est nul et le fibrd ([a]) posséde
un pinceau de sections qui détermine une fibration elligtisurX (appliquer
la formule d’adjonction). La classe] étant une classe propre pofir et f,,
la fibrationtt: X — P1(C) ainsi construite est préservée daril existe donc
un endomorphismé de P1(C) tel quetto f = ot De f*[a] = Ala], nous
déduisons que I'image réciproque d’une fibre générkguae test 'union de\
fibres - autrement dit, le degré deest égal &. De méme, 'image paf d’'une
fibre génériqué-, revétA fois la fibre imagdlf(z).

Pour conclure, il suffit maintenant de démontrer les deuxniessuivants.
L]

Lemme 3.8.Soit f: X --» X une transformation méromorphe dominante d'une
surface complexe compacte. SoitX — B une fibration elliptique (éventuelle-
ment singuliere) de XSupposons que f préserve la fibratmnce qui signifie
qu'il existe un endomorphisnmiede B tel quato f = f ot Si le degré topolo-
gique def est strictement supérieur$ la fibration test isotriviale.

DémonstrationPour chaque poirth de la baseB, nous noteron&y, la fibre

™ 1(b). Linvariant modulaire des fibres de détermine une fonction méro-
morphed : B — CU {«}. Pour des courbes dans une méme classe d’isogénie,
I'invariant J prend des valeurs dans un ensemble discr€ g& m est une va-

leur réguliere det, il existe donc un voisinage demdansB tel que toutes les
fibres dermau-dessus de qui sont isogénesBi,, sont en fait isomorphesk,.
Ainsi, s’il existe une suite de fibres isogeneSaqui tend ver€,, I'invariant
modulaireJ est constant et la fibration est isotriviale.

Puisquef est dominante, la restriction dea une fibre génériqu, est un
revétement d&, surEg . Le long d’'une orbite dé, les fibres detsont donc
toutes isogenes.

Puisque le degré dé est strictement supérieur a 1 sa dynamique est riche
(voir [45]). En particulier, si I'on choisit un point au hasarddans I'ensemble
de LLIA def, I'orbite dem est infinie, évite les valeurs critiques test pos-
séde une sous-suifé’ (m) qui converge versn : ceci détermine une suite de
fiboresE;j qui tendent ver&n, et qui sont toutes isogenessa,. La fibration est
donc isotriviale. O

Lemme 3.9.Soit f: X --» X une transformation méromorphe dominante d'une
surface complexe compacte. SoitX — B une fibration elliptique isotriviale
de X Si f préserve la fibratiom, il existe un morphisme birationnel X — Y
vers un orbifold Y et un endomorphisniedé 'orbifold Y tel que foe =¢€o f.



CARACTERISATION DES EXEMPLES DE LATTES ET DE KUMMER 20

Démonstration.Dans toute la suite, nous noterdhia fibre générique deetD

le disque unité d€. Les fibres singulieres des fibrations elliptiques isottesa
sont connuesvpir le 8V.10 de [2]). Quitte a effectuer un morphisme biration-
nel X — Y qui préserve la fibratiom mais qui transformeX en une surface
singuliéreY, nous pouvons supposer gue le voisinage de chaque fibreigiregul
dem: X — B devient dans’ un voisinage isomorphe au quotient du produit
D x E par l'action d’un groupe fini cyclique d’ordre, 3, 4 ou 6 Ce groupe
agit par rotations sur le disquiz et multiplie simultanément la fibré par une
racine de I'unité yoirle §V.10 de [2]). Les singularités de la surfatsituées le
long de chaque fibre singuliére sont des singularités-guabgui correspondent
aux points fixes dé. Les fibres singulieres d€ correspondent dans a des
courbes rationnelles lisses (de typg£G) qui passent par les singularitése

Montrons que la transformation rationneflelevient holomorphe stf. Sup-
posons qué soit une fibre dat sur laquellef posséde un point d’indétermi-
nationz. Notonsky la fibre dett contenant I'image de la fibrE. Puisqueky
contient le diviseurf (zp) constitué de courbes rationnelles, la fibteest sin-
guliere. Nous pouvons donc fixer un voisinageale F et un voisinage’ deky
tels que : ()f (7)) = w et (ii) u estisomorphe au quotient du prodDik E par
un groupe fini cycliqués. Factorisond en une suite d’éclatements v — v/
et un morphism@ : v — «, de sorte qud =nov—1.

Supposons d’'abord queest une fibre réguliere de de sorte que le groupe
fondamental de’ est isomorphe au groupe fondamental de la fib¥eNous
pouvons alors relever I'applicationen un morphisme de versD x E. Puisque
toute application d&®*(C) dansE est constante, ceci contredit I'existence d’'un
point d'indétermination.

Supposons maintenant que la filfreest elle-méme une fibre singuliére ou
multiple. Nous pouvons alors choisit de la forme(D x E)/G’. En notant
K:DxE — % la projection deD x E sur (D x E)/G’ et en remplagant
par f ok dans I'argument précédent, nous obtenons le résultatloherfcest
holomorphe dans un voisinage Be O

3.5. Endomorphismes des orbifolds deCALABI-YAU et conclusion. Pour
démontrer la premiére assertion du théoreme B il suffit céais de classer
les endomorphismes d’orbifolds des surfaces K3 eN&EBUES singuliéres
(voir le début du 83.4 pour la notion d’orbifold). Par le coverinigk, il suffit
de traiter le cas des surfaces K3. L'argument étant valatle les variétés de
CALABI-YAU de dimension arbitraire, nous le présenterons dans ce,calre
qui nécessite quelques définitions.

Soit f : Y — Y un endomorphisme d'une variété complexe compacte de
dimensionk (éventuellement singuliere). Pour tout entgicompris entre 0
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et k, nous noterond(f) le rayon spectral de la transformation linéafre:
HP-P(X,R) — HPP(X,R) (voir le 81.2). Lorsquep est égal &, ceci corres-
pond au degré topologique de

Proposition 3.10.Soit Y une variété dEALABI -YAU singuliere de dimension
k dont les singularités sont de type quotient. SaiY f— Y un endomorphisme
d’orbifold satisfaisantl;(f) > Ax_1(f). Alors f est un exemple d€UMMER.

Remarque 3.11.D’apres [35], proposition 1.2 etremarque 1.3, I'inégalitéf ) >
A_1(f) assure que le degré topologigdié f) est strictement plus grand que
tous les rayons spectrawg(f) pour p entre 0 ek — 1; en particulier,f est
cohomologiquement dilatantef( définition 1.2).

Remarque 3.12.D’aprées un résultat célébre deoBomoLov, si M est une
variété complexe compacte kahlérienne dont le premiesselde GERN est
nulle, il existe un revétement fini dd qui est isomorphe au produit d’'un tore
par une variété simplement connexe a fibré canonique tri@alrésultat sub-
siste dans la catégorie des orbifoldwif [13]) : si M est une variété complexe
compacte a singularités-quotient qui est un orbifold kédhéavec une pre-
miere classe de Chern nulle, il existe un revétement (dadifini de M qui
est isomorphe au produit d’'un tore par un orbifold simplen@mnexe a fi-
bré canonique trivial. La simple connexité doit étre prisesans des orbifolds.
En particulier, la partie simplement connexe ne possédd’pasomorphisme
d’orbifold de degré plus grand que 1 (car les endomorphisugsctifs sont
des revétements, 8§2.7).

Démonstration de la proposition 3.1&oit f : Y — Y un endomorphisme d’un
orbifold de GALABI -YAU. D’aprés la remarque 3.12, le revétement universel
deY (au sens des orbifolds) est le produit d’'un orbifold deL&8I -YAU sim-
plement connex@& par I'espace affin€', avecl +dim(Z) = dim(Y). Puisque
Z est simplement connexe, tout endomorphisme de 'orbiZaddt un automor-
phisme.

L'endomorphismef se releve au revétement universeMlen un endomor-
phisme d’orbifold. Puisqu€' ne contient pas de sous-ensemble analytique
compact de dimension strictement positive, le relevéf deéserve la fibra-
tion deY surC' et agit par automorphisme dans les fibZegAinsi, lorsque la
dimension deZ est strictement positive, I'entiérest inférieur ou égal &— 1
et le degré topologique deest égal & (f), ce qui contredit la remarque 3.11.
Ceci montre qué = dim(Y), queY est revétue par un tore et gdiese reléve
en un endomorphisme d’'un toreg(r [13]). Autrement dit,f : Y — Y est un
exemple de Kummer. O
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Démonstration du théoréme 3.D’aprés le paragraphe 3.1 et 'annexe B, les
surfaces (minimales) de dimension de#AIRA positive qui admettent éven-
tuellement des transformations rationnelles aygd) = A(f)? > 1 sont les
tores, les surfaces hyperelliptiques, les surfaces K3 estidaces d’'ERIQUES.

Le cas des tores et des surfaces hyperelliptiqgues a é& araparagraphe 3.2,
celui des surfaces K3 et des surfacesNREQUES vient d’étre traité. O

3.6. Symétries des transformations rationnelles.Le but de ce paragraphe est
de montrer le théoréme D. La preuve est évidente pour les &ties surfaces
hyperelliptiques, puisque toute transformation mérormerpominante sur une
telle surface est un exemple deuMIMER. La preuve est identique pour les
surfaces K3 et les surfaces diRIQUES |l suffit donc de considérer le cas des
surfaces K3.

Précisons les notations. Sdit X --+ X une transformation rationnelle d’'une
surfaceK3. Le groupe des automorphismes ¥ejui commutent aved sera
notéC(f) et appelé centralisateur de Puisque toute transformation biration-
nelle deX est un automorphisme, ce groupe coincide avec I'ensembleates-
formations birationnelles qui commutent aviec

Théoréme 3.13.Soit f une transformation méromorphe d’'une surface K3 dont
le degré topologique est strictement plus grand §jusi le centralisateur de f
est infini, f est un exemple #&JMMER.

Pour la démonstration, nous aurons besoin de quelquesi¢tépeélémen-
taires des automorphismes des surfaces K3 que nous rapselocinctement
(voir [15] et [16]). SoientX une surface K3, AyiX) son groupe d’automor-
phismes etp un élément de AuiX). La transformation linéairg" induite par
@ sur le groupe de cohomologi>(X,R) préserve a la fois la forme d’in-
tersectiongy et la structure entiere de la cohomologie. D’aprés le théere
de l'indice de HbDGE, la formeqyx est de signaturél, 19). La transformation
linéaire@* appartient donc a I'un des trois types suivamsi[15], [16]) :

— elliptique : ¢* est d’ordre fini. En ce cag) est également d’ordre fini par

le théoréme de BRELLI pour les surfaces K3.

— parabolique : ¢" préserve une unique demi-droite située sur le bord du
cOne de KKHLER deX et celle-ci est dans le cone isotropegge Dans ce
cas, cette demi-droite est engendrée par la classe d'uaédibelliptique
@-invariante.

— hyperbolique : ¢" dilate une demi-droite et en contracte une autre dans le
bord du cone de KHLER deX.

Lemme 3.14.Soient X une surface K3 et G un sous-groupe infini de>ut
alors
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(i) le groupe G possede des éléments d’'ordre infini;
(i) ou bien G posséde un élément de type hyperbolique ouXbipasséde
une et une seule fibration elliptique invariante par tousdsnents de G

Démonstration ¢oir [16]). Le premier point est une conséquence directe du
théoreme de ®RELLI et du lemme de BRNSIDE (pour le groupesL(n,Z)).

Le second est conséquence du lemme du ping-pong.gexket de la classifi-
cation des automorphismes en trois types rappelée ci-slessu O

Démonstration du théoreme 3.1Bour démontrer le théoreme 3.13, deux cas
se présentent, suivant que le centralisateur pgéserve une fibration elliptique
ou possede un automorphisme de type hyperbolique.

Supposons tout d’abord qu'il existe un élémertte C(f) qui soit hyperbo-
lique. Les courbes d¥ dont I'orbite parg est finie forment donc un ensemble
fini de courbes rationnelles lisses d’auto-intersecti@h(voir [15], preuve du
lemme 5.1). Les courbds provenant des points d'indétermination fiet des
itérés def sont permutées entre elles gaMNous pouvons donc contracter ces
courbes eff devient un endomorphisme de la surface K3 singuliere abits-o
nue. La proposition 3.10 permet alors de conclure.

Supposons maintenant qu’il existe une fibration elliptigtéservée par tous
les éléments d€(f). Cette fibration étant unique, elle est préservée fpar
Notonsf I'endomorphisme induit paf sur la base de la fibration.

Si le degré topologique dé est strictement plus grand que la fibration
est isotriviale (lemme 3.8) €t est conjuguée a un endomorphisme d’orbifold
(lemme 3.9). Dans ce cas, la proposition 3.10 montrefgest un exemple de
KUMMER.

Sinon, f est un automorphisme de la droite projective qui doit peemigs
valeurs critiques de la fibration: X — PY(C). Puisqu’une surface K3 ellip-
tique posséde au moins trois fibres singuliéres, c’estfopst d’ordre fini (oir
[16]). Quitte a remplacef par I'un de ses itérés, nous supposerons désormais
que f est l'identité. SoitS I'ensemble des points fixes de: 'ensembleS est
une courbe algébrique qui comporte au moins une compogsaddelctibleS,
génériguement transverse a la fibration elliptique. $ain élément d’ordre
infini de C(f). Quitte & changep en I'un de ses itérég’, aveck strictement
positif, nous pouvons supposer qeeréserveSy. NotonskE une fibre de la
fibration. La classe d’homologife] + [S] est alors une classg-invariante
d’auto-intersection strictement positive : ceci contréglcaractere parabolique
deet termine la preuve. O

3.7. Un contre-exemple. Il s’agit maintenant de démontrer le théoréme C,
dont voici une version légerement plus précise :
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Théoréme 3.15.1l existe une transformation rationnelle :fX --» X d’'une
surface K3 projective telle que

a.- f est conomologiquement dilatanté.{f) > A(f) = p(f*);

b.- la dimension d&KODAIRA de X est nulle;

c.- 'unique mesure d’entropie maximale de f est lisse;

d.- f n'est pas topologiguement conjuguée a un exempkuemeR.

Nous allons construire un tel exemple et donner deux argtsvbfiérents
pour conclure : le premier argument permet seulement dererajque la trans-
formationf n’est pas un exemple deliMER, mais sera l'occasion de décrire
un peu plus en détails la géométrie des surfacesudeMER (cf. remarque 3.17
ci-dessous); le second précise le premier et permet de enapef n’est pas
topologiquement conjuguée a un exemple deviKIER.

Proposition 3.16. Si f est une transformation rationnelle cohnomologiquement
dilatante sur une surface projective de dimensionKd@DAIRA positive ou
nulle, sa mesure d’entropie maximale est lisse.

DémonstrationD’aprés le paragraphe 2.6 il existe une 2-forme holomofphe
surX telle que

f*(QAQ)=di(f)QAQ.
La mesure d’entropie maxima|g étant caractérisée par cette relatiooif
§1.2 et [35]), nous en déduisons queest un multiple de&Q A Q et que cette
mesure est lisse. H

Remarque 3.17.11 y a plusieurs types de surfaces d&MMER qui sont des
surfaces K3. Par exemple, il y a 7 types de grouBegui agissent sur des
toresA avec un quotienf/G qui est une surface K3 : les groupes cycliques
Z/nZ avecn € {2,3,4,6} et les groupes polyédraux binaife$, D3 etT* (voir
[36]). Si le cardinal deG est strictement supérieur a [Bs modeéles lisses de
A/G ont un groupe de IRARD de rang supérieur ou égal a.19s courbes
exceptionnelles issues de la désingularisatioAd8 sont en effet des spheres
de REMANN lisses d’autointersectior2 qui engendrent un sous-groulgie

de Hy(X,Z) dont le rang est supérieur ou égal a 18 (le rangvidevaut 16
lorsqueG = Z/2Z).

Démonstration du théoreme C, premier argumesuientC une surface de IR-
MANN, A la jacobienne d€ et X la surface de KKMMER obtenue en quotien-
tantA par I'involutiono : z— —z. Nous choisiron€ de maniéere générique, ce
qui permet d'affirmer que le rang(X) du groupe de RARD de X est égal &

17. Puisquep(X) est égal & 17la remarque précédente montre que les seules
structures de KMMER sur X correspondent a des quotients par une involu-
tion. Ainsi, si f est une transformation rationnelle dequi est un exemple
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de KUMMER, alorsf doit permuter 16 courbes nodalesfetdoit induire une
transformation d’ordre fini sur un hyperplan du groupe deARD de X.

D’apres les travaux de J.H.80M, il existe des automorphismes dequi
ne proviennent pas d’automorphismesAd@voir [37], [38], [41]). Choisissons
par exemple 'automorphismg présenté par ENDO au paragraphe 6 de [41].
Désignons paH l'intersection hyperplane du modeéle usuel&je dansP3(C)
etparN;,i =0,1,...,15 les courbes nodales eissues de la désingularisation
des 16 points doubles d¢'o. Les classes d’homologie de ces courbes forment
une base du groupe dedARD de X et la matrice dep dans cette base est la
matrice 17 17 suivante yoir [37] page 286 et [41] remarque 6.6 et proposition
5.1):

7 200000 2 2000 200 2 3
-4 -200000-1 -1000-100-1 -1
0O 000O0OO0OO O OOO1 OOO O O
0O 000O0OO0OO O O1O0O0O OOO O o0
0O 000O0OO0OO O OO1O0 OOO O oO
0O 000O0OO0OO O OOOO O1O0 O O
0O 000O0OO0OO O OOOO OO1 0 O
0O 0000O0OO1 O OOOO OOO O o0
0O 0000O0O1O0CO O OOOO OOO O ¢
-4 -1000O00-1 -1000-100-2 -1
-4 -1000O0O0-1 -1000-200-1 -1
-4 -100000-1 -12000-100-1 -2
0O 000100 O OOOO OOO O0 o0
-4 -1 00000-1 -2000-100-1 -1
-4 -1 00000-2-1000-100-1 -1
0O 001010 O OOOO OOO O ¢
0O 010010 O OOOO OOO O d

Soit g 'endomorphisme dé\ « multiplication par 9 ». Cet endomorphisme
commute ave@ et détermine une transformation rationnelleXdgui est un
exemple de KKIMMER. Cette transformation fixe les courbiiset multiplie H
par 81 Notonsf la composée dget del. C’'est une transformation rationnelle
deX dont I'action sur le groupe del®ARD s’obtient en multipliant la premiére
ligne de la matrice ci-dessus par.&E polyndme caractéristique dg est

Xt (1) = (t*— 5663+ 802 — 74t — 81) (1> —t + 1)} (t + 1)°.

Il posséde une racine positive strictement plus grande qaeivautA(f) ~
56586, et trois racines strictement plus petites que 1 en moduleyajant
0.2740.53, —0.41, 0.27—0.53i. Les itérés dd, ne peuvent donc pas induire
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I'identité sur un hyperplan du groupe decRRD de X. En particulier,f n’est
pas un exemple de BMMER.

Puisque le degré topologique deest égal 4 9= 6561 et puisque\(f) ~
56586, les travaux de BIEND, DUVAL et GUEDJ rappelés au paragraphe 1.2
montrent quef possede une unique mesure d’entropie maxirpalequi est
lisse d’aprés la proposition 3.16. O

Démonstration du théoreme C, second argum&uaipposons maintenant géie
est conjugué a un exemple desMIMER h:Y — Y par un homéomorphisme
et cherchons une contradiction. L'invariance de la dimamgiar homéomor-
phisme montre qu¥ est une surface. Sdit la transformation affine associée
ah etHgp sa partie linéaire. Notores et 3 les deux valeurs propres ¢. Les
valeurs propres de* : H%(Y,C) — H?(Y,C) sur le deuxiéme groupe de coho-
mologie de la surfac¥ sont de trois types :
— les quatre valeurs propre®, af, po et Bp.
— les valeurs propres de module 1 (par exemple celles qunhegrmnde la
permutation des courbes exceptionnelles apparaissantipsingulariser
Y);
— les valeurs propres dont le module est égal a la racine dé tiigplogique
(par exemple lorsque?9(Y, C) est différent de 0);
Puisqueh est conjugué &, le polyndmet* — 56@°3 + 80t2 — 74t — 81 est un
facteur du polynéme caractéristiqueltie Ses quatre racines ont un module qui
est différent de 1 et du degré topologiquefd@.e. du degré ddn). Ces quatre
nombres coincident donc aveq, of, o etBp. En particulier, la valeur propre
de plus petit module serait positive, mais ici elle vat41. O

Remarque 3.18.Cet argument montre aussi qu'aucun itéréfdeest topolo-
giquement conjugué a un exemple deNMER.

4. EXEMPLES DELATTES DES SURFACES RATIONNELLES

Dans cette partie nous démontrons la seconde assertiogaoigthe B. Vue
la premiere assertion, qui a été démontrée dans la partiégeate, il suffit de
considérer le cas des surfaces dont la dimension@eAKRA est strictement
négative. Cette partie concerne donc exclusivement ldacas réglées et les
surfaces rationnelles.

4.1. Surfaces réglées non rationnellesLorsqueX est une surface réglée non
rationnelle, un changement de variable birationnel pexeetupposer qux
est un fibré e®(C) au-dessus d’'une courlede genre supérieur ou égal a 1
Toute transformation rationnelle déepréserve alors le réglage deet s’écrit
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sous la forme

fF(xy) = (p(X), ax(y))
ou x est la coordonnée dans la bdsdu fibré,y est la coordonnée le long des
fibres,p est un endomorphisme &@xtx+— gy est une application rationnelle de
B vers I'espace des transformations rationnelles de laalpodjective. Lorsque
le genre deB est supérieur ou égal § P est un automorphisme d’ordre fini
etdi(f) est égal ep(f*), qui lui méme coincide avec le degré deau point
générique deB. Dans ce casd:(f) est donc différent de(f*)?. Lorsque la
courbeB est une courbe elliptique, I'égalité( f) = p(f*)? signifie que le degré
topologique dep est égal au degré topologique @le(pourx générique).

Exemple 4.1.\Voici un exemple otf est une transformation rationnelle non ho-
lomorphe aved,(f) = p(f*)? = A(f)2. Pourp on choisit la multiplication par
un entierk le long d’une courbe elliptiquB, aveck > 1. Pourg, on choisit n’im-
porte quelle application rationnelle &evers les transformations rationnelles de
P1(C) de degré?. Sil'on compose avec une translation génériqueBld ap-
plication f (x,y) = (p(X), x4+ (y)) Vérifie (f*)" = (f")* pour tout entier positif
n, etd.(f) = p(f*)? = A(f)2. Siqvarie avex, f n’est pas holomorphe.

Les transformations des surfaces réglées satisfaisanypetgheses du théo-
reme B seront classées au paragraphe 4.5.

4.2. Exemples sur les surfaces rationnellesAvant de prouver le théoréme B,
illustrons le cas des surfaces rationnelles en donnantjgeglexemples d’en-
domorphismes holomorphes sur des surfaces rationnelteslou singulieres.

Exemple 4.2.Soit G un groupe fini de transformations linéaires du plan pro-
jectif, par exemple le groupe formé des involutions changéss signes des
coordonnées homogeénes. Sbitin endomorphisme dé?(C) satisfaisant

xe G(y) = f(x) € G(f(y))-

Si G est le groupe des changements de signe, il suffit de prendeadomor-
phismef[x:y: 7z =[P:Q:R] ou les polyndmes homogén€sQ et R ne
dépendent que des carrés des coordonnées. L'endomorphisichdgit alors un
endomorphisme de la surface singuli@&C)/G. Cet endomorphisme, et la
transformation rationnelle associée sur une désingatiis deP?(C) /G, sa-
tisfontd,(f) = p(f*)2.

Exemple 4.3.Soit f un endomorphisme d’une surface rationnelle possédant
un point fixem totalement invariantif. {m} = f{m} = f ~1{m}) au voisinage
duquel f est conjugué holomorphiquement a I'applicatiogy) — (x",y"),
I'entier n? étant le degré topologique die Pour construire un tel exemple,

il suffit de prendre un endomorphisme diagonalfdéC) x P1(C), f(x,y) =
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(p(x),q(y)) ou p etq sont deux polyndbmes en une variable de méme degré
Le point a l'infini m = (0, ) est totalement invariant €t est conjugué a la
forme normale annoncée au voisinage de ce point. Si I'orteéétdgpointm, f
s'étend en un endomorphisnfiele la surface rationnelle obtenue ; plus précisé-
ment, f agit commez— 2" le long du diviseur exceptionnel et les transformées
strictes des axefx = 0} et {y = 0} déterminent deux pointsy et mp du divi-
seur exceptionnel qui sont totalement invariants et atinaig desquel§ est
holomorphiquement conjugué(a,v) — (u",v"). Nous pouvons donc répéter
a loisir cette construction en éclatant les pom{sainsi construits. Supposons
par exemple que nous soyons parvenus en cing éclatemenitgsmudexcep-
tionnel de la figure 4.3. Nous pouvons alors contracter g@pant les courbes

FiG. 1. Eclatements au voisinage d’un point fixe. Diviseur
obtenu apres 5 éclatements. Les auto-intersections deeliaq
viseur exceptionnel sont précisées.

de gauche et de droite d’autointersectioB et —4 sur deux singularités isolées
(qui ne sont pas des singularités quotients). Lendomserpaif détermine un
endomorphisme de la surface singuliere ainsi obtenuee Cettstruction peut
étre couplée a celle de I'exemple précédent.

Exemple 4.4.Donnons ici un exemple d’'une transformation rationnellé qu
préserve une fibration elliptigue d’'une surface ratiormeBoitE la courbe
elliptique C/Z[j], ou j est une racine de l'unité d’ordre Blotonsg I'auto-
morphisme d’ordre 3 d®*(C) x E défini par&(x,y) = (jx,jy). Le quotient
de P}(C) x E par & est une surface rationnel¥. Quitte a changer de mo-
déle birationnel pouX, nous pouvons supposer geest lisse. Soienk un
entier supérieur ou égal a 2 @tx) une fraction rationnelle de degk in-
variante pax — jx. Lendomorphismef : P1(C) x E — PY(C) x E défini par
f(x,y) = (@(X),Ay) passe au quotient en une transformation rationnel}¢ giei
vérified, (f) = A\(f)%2 = p(f*)? pour@générique. Cette transformation préserve
la fibration elliptique isotriviale de&.

4.3. Alternative. Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante.

Proposition 4.5. Soient X une surface rationnelle et f une transformation ra-
tionnelle de X pour laquellg,(f) = p(f*)2. Si la mesure d’entropie maximale
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Us est absolument continue par rapport a la mesurd @8ESGUE l'une des
propriétés suivantes est satisfaite.
a.- Il existe un morphisme birationnet X — Y vers une surface normale a
singularités isolées tel queo f o £~ soit un endomorphisme de Y
b.- Il existe une fibration rationnella: X — P(C) préservée par f

Les deux propriétés ne s’excluent pas I'une I'autre : cestandomorphismes
deP!(C) x P1(C) préservent les deux fibrations rationnelles et satisfg(rit) =
p(*)2. Il se pourrait que I'nypothése d’absolue continuitégesoit superflue.
Nous ne l'utiliserons qu’une fois/gir la page 27).

Afin de coller aux notations de la démonstration de la prdjposB.6, que
nous reprenons, nous noterange nombrep(f*). Ici, le groupePic®(X) est
encore trivial, mais le diviseufx ne I'est pas et 'ensemble critique depeut
étre non vide. Dans la suitéy] désigne une classe nef non nulle qui vérifie
f*[a] = Aa]. Puisque\® = d( f), nous savons qug [a] = A[a] (voir le lemme
3.5). Rappelons que les courligsassociées a une transformation rationnélle
sont les courbes qui apparaissent dans I'image des point&términation de
f (voirle §2.5).

e Démonstration lorsquéa] | [a]) > 0.

Lorsqu’il existe une classe néf| qui veérifie f*[a] = Aa] et ([a] | [a]) > 0O,
nous pouvons contracter les courbes dont la classe de (no)bgie se situe
dans|a]* (elles sont en nombre fini). Ceci détermine un morphisméibirael
€ deX vers une surface singuliévell s’agit alors de montrer que la transforma-
tion rationnellef’ induite parf surY est holomorphe. Sof une courbe située
dans limage parf de I'une des courbes contractées. Puistjuaréservea]*,
€(F) se réduit a un point. Ceci montre géfen’a pas de point d’indétermination
en les singularités d¢ Comme les courbes sont contractées par f' n'a pas
non plus de point d'indétermination ailleursfétest donc holomorphe. O

Suivant la preuve de la proposition 3.6, hous pouvons déssraupposer
que lI'espace propre dg associé a la valeur propkecoupe le cbne nef sur une
demi-droite isotrop&R " [a], ol [a] est une classe entiére non nulle. En notant
Kx le diviseur canonique de, la formule d’HURWITZ s’écrit

f*Kx +Ram(f) = Kx,

ou le diviseur effectiRam( f) est supporté par le lieu critiqu&it(f). Puisque
[a] est une classe nef, I'équatidpja] = A[a] entraine

([a][TKx]) = ([a] [ F[Kx]) = A(lo] [ [Kx])-
Le nombre\ étant strictement plus grand queckci montre qué[a] | [Kx]) est
négatif ou nul.
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e Démonstration lorsqu€a] | [Kx]) < 0.

Supposons quéa] | [Kx] ) est strictement négatif et appliquons la formule de
RIEMANN-ROCH au fibré en droiteg([a]) dont la classe de i@ERN coincide
avec[a] :

h%X¢QMD21—%HM|Wﬂ)

Ceci assure I'existence d’'un pinceau de sections pour lfipa]). SoitC une
courbe générique dont la classe est égadg.a&Nous pouvons décomposeen
une partie mobilé/ et une composante fixe de sorte qu€ = M +F. Puisque
[a] est une classe nef d’auto-intersection nulle, nous obtenon

([CIIM]) =0, ([C][[F])>0 et ([C][[C])=0,

ce qui implique([C] | [M]) = 0= ([C]|[F]) et montre qué- etM sont d’auto-
intersection nulle, ne se coupent pas et ont donc des cld$s@nologie pro-
portionnelles. Il en résulte que la partie fixe@est triviale et que les sections
deL([a]) forment les fibres d’'une fibration: X — P(C). La fibre générique
D demest une courbe lisse vérifiaqD] | [D] ) = 0 et([D] | [Kx]) < 0. Il s’agit
donc d’une courbe rationnelle lisse. Puisdagest un vecteur propre podi*

et f,, de valeur propra, la fibration rationnellgtest invariante paf : il existe
un endomorphismé deP*(C) de degré\ tel querto f = f o Tt Lalternative
(b) est donc satisfaite. O

e Démonstration lorsqu€a] | [Kx]) = 0.

Supposons dorénavant qui| | [Kx]) est nul. La formule de RMANN-
RocH permet seulement de minorer la dimensionHf¥X,L(n[a])) par 1
Nous allons toutefois montrer quepréserve une fibration elliptique, mais pour
cela nous utiliserons I'hypothese concernant I'absoluginaité dey;.

S'il existe un entien pour lequeL(n[a]) possede deux sections linéairement
indépendantes, les zéros des sectiorig dit]) forment une fibration elliptique
f-invariante. D’'apres les lemmes 3.8 et 3.9, ceci entraiedtence d'une fi-
bration elliptique isotrivialef -invariante, ce qui permet d’affirmer I'existence
d’une surface singulieré birationnelle aX sur laquellef devient un endomor-
phisme. Dans ce cas, I'assertion (a) de la proposition 4.8eg vérifiée.

Supposons maintenant que, pour tout entier posité fibré en droites (n[a])
ne posséde au plus gu’une section non nulle a multiplicghi@s par une
constante et cherchons une contradiction. La cléssest alors représentée
par un unique diviseur effectid et les propriétés d’'invariance de la clagse
entrainent

(i) f.D =AD, donc le support d® est invariant sous I'action dg
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(i) f*D = AD et le support dd est invariant parf ~1; plus précisément,
le jacobien def doit s’annuler le long dé a l'ordre A de sorte que la
multiplicité locale des solutions dy) = x le long deD soit égale &.
L'équation f,. f*D = di(f)D et les arguments précédents permettent d’affir-
mer que toute courbB;j qui rencontreD est contenue dand et que, apres
contraction de&j qui ne rencontrent pds3, f détermine, hors dB, un endo-
morphisme d’une surface singuliere. La formule dikiviTz et les relations

([Kx][[a]) = 0= ([f"Kx]|[a])

montrent que toute composante irréductible du lieu cridaf qui n’est pas
contenue danB en est disjointe et a une auto-intersection strictemersdtinég
Quitte & contracter ces composantes, nous pouvons en opeser que le
déterminant jacobien dene s’annule que le long da.

La formule du genre montre que le genre arithmétique duelivis est égal
al:
1

9(D) =1+ 5([Kx] +[D]|[D]) = 1.

En particulier, la dimension de I'espace vectoH&)(D,Kp) est supérieure ou
égale a 1Considérons maintenant la suite exacte courte de fais¢eair{33]
page 147)

0— 0(Kx) — 0(Kx+D)— 0(Kp) — 0.

PuisqueX est une surface rationnelle, les groupes de cohomoktitfi, Ky ) et
HL(X,Kx) sont nuls et la suite exacte courte précédente fourninfisphisme

HO(X,Kx +D) 2 HD,Kp).

Tout ceci montre que I'espace vectori#?(X, Ky + D) constitué des 2-formes
méromorphes a poles le long Bea une dimension strictement positive. it
une telle 2-forme. Comme le diviseDrest f-invariant et comme le déterminant
jacobien def ne s’annule pas en dehorsdela forme méromorphé*Q a des
pobles le long deD (et pas ailleurs) et ne s’annule pas en dehor®d€eci
montre quef détermine un isomorphisme linéaifé de HO(X,Kx + D) dans
lui-méme. L'existence d’un vecteur propre assure alorsrésgnce d’'une 2-
forme méromorphe non nul2, a péles le long d®, et d’'un nombre complexe
non nuld tels quef*Q = dQ.

Utilisons maintenant qu@s est absolument continue par rapport a la me-
sure de IEBESGUE Les exposants devkPOUNOFF de la mesurg; sont donc
égaux a%log(dt(f)) (voir [4], proposition 3, ou [24]). Mais la somme des ex-
posants dei; est égale a 21ggd|) car s est absolument continue par rapport
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aQ A Q. Donc|d|? = d.(f). Nous en déduisons alors que
f.OANQ=QAQ.

La mesureQ A Q vérifie donc des propriétés d’invariance identiques a selée
Wi. La surfaceX étant rationnelle, le diviseur des poles@an’est pas vide et
QA Q n'est pas intégrable :

/Q/\ﬁzoo,
X

Puisquef*Q = 8Q, I'ensemble postcritique dé (et de tous ses itérés) est
contenu dans le lieu des zéros et des poleQddlotonsX* le complémen-
taire de cet ensemble totalement invariant.

Soit A une mesure de probabilité lisse stifune mesure de EBESGUB.
SoitW un ouvert relativement compact dé de mesure A2 pour la mesurgs.
PuisquéW est contenu danX*, il existe deux constantes strictement positives
aetbtelles que

aN< QAQ<bA

sur 'ensemblé&V.

Soit B un petit ouvert dont I'ahérence est contenue dahmais qui est tres
proche du lieu des pdles d& et soitn une fonction lisse et positive a support
dansB, de sorte qu@/\ soit une mesure de probabilité mais que

/nQAﬁzM
X

soit tres grande : pluB est proche des poles @& et plusM peut étre choisi
grand. En particulier, nous pouvons supposeriue 3b || 1 |/« -
D’apres [27, 35], la suite de mesures

l *

(W>f (nA)
converge vers la mesupe. D’autre part, puisquB n’intersecte pas I'ensemble
postcritique def, 'ensemblef ~"(B) est constitué dé,(f)" composantes dis-
jointesB; sur lesquelleg" réalise un difféomorphism&’ : B; — B. D’apres le
lemme 3.3 de [35] au moins leg B0 des ensembld’ ont un diamétre expo-
nentiellement petit. On peut donc supposer qu’au mojtdsdes ensembles;
est contenu dans I'ouvél. Pour tous ces ensemblBs nous avons

1 _
—M = f"QAQ
dtn /Bi r] °
d’aprés l'invariance d& A Q. D’autre part,

/nof”QAﬁgb/nof”d/\§b||r]||oo/d/\
B B B;
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poles de Q

W : ouvert disjoint deSpotes

o

. les bonnes préimages de B.
N / mauvaises préimages (trop grosses ou en dehors de W).

FIG. 2. Préimages de B.

carB; est contenu dand/. Ainsi, les ouvert®; étant disjoints, nous aurions une
mesure de probabilitA de masse supérieure a

1 1
3b{N [l
Ceci contredit le choix d#1. O

M.

4.4. Caractérisation des exemples de LattesNous sommes maintenant en
mesure de démontrer la seconde assertion du théoréme Byalsnhtappelons
maintenant I'’énonce.

Théoréme 4.6.Soit f une transformation rationnelle d’'une surface comple
compacte kahlérienne.)Sid.(f) = p(f*)? et si la mesure d’entropie maximale
de f est absolument continue par rapport a la mesuré HBESGUE alors f
est un exemple deATTES.

Démonstration Lorsque la dimension de®DAIRA de X est positive ou nulle,
la premiére assertion du théoreme B est plus forte que ce aueaherchons
ici & démontrer. Nous pouvons donc désormais supposeX gt une surface
réglée ou une surface rationnelle.

e S'il existe une classe nédi| pour laquellef“[a] = p(f*)[a] et ([a] | [a]) >
0, nous pouvons supposer gtiest un endomorphisme d’une surface singuliere
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(proposition 4.5). La preuve du théoréme deRBELOOT, DUPONT et LOEB
présentée en annexe s’applique alors pour conclure.

¢ S’il existe une fibration elliptique invariante: X — B, celle-ci est isotri-
viale et nous pourrions supposer ghi@st un endomorphisme d¢ quitte a
admettre quelques singularités quotient pour la sutXacgependant, la preuve
du théoréme A ne s’applique plus car il n'y a pas de classenvefiante de
carré strictement positif et il n’existe donc a priori auatourantf-invariant
T pour lequelT AT = ps. Pour conclure, on commence par remarquer que
I'endomorphismef induit par f sur la base de la fibration est un exemple de
LATTES.

Lemme 4.7.Soit f: X --» X une transformation rationnelle d’'une surface X
pour laquelled;(f) = p(f*)2. Supposons que la mesure d’entropie maximale
de f soit absolument continue par rapport a la mesurd. deEsSGUEde X et
gu’il existe une fibratiorrt: X — B qui soit f-invariante. La transformation
rationnelle induite par f sur B est alors un exemplelda TES.

Démonstration du lemmeSoit f la transformation rationnelle d&induite par

f, de sorte qud o= 110 . Commed,(f) = p(f*)?, le degré topologique de

f est égal p(f*). De méme,f induit un morphisme de deggé f*) entre les
fibres génériques de L'image 1. (lf) de la mesure d’entropie maximale est
une mesure de probabilité sBrabsolument continue par rapport a la mesure
de LEBESGUE Puisquef est de degr@(f*) le long des fibres et quE'ps =
p(*)2u¢, nous obtenons

T (1 () = de ()T ().

Ceci montre que la mesure d’entropie maximalefdeoincide aveat, (py).
Puisque celle-ci est absolument continue par rapport asaraee IEBESGUE
le théoréme de ZuNICK S’applique. O

Appliguons maintenant ce lemme & notre situation. Il exisiecourbe ellip-
tique E, un endomorphisme affiné de E et un revétement ramifi&: E — B
tels que

woF = fowm.

NotonsZ la surface obtenue en prenant I'image réciproque de la ifiorat :
X — B par I'applicationwm :

Z={(e,x) e Ex X|wm(e) =1(x)}.

La surfaceZ est donc naturellement munie d’'une fibratign Z — E et d'une
application holomorphe surjectiis : Z — X telles quero @ = wWo 17, et la
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transformationf se reléeve en une transformation rationnétle Z — Z qui
préserve la fibratiom, induit F sur la basé et est semi-conjuguéefaparm,

woF = fom.

Puisque la surfacg possede une fibration elliptique de b&sesa dimension de
KODAIRA est positive ou nulle et son premier nombre d&rBl est strictement
positif. PuisqueZ posséde une transformation rationn@&lgui préserve ladite
fibration et induit un endomorphisme de degré strictemard gtand que 1 sur
E, nous en déduisons queest un tore ou une surface hyperelliptique. Quitte
a effectuer un revétement fini auqueke releve de maniére équivariante, nous
avons donc montré que est un endomorphisme affine d’un tore. Ainkiest

un exemple de ATTES.

e |l reste a traiter le cas ofl préserve une fibration rationnelle, ce que nous
allons faire dans le prochain paragraphe. OJ

4.5. Surfaces réglées et fibrations rationnelles invariantesNous abordons
maintenant le cas des transformations rationnelles qsiepvént une fibration
par courbes rationnelles. Ce paragraphe concerne don®és leeirtaines sur-
faces rationnelles et certaines surfaces réglées. D'#pmsagraphe 4.1, nous
pouvons effectuer un changement de variable birationnekgedresse » la
surfaceX en un fibré erP'(C) sur une bas®, la fibration rationnelle corres-
pondant alors a la projectian. X — B. Ceci étant fait, I'applicatiori : X --+ X
est de la forme

f(xy) = (p(x),ax(Y))

ou x est la coordonnée dans la baseyda coordonnée dans les fibres. Les
contraintes suivantes sont liées a I'égaditéf) = p(f*)?:
(i) p(f*) estun entier que nous noterons désormais
(i) p:B— Bestunendomorphisme de degrg
(iii) I'application x — gy est une application rationnelle & valeurs dans les
endomorphismes de degkée P*(C) (en particulier, en dehors d’'un en-
semble fini de points dB, gx est un endomorphisme de degrélont les
coefficients dépendent holomorphiquemenkde
D’apres le lemme 4.7, 'endomorphisnpeest un exemple deATTES. La
situation est donc hybride, elle se situe entre un probléendithension 1 si-
milaire a celui traité par BuNICcK et un probleme de dimension 2 similaire a
celui de BERTELOOT, DUPONT et LOEB.

e Un cas simple.Commencons par traiter le cas simple ou la mesirest
lisse.
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Proposition 4.8. Soit f une transformation rationnelle d’'une surface projee
qui préserve une fibration rationnelle et satisfait ) = p(f*)2. Si y¢ est lisse
et non nulle sur un ouvert dealors f est un exemple deaTTES.

Notons Eng(P1(C)) I'ensemble des endomorphismes de la sphéreide R
MANN de degré\. C’est un ouvert de ZRISKI de I'espace projectif associé aux
couples de polynbmes homogeriesx,y), Q(x,y)) de degré\. L'application

q: B — End(PYC))
X — Ox

est une application holomorphe d8ia valeurs dans I'adhérence derisKi
de Eng (PY(C)) dont I'image coupe I'ouvert EndP(C)).

Soit Lat, (P1(C)) le sous-ensemble algébrique de E(®}(C)) formé des
endomorphismes deArTES. Cet ensemble comporte a priori plusieurs com-
posantes irréductibles qui dépendent chacune du groutiquy 6 et de I'ap-
plication affineF utilisés (cf. exemple 1.5).

Lemme 4.9. Sous les hypothéses de la proposition 4.8, I'applicatiorstgae
valeurs dans les exemplesdaTTES.

Démonstration.Soit u un ouvert sur lequel la mesupg est lisse et strictement
positive. Puisqueis est lisse, la mesure de probabiliten, induite parps sur
chaque fibre det passant pat: est lisse et non nulle. D’apres [35], les points
périodiques dd dont I'orbite n’intersecte pas I'ensemble critique s'égpar-
tissent vers la mesugg. Il existe donc une infinité de points périodiques pour
f dansw. Soitmun tel point, dont la période peut étre fixée a 1 quitte a chan-
ger f en l'un de ses itérés. Soif, = gnm) la restriction def a la fibre passant
parm. Puisquef*ps = A%ys et p est un exemple deATTES de degré\, nous
obtenons

f(kt,m) = Akt m.
Ceci montre quefm = Gy est un exemple de ATTES. Nous avons donc

montré qu’il existe un ensemble de points périodiquegsi&Ki-dense tel que,
pour chagque pointn de cet ensembl@jy, est un exemple deATTES de de-

gré \. L'application q est donc une application d& dansEnd, (P1(C)) dont
I'image est une courbe algébrique qui, pour une infinité datpaleB, coupe
Lat, (P1(C)). Ainsi, q(B) est contenue dans I'adhérence d’une des composantes
irréductibles de LatP%(C)). O

La démonstration de la proposition 4.8 résulte alors du lersmivant, qui
utilise juste I'absolue continuité dg.
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Lemme 4.10.Si g est a valeurs dans les exemplesLdgTES, et si |k est
absolument continue par rapport a la mesure ldeBESGUE de X, f est un
exemple d& ATTES.

Démonstration.PuisqueB est irréductibleq(B) est contenue dans I'adhérence
d’une des composantes irréductibles de, [Bt(C)). Il existe donc un groupe
G tel que, en dehors d’'un ensemble fini de pointsBleyx est un exemple
de LATTES de degré\ et de typeG (voir 'exemple 1.5). Autrement dit, en
dehors d’un nombre fini de points @ il existe une courbe elliptiquEy, une
action fidele deG sur Ex et une transformation affink, : Ex — Ex telle que
o« : P1(C) — PY(C) soit 'exemple de IaTTES associé a ce triplet.

NotonsPC(f) I'ensemble post-critique dé et PC(f)’ I'ensemblePC(f)
privé de ses composantes qui sont contenues dans des fiblaedilation
1: X — B. La courbePC(f)’ coupe chaque fibre sur un nombre fini de points
(3 ou 4 suivant le cardinal d8) et le revétement d’ordrs| de chaque fibre
convenablement ramifié en ces points est la courbe ellipiguNotonsY la
surface ainsi obtenue par revétement ramifiéXdmu-dessus dBC(f)’. Cette
surface est munie

— d’'un revétemenp:Y — X de degréG|;

— d’une fibration elliptiquet : Y — B telle quer’ = 1o p;

— d’'une transformation rationnelle: Y — Y quirelévef,i.e.poF = fop,

et qui, dans chaque fibre, coincide a¥gc
On vérifie alors que(F) = p(F*)? et queF est donc un exemple deAlLTES
(voir le paragraphe 4.4). Ceci montre gluest un exemple deATTES. O

e Exposants de Lyapounoff.Passons maintenant a la démonstration dans le
cas général ou la mesupe est seulement absolument continue par rapport a
la mesure de EBESGUE Nous ne pouvons donc pas affirmer que les mesures
Ut m induites parts sur les fibres det par désintégration dedLIN sont abso-
lument continues par rapport & la mesure d@ikscuedeP!(C) le long des
fibres périodiques dé. La preuve du lemme 4.9 n’est donc plus valable. Pour
conclure, nous allons adapter les arguments DeNACK a notre situation en
utilisant les arguments de [4], [5] et [43].

Pour tout entier positif, I'application f" est de la forme

fh(xy) = (p"(x),ax(¥))

ou p" est l'itéré n-ieme dep et g est défini par la relation de récurrence
a(y) = qp(x)(qf(‘*l(y)). La matrice jacobienne dE' en un pointx,y) est donc
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triangulaire

ny/ O
Jae(Mxy) — (V) )
(%) ( O (y)/0x 0ci(y) /3y
Les exposants devaPOUNOFF de f décrivent donc le comportement asymp-
totique de|(p")’| - qui est connu cap est un exemple de ATTES - et de

|oaR(y)/ayl.

Lemme 4.11.Les exposants deYAPOUNOFF de f vis-a-vis de pisont tous

égaux alog(v/A). Pour s presque tout point m de X il existe deux constantes
strictement positives;¢m) et (M) et une suite ntendant vers l'infini telles
que

2

cr(mA™ < ‘w < (M)A,

ay

DémonstrationNotonsy, la mesure d’entropie maximale ge w la mesure
uniforme sur la sphére delRMANN etvy la mesure suX = B x P1(C) définie
pardvx = dpy Adw. Puisques est absolument continue par rapport a la mesure
de LEBESGUE il existe une fonctio appartenant &1(X, dvy) telle que

dps = ¢ dvx.

Sia et sont deux constantes strictement positives, nous note¢pgnéen-
semble des points de X pour lesquelg(m) est compris entrel et 3. Quitte
a prendrex (resp.f) suffisamment petit (resp. grand), nous pouvons supposer
que la mesure dK, g est strictement positive. La mesyrene charge pas I'en-
semble critique dd (voir [35]) ; d’aprés le théoreme de récurrence danR
CARE, l'orbite dep presque tout pointn de X, g visite doncX, g une infinité
de fois tout en évitant I'ensemble post-critique eSoit m un tel point etn;
une suite d’entiers positifs tels qui€ (m) appartienne &, g pour touti. Soient
i un des indices A un bidisque autour du poimt sur lequelf™ est injective.
Nous obtenons alors,

dus = /' dus A doo
ﬂwm‘” iy O O

o | OO
= FAn | 22X
it

oy
car p“Hp = Alp. Par invariance dgs nous disposons en outre de I'égalité

d :Am/ i A doo.
/fn(A) M A¢ Hp

2
dup Adow,
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Faisant tendre le rayon du bidisgAevers Q en supposant qua est un point
de densité poun; etvy, nous obtenons la relation

‘an‘ Wy oM
oy o (™ (m))
Il suffit alors de posec;(m) = a/B etca(m) = B/a pour conclure. O

e Linéarisation. Le but de ce paragraphe est de linéarisée long des fibres
génériques de Il s’agit d’'un argument classique mais technique qui ilis
lemme du quart de &EBE. Nous noterong, la fibre dertpassant par le point
m, i.e.

Fm = {T(m)} x P}(C).

Nous muniron¥ de la métrique kahlérienne obtenue en faisant le produitad’u
métrique hermitienne s et de la métrique dedBINI-STUDY surP(C).

Soit X’ le complémentaire des orbites du lieu critique et de I'eriderd’in-
détermination dé. Cet ensemblX’ estf-invariant et de mesure totale pqur
(voir [35]). Soit()ﬁ’, f {11 ) 'extension naturelle du systeme dynamidé f, ).
Un pointm deX’ est donc une suit@m )jcz de points deX’ satisfaisanin 1 =
f(my). Pour construire un point d¢ il s’agit donc de choisir un poimty deX’,
ce qui détermine automatiquemeny = f"(my) pourn positif, puis de choisir
un antécédenn_; parmi lesd;(f) antécédents dey, puis un antécédemh_»
dem_,, etc

Pour pouvoir linéarisef nous aurons besoin de construire #éesnches in-
versedle f le long des fibres da Une branche inverse potif est déterminée
par

(i) un pointmgy et une suite d’antécédents , m_», ...,m_p;

(if) un disqueD(mg,r) tracé dans la fibréy, et centré emy ;

(iii) une application holomorphg " : D(mg,r) — Fy_, telle queg "(mp) =

m etflog "=1d.
Pour construire de telles branches inverses pour toutremtiefaut donc se
donner un poinm'de X'. Nous noterons alorg:" les branches inverses, lors-
gu’elles existent.

Lemme 4.12.Pour tout nombre réel strictement postifil existe deux fonc-
tions mesurables rX’ —]0,1] et C: X’ — [1, [ telles que les deux propriétés
suivantes soient satisfaites pag-presque tout pointn :
a.- Les branches inverseg Yexistent sur le disquB(mo,r(rh)) pour tout
entier positif n
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b.- la fonction " : D(mo, r()) — Fm_, est lipschitzienne, de constante de
LIPSCHITZ majorée par

C(m)A "2,

Démonstration.Ce résultat apparait déja a plusieurs reprises dans latiité
et nous ne le démontrerons pawif par exemple [4], lemme 1). O

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme du quart degg, ce qui
assure que les imaggs"(D(mo, r (M))) contiennent des disques centrésren,
et de rayons supérieurs a

1, _ny N
GGG

Pour tout entier positif, notonshy, I'application du disquéd(0,r(rh) /4) deC
a valeurs danBy, , définie par

hn(2) = m_n+|(gg") (mo)| z
Définissons alor®¥y, : D(0,r () /4) — Fy, parW¥h = f"ohy. La suite(Wn)nen
est une suite d'applications holomorphes, injectives,lawa dans le disque
D(mo,r(M)) et de dérivée de norme 1 en l'origine. Il s’agit donc d’une fa-
mille normale et d’apres les théoremes de@eNEL et HURWITZ, il existe
une sous-suitén;) tendant vers l'infini et une fonction holomorphe injective
&m: D(0,r(M)/4) — Fm, telle que la suitéWy, ) converge verg,.

L'estimation du lemme 4.11, peut étre réécrite sous la forme

Ve (mA™2 < |(gz") (mo)| < v/co(m)A~"/2

ce qui permet de remplacégz")'(mo) par A~"/2 dans la définition déi, en
conservant la conclusion : il existe une fonction mesurahlX’ —]0,1] telle
queW, = f"oh, converge verg, sur le disqueDd(0, p(h)) (quitte a prendre
une sous-suite). Cette nouvelle définitionhgleentraine

ce qui montre que la famill&s, linéarisef le long des fibres da

En utilisant cette relation, nous pouvons maintenant é&fgla C tout entier
en posang(z) = f" oEfA,k(m)(Z/)\k) dés quek est suffisamment grand pour que
z/N\X appartienne au disque de centre 0 et de ra(dn).
e Mesure et linéarisation.Soitvp: ) la mesure de probabilité homogeéne sur la
sphére de EMANN. Comme la mesurg; est absolument continue par rapport
a la mesure de EBESGUE il existe une fonctior dansL(X,dp, A dvpi(c))
telle que

Ui = dd Mp A dV]pl(C) .
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Notonsps m les mesures de pro

5. ANNEXE A : ENDOMORPHISMES DELATTES

Soit M une variété complexe compacte et kahlérienne de dimeksiBait
g: M — M un endomorphisme holomorphe Ne Supposons qu’il existe une
forme de Kahlex surM et un nombre réed strictement plus grand que 1 tel
que la classe de cohomologié satisfasse

g'[K] = 3[«].

Nous savons alors que les valeurs propreg‘dgur chaque espac¢ePP(X,R)
ont un module égal &P (voir [48]). En particulier, le degré topologiqui(g)
est égal &K. D’aprés [9] et [25, 27], 'endomorphismg posséde donc une
unique mesure d’entropie maximaigcaractérisée par I'eéquation fonctionnelle

0" Hg = di(9)Hg.

Théoréme 5.1(BERTELOOT, DUPONT, LOEB, ZDUNICK). Soitg: M — M
un endomorphisme holomorphe d’une variété projective ¢exep Supposons
qu’il existe un réeld > 1 et une classe de kahlék] tels que g[k] = d[k]. Si
la mesure d’entropie maximale de g est absolument contiauegpport a la
mesure dé.EBESGUE ¢ est un exemple deaTTES.

Esquisse de démonstratioQuitte a changer la forme par I'un de ses mul-
tiples, nous pouvons toujours supposer que la forme de Kiahérifie I'équa-

tion
/ kK=1.
M

e La premiére étape de la démonstration consiste a constimuiceurant positif
ferméT qui est localement donné par des potentiels continus ettjafait aux
trois propriétés suivantes :

(i) la classe dd coincide avec celle de: [T] = [K];

(ii) le courantT est invariant sous l'action dg: g*T = oT ;

(i) la mesureyy est égale au produft = T A... AT dek copies deT.
Pour cela, on commence par remarquer qu’il existe une foméiiseu: M — R
telle que

%g*K =K-+dd°(u).

Le couranfT peut alors étre défini par la formule

T :K+dd°<%%}Uog'>.
=



CARACTERISATION DES EXEMPLES DE LATTES ET DE KUMMER 42

Puisque la série converge uniformémeéhntest a potentiels continus. Puisque
T coincide avec la limite des formés/3')(d')*k, c’est un courant positif qui
verifie (ii ). La troisieme propriété en découle par caractérisatiogyde

e La seconde étape de la démonstration, indépendante deM@peeconsiste a
montrer que les exposants deAlPOUNOFF deg vis-a-vis delg sont tous égaux
a log(v/d). Ceci résulte des deux points suivantt §4.5)
(i) les exposants sont minorés par (e®) (voir [9] et [25, 27]);
(i) la mesurepy est absolument continue par rapport a la mesure gle L
BESGUE

e Les étapes qui suivent sont nettement plus délicates qdelesprécédentes.
La troisiéeme étape montre que I'on peut renormaliser lagstéleg par des
homothéties de rappottd. Plus précisément, siest un point générique pour
la mesurgly, on peut trouver un ouvert autour slesur lequel la suite d’appli-
cations

y— g"(x+3"2(y—x))
posséde une suite extraite qui converge vers une apphdablomorphe injec-
tive. Cette étape forme le coeur de [4]. En dimensioelle est corollaire du
lemme de KEBE, en dimension plus grande, elle résulte de I'existenct de
de I'égalité des exposants deAPOUNOFF. Nous avons repris cette étape, dans
sa version unidimensionnelle, au paragraphe 4.5.

e 'étape précédente permet de linéarigde long de ses orbites génériques.
BERTELOOT, DUPONT et LOEB en déduisent\oir [5] et [4] 85) que, Si§ :

CK — M est une telle linéarisante, ald{&T est un courant positif constant sur
CK. Autrement dit, il existe une matrice hermitienjag] telle que

&T = Za;jdx A dXj.

e La cinquieme étape est due EBreLoOT et LOEB. Elle consiste a montrer
que les linéarisantes: CK — M ont un groupe d'isotropie affine, unitaire et
cocompact. Ceci provient de l'invariance §§T) par les germes de difféo-
morphismes d€X satisfaisant o ¢ = £ : ces difféomorphismes sont donc des
isométries affines globalement définiemif [5]). La conclusion résulte alors
des théoremes delBBERBACH. O

6. ANNEXE B : SURFACES DEKODAIRA

Dans cette annexe, nous complétons I'étude faite danstia Baril s’agit de
montrer que, pour les transformations rationnelles defases de KDAIRA,
la relation

1< di(f) =p(f")?
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n’est jamais satisfaite.

Supposons donc qu€ est une surface dedDAIRA primaire ou secondaire
(voir[2], p. 146-147).

Si X est une surface dedDAIRA secondaire, le fibré canonigig n’a pas
de section, mais il existe un entier 1 tel queH%(X, K;‘?') soit de dimension.1
Par le « covering trick », tout endomorphisrhéee X se reléve en un endomor-
phisme d’une surface dedOAIRA primaireX’. Nous pouvons donc supposer
quef : X — X est un endomorphisme d’une surface deD4IRA primaire. La
dimension algébrique d¢ est égale a 1 et le processus de réduction algébrique
détermine un fibré elliptiqua: X — B invariant par tout endomorphisme. Nous
noteronsE la fibre de cette fibration ; la bageest également une courbe ellip-
tique.

D’aprés [40], 86, ou [10], p. 726, le groupe fondameritadle X est une
extension centrale d&? parZ?2 qui correspond a la suite exacte d’homotopie

(x) 0—m(E)—T —m(B)—0,

attachée a la fibratior. Le groupd™ apparait aussi comme groupe de transfor-
mations affines du revétement univer€8lde X. Plus précisément, peut étre
identifié au groupe engendré par les quatres éléments

gi(X,Y) = (X7y+[3i)7 =12,
gi(xy) = (x+apy+Bj+ajx), j=34
soumis aux contraintes suivantes :

— le groupe fondamental de la fibEeest isomorphe au résed3; + Z[3, de
C et celui deB au réseaZaz + Zay;

— la suite exactéx) correspond, pour la premiére fleche, au morphisme in-
jectant le groupe engendré paw et go dansl et, pour la seconde, a la
surjection dd” surZas + Za4 qui envoie un élémerg(x,y) = (X+A,y+
Ax+B) sur 'élémeni\ deZasz+Zoy;

— il existe un entier strictement positiftel quegzgs = 97'0403.

L'endomorphisme préserve la fibratiom: X — B. Notonsd,(f,E) le degré

topologique def le long des fibres et (f,B) le degré de I'application induite
par f sur la baseB. Quitte a changerf en I'un de ses itérés, nous pouvons
supposer que l'action desur le groupe fondamental deest donnée par

f*(gi)zgft(f’E), pour i=1ou?2

fg) =diorgs'™® et fi(g)=oligrg"?.
Reportant ceci dans I'égalitgsgs = 97'gags, nous en déduisons quig(f,E)
est égal al.(f,B)>.



CARACTERISATION DES EXEMPLES DE LATTES ET DE KUMMER 44

Nous n’avons pas défini l'invariarg(f*) pour une transformation méro-
morphe d’une surface non kéhlérienne, mais I'égalité qemtvd’étre obtenue
montre que, quelque soit la définition choislg|f) est différent de( f*)2.

Remarque 6.1. 1l existe des transformations affines @8 qui déterminent
des endomorphismes des surfaces d@KRA primaires. Il suffit de partir
de f(x,y) = (2x,4y) et de choisir les couplest;, 3j) convenablement. Cepen-
dant, aucun endomorphisme d’une telle surface n’est un gheetde KUMMER
au sens de la définition 1.4 car les surfaces d®KRA ne sont pas kahlé-
riennes.
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