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Résumé

On décrit les résultats de Pinheiro dans [Pin06] montrant que, sous des hypothèses très très
faibles, la construction de structure markovienne décrite dans [Gou06] épuise Lebesgue presque
tout point, et donne un temps de retour intégrable. En utilisant des idées analogues, on renforce
les résultats de [Gou06], en éliminant un terme d'erreur log n inutile.

Soit T : M → M une application sur une variété compacte M (éventuellement avec bord) et S ⊂ M
un ensemble fermé de mesure nulle au voisinage duquel T est non plate (équations (2), (3) et (4)
dans [Gou06]), tel que T est un di�éomorphisme local C2 sur M\S. Soit δ : R∗

+ → R∗
+. Soit λ > 0.

Pour ε1, ε2 > 0, on note

h0
(ε1,ε2)(x) = inf

{
n ∈ N∗ | 1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>

λ

2

et pour i = 1, 2,
1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(εi)(T
kx, S) 6 2εi

}
.

Soit ε0 = (ε0
1, ε

0
2) donné par le lemme 2.2 de [Gou06]. On peut alors appliquer la construction de

structure markovienne décrite dans [Gou06] en utilisant les temps hyperboliques correspondants. Si
on part d'une triangulation U1, . . . , UN de M , on obtient des ensembles deux à deux disjoints Wj,
chacun inclus dans l'un des Ui, et des temps de retour Rj tels que TRj(Wj) soit l'un des Uk avec de
bonnes propriétés de dilatation.
Le théorème 3.1 de [Gou06] ne s'applique pas sans hypothèse sur les queues, donc on ne sait même
pas a priori si on obtient une partition de presque tout l'espace. Cependant, on a le théorème suivant
sous des hypothèses très faibles :

Théorème 1 (Pinheiro, [Pin06]). Supposons que, pour presque tout x ∈ M , h0
ε0(x) < ∞. Alors

la structure markovienne recouvre presque toute la variété M .

On notera Ui → Uk s'il existe l'un des Wj ⊂ Ui avec TRj(Wj) = Uk. On a donc un graphe �ni entre
les Ui. L'ensemble Ui est récurrent s'il existe une chaîne �nie telle que Ui → Uk1 → · · · → Ukp → Ui.
Les ensembles récurrents sont ceux qui portent les mesures invariantes.
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Théorème 2 (Pinheiro, [Pin06]). Sous les hypothèses du théorème 1, le temps de retour R est
intégrable sur les ensembles récurrents.

On en déduit aisément le résultat suivant (voir par exemple [Gou06]).

Corollaire 3. Sous les hypothèses du théorème 1, l'application T a un nombre �ni de mesures de
probabilité invariantes absolument continues ergodiques µ1, . . . , µk, supportées par des ouverts deux
à deux disjoints O1, . . . , Ok. Presque tout point de M est dans le bassin d'attraction d'une de ces
probabilités.
Pour 1 6 i 6 k, il existe un entier ri tel que µi =

∑ri

j=1 µi,j, où µi,j est la restriction de µi à un
ouvert Oi,j, T envoie µi,j sur µi,j+1, et µi,j est mélangeante pour T ri.

En utilisant des idées analogues aux arguments de Pinheiro, on renforce le théorème 3.1 de [Gou06],
pour éviter la perte du facteur log n :

Théorème 4. Soient T une application non-uniformément dilatante sur une variété compacte M .
Alors il existe λ < 1 tel que la structure markovienne véri�e :

Leb

 ⋃
Rj>n

Wj

 = O
(
λn + Leb{h2

ε0 > n}
)
.

Dans une dernière partie, je décris des résultats qui peuvent être obtenus en utilisant seulement des
estimées sur le premier temps hyperbolique (ce qui veut dire qu'on est obligé de se passer du lemme
de Pliss).

1 Preuve du théorème 1

Notons Bn l'ensemble des points interdits à l'instant n, et non sélectionnés à ce moment. Autrement
dit, Bn = In\Sn.

Lemme 5. On a
∑

Leb(Bn) < ∞.

Démonstration. Si B = Ĩn
>n+1(x

n
i ) est une boule interdite au temps n, alors les points de In

n+p(x
n
i )

seront interdits (au plus) pendant un temps p. Ainsi,∑
Leb(Bn) 6

∑
i,n

∑
p>1

p Leb(In
n+p(x

n
i )) 6

∑
i,n

∑
p>1

pCσp/2 Leb(In
∞(xn

i ))

= C
(∑

pσp/2
)(∑

i,n

Leb(In
∞(xn

i ))

)
.

Ce terme est �ni, puisque les boules In
∞(xn

i ) sont deux à deux disjointes.

Lemme 6. Pour presque tout x ∈ M ,

lim sup
n→∞

Card{1 6 k 6 n | x ∈ Hk} > 0.
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Démonstration. Si A est un ensemble de mesure nulle, montrons que T−1(A) est encore de mesure
nulle. Comme T est un di�éomorphisme local sur M\S, on a T−1(A)\S de mesure nulle. De plus, la
�nitude de h0

ε0 pour presque tout x implique que S est de mesure nulle. Par conséquent, T−1(A) est
de mesure nulle.
Soient A l'ensemble des points pour lesquels h0

ε0 = +∞, et A′ =
⋃

T−n(A). Il est de mesure nulle
par ce qui précède.
Si x 6∈ A′, il existe une in�nité d'instants n pour lesquels

1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>

λ

2
et pour i = 1, 2,

1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(εi)(T
kx, S) 6 2εi.

En e�et, on peut prendre h0
ε0(x), ainsi que h0

ε0(x) + h0
ε0(T

h0
ε0

(x)(x)), et ainsi de suite.
Pour chacun de ces instants n, la proportion d'instants entre 1 et n pour lesquels x ∈ Hk est supérieure
à θ > 0, par le lemme de Pliss [Gou06, lemme 2.2]. Cela conclut la preuve.

Par Borel-Cantelli et le lemme 5, presque tout point de M appartient à un nombre �ni des Bn. Soit
x un tel point, pour lequel le lemme 6 s'applique. Le point x appartient à une in�nité de Hn, il existe
donc n tel que x ∈ Hn\Bn. Le point x sera alors sélectionné à l'étape n. Ainsi, presque tout point
est sélectionné.

2 Preuve du théorème 2

Soit X l'extension de M construite en utilisant la partition Wj et les temps de retour Rj. Notons T ′Y
l'application induite sur la base de cette extension : elle est markovienne et uniformément dilatante.
En particulier, pour chaque classe récurrente U d'ensembles Ui, T ′Y admet une unique mesure inva-
riante µ absolument continue sur U , et sa densité est bornée inférieurement et supérieurement. De
plus, elle est ergodique.
Pour x ∈ U , notons R(x) son temps de retour, et b(x) = 1 + Card{1 6 n < R(x) | x ∈ Bn}. Cette
fonction est intégrable pour µ d'après le lemme 5. On notera SY f les sommes de Birkho� d'une
fonction f pour la fonction T ′Y . En particulier, ti(x) = SY

i R(x) est le nombre d'itérations de T ′

correspondant au ième retour de x dans U .
D'après le lemme 6, il existe des entiers n arbitrairement grands pour lesquels Card{1 6 k 6 n | x ∈
Hk} > θn, pour un certain θ > 0. Soit n un tel entier. Soit i > 0 tel que ti(x) 6 n < ti+1(x). Alors

θti(x) 6 θn 6 Card{1 6 k 6 n | x ∈ Hk} 6 Card{1 6 k < ti+1(x) | x ∈ Hk} 6 SY
i+1b(x).

La fonction b est intégrable. Pour presque tout x, il existe donc une constante C telle que ∀i ∈
N, SY

i+1b(x) 6 C(i + 1). On obtient donc :

ti(x) 6 Cθ−1(i + 1).

Finalement, pour presque tout x,
lim inf ti(x)/i < +∞. (1)

Rappelons que ti(x) = SY
i R(x). Si la fonction R n'était pas intégrable (pour µ ou Leb, ce qui est

équivalent), le théorème de Birkho� donnerait donc i = o(ti(x)), ce qui est absurde d'après (1).
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3 Preuve du théorème 4

La démonstration consiste à modi�er un petit peu les estimées du paragraphe 3.3 de [Gou06]. Dans
ce paragraphe, les références numérotées pointent vers les énoncés de [Gou06].

Lemme 7. Si 0 < k 6 n, on a

U1\Sn ⊂ {x ∈ U1\Sk | ∀k < i 6 n, x 6∈ SHi} ∪
{

x ∈ U1 | dist(x, ∂U1) 6 λ
θk/2
1

}
∪ Z6(θk/2, n).

Démonstration. Si un point x n'est pas dans les deux premiers ensembles, il a un super temps
hyperbolique i entre k et n. D'après le lemme 2.2, il a donc au moins θk temps hyperboliques entre 1
et n, donc au moins θk/2 entre θk/2 et n. Pour chacun de ces temps hyperboliques, il appartient en
fait à Hti(U1) (puisqu'il est assez loin du bord de U1). Puisqu'il n'est pas sélectionné à ces instants,
c'est donc qu'il y était interdit. Finalement, x ∈ Z6(θk/2, n).

Dans la suite, on notera θ0 = θ(ε0
1, ε

0
2) donné par le lemme 2.2.

Lemme 8. Soient 0 < k 6 n. Alors

Leb{x ∈ U1 | x 6∈ Sk et ∀k < i 6 n, x 6∈ SHi} 6 C Leb

{
x | h2

ε0(x) >
n− k

1− θ0

}
. (2)

Démonstration. Pour x ∈ U1, on notera j son dernier super temps hyperbolique dans [0, k[. Ainsi,

{x ∈ U1 | x 6∈ Sk et ∀k < i 6 n, x 6∈ SHi} ⊂
k−1⋃
j=0

{x ∈ U1 | x ∈ SHj\Sj et ∀j < i 6 n, x 6∈ SHi}.

Fixons j et majorons la mesure de ce dernier ensemble. Pour j = 0, c'est simplement l'ensemble des
points de U1 dont le premier super temps hyperbolique est > n. D'après le lemme 2.1, il est inclus
dans {x ∈ U1 | h2

ε0(x) > n/(1 − θ0) − 1} : si un point x satisfait h2
ε0(x) 6 p, alors il a au moins θ0p

super temps hyperboliques entre 1 et p, donc il en a un entre 1 et p− θ0p + 1. On obtient bien une
mesure majorée par le terme de droite de (2).
Soit maintenant j > 1. L'ensemble SHj\Sj est recouvert par un nombre �ni d'ensembles deux à deux
disjoints Ij

∞(xr), pour r ∈ {1, . . . , p} et xr ∈ SHj\Sj. Le point xr est soit proche de ∂U1 à λj
1 près,

soit interdit pour le temps j, par un certain ensemble sélectionné I
s(r)
∞ (yr) avec s(r) < j (sinon, xr

serait sélectionné au temps j). Dans le deuxième cas, il est donc inclus dans une couronne autour
de I

s(r)
∞ (yr), de taille relative Cλ

j−s(r)
2 . Notons S̃s = Ss\Ss−1 l'ensemble des points sélectionnés au

temps exactement s. En sommant, on obtient :

p∑
r=1

Leb(Ij
∞(xr)) 6 Cλj

2 + C

j−1∑
s=1

λj−s
2 Leb(S̃s).

Chaque ensemble Ij
∞(xr) est envoyé par T j sur l'un des ensembles Uq, avec distorsion bornée. Par

conséquent,

Leb
(
Ij
∞(xr) ∩ T−j (∀0 < i 6 n− j, x 6∈ SHi)

)
6 C Leb(Ij

∞(xr)) Leb (∀0 < i 6 n− j, x 6∈ SHi) .
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Finalement,

Leb

(
p⋃

r=1

Ij
∞(xr) ∩ T−j (∀0 < i 6 n− j, x 6∈ SHi)

)

6 C

(
j−1∑
s=1

λj−s
2 Leb(S̃s) + λj

2

)
Leb (∀0 < i 6 n− j, x 6∈ SHi) .

Ainsi,

k−1∑
j=1

Leb{x ∈ U1 | x ∈ SHj\Sj et ∀j < i 6 n, x 6∈ SHi}

6 C

(
k−1∑
j=1

(
j−1∑
s=1

λj−s
2 Leb(S̃s) + λj

2

))
Leb (∀0 < i 6 n− k + 1, x 6∈ SHi) .

Pour conclure, il su�t de remarquer d'une part que

{x | ∀0 < i 6 n− k + 1, x 6∈ SHi} ⊂ {h2
ε0 > (n− k)/(1− θ0)},

d'après le lemme 2.1, et d'autre part que

k−1∑
j=1

(
j−1∑
s=1

λj−s
2 Leb(S̃s) + λj

2

)
6

Leb(M) + 1

λ−1
2 − 1

,

puisque les ensembles S̃s sont deux à deux disjoints.

Les deux lemmes précédents et le lemme 3.7 donnent l'estimée suivante : il existe C > 0 et λ < 1
tels que, pour tous 0 < k 6 n,

Leb(U1\Sn) 6 Cλk + C Leb{h2
ε0 > (n− k)/(1− θ0)}.

Pour démontrer le théorème 4, il su�t �nalement de choisir k = bθ0nc.

4 Premier temps hyperbolique

Dans ce paragraphe, on discute de ce qu'on peut démontrer si on a seulement des hypothèses sur
la distribution du premier temps hyperbolique (ce qui interdit d'appliquer le lemme de Pliss). On
peut quand même dire beaucoup de choses, par le même type de technique que dans le paragraphe
précédent.
Dans toute cette partie, on supposera que un est une suite décroissante majorant la mesure de
l'ensemble des points dont le premier temps hyperbolique est > n.
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Lemme 9. Il existe λ < 1 tel que, pour tout 1 6 k 6 n, on a

Leb(U1\Sn) 6 Cλk + un/4 + un/(2k) Leb(U1\Sn/8). (3)

Démonstration. Fixons une suite t1 < · · · < tk = n. Si un point de U1\Sn a strictement moins de
k temps hyperboliques entre 1 et n, il existe un intervalle [ti, ti+1[ dans lequel il n'a pas de temps
hyperbolique. On considère i minimal, et on note Ai l'ensemble des points correspondants. Alors

Leb(A1) 6 ut1

et pour i > 2, on obtient en considérant j le dernier temps hyperbolique de x avant ti :

Leb(Ai) 6
ti−1∑

j=ti−1

(
j−1∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2

)
uti+1−j.

Par conséquent,

Leb(U1\Sn) 6 ut1 +
k∑

i=1

ti−1∑
j=ti−1

(
j−1∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2

)
uti+1−j + λk. (4)

On prend t1 = n/2, puis on espace les ti de n/(2k). Dans (4), le terme pour i = 1 vaut

n/2∑
j=1

(
j−1∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2

)
un/2+n/(2k)−j

6
n/4∑
j=1

j−1∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2 un/4 +

n/2∑
j=n/4

n/8∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2 +

n/2∑
j=n/4

j−1∑
s=n/8

Leb(S̃s)λ
j−s
2 un/(2k)

6
λ2

1− λ2

Leb(M)un/4 + λ
n/8
2

λ2

1− λ2

Leb(M) +
λ2

1− λ2

Leb(U1\Sn/8)un/(2k).

Tous les termes rentrent dans le terme d'erreur de (3).
Pour 2 6 i 6 k, on majore uti+1−j par un/(2k) et on trouve

n∑
j=n/2

j−1∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2 un/(2k) 6

n∑
j=n/2

n/8∑
s=1

Leb(S̃s)λ
j−s
2 un/(2k) +

n∑
j=n/2

j−1∑
s=n/8

Leb(S̃s)λ
j−s
2 un/(2k)

6 λ
n/4
2 Leb(M)

λ2

1− λ2

+ Leb(M)
λ2

1− λ2

un/(2k) Leb(M\Sn/8).

En sommant, on obtient bien la majoration annoncée.

Par exemple, si un = 1/np avec p > 0, on applique le lemme en majorant Leb(U1\Sn/8) 6 C, avec
k = log n, et on trouve Leb(U1\Sn) = O((log n)p/np). Mais on peut réinjecter cette majoration dans
le lemme, et obtenir :

Leb(U1\Sn) 6
1

np
+

(log n)p

np

(log n)p

np
.

Comme p > 0, on obtient Leb(U1\Sn) = O(1/np).
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