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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux propriétés de mélange des applications non unifor-
mément dilatantes, par exemple les applications en dimension 1 ayant un point fixe neutre.
Après un premier chapitre introductif rappelant des résultats bien connus sur les applications
Gibbs-Markov, nous établissons au chapitre deux des résultats très précis sur la vitesse de
décorrélation des applications localement Gibbs-Markov (bornes inférieures et supérieures),
en appliquant des techniques d’algèbres de Banach aux opérateurs de transfert de premier
retour. Dans le chapitre trois, nous montrons en utilisant des techniques de temps hyperbo-
liques qu’une large classe d’applications admet un modèle localement Gibbs-Markov, ce qui
permet de leur appliquer les résultats du deuxième chapitre.

Les deux derniers chapitres sont consacrés à des théorèmes de type probabiliste pour les
sommes de Birkhoff de fonctions hölderiennes, dans le cadre des applications localement
Gibbs-Markov. En étendant à un cadre perturbatif les techniques spectrales du chapitre deux,
nous montrons d’une part la convergence des sommes de Birkhoff vers des lois normales ou des
lois stables (suivant le système considéré), et d’autre part des théorèmes limites fins comme
le théorème de Berry-Esseen (avec vitesse optimale) ou le théorème de la limite locale, sous
des hypothèses légèrement plus fortes.

Abstract

In this thesis, we study the mixing properties of non uniformly expanding maps, for example
maps in dimension 1 with a neutral fixed point. After an introductory chapter recalling well
known facts on Gibbs-Markov maps, we establish in chapter 2 very precise results on the
speed of decay of correlations of locally Gibbs-Markov maps (lower and upper bounds), by
applying Banach algebra techniques to the first return transfer operators. In chapter 3, we
show – using hyperbolic times techniques – that a large class of maps admit locally Gibbs-
Markov models, which makes it possible to apply the results of the previous chapter to these
maps.

The last two chapters are devoted to probabilistic limit theorems for the Birkhoff sums of
Hölder functions, in the setting of locally Gibbs-Markov maps. We extend to a perturbative
setting the spectral results of chapter 2, and prove on the one hand the convergence of the
Birkhoff sums to normal laws or stable laws (depending on the system we are considering),
and on the other hand fine limit theorems, the Berry-Esseen theorem (with optimal speed)
and the local limit theorem, under slightly stronger assumptions.
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Dans cette thèse, tous les espaces métriques mesurables sont standards, c’est-à-dire polonais
(autrement dit complets séparables) et munis de leur tribu borélienne. Cela permet d’utiliser
le théorème de Lusin ([Aar97, théorème 1.0.0]), qui assure qu’une fonction mesurable entre
un espace polonais muni d’une mesure de probabilité et un autre espace polonais est continue
sur des compacts de mesure arbitrairement grande.
Quand on dira qu’il existe une unique mesure µ vérifiant certaines propriétés, l’unicité sera
toujours à normalisation près, c’est-à-dire qu’une mesure µ′ vérifiant les mêmes propriétés
sera nécessairement multiple de µ. Souvent, quand les mesures seront de masse finie, on les
supposera normalisées de masse 1.
On notera D = {z ∈ C | |z| < 1} et D = {z ∈ C | |z| 6 1}. Pour t ∈ R, la partie entière de t
sera notée btc.



Introduction

Décorrélations et théorèmes limites

L’objet d’étude principal en systèmes dynamiques discrets est le comportement asymptotique
des itérés d’une application T d’un compactX dans lui-même. Lorsque T préserve une mesure
µ, on s’intéresse en particulier à la suite T n(x) pour presque tout point x. Par exemple, si
f : X → R est continue, est-il possible de décrire le comportement asymptotique des sommes
Snf(x) =

∑n−1
k=0 f(T k(x)) ?

Supposons que µ(X) = 1. Alors les fonctions Zk = f ◦ T k sont des variables aléatoires sur
l’espace probabilisé (X,µ), de même loi puisque µ est invariante. Ainsi, on peut espérer au
moins formellement démontrer pour les sommes Snf(x) des résultats analogues aux théorèmes
limites probabilistes, comme la loi forte des grands nombres ou le théorème central limite, le
problème étant que les Zk ne sont en général pas indépendants (sauf pour des applications
T très particulières).
Le résultat le plus simple dans cette direction, analogue à la loi forte des grands nombres, est
le théorème de Birkhoff : si T est ergodique (i.e. A = T−1(A)⇒ µ(A) = 0 ou 1) et f : X → R
est intégrable, alors la moyenne 1

n

∑n−1
k=0 f(T k(x)) tend presque partout et dans L1 vers

∫
f .

Pour obtenir des résultats plus fins, il faut faire des hypothèses plus fortes sur T . En parti-
culier, on est souvent amené à quantifier le “défaut d’indépendance” entre f et f ◦ T k. On
définit les corrélations de f et f ◦ T k par

Cor(f, f ◦ T k) :=

∫
f · f ◦ T k −

(∫
f

)
·
(∫

f ◦ T k
)
.

Lorsque f et f ◦ T k sont indépendantes, ces corrélations sont nulles. Un outil technique
essentiel pour étudier les corrélations est l’opérateur de transfert T̂ (aussi appelé opérateur
de Ruelle-Perron-Frobenius), défini par dualité sur L2 par∫

f · g ◦ T =

∫
T̂ f · g.

Si f est bornée et d’intégrale nulle, alors Cor(f, f ◦ T k) =
∫
f · f ◦ T k =

∫
T̂ kf · f , donc

|Cor(f, f ◦ T k)| 6
∥∥T̂ kf∥∥

1
‖f‖∞. On peut alors énoncer le théorème suivant ([Liv96]), qui
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8 INTRODUCTION

affirme essentiellement que, si les f ◦ T k sont suffisamment indépendants (plus précisément
si
∑
|Cor(f, f ◦ T k)| <∞), alors les sommes de Birkhoff Snf satisfont un théorème central

limite :

Théorème (Gordin–Liverani). Soit T : X → X une application ergodique préservant une
mesure de probabilité µ. Soit f : X → R mesurable bornée et d’intégrale nulle telle que∑∞

k=0

∥∥T̂ kf∥∥
1
< ∞. Alors 1√

n
Snf tend en loi vers une gaussienne N (0, σ2), où σ2 > 0 est

donné par

σ2 =

∫
f 2 + 2

∞∑
k=1

∫
f · f ◦ T k.

De plus, σ2 = 0 si et seulement si il existe une fonction mesurable χ : X → R telle que
f = χ− χ ◦ T presque partout.

La preuve de ce théorème est essentiellement probabiliste : les hypothèses permettent de se
ramener à une martingale inverse dans L2, pour laquelle le théorème central limite est bien
connu (méthode de Gordin).
Il est donc important pour obtenir des théorèmes limites d’estimer la vitesse de décroissance
des corrélations. Lorsque le spectre de T̂ , agissant sur un certain espace de fonctions, est
constitué d’une valeur propre simple en 1 et d’une partie d’un disque B(0, 1− δ) avec δ > 0

(on dit que T̂ a un trou spectral), alors T̂ kf tend exponentiellement vite vers la fonction
constante égale à

∫
f , ce qui implique que Cor(f, f ◦ T k) décroît exponentiellement vite.

Ainsi, le théorème de Gordin–Liverani s’applique, et on obtient un théorème central limite
dans ce cadre.
Cette méthode est extrêmement féconde dans les systèmes qui ont une dynamique expo-
nentiellement mélangeante, et en particulier pour les applications uniformément dilatantes,
c’est-à-dire les applications lisses (mettons C2) sur une variété riemannienne compacte M
telles qu’il existe des constantes C > 0 et λ > 1 telles que, pour tous x ∈ M et v ∈ TxM ,
pour tout n ∈ N,

‖DT n(x).v‖ > Cλn ‖v‖ .

En effet, on vérifie alors que T̂ agissant sur l’espace de Banach des fonctions de classe C1

admet un trou spectral.
Plus généralement, cette méthode s’applique aux applications uniformément hyperboliques,
où l’espace tangent se décompose en chaque point en somme directe de deux sous-espaces
supplémentaires, l’un correspondant à des vecteurs qui sont contractés par la différentielle de
T et l’autre à des vecteurs dilatés, toutes les constantes étant uniformes sur la variété. En
effet, on peut alors se ramener par un codage symbolique (une partition de Markov finie) à un
modèle abstrait possédant des propriétés analogues aux applications uniformément dilatantes
décrites ci-dessus ; en particulier, l’opérateur de transfert agissant sur un espace fonctionnel
bien choisi a un trou spectral.
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Applications non-uniformément dilatantes

L’objet de cette thèse est l’étude des applications non-uniformément dilatantes : pour presque
tout point x, il existe des constantes λ(x) > 1 et C(x) > 0 telles que, pour tout n ∈ N, pour
tout v ∈ TxM , ‖DT n(x).v‖ > C(x)λ(x)n ‖v‖. Comme la dilatation est non-uniforme (i.e. les
constantes dépendent de x), l’opérateur de transfert n’a en général plus de trou spectral. En
particulier, les corrélations peuvent ne pas décroître exponentiellement vite.
Plus précisément, on étudie dans cette thèse des modèles abstraits d’applications, appelés
tours localement Gibbs-Markov (définition 1.3.12). Ces tours sont analogues aux modèles
des applications uniformément hyperboliques construits par l’intermédiaire d’une partition
de Markov, la différence principale étant que, dans le cas non-uniforme, les partitions de
Markov sont dénombrables et non plus finies. Comme on le montre dans le chapitre 3, les
applications non-uniformément dilatantes peuvent, sous des hypothèses très générales, se
ramener à des tours localement Gibbs-Markov (le problème est de construire une partition
de Markov adéquate, et en particulier de contrôler la mesure des points dont le temps de
retour est grand, voir le théorème 3.3.1). Cependant, pour la simplicité de cette introduction,
on va se contenter dans la suite de décrire sur un exemple les résultats qu’on obtient dans
des tours localement Gibbs-Markov générales.
Soit α ∈]0, 1[, on définit une application T sur le segment [0, 1] par

T (x) =

{
x(1 + 2αxα) si 0 6 x 6 1/2,

2x− 1 si 1/2 < x 6 1.
(∗)

Cette application, introduite dans [LSV99], présente un point fixe en 0 avec T ′(0) = 1, ce
qui introduit de la non-uniformité dans la dilatation. En particulier, plus α est grand, et
plus les points mettent de temps à s’éloigner du point fixe, ce qui rend la dynamique de
plus en plus pathologique. Il existe quand même une unique mesure de probabilité invariante
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, mais sa densité tend vers +∞ en
0 (la condition α < 1 sert à assurer que cette mesure invariante soit de masse finie).

Vitesse de décorrélation

Dans [You99], Young a montré, en utilisant des méthodes de couplage probabiliste, que les
corrélations des fonctions hölderiennes pour l’application (∗) décroissaient au moins aussi
vite que 1

n1/α−1 (ce qui améliorait les résultats précédents de [LSV99]). En particulier, quand
α < 1/2, cette estimée est sommable, si bien que les sommes 1√

n

∑n−1
k=0 f ◦ T k(x) vérifient un

théorème central limite d’après le théorème de Gordin–Liverani. En utilisant une méthode
spectrale, Sarig a montré dans [Sar02] que cette estimée sur la vitesse de décorrélation est
optimale lorsque α < 1/2, pour une large classe de fonctions : si f est hölderienne et nulle
sur [0, 1/2], alors Cor(f, f ◦ T n) =

c
∫
f

n1/α−1 + O(1/nb1/αc) pour une certaine constante c non
nulle.
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Dans le chapitre 2, je généralise et je renforce ces résultats, tant du point de vue des bornes
inférieures que des bornes supérieures, pour des tours localement Gibbs-Markov générales.
Pour l’application (∗), on obtient par exemple le résultat suivant dans la proposition 2.3.9 et
le théorème 2.4.14 :

Théorème. Soient 0 < α < 1, T l’application (∗) et f : [0, 1]→ R hölderienne.

1. On a toujours Cor(f, f ◦ T n) = O
(

1
n1/α−1

)
.

2. Il existe c > 0 tel que, si f est nulle au voisinage de 0, alors Cor(f, f ◦ T n) =
c
∫
f

n1/α−1 +

O(Eα(n)), où Eα(n) = 1
n1/α si α < 1/2, logn

n2 si α = 1/2, et 1
n2/α−2 si α > 1/2.

3. Si f(0) = 0 et
∫
f = 0, supposons aussi que |f(x)| 6 Cxγ pour un certain γ > 0. Alors

Cor(f, f ◦ T n) = O
(

1
nmin(1/α,(1+γ)/α−1)

)
.

La première assertion avait déjà été démontrée par Young. Elle implique en particulier que,
lorsque α < 1/2, toute fonction hölderienne vérifie un théorème central limite.
La deuxième assertion montre que, pour une large classe de fonctions, la vitesse de décorré-
lation est exactement 1

n1/α−1 , ce qui étend les résultats de Sarig au cas 1/2 6 α < 1.
La troisième assertion montre de plus qu’il y a un gain dans la vitesse de décorrélation pour
les fonctions qui s’annulent au point fixe neutre (ce n’est pas très surprenant : ce point fixe est
la source de non-uniformité, et son influence diminue s’il n’est pas “vu” par la fonction f). En
particulier, si f est lipschitzienne, on obtient que les corrélations Cor(f, f ◦T n) décroissent en

1
n1/α : il y a un gain de 1/n par rapport à une fonction générique. Cette estimée est toujours
sommable, si bien que f vérifie encore un théorème central limite même dans le cas α > 1/2.
Ces résultats sont encore valables pour d’autres applications, et d’autres vitesses de décrois-
sance. Par exemple, en remplaçant T par une application du même type mais qui a un point
fixe encore plus neutre en 0, on obtient qu’il existe des applications pour lesquelles les cor-
rélations décroissent arbitrairement lentement. À l’opposé, on peut obtenir une vitesse de
décorrélation exponentielle gauche (en e−cnη avec 0 < η < 1) ou exponentielle. Par exemple,
dans le chapitre 3, ces résultats sont appliqués entre autres à l’application de Viana (3.7), et
impliquent que ses corrélations décroissent en e−c

√
n.

La méthode de preuve est essentiellement spectrale, en considérant les opérateurs de transfert
de premier retour Rn introduits par Sarig. Il s’agit alors de comprendre précisément la série∑
znRn, pour |z| 6 1, ainsi que son inverse. Pour cela, j’utilise des techniques d’algèbre

de Banach (et plus précisément des généralisations du lemme de Wiener) dans certaines
algèbres qui contiennent des informations sur la vitesse de décroissance des coefficients (alors
que Sarig utilisait des méthodes plus élémentaires sur la régularité de certaines fonctions, qui
ne s’appliquent plus dans le cas 1/2 6 α < 1).
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Théorèmes limites

Soit T : X → X une application préservant une mesure de masse 1 et f : X → R une fonction
continue. Pour étudier la convergence en loi de 1

Bn

∑n−1
k=0 f ◦ T k (pour une normalisation

Bn → +∞ bien choisie), on peut utiliser la méthode de Gordin lorsque les corrélations
Cor(f, f ◦ T n) sont sommables, pour obtenir un théorème central limite (correspondant à la
normalisation Bn =

√
n), en se ramenant à une martingale. Cependant, cela ne traite pas tous

les cas (par exemple l’application (∗) pour 1/2 < α < 1 et f(0) 6= 0, puisque Cor(f, f ◦ T n)
n’est alors pas sommable, d’après ce qui précède), et cela ne permet pas d’accéder à des
raffinements du théorème central limite qui ne sont pas vérifiés par des martingales.
Une méthode permettant d’obtenir des résultats plus fins (mais s’appliquant dans moins
de situations) est la méthode spectrale de Nagaev et Guivarc’h ([GH88]), qui consiste à
considérer des perturbations T̂t de l’opérateur de transfert T̂ , pour obtenir une description
précise de

∫
eit
∑n−1
k=0 f◦T

k . Cependant, cette méthode ne peut fonctionner que lorsque T̂ a un
trou spectral, et ne s’applique donc pas dans les cas non uniformes (par exemple les tours
localement Gibbs-Markov).
Dans le chapitre 4, on démontre des théorèmes limites pour les tours localement Gibbs-Markov
en appliquant cette idée perturbative non pas à l’opérateur de transfert, mais aux opérateurs
de transfert de premier retour. Moyennant un résultat de perturbation dans certaines algèbres
de Banach, obtenu par des techniques d’analyse de Fourier, cela permet de démontrer non
seulement des théorèmes de la limite centrale dans certains cas, mais également la convergence
vers des lois stables (des lois apparaissant en théorie des probabilités comme limites de
moyennes de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées) dans d’autres cas.
Pour les applications (∗), on obtient par exemple dans le théorème 4.2.5 le résultat suivant
(qui avait été conjecturé dans les années 80 par les physiciens qui avaient introduit des
applications analogues à (∗) comme modèles pour des flots turbulents) :

Théorème. Soient 0 < α < 1, T l’application (∗) et f : [0, 1] → R une fonction lipschit-
zienne d’intégrale nulle.
– Si α < 1/2, alors il existe σ2 tel que 1√

n

∑n−1
k=0 f ◦ T k converge en loi vers N (0, σ2), i.e.

cette suite satisfait un théorème central limite.
– Si α > 1/2, il y a deux cas :

1. Si f(0) = 0, alors f satisfait un théorème central limite, comme ci-dessus.
2. Si f(0) 6= 0, alors 1

nα

∑n−1
k=0 f ◦ T k converge en loi vers une loi stable explicite.

En utilisant le même type d’idées de perturbation des opérateurs de transfert de premier
retour, et en poussant la précision des estimées techniques un cran plus loin, on peut aussi
obtenir des raffinements du théorème central limite qui ne sont pas vérifiés par les martingales,
et ne sont donc pas accessibles par la méthode de Gordin.
Le théorème de la limite locale décrit le comportement de µ{x ∈ X |

∑n−1
k=0 f ◦T k(x) ∈ [a, b]}

pour [a, b] intervalle borné de R (alors que le théorème central limite décrit le comportement
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de µ{x ∈ X |
∑n−1

k=0 f ◦ T k(x) ∈
√
n[a, b]}), et affirme que cette mesure se comporte comme

1√
n
b−a
σ
√

2π
(sous certaines hypothèses d’apériodicité : par exemple, si f est à valeurs entières et

[a, b] = [1/3, 2/3], le résultat ne peut être valable tel quel). Dans le chapitre 5, je démontre
le théorème de la limite locale dans de nombreuses tours localement Gibbs-Markov. Cela
s’applique par exemple à l’application (∗) lorsque α < 1/2 : le résultat suivant se déduit du
théorème 5.5.6.

Théorème. Soient 0 < α < 1/2, T l’application (∗) et f : X → R hölderienne, qui ne
s’écrit pas presque partout sous la forme f = g − g ◦ T + ρ + q où ρ est une constante, et q
est à valeurs dans un sous-groupe discret de R. Alors les sommes

∑n−1
k=0 f ◦ T k vérifient un

théorème de la limite locale.

Notons qu’en pratique, il est difficile de vérifier que f ne s’écrit pas sous la forme f =
g− g ◦ T + ρ+ q, car cette égalité n’aurait lieu que presque partout. Cependant, le théorème
1.3.16 assure alors que g est nécessairement régulière, et on peut parfois en déduire que
l’égalité a lieu partout. Les informations sur les points périodiques du système peuvent alors
permettre de conclure. Par exemple, le corollaire 1.4.4 assure que, pour T donné par (∗), la
fonction f = log |T ′| ne s’écrit pas presque partout sous la forme g − g ◦ T + ρ+ q.
Le même type de technique (et en fait les mêmes estimées) permet de démontrer le théorème
de Berry-Esseen dans ce contexte : lorsque α < 1/3, la vitesse de convergence dans le théorème
central limite est en O(1/

√
n). Des résultats analogues (avec une vitesse un peu moins précise,

en O(1/n1/2−ε) pour tout ε > 0) avaient déjà été démontrés, par des techniques différentes
et plus directes. En revanche, ces techniques ne permettaient pas d’arriver au théorème de la
limite locale (puisque, même dans le cas probabiliste, la preuve de ce théorème requiert des
techniques de Fourier élaborées).

Plan de la thèse

Cette thèse n’est pas directement une compilation d’articles, car il m’a semblé plus judicieux
de tout formuler dans le cadre unifié des tours localement Gibbs-Markov. Cependant, les
chapitres autres que le premier correspondent chacun plus ou moins à un article.
Dans le premier chapitre, on commence par rappeler des résultats classiques sur les applica-
tions Gibbs-Markov. Ces applications sont des analogues des décalages de type fini, mais sur
un ensemble de symboles dénombrable. Les opérateurs de transfert correspondants ont un
trou spectral sur un certain espace de fonctions hölderiennes, ce qui permet de décrire très
précisément les propriétés ergodiques de ces applications. Ces résultats font plus ou moins
partie du folklore, et se trouvent en partie dans [Aar97]. On définit ensuite les tours locale-
ment Gibbs-Markov, qui sont des analogues des tours de Young mais avec une combinatoire
éventuellement plus complexe, avant de donner plusieurs exemples. On décrit en particu-
lier un produit gauche en dimension 2, étudié dans [Gou07]. Dans ce chapitre, on démontre
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également un résultat de régularité automatique des fonctions cobords (théorème 1.2.1), qui
s’applique aux transformations non uniformément dilatantes.
Dans le chapitre 2, on expose les résultats de [Gou04b] (ainsi que quelques extensions) sur
la vitesse de décorrélation des tours localement Gibbs-Markov. On obtient en particulier des
bornes inférieures (théorème 2.3.1) et supérieures (théorème 2.4.13) très précises.
Dans le chapitre 3, correspondant à [Gou06], on montre que de nombreuses applications
non-uniformément dilatantes admettent un modèle localement Gibbs-Markov, dont on peut
contrôler explicitement les caractéristiques (théorème 3.3.1). En particulier, on peut alors
appliquer les résultats du chapitre 2, et obtenir une majoration de la vitesse de décorrélation,
même pour des décorrélations rapides (par exemple exponentielles gauches ou exponentielles).
Dans le chapitre 4, correspondant à [Gou04a], on commence par décrire les perturbations
spectrales des opérateurs de transfert pour les applications Gibbs-Markov, et les théorèmes
limites qui s’en déduisent (convergence vers des gaussiennes dans le théorème 4.1.4 ou des lois
stables dans le théorème 4.1.7). On en déduit ensuite des théorèmes limites du même type
pour des tours localement Gibbs-Markov générales, de deux manières différentes : on peut
soit utiliser un argument élémentaire (partie 4.2, théorème 4.2.4), soit utiliser un argument
spectral (partie 4.4, théorème 4.4.1), plus susceptible de généralisations.
Enfin, dans le chapitre 5, correspondant à [Gou05], on montre comment les arguments spec-
traux précédents permettent de démontrer le théorème de la limite locale et le théorème de
Berry-Esseen dans les tours localement Gibbs-Markov, avant de l’appliquer aux transforma-
tions non-uniformément dilatantes (théorèmes 5.5.6 et 5.5.7).
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L’objet de cette thèse est l’étude de propriétés fines des applications markoviennes. Dans ce
chapitre, on s’intéresse à des propriétés ergodiques générales de plusieurs classes d’applica-
tions markoviennes, avant de donner plusieurs exemples.
Dans la première partie, on décrit le comportement des applications Gibbs-Markov (i.e. mar-
koviennes et uniformément dilatantes en un certain sens). Les résultats de cette partie font
plus ou moins partie du folklore (certains résultats sont démontrés par exemple dans [Aar97]),
mais il est intéressant de les rappeler ici, d’une part parce qu’ils seront systématiquement
utilisés dans le reste de cette thèse, et d’autre part parce qu’ils montrent l’utilité de certains
résultats spectraux, rappelés dans le paragraphe 1.1.4. Dans la deuxième partie, on montre un
résultat de régularité automatique des solutions de l’équation cohomologique pour les appli-
cations Gibbs-Markov. Dans la troisième partie, on s’intéresse aux applications qui induisent
une application Gibbs-Markov sur une partie de l’espace, et on montre comment démon-
trer à leur sujet certains résultats à partir des résultats correspondants pour les applications
Gibbs-Markov. Dans la quatrième partie, on décrit des exemples de telles applications en
dimension 1, ayant un point fixe neutre. Enfin, dans la cinquième partie, qui reprend une
partie de l’article [Gou07], on développe en détail un exemple analogue, mais en dimension
2, possédant toute une courbe neutre.

1.1 Définition des applications markoviennes

Une application markovienne est une transformation d’un espace qui préserve une partition
finie ou dénombrable, i.e. l’image d’un élément de partition est une union d’éléments de la
partition. Cette notion permet (sous certaines hypothèses de dilatation) de coder la trajectoire
d’un point en regardant dans quels éléments de la partition ses itérés successifs se trouvent,
et donc de se ramener à un système symbolique, souvent plus simple à étudier que le système
initial.
Une légère variante de cette notion (séparant le cas des directions stables et instables) s’est
révélée extrêmement féconde dans l’étude des systèmes uniformément hyperboliques, dans les
années 1970 : un tel système admet toujours une partition de Markov finie, si bien qu’on peut
le coder par un décalage de type fini. Cela permet de comprendre plus ou moins complètement
les propriétés ergodiques de ces applications (existence et unicité des mesures d’équilibre pour
des potentiels Hölder, existence de mesures SRB...)
Dans le cas non uniformément dilatant, ou plus généralement non uniformément hyperbo-
lique, il n’existe en général pas de partition de Markov finie, et il faut donc utiliser des
partitions dénombrables. Comme les décalages correspondants sont beaucoup moins bien
compris que les décalages de type fini, les conclusions qu’on peut en tirer sont plus faibles,
et il faut en général des hypothèses supplémentaires sur la forme de la partition de Markov
pour obtenir des informations intéressantes.
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1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soient (X, d,B) un espace métrique polonais borné muni de sa tribu boré-
lienne, et m une mesure de probabilité sur X. Une application non-singulière T : X → X est
dite markovienne s’il existe une partition α de X (modulo 0) par des ensembles de mesure
non nulle telle que :
– pour tout a ∈ α, T (a) est une réunion (modulo 0) d’éléments de α et T : a→ T (a) est un
isomorphisme mesurable.

– le complété pour m de la tribu engendrée par
∨∞

0 T−n(α) est B.

On notera cette application markovienne par (X, d,B,m, T, α), ou par un sous-ensemble de
ce 6-uplet, en fonction du contexte.
On peut coder une application markovienne, en associant à un point x la suite des éléments
an(x) de α tels que T n(x) ∈ an(x) (qui est bien définie de façon unique pour presque tout
x). L’application ϕ : X → αN ainsi définie est alors un isomorphisme mesurable entre (X,m)
et (αN, ϕ∗m) qui conjugue T et l’application décalage à gauche sur une partie de αN. Dans
la suite, on n’utilisera pas ce codage (car on voudra par exemple garder des informations
sur la distance d), mais il est utile de le garder à l’esprit, par exemple pour comprendre
les définitions suivantes. Parfois, on utilisera des applications markoviennes sur des espaces
probabilisés abstraits, non munis d’une distance, et ce codage permettra alors de se ramener
au cadre de la définition 1.1.1, avec un espace polonais (puisque αN est complet séparable
pour la distance d((un), (vn)) =

∑
τn1(un 6= vn), lorsque τ < 1).

Définition 1.1.2. On dit qu’une application markovienne (X, d,B,m, T, α) est Markov-
transitive si, pour tous a, b ∈ α, ∃n ∈ N, a ⊂ T n(b) mod 0.

Définition 1.1.3. On dit qu’une application markovienne (X, d,B,m, T, α) est Markov-
mélangeante si, pour tous a, b ∈ α, ∃N ∈ N,∀n > N , a ⊂ T n(b) mod 0.

Pour a0, . . . , an−1 ∈ α, on notera

[a0, . . . , an−1] =
n−1⋂

0

T−i(ai).

On dira que les ensembles [a0, . . . , an−1] de mesure non nulle sont des cylindres de l’application
T . Ainsi, presque tout point de X est dans un unique cylindre de longueur n. Notons que,
une fois qu’on a codé, on n’a plus besoin de ce “presque tout”, mais qu’en général il faut
faire attention aux points qui sont dans plusieurs éléments de la partition de Markov (les
“bords” de la partition de Markov). Soit Fn la sous-tribu de X engendrée par les cylindres
de longueur n, le théorème de convergence des martingales assure que, pour f : X → R
intégrable, alors E(f |Fn)(x) → f(x) presque partout. En particulier, si K est un ensemble
mesurable, presque tous ses points en sont des points de densité : pour presque tout x ∈ K,
soit an(x) l’élément de α contenant T n(x), alors m(K∩[a0(x),...,an−1(x)])

m[a0(x),...,an−1(x)]
→ 1.
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Pour x, y ∈ X, on appellera temps de séparation de x et y par T l’entier

s(x, y) = inf{n ∈ N | @a ∈ α, T n(x) ∈ a, T n(y) ∈ a}.

Ainsi, s(x, y) est la longueur du plus grand cylindre contenant x et y. Pour presque tous x
et y, s(x, y) est fini. Pour 0 < τ < 1, on peut alors définir une distance dτ par

dτ (x, y) = τ s(x,y). (1.1)

(En fait, ce n’est une distance que sur une partie de X de mesure pleine). Toutes les distances
dτ induisent la même topologie, dont une base d’ouverts est donnée par les cylindres.

1.1.2 Applications Gibbs-Markov

Définition 1.1.4. Une application markovienne (X, d,B,m, T, α) est Gibbs-Markov si
1. T a la propriété de grande image : infa∈αm(Ta) > 0.
2. Dilatation : il existe λ > 1 tel que ∀a ∈ α, pour presque tous x, y ∈ a, d(Tx, Ty) >

λd(x, y).
3. Distorsion lipschitzienne : pour a ∈ α, soit g l’inverse du jacobien de T sur a, i.e.

g(x) = dm
d(m◦T|a)

(x), défini et positif presque partout. Alors il existe C tel que, pour tout
a ∈ α, pour presque tous x, y ∈ a,∣∣∣∣1− g(x)

g(y)

∣∣∣∣ 6 Cd(Tx, Ty). (1.2)

Remarque 1.1.5. Si T est une application markovienne, elle dilate toujours la distance dτ
de τ−1, pour tout 0 < τ < 1.
Dans le cas d’une distance générale d, supposons T Gibbs-Markov. Pour presque tous x, y, la
dilatation donne d(T s(x,y)x, T s(x,y)y) > λs(x,y)d(x, y). Comme on a supposé X borné, disons
par une constante K, on obtient d(x, y) 6 Kλ−s(x,y), i.e. d 6 Kdλ−1 . Ainsi, T est également
Gibbs-Markov pour la distance dλ−1 .

Remarque 1.1.6. Il y a a priori deux interprétations possibles du point 2 de la définition :
– Il existe U ⊂ a× a de mesure pleine tel que, pour tous (x, y) ∈ U , d(Tx, TY ) > λd(x, y).
– Il existe V ⊂ a de mesure pleine tel que, pour tous x ∈ V , y ∈ V , d(Tx, TY ) > λd(x, y).
Pour une propriété générale, la seconde exigence est en général plus forte que la première.
Cependant, ici, les deux hypothèses sont équivalentes.
Supposons en effet la première exigence vérifiée. Par le théorème de Lusin, soit Kn une
suite croissante avec m(

⋃
Kn) = 1 telle que T soit continue sur Kn. Soit Ln l’ensemble

des points de densité de Kn, qui vérifie m(Kn\Ln) = 0 par le théorème de convergence des
martingales. Posons V =

⋃
Ln, alors m(V ) = 1. Soient x, y ∈ V , on vérifie alors aisément
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(en utilisant le fait que le diamètre des cylindres tend vers 0, et en approchant (x, y) par
(x′, y′) ∈ U ∩ (Kn ×Kn)) que d(Tx, Ty) > λd(x, y).
De la même façon, on peut interpréter le point 3 de la définition de deux manières, mais elles
sont équivalentes (en considérant les points de continuité mesurable de g).
Dans la suite, toutes les propriétés portant sur des couples de points qu’on considérera seront
du même type, et on pourra donc négliger cette subtilité.

Un intérêt des applications Gibbs-Markov est qu’elles se comportent presque comme des
décalages de type fini, en particulier du point de vue spectral. Ainsi, on peut aisément obtenir
des résultats d’existence de mesure invariante ou de mélange. Dans la suite de cette partie,
on va démontrer un tel résultat, classique (cf. [Aar97, théorème 4.7.4]), essentiellement pour
illustrer les méthodes spectrales qu’on va utiliser plus loin dans cette thèse, et pour mettre
en place quelques outils.

1.1.3 Propriétés ergodiques élémentaires

Le lemme suivant permet de contrôler la distorsion des itérés d’une application Gibbs-Markov,
et sera essentiel dans la suite.

Lemme 1.1.7 (Lemme de distorsion). Soit g(n)(x) = g(x) · · · g(T n−1x) (c’est l’inverse du
jacobien de T n). Il existe une constante C > 0 telle que pour presque tous x, y, on a s(x, y) >

n⇒
∣∣∣1− g(n)(x)

g(n)(y)

∣∣∣ 6 Cd(T nx, T ny).

En particulier, il existe une constante D > 0 telle que, si a = [a0, . . . , an−1] est un cylindre
de longueur n, pour presque tout x ∈ a, D−1g(n)(x) 6 m[a]

m[Tna]
6 Dg(n)(x).

Démonstration. Soient x, y tels que s(x, y) > n, et dont tous les itérés vérifient (1.2) (cette
dernière propriété étant vraie presque partout). Alors

∣∣log(g(n)(x))− log(g(n)(y))
∣∣ 6 n−1∑

i=0

∣∣log(g(T ix))− log(g(T iy))
∣∣

6
n∑
i=1

Cd(T ix, T iy) 6
n∑
i=1

Cλ−(n−i)d(T nx, T ny)

6
C

1− λ−1
d(T nx, T ny).

En prenant l’exponentielle, on obtient la première partie du lemme.

En particulier, si a est un cylindre de longueur n et x, y ∈ a, on a g(n)(x)

g(n)(y)
6 D pour un

certain D. Comme 1/g(n)(y) est le jacobien de T n, on obtient en intégrant sur y ∈ a que
g(n)(x)m[T na] 6 Dm[a]. L’inégalité opposée est analogue.
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Ce lemme implique en particulier que les itérés d’applications Gibbs-Markov sont encore
Gibbs-Markov.

Théorème 1.1.8. Soit (X,T,m, α) une application Gibbs-Markov. Il existe alors un nombre
fini (éventuellement nul) de parties deux à deux disjointes X1, . . . , Xk de X, chacune étant
une réunion d’éléments de α, avec T (Xi) = Xi, et des mesures de probabilité µ1, . . . , µk
vérifiant les propriétés suivantes :
La mesure µi est invariante, ergodique, et équivalente à la restriction de m à Xi. De plus,
toute mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport à m est combinaison
linéaire des µi.
Enfin, pour 1 6 i 6 k, le système dynamique (Xi, T,m|Xi , α|Xi) est Gibbs-Markov, Markov-
transitif et ergodique.

En particulier, pour étudier les propriétés des mesures invariantes des applications Gibbs-
Markov, on peut sans perte de généralité se restreindre au cas transitif. Dans la proposition
1.1.17, on verra que k > 1, i.e., il existe effectivement des mesures de probabilité invariantes
absolument continues.

Démonstration. Soit µ une mesure de probabilité invariante par T et absolument continue
par rapport à m. Montrons que, si a ∈ α satisfait µ(a) > 0, alors µ et m sont équivalentes
sur a, i.e. la densité f = dµ

dm
est presque partout positive sur a.

Soit A = {x ∈ a | f(x) > 0} : il vérifie m(A) > 0. Notons Fn la tribu engendrée par les
cylindres de longueur n. Le théorème de convergence des martingales assure que, pour toute
fonction ϕ ∈ L1(m), E(ϕ | Fn) tend presque sûrement et dans L1 vers ϕ. Ainsi, pour presque
tout x, E(1A | Fn)(x) → 1A(x). De plus, le théorème de récurrence de Poincaré assure que
µ-presque tout point de a reviendra infiniment souvent dans a. On choisit une fois pour toutes
un point x de A satisfaisant ces deux convergences.
Notons [a0, . . . , an] le cylindre de longueur n+ 1 contenant x (avec a0 = a). Comme x revient
une infinité de fois dans a, on a an = a pour une infinité d’indices n. De plus, le choix de x

assure que
m
(

[a0,...,an]∩A
)

m
(

[a0,...,an]
) → 1. En appliquant T n et en utilisant la distorsion bornée donnée

par le lemme précédent, on obtient que T n(A) occupe une proportion arbitrairement proche
de 1 de a, puis

a ⊂
∞⋃
n=0

T n(A) mod 0. (1.3)

Par la formule du changement de variables, l’invariance de µ s’écrit ainsi : pour m-presque
tout x,

f(x) =
∑

T (y)=x

g(y)f(y).
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De plus, g > 0 presque partout. Comme T est non-singulière, presque tout point x a donc
toutes ses préimages y qui satisfont g(y) > 0. Soit x satisfaisant ces deux propriétés. Si
x ∈ T (A), alors il existe y dans A tel que T (y) = x. Alors f(x) > g(y)f(y) > 0. Cela montre
que T (A) ⊂ A mod 0. Ainsi, (1.3) assure que a ⊂ A mod 0, ce qui démontre l’assertion
initiale.
Soit maintenant µ une mesure de probabilité invariante ergodique absolument continue par
rapport à m. Ce qui précède montre que l’ensemble A(µ) = { dµ

dm
> 0} est une réunion

d’éléments de α, et est invariant par T . Le théorème de récurrence de Poincaré assure que
T est Markov-transitive sur A(µ). Ainsi, le système (A(µ), T|A(µ),m|A(µ), α|A(µ)) est Gibbs-
Markov transitif, et ergodique puisque m et µ sont équivalentes sur A(µ).
Montrons qu’il y a un nombre fini de telles mesures ergodiques. Soient a1, . . . , aN un nombre
fini d’éléments de α, avec

∑
m(aj) > 1− η, où η est tel que l’image de tout élément de α par

T soit de mesure au moins η. Ainsi, pour tout a ∈ α, T (a) contient l’un des aj. Si µ1, . . . , µk
sont invariantes, ergodiques et deux à deux distinctes, alors les ensembles A(µi) sont deux à
deux disjoints, car deux mesures invariantes ergodiques sont mutuellement singulières. Mais
chacun contient un élément de α et est invariant, donc chacun contient un des aj. Cela montre
donc que k 6 N .
Montrons finalement que toute mesure de probabilité ν invariante absolument continue par
rapport à m est combinaison linéaire des µi. Si ν est ergodique, le résultat est clair. Sinon,
soit A un ensemble invariant avec 0 < µ(A) < 1, il permet de décomposer ν en ν1 + ν2

où ν1 = ν|A et ν2 = ν|X\A. Si ces deux mesures sont ergodiques, on a terminé. Sinon, on
continue la décomposition de la même manière. Si le processus se termine avant le rang N ,
on a encore terminé, et sinon on a réussi à écrire ν =

∑N+1
n=1 νi où les νi sont invariantes et

mutuellement singulières. C’est absurde, car les ensembles A(νi) doivent être deux à deux
disjoints, et chacun contient un des ensembles aj, avec 1 6 j 6 N .

1.1.4 Rappels de théorie spectrale

Les résultats de ce paragraphe sont démontrés par exemple dans [DS58].
Soient L un espace de Banach complexe, et Hom(L,L) l’ensemble des applications linéaires
continues sur L. Pour Q ∈ Hom(L,L), on note Sp(Q) le spectre de Q, donné par

Sp(Q) = {λ ∈ C | λI −Q non inversible}.

C’est un compact de C, toujours non vide. On note aussi R(Q) le rayon spectral de Q, défini
par

R(Q) = sup{|z| | z ∈ Sp(Q)}.

Il vérifie
R(Q) = lim ‖Qn‖1/n = inf ‖Qn‖1/n . (1.4)
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Si A est un ouvert fermé de K := Sp(Q), on peut définir le projecteur spectral ΠA(Q)
correspondant, de la façon suivante : soit γ un chemin dans C qui entoure A dans le sens
direct, on pose

ΠA(Q) =

∫
γ

dz

zI −Q
.

Cet opérateur est indépendant du choix de γ. Le projecteur ΠK\A(Q) associé au reste du
spectre vérifie alors Id = ΠA(Q) + ΠK\A(Q), et ΠA(Q)ΠK\A(Q) = ΠK\A(A)ΠA(Q) = 0. De
plus, ces projecteurs commutent avec Q. Ainsi, en posant E = Im ΠA(Q) et F = Im ΠK\A(Q),
on a L = E ⊕ F , et Q stabilise E et F . De plus, Sp(Q|E) = A et Sp(Q|F ) = K\A. En ce
sens, E et F sont les deux sous-espaces de L associés respectivement aux parties A et K\A
du spectre de Q.
En particulier, si λ est un élément isolé du spectre de Q, on peut considérer le sous-espace
spectral correspondant E(λ) := Im Π{λ}(Q). On dit que λ est une valeur propre isolée de
multiplicité finie si cet espace est de dimension finie, et on appelle multiplicité de λ sa di-
mension. Alors E(λ) coïncide avec Ker(λ Id−Q)n pour tout n assez grand. En particulier, λ
est une vraie valeur propre de Q.

Remarque 1.1.9. Si E(λ) n’est pas de dimension finie, ces résultats ne sont plus valables.
Par exemple, on peut avoir Ker(λI −Q)n = {0} pour tout n sans que E(λ) ne soit réduit à
zéro.

Le spectre ne dépend en général pas continûment de l’opérateur. Cependant, les valeurs
propres isolées de multiplicité finie se perturbent bien :

Proposition 1.1.10. Soit Q ∈ Hom(L,L), et soit λ0 une valeur propre simple isolée de Q.
Il existe alors un voisinage U de Q dans Hom(L,L) et un voisinage V de λ0 dans C tels que
tout élément R ∈ U ait un unique élément λ(R) de son spectre dans V , qui est en fait une
valeur propre simple isolée (avec λ(Q) = λ0)
De plus, la fonction R 7→ λ(R) est lipschitzienne sur U .

Le même résultat est valide avec une valeur propre de multiplicité n de Q, mais elle peut
donner naissance à plusieurs valeurs propres deR dans V (dont la somme des multiplicités fera
toujours n). De plus, la valeur propre dépend régulièrement de l’opérateur : si on considère
par exemple une perturbation holomorphe de Q, la valeur propre perturbée sera également
holomorphe.
On note Ress(Q) le rayon spectral essentiel de Q, défini comme suit :

Ress(Q) = inf{r > 0 | ∀λ ∈ Sp(Q) ∩ {|z| > r},
λ est une valeur propre isolée de multiplicité finie de Q}.
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Par exemple, le rayon spectral essentiel d’un opérateur compact est nul. Lorsque Ress(Q) <
R(Q), on a donc une généralisation du cas compact, et les termes dominants dans Qn vien-
dront d’un nombre fini de valeurs propres (les éléments du spectre de Q de module maximal) :
on dit que Q est quasi-compact, ou encore que Q a un trou spectral. Cette situation permet
essentiellement de traiter Qn comme une matrice. On a un analogue de la caractérisation
dynamique (1.4) du rayon spectral pour le rayon spectral essentiel :

Ress(Q) = inf{‖Qn −K‖1/n | n ∈ N∗, K opérateur compact sur L}. (1.5)

Ce résultat est à rapprocher du théorème suivant de Hennion ([Hen93]) :

Théorème 1.1.11. Soient L et M deux espaces de Banach, i : L → M une application
compacte, et Q ∈ Hom(L,L). On suppose qu’il existe r > 0, C > 0 et une suite Cn > 0 tels
que, pour tout n ∈ N, pour tout x ∈ L,

‖Qn(x)‖L 6 Crn ‖x‖L + Cn ‖i(x)‖M . (1.6)

Alors Ress(Q) 6 r.

En effet, la partie bornée par Cn ‖i(x)‖M correspond moralement à une partie compacte
de l’opérateur Q, et ne doit donc pas intervenir au niveau du rayon spectral essentiel. Les
inégalités du type (1.6) sont appelées inégalités de Doeblin-Fortet, ou inégalités de Lasota-
Yorke.
La proposition qui suit est due à [ITM50].

Proposition 1.1.12. Soient L ⊂ M deux espaces de Banach, avec L dense dans M, et
Q ∈ Hom(M,M) qui induit un élément de Hom(L,L) par restriction. On suppose que :
– il existe M > 0 tel que ∀n ∈ N, ‖Qn‖M 6M .
– il existe C > 0 et r < 1 tels que ∀x ∈ L,∀n ∈ N,

‖Qnx‖L 6 Crn ‖x‖L + C ‖x‖M . (1.7)

– toute suite xn bornée de L admet une sous-suite qui converge dansM vers un élément de
L.

Alors, si x ∈M vérifie Q(x) = x, on a x ∈ L.

Démonstration. Soient E = {x ∈ L | Q(x) = x} et F = {y ∈M | Q(y) = y}. Montrons que
E est dense dans F pour la norme deM. Soit y ∈ F . Par densité de L dansM, soit x ∈ L
proche de y à ε près. Alors 1

n

∑n−1
0 Qk(x) est borné dans L (par la deuxième hypothèse),

donc on peut en extraire une sous-suite qui converge dansM vers z ∈ L. De plus,∥∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
0

Qk(x)− y

∥∥∥∥∥
M

6
1

n

n−1∑
0

∥∥Qk(x− y)
∥∥
M 6M ‖x− y‖M 6Mε.
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En passant à la limite, on obtient ‖z − y‖M 6Mε. Comme z ∈ E, cela conclut la preuve de
la densité de E dans F .
Soit maintenant y ∈ F , qu’on écrit comme limite d’une suite xn de E. Alors xn est une suite
de Cauchy dans (E, ‖ ‖M). Mais E est de dimension finie par le théorème 1.1.11, donc toutes
les normes y sont équivalentes. En particulier, xn est de Cauchy, donc convergente, pour ‖ ‖L.
Par conséquent, y ∈ L.

1.1.5 Propriétés spectrales des applications Gibbs-Markov

On va appliquer les méthodes spectrales du paragraphe précédent à l’étude des applications
Gibbs-Markov. Les espaces considérés seront des espaces d’applications lipschitziennes sur
chacun des éléments de partition, avec une condition globale de bornitude ou d’intégrabilité.
En fait, le jeu de changements de distance décrit dans la remarque 1.1.5 montre que les
résultats qui suivent s’appliqueront aussi à des espaces de fonctions hölderiennes.
Dans tout ce paragraphe, (X, d,B,m, T, α) désignera une application Gibbs-Markov.

On définit l’opérateur de transfert T̂ associé à T par

T̂ u(x) =
∑

T (y)=x

g(y)u(y) (1.8)

où g est l’inverse du jacobien de T , comme dans la définition 1.1.4. La formule du changement
de variables assure que, si u ∈ L1 et v ∈ L∞, on a∫

T̂ u · v dm =

∫
u · v ◦ T dm.

Ainsi, l’opérateur de transfert est le dual de l’opérateur de composition par T . Il agit sur
L1 par construction (et c’est une isométrie), mais on va voir qu’il agit sur des espaces de
fonctions lipschitziennes dans le cas Gibbs-Markov. On vérifie aisément que

T̂ nu(x) =
∑

Tn(y)=x

g(n)(y)u(y), (1.9)

où g(n) est défini dans le lemme 1.1.7.
Pour u : X → C, et a ⊂ X, on notera

Du(a) = inf{C > 0 | pour presque tous x, y ∈ a, |u(x)− u(y)| 6 Cd(x, y)}. (1.10)

C’est la meilleure constante de Lipschitz de u sur a. Soit

Lα,∞ =

{
u : X → C | ‖u‖∞ <∞, sup

a∈α
Du(a) <∞

}
.
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C’est l’espace de Banach des fonctions lipschitziennes sur chaque élément de la partition,
muni de la norme ‖u‖Lα,∞ = ‖u‖∞ + supDu(a). Notons que cette norme vérifie

‖uv‖Lα,∞ 6 ‖u‖Lα,∞ ‖v‖Lα,∞ . (1.11)

On notera souvent simplement L au lieu de Lα,∞. On utilisera également des variations de
cet espace, en remplaçant ∞ par p (la condition sera alors u ∈ Lp(m)) et en changeant la
partition α. Par exemple, l’espace Lα,1 est l’espace des fonctions lipschitziennes sur chaque
élément de la partition α, et intégrables. De même, si β est la partition triviale β = {X},
alors Lβ,∞ est l’espace des fonctions lipschitziennes sur tout X. En fait, les éléments de ces
espaces ne sont pas des fonctions, mais des classes de fonctions (i.e. on identifie deux fonctions
égales presque partout). On travaillera en général avec des représentants, sans détailler.
Dans la formule (1.9), presque tout point x a au plus un antécédent dans chaque cylindre
a = [a0, . . . , an−1] de longueur n, qu’on note ax. Posons Mau(x) = g(n)(ax)u(ax) si ce point
est défini, et 0 autrement. Ainsi, T̂ n =

∑
Ma où la somme porte sur tous les cylindres de

longueur n.
On notera α∗ la partition engendrée par les images des éléments de α : c’est une partition,
éventuellement moins fine que α, et tous les T (a), pour a ∈ α, sont α∗-mesurables. Rappelons
que λ est le coefficient de dilatation de T .

Lemme 1.1.13. Il existe une constante B telle que ∀a = [a0, . . . , an−1], ∀u : X → C,

‖Mau‖Lα∗,∞ 6 B
m[a]

m[T na]

(
λ−nDu(a0) +

1

m[a]

∫
[a]

|u| dm
)
.

Démonstration. Soient x et y dans le même élément a∗ de la partition α∗. Si cet élément
n’est pas dans l’image T (an−1), (Mau)|a∗ = 0 et il n’y a rien à faire. Sinon, soient x′ = ax et
y′ = ay.
Pour presque tout z′ ∈ a, on a |u(y′) − u(z′)| 6 Du(a0)d(y′, z′) 6 CDu(a0)λ−n. On obtient
en intégrant sur z′ que |u(y′)| 6 C Du(a0)λ−n + 1

m[a]

∫
a
|u| dm. L’inégalité g(n)(y′) 6 D m[a]

m[Tna]

(lemme 1.1.7) donne la borne annoncée sur ‖Mau‖∞.
D’après le lemme 1.1.7, on a

|Mau(x)−Mau(y)| 6 |g(n)(x′)||u(x′)− u(y′)|+ |u(y′)||g(n)(y′)|
∣∣∣∣1− g(n)(x′)

g(n)(y′)

∣∣∣∣
6 D

m[a]

m[T na]
Du(a0)λ−nd(x, y) + |u(y′)|D m[a]

m[T na]
Cd(x, y),

ce qui donne la conclusion en utilisant la borne précédente sur |u(y′)|.
Corollaire 1.1.14. L’opérateur de transfert agit continûment sur L. En fait, il envoie Lα,1
dans Lα∗,∞. Finalement, on a une inégalité∥∥T̂ nu∥∥L 6 Cλ−n ‖u‖L + C ‖u‖1 . (1.12)
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Démonstration. Comme T a la propriété de grande image, les mesures m[T na] (pour a cy-
lindre de longueur n) sont uniformément minorées. En sommant les estimées données par le
lemme 1.1.13, on trouve ∥∥T̂ nu∥∥Lα∗,∞ 6 Cλ−n sup

a∈α
Du(a) + C ‖u‖1 .

Comme ‖v‖Lα,1 6 ‖v‖L 6 ‖v‖Lα∗,∞ pour toute fonction v, cela donne la conclusion.

On a même un résultat un peu plus précis :

Proposition 1.1.15. Soit u : X → C intégrable telle que
∑

a∈αm[a]Du(a) < ∞. Alors
T̂ u ∈ Lα∗,∞.

Démonstration. Il suffit de sommer les estimées données par le lemme 1.1.13 sur tous les
cylindres de longueur 1 : la condition

∑
m[a]Du(a) <∞ assure qu’on obtient une borne finie

pour
∥∥T̂ u∥∥Lα∗,∞ .

L’équation (1.12) est du même type que les équations (1.6) et (1.7). Pour en déduire des
résultats, il faut vérifier la compacité de l’injection de L dans L1, qui est donnée par le
lemme suivant (c’est une version du théorème classique d’Ascoli-Arzela) :

Proposition 1.1.16. Soit fp une suite bornée de L. Elle admet alors une sous-suite qui
converge dans L1(m) vers un élément de L.

Démonstration. Soit M une borne sur ‖fp‖L. Soit X
′ une partie de X de mesure pleine telle

que, pour tout n ∈ N, pour tous points x et y de X ′ dans un même élément de la partition
α, on ait |fp(x)− fp(y)| 6Md(x, y) et |fp(x)| 6M (par définition de L).
Pour tout cylindre a de mesure positive, considérons un point xa de ce cylindre, appartenant
à X ′. La suite fp(xa), étant bornée, admet une sous-suite convergente. Par procédé diagonal,
on peut supposer qu’on a convergence de toutes les suites fp(xa) pour tous les cylindres a de
mesure non nulle. Soient x ∈ X ′, et a = [a0, . . . , an] le cylindre de longueur n+1 le contenant.
Alors

|fp(x)− fq(x)| 6 |fp(x)− fp(xa)|+ |fp(xa)− fq(xa)|+ |fq(xa)− fq(x)|. (1.13)

Les premier et troisième termes sont majorés par Cλ−n, tandis que le second est arbitraire-
ment petit si p et q sont assez grands. Ainsi, (fp(x)) est une suite de Cauchy, qui converge
donc. Autrement dit, fp converge sur X ′ vers une fonction f . En passant à la limite simple
dans les inégalités |fp(x)− fp(y)| 6Md(x, y), on obtient que f est lipschitzienne. De plus, f
est bornée sur X ′ par M . Ainsi, f ∈ L.
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Montrons la convergence de fp vers f dans L1. Soient ε positif, et n tel que le diamètre de
tout cylindre de longueur n soit majoré par ε. Pour x ∈ a de longueur n, (1.13) donne (en
passant à la limite sur q)

|fp(x)− f(x)| 6 2M diam a+ |fp(xa)− f(xa)| 6 2Mε+ |fp(xa)− f(xa)|.

Soient a1, . . . , ak un nombre fini de cylindres de longueur n, remplissant au moins une mesure
1− ε. Pour p assez grand, on a |fp(xai)− f(xai)| 6 ε pour tout 1 6 i 6 k, et on obtient∫
|fp−f | 6

∑∫
ai

|fp−f |+2Mm
(
X\
⋃

ai

)
6
∑

(2M+1)εm[ai]+2Mε 6 (4M+1)ε.

On peut alors décrire précisément le comportement spectral de T̂ :

Proposition 1.1.17. On reprend les hypothèses et les notations du théorème 1.1.8.
L’opérateur de transfert T̂ agissant sur L a un trou spectral : il a un nombre fini de valeurs
propres de modules 1, et le reste de son spectre est inclus dans un disque de rayon < 1.
De plus, 1 est une valeur propre de T̂ , et une base du sous-espace propre correspondant est
donnée par les densités dµi

dm
des mesures de probabilité ergodiques absolument continues (qui

sont donc en particulier dans L, et même dans Lα∗,∞).
Enfin, les autres valeurs propres de module 1 de T̂ sont des racines de l’unité. Si u est une
fonction propre correspondante, alors |u| est une fonction propre pour la valeur propre 1 et,
sur chaque élément de partition a, il existe un complexe eiθ(a) de module 1 tel que u = eiθ(a)|u|.

Démonstration. Comme le plongement de L dans L1(m) est compact d’après la proposition
1.1.16, l’inégalité (1.12) et le théorème 1.1.11 impliquent que T̂ a un trou spectral. De plus,
la proposition 1.1.12 montre que les fonctions de L1 satisfaisant T̂ u = u sont en fait dans L.
Ceci s’applique en particulier aux densités fi = dµi

dm
. En fait, comme T̂ envoie L dans Lα∗,∞

(corollaire 1.1.14), ces fonctions propres sont même dans Lα∗,∞.
Montrons que ces densités forment une base du sous-espace propre associé à la valeur propre
1. Soit u une fonction propre, qu’on décompose comme u = u1 − u2 + iu3 − iu4 où les
fonctions us sont dans L et à valeurs dans R+. Pour tout s, en utilisant la décomposition
spectrale correspondant aux valeurs propres de module 1 et au reste du spectre, on obtient
la convergence de 1

n

∑n−1
0 T̂ k(us) vers une fonction vs, qui vérifie T̂ vs = vs. La mesure vs dm

est donc invariante, si bien que le théorème 1.1.8 assure qu’il existe des coefficients λis tels
que vs =

∑
λisfi. Ainsi, il existe des coefficients λi tels que v := v1 − v2 + iv3 − iv4 s’écrive∑

λifi. Mais v est la limite de 1
n

∑n−1
0 T̂ ku, par construction. Comme T̂ u = u, on obtient

v = u, ce qui conclut.
Soit maintenant u une fonction propre non nulle de T̂ pour une valeur propre λ de module
1 : on a presque partout

λu(x) =
∑

T (y)=x

g(y)u(y).
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Comme g > 0, on obtient
|u(x)| 6

∑
T (y)=x

g(y)|u(y)|,

i.e. |u| 6 T̂ |u|. Comme
∫
|u| =

∫
T̂ |u|, on obtient |u| = T̂ |u| presque partout, i.e. |u| est une

fonction propre pour la valeur propre 1.
Notons θ l’argument de u lorsque u 6= 0, et montrons que θ est presque partout constant sur les
éléments de la partition α. Tout d’abord, comme |u| est combinaison linéaire des fi, l’ensemble
{u 6= 0} est réunion d’éléments de la partition. Soit a ∈ α sur lequel u 6= 0. Le théorème de
récurrence de Poincaré et le théorème de convergence des martingales assurent l’existence de
x ∈ a dont une infinité d’itérés appartiennent à a et tel que, en notant [a0, . . . , an] le cylindre
de longueur n+ 1 contenant x, on ait pour tout ε > 0

m{y ∈ [a0, . . . , an] | |θ(y)− θ(x)| > ε}
m[a0, . . . , an]

→ 0.

Par distorsion bornée, on obtient pour n assez grand

m{y′ ∈ a | ∃y ∈ [a0, . . . , an], T n(y) = y′ et |θ(y)− θ(x)| > ε}
m[a]

6 ε.

Si y′ n’est pas dans cet ensemble Un, il admet un antécédent dans [a0, . . . , an] avec |θ(y) −
θ(x)| 6 ε. Mais λnu(y′) =

∑
Tn(z)=y′ g

(n)(z)u(z), et on a égalité dans l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, donc tous les points qui interviennent dans la somme ont même argument. En
particulier, λneiθ(y′) = eiθ(y). Comme |θ(y)− θ(x)| 6 ε, on en déduit que θ est constant à 2ε
près sur a\Un, qui occupe une proportion 1 − ε de a. En passant à la limite, θ est constant
presque partout sur a.
Montrons maintenant que λ est une racine de l’unité. Soit a ∈ α avec |u| > 0 sur a. Par
le théorème de récurrence de Poincaré, il existe un entier n avec T n(a) ⊃ a. Si x ∈ a, on a
λnu(x) =

∑
Tn(y)=x g

(n)(y)u(y), et tous les points du membre de droite de cette égalité ont
même argument. En prenant pour y un antécédent de x dans a, on obtient λneiθ(x) = eiθ(y).
Comme θ est constant sur a, cela montre que λn = 1.
Montrons finalement que 1 est effectivement une valeur propre de T̂ (i.e. qu’on n’a pas
raisonné sur du vide). Si T̂ admet une valeur propre de module 1, de fonction propre cor-
respondante u, alors |u| est une fonction propre pour la valeur propre 1, et on a terminé.
Sinon, par quasi-compacité, le spectre de T̂ est inclus dans un disque de rayon < 1, si bien
que T̂ nu tend exponentiellement vite vers 0 pour toute fonction u ∈ L. Cependant, comme∫
T̂ n1 =

∫
1 = 1, c’est absurde.

Cette description implique les corollaires suivants :
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Corollaire 1.1.18. Soient (X,T,m) une application Gibbs-Markov, et X1, . . . , XN les sup-
ports des mesures de probabilité invariantes µ1, . . . , µN , donnés par le théorème 1.1.8. Alors

N⋃
i=1

⋃
n>0

T−n(Xi) = X mod 0.

En particulier, toute mesure invariante absolument continue est combinaison linéaire des µi,
et est donc de masse finie.

Démonstration. Pour toute fonction u ∈ L, la proposition 1.1.17 implique que la suite
1
n

∑n−1
k=0 T̂

k(u) converge dans L, et donc dans L1. Par densité, on obtient la même convergence
pour toute fonction de L1.
Soit A = X\

⋃
i,n T

−n(Xi). Alors 1
n

∑n−1
k=0 T̂

k(1A) converge dans L1 vers une fonction u, qui
satisfait T̂ u = u. Ainsi, par la proposition 1.1.17, u est combinaison linéaire des densités
des mesures invariantes, si bien que u est supportée par

⋃
Xi. Mais, comme T (A) ⊂ A,

les fonctions T̂ k(1A) sont toutes supportées par A, donc u est supportée par A. Comme
A ∩

⋃
Xi = ∅, u = 0. Mais

∫
u = m(A), donc m(A) = 0.

Soit maintenant µ une mesure invariante absolument continue, mais pas nécessairement de
masse finie. Soit X ′i =

⋃
T−n(Xi). Alors T−1(X ′i) = X ′i, et la restriction de m à X ′i est

ergodique : si B ⊂ X ′i vérifie T−1(B) = B et m(B) > 0, alors m(B ∩ T−n(Xi)) > 0 pour un
certain n, puis m(B ∩Xi) > 0 par invariance. Comme µi est ergodique, on obtient Xi ⊂ B
mod 0, puis X ′i ⊂ B mod 0. Ainsi, µi est l’unique mesure invariante absolument continue sur
X ′i, par [Aar97, théorème 1.5.6]). En particulier, µ|X′i est proportionnelle à µi. En sommant
(et comme

⋃
X ′i = X mod 0), on obtient que µ est combinaison linéaire des µi.

Corollaire 1.1.19. Si (X,T,m) est une application Gibbs-Markov transitive, elle admet une
unique mesure de probabilité µ invariante ergodique absolument continue par rapport à m.
De plus, il existe un entier s > 1 et une décomposition µ = ν1 + . . .+ νs telle que T∗νi = νi+1

pour i < s, T∗νs = ν1, et T s est une application Gibbs-Markov mélangeante sur le support de
νi, pour 1 6 i 6 s.

En particulier, si tous les itérés de T sont Markov-transitifs, alors T est Markov-mélangeante.

Démonstration. Par le théorème de récurrence de Poincaré, T est transitive sur le support
de chaque mesure µi donnée par la proposition 1.1.17. Comme T est transitive, il existe donc
une seule mesure µi, qu’on note µ. Soient λ1, . . . , λk les autres valeurs propres de module 1 de
T̂ : ce sont des racines de l’unité, donc il existe N tel que λNi = 1 pour tout i. L’application
TN est donc Gibbs-Markov, et son opérateur de transfert a 1 pour unique valeur propre de
module 1. Ainsi, pour k > 1, toute fonction propre de T̂N

k
pour la valeur propre 1 est déjà

fonction propre de T̂N pour la même valeur propre.
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Soient ν1, . . . , νl les mesures ergodiques invariantes de TN , de densités respectives f1, . . . , fl.
La mesure T∗ν1 est encore invariante par TN et ergodique, c’est donc l’une des νk. On applique
T∗ à cette mesure, ce qui redonne une mesure νk′ . On continue à itérer ainsi, et on retombe
sur une mesure déjà vue, ce qui donne un cycle. Quitte à renuméroter les mesures, on peut
supposer que ce cycle est (ν1, . . . , νs). Alors la mesure ν1 + . . . + νs est invariante par T∗, et
c’est donc µ par unicité.
Comme T s∗ (νi) = νi pour tout i, T s est une application Gibbs-Markov sur le support Yi de νi,
on va montrer qu’elle est mélangeante. Soit a un élément de α avec νi(a) > 0, et montrons
que d := pgcd{n | a ⊂ T sn(a)} = 1. Sinon, définissons des ensembles Aj, pour 0 6 j 6 d− 1,
par

Aj =
⋃

T s(nd+j)(a).

Ces ensembles forment une partition de Yi. Soit ν ′i la restriction de νi à A0 : cette mesure
est invariante par T sd, et donc par TNsd. Mais toutes les mesures invariantes par TNsd sont
invariantes par TN , ce qui est absurde car le support de ν ′i est strictement inclus dans celui
de νi. Cela montre que d = 1.
On en déduit que, pour tout n assez grand, T sn(a) ⊃ a. La transitivité de T s sur le sup-
port de νi (due au théorème de récurrence de Poincaré) implique alors aisément que T s est
mélangeante sur ce support.

Corollaire 1.1.20. Si T est Markov-transitive, le projecteur spectral associé à la valeur
propre simple 1 de T̂ est donné par Pu(x) =

(∫
u dm

)
f(x), où f est la densité de l’unique

mesure de probabilité invariante µ.

Démonstration. La suite un = 1
n

∑n−1
0 T̂ ku converge vers Pu, qui est un multiple λf de f .

Mais
∫
un dm =

∫
u dm, donc en passant à la limite, et en utilisant

∫
f dm = 1, on obtient

λ =
∫
u dm.

Corollaire 1.1.21. Si T est une application Gibbs-Markov mélangeante, alors elle admet
une unique mesure de probabilité invariante absolument continue et ergodique µ, qui est mé-
langeante. De plus, les corrélations décroissent exponentiellement vite pour cette mesure : il
existe ρ < 1 et C > 0 tels que, pour toutes fonctions u ∈ L et v ∈ L∞,∣∣∣∣∫ u · v ◦ T n dµ−

∫
u dµ

∫
v dµ

∣∣∣∣ 6 C ‖u‖L ‖v‖∞ ρ
n.

Démonstration. Comme T est mélangeante, la décomposition de la mesure invariante µ don-
née par le corollaire 1.1.19 est nécessairement triviale. De plus, le même argument montre
que 1 est l’unique valeur propre de module 1 de T̂ , et qu’elle est simple. Soit f la fonction
propre correspondante (c’est en fait la densité de µ), normalisée pour que µ soit une mesure
de probabilité, et P le projecteur spectral associé à la valeur propre 1 de T̂ .
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Si u ∈ L, alors T̂ n(u) converge exponentiellement vite (à une vitesse ρn, avec ρ < 1) vers
P (u) =

(∫
u dm)f . En appliquant ce résultat à uf , on obtient

T̂ n(uf) =

(∫
uf dm

)
f +O(ρn) =

(∫
u dµ

)
f +O(ρn).

Finalement,∫
u · v ◦ T n dµ =

∫
uf · v ◦ T n dm =

∫
T̂ n(uf)v dm =

∫ (∫
u dµ

)
fv dm+O(ρn)

=

(∫
u dµ

)(∫
v dµ

)
+O(ρn).

Ces corollaires permettent de réduire l’étude des mesures invariantes des applications Gibbs-
Markov d’abord au cas Markov-transitif, puis au cas Markov-mélangeant, dans lequel on a
des propriétés de mélange très fortes, comme le montre le corollaire 1.1.21. Il serait également
intéressant de pouvoir se restreindre au cas où m est la mesure invariante, mais ce n’est pas
toujours possible (voir cependant la proposition 1.1.24) :

Remarque 1.1.22. Si T est une application Gibbs-Markov mélangeante pour une mesure
m, elle n’est plus nécessairement Gibbs-Markov pour la mesure invariante.

Exemple 1.1.23. On considère la marche aléatoire sur N∗, avec les probabilités de transition
P (n→ n+ 1) = 1

n2 et P (n→ 1) = 1− 1
n2 , et la distribution initiale P (X0 = n) = 6

π2
1
n2 .

Dynamiquement, cela correspond à considérer X = {(n0, n1, . . .) | ∀i, ni+1 = ni+1 ou ni+1 =
1}, muni de la mesure m définie sur les cylindres par

m[n0, n1, . . . , nk] = P (X0 = n0)P (n0 → n1) · · ·P (nk−1 → nk).

Comme m[n0, . . . , nk] =
∑

nm[n0, . . . , nk, n] par construction, le théorème de prolongement
de Kolmogorov assure que m définit bien une mesure sur X. On considère enfin pour T le
décalage à gauche. Le système (X,m, T ) est alors markovien pour la partition constituée des
[n], pour n ∈ N∗. La distorsion g est donnée par

g(n0, n1, . . .) = lim
k→∞

m[n0, . . . , nk]

m[n1, . . . , nk]
=
P (X0 = n0)P (n0 → n1)

P (X0 = n1)

=


(n0+1)2

n2
0

1
n2
0

si n1 = n0 + 1,

1
n2
0

(
1− 1

n2
0

)
si n1 = 1.

Ainsi, g(x)/g(y) = 1 si s(x, y) > 2, et g(x)/g(y) est borné si s(x, y) = 1. Cela montre que T
est Gibbs-Markov.
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On vérifie aisément que la mesure stationnaire pour la chaîne de Markov est donnée par

P (X = n) =
(
∑

1/(n!)2)
−1(

(n−1)!
)2 . Autrement dit, la mesure m′ définie par

m′[n0, . . . , nk] = P (X = n0)P (n0 → n1) · · ·P (nk−1 → nk)

est invariante par T , et absolument continue par rapport à m, de densité P (X=n0)
P (X0=n0)

, qui tend
vers 0 quand n0 →∞. La distorsion g′ de m′ est donnée par

g′(n0, n1, . . .) =

{
1 si n1 = n0 + 1,(
(n0 − 1)!

)2
(

1− 1
n2
0

)
si n1 = 1.

et n’est donc pas lipschitzienne. Ainsi, (X,T,m′) n’est pas Gibbs-Markov.

La mesure invariante se comporte mieux dans le cas où les éléments de la partition de Markov
n’ont qu’un nombre fini d’images possibles ([Aar97, lemme 4.4.1]) :

Proposition 1.1.24. Supposons que (X,T, α,m) est une application Gibbs-Markov mélan-
geante, et que Card(α∗) < ∞, où α∗ est la partition engendrée par les images des éléments
de α. Alors il existe une constante C > 0 telle que la densité f de la mesure de probabilité
invariante µ satisfasse presque partout 1

C
6 f(x) 6 C.

En particulier, (X,T, α, µ) est une application Gibbs-Markov mélangeante, qui préserve la
probabilité µ.

1.2 Cobords pour les applications Gibbs-Markov

Il sera plus tard important de savoir caractériser les fonctions qui sont des cobords, c’est-à-dire
qui s’écrivent presque partout sous la forme f = u−u ◦T pour une certaine fonction u. Sous
des hypothèses de régularité sur f , on va voir que u est nécessairement également régulière.
Ainsi, on pourra parfois montrer que l’égalité f = u − u ◦ T a en fait lieu partout, ce qui
permettra d’utiliser le comportement de f le long des orbites périodiques. En particulier, si
T n(x) = x, alors le fait que la somme de Birkhoff Snf(x) =

∑n−1
k=0 f(T kx) soit non nulle sera

une obstruction au fait que f = u− u ◦ T .
On aura dans la suite besoin de ce type de résultats pour des fonctions à valeurs dans R ou
dans S1. On énonce donc le théorème pour des fonctions à valeurs dans un groupe G abélien
localement compact polonais, muni d’une distance invariante pour l’addition et l’inversion,
qu’on notera |x− y|.

Théorème 1.2.1. Soit (X,T,m, α) une application Gibbs-Markov qui préserve une mesure
de probabilité m. Soient f : X → G satisfaisant

∑
a∈αm[a]Df(a) < +∞, et u : X → G une

fonction mesurable telle que f = u− u ◦ T presque partout.
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Alors supa∗∈α∗ Du(a∗) <∞, où α∗ est la partition engendrée par les images des éléments de
α.

La preuve montrera en fait qu’il existe une constante C qui ne dépend que de T telle que
supa∗∈α∗ Du(a∗) 6 C

∑
m(a)Df(a). En particulier, quand Df(a) = 0 pour tout a, i.e. f est

constante sur les éléments de la partition, on trouve que Du(a∗) = 0, i.e. u est constante sur
les éléments de α∗. Dans le cas G = S1, on retrouve [AD01b, théorème 3.1], avec une preuve
totalement différente.
Le théorème serait beaucoup plus facile à démontrer sous l’hypothèse plus forte

sup
a∈α

Df(a) <∞. (1.14)

Cependant, cette hypothèse est trop restrictive car elle n’est pas compatible avec le processus
d’induction qu’on décrira dans la partie 1.3. Elle ne permettrait en particulier pas d’obtenir
des extensions du théorème 1.2.1 à des cas où la dilatation est non uniforme, comme le
théorème 1.3.16.

1.2.1 Preuve du théorème 1.2.1

D’après le théorème 1.1.8, l’espace X se décompose en un nombre fini de sous-systèmes sur
lesquels T est Gibbs-Markov transitive. Il suffit de prouver le théorème sur chacun de ces
sous-systèmes, et on peut donc supposer sans perte de généralité que T est transitive.
L’étape la plus importante de la preuve est le lemme suivant :

Lemme 1.2.2. Il existe α1 ∈ α tel que Du(α1) <∞.

Démonstration. Soit λ > 1 le coefficient de dilatation de f . Ainsi, pour presque tous x, y
dans le même élément de la partition α, on a d(Tx, Ty) > λd(x, y).
Soit Φ la fonction définie par Φ(x) = Df(a) lorsque x ∈ a : par hypothèse, cette fonction
est intégrable. En particulier, sur un ensemble X1 de mesure pleine, la somme de Birkhoff
SnΦ(x) est un O(n).
Il existe également X2 de mesure pleine tel que tous les itérés d’un point x ∈ X2 vérifient :
pour presque tout y dans le même élément de partition a que T nx, |f(y) − f(T nx)| 6
Df(a)d(y, T nx).
Enfin, le théorème de convergence des martingales assure que presque tout point est un point
de continuité mesurable de u : il existe X3 de mesure pleine tel que, si x ∈ X3 et a0, a1, . . .
désigne la suite des éléments de α qui contiennent x, T (x), . . ., alors pour tout ε > 0

m{y ∈ [a0, . . . , an−1] | |u(y)− u(x)| > ε}
m[a0, . . . , an−1]

→ 0.
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Comme T est Gibbs-Markov, la distorsion de tous ses itérés est bornée d’après le lemme
1.1.7. Il existe donc une constante B telle que, pour tout ensemble mesurable Z et pour tout
cylindre de longueur k,

m([a0, . . . , ak−1] ∩ T−kZ)

m[a0, . . . , ak−1]
6 B

m(T (ak−1) ∩ Z)

m(Tak−1)
.

Comme T a la propriété de grande image, on en déduit l’existence d’une constante B′ telle
que

m([a0, . . . , ak−1] ∩ T−kZ)

m[a0, . . . , ak−1]
6 B′m(Z). (1.15)

Soient K un nombre assez grand pour que

K log λ > 3, (1.16)

puis α1, . . . , αN un nombre fini d’éléments de la partition α dont le complémentaire est de
mesure ε0 assez petite pour que K log(1−B′ε0) > −1/2. Notons

Zn = {x | ∀n3 6 k < n3 + bK log nc, T k(x) ∈ α1 ∪ . . . ∪ αN}.

Soit enfin X4 l’ensemble des points qui sont dans une infinité de Zn.

Lemme 1.2.3. L’ensemble X4 est de mesure non nulle.

Démonstration. On notera A = α1 ∪ . . . ∪ αN .
Minorons tout d’abord m(Zn). Pour tout cylindre [a0, . . . , ak−1], on applique (1.15) au com-
plémentaire de A, de mesure ε0, et on obtient

m([a0, . . . , ak−1] ∩ T−kA) > (1−B′ε0)m[a0, . . . , ak−1].

En additionnant ces inégalités pour ak−1 parcourant α1, . . . , αN , on obtient

m([a0, . . . , ak−2] ∩ T−k+1A ∩ T−kA) > (1−B′ε0)m([a0, . . . , ak−2] ∩ T−k+1A).

Cette dernière expression majore (1 − B′ε0)2m[a0, . . . , ak−2], encore d’après (1.15). On dé-
montre ainsi par récurrence que

m
(
[a0, . . . , al] ∩ T−l−1A ∩ · · · ∩ T−kA

)
> (1−B′ε0)k−lm[a0, . . . , al].

En particulier, pour l = −1 et k = bK log nc−1, on trouve en utilisant l’invariance de m que

m(Zn) > (1−B′ε0)K logn = nK log(1−B′ε0) >
1√
n

grâce au choix de ε0.
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Ainsi,
∑
m(Zn) =∞. On va appliquer une version du lemme de Borel-Cantelli pour conclure.

Comme les ensembles Zn ne sont pas indépendants, on va utiliser la version suivante de ce
lemme, due à Lamperti ([Spi64, proposition 6.26.3]) :
Si
∑
m(Zn) =∞ et

lim inf
n→∞

∑n
j,k=1 m(Zj ∩ Zk)

(
∑n

k=1 m(Zk))
2 <∞

alors l’ensemble des points appartenant à une infinité d’ensembles Zn est de mesure non
nulle.
Il faut donc estimer m(Zj ∩ Zk). On va utiliser l’opérateur de transfert T̂ , qui agit sur L
l’espace des fonctions lipschitziennes sur chaque élément de la partition, par le corollaire
1.1.14.
Soient χ la fonction caractéristique de A, et γn =

∏
06k<bK lognc χ ◦ T k : ainsi, m(Zn) =∫

γn ◦T n
3

=
∫
γn, et m(Zn∩Zp) =

∫
γn ◦T n

3 · γp ◦T p
3 . La fonction χ est dans L. Ainsi, pour

k > j

m(Zj ∩ Zk) =

∫
γj ◦ T j

3 · γk ◦ T k
3

=

∫
T̂ k

3−j3(γj) · γk 6
∥∥∥T̂ k3−j3(γj)∥∥∥

L
m(Zk). (1.17)

Comme T̂ agit continûment sur L, la fonction

δj = T̂ bK log jc(γj) = T̂ (χT̂ (χ · · · T̂ (χ)) · · · ))

vérifie ‖δj‖L 6 CK log j. L’inégalité (1.12), appliquée à k3 − j3 − bK log jc et δj, donne∥∥∥T̂ k3−j3γj∥∥∥ 6 C
(
λ−(k3−j3−K log j) ‖δj‖L + ‖δj‖1

)
6 C

(
λ−(k3−j3−K log j)CK log j +m(Zj)

)
(1.18)

puisque ‖δj‖1 =
∫
δj =

∫
γj, toutes ces fonctions étant positives. Ainsi, (1.17) et (1.18)

donnent
|m(Zj ∩ Zk)| 6 Cλ−(k3−j3)(Cλ)K log j + Cm(Zj)m(Zk).

Finalement,∑
j<k6n

m(Zj ∩ Zk) 6 C
∑
j<k

m(Zj)m(Zk) + C

∞∑
j=1

λj
3

(Cλ)K log j

∞∑
k=j+1

λ−k
3

6 C

(∑
k6n

m(Zk)

)2

+ C
∞∑
j=1

λj
3

(Cλ)K log j

∞∑
l=(j+1)3

λ−l.

La dernière somme est majorée par

C
∞∑
j=1

λj
3

(Cλ)K log j λ
−(j+1)3

1− λ−1
<∞,
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ce qui montre qu’on peut appliquer le lemme de Borel-Cantelli énoncé ci-dessus. Cela conclut
la preuve du lemme.

On fixe maintenant x0 ∈ X1 ∩X2 ∩X3 ∩X4, ce qui est possible puisque cet ensemble est de
mesure non nulle. Soient mk → ∞ telle que x ∈ Zmk , et nk = m3

k + bK logmkc − 1. Alors
T nk(x0) est dans un ensemble parmi α1, . . . , αN . En particulier, un de ces ensembles est utilisé
une infinité de fois. Quitte à prendre une sous-suite de mk, on peut supposer que T nk(x0) est
toujours dans le même ensemble αi, mettons α1. On va montrer que u est lipschitzienne sur
α1. On notera a0, a1, . . . la suite des éléments de α qui contiennent les itérés successifs de x0.
Soit ε > 0. Comme x0 ∈ X3,

m{y ∈ [a0, . . . , ank−1] | |u(y)− u(x0)| > ε}
m[a0, . . . , ank−1]

→ 0.

Quitte à prendre encore une sous-suite de mk, on peut même supposer que∑ m{y ∈ [a0, . . . , ank−1] | |u(y)− u(x0)| > ε}
m[a0, . . . , ank−1]

<∞.

Pour tout k ∈ N, le contrôle de la distorsion implique que

m{y ∈ X | ∃y′ ∈ [a0, . . . , ank−1], T nky′ = y, |u(y′)− u(x0)| > ε}
m[Tank−1]

� m{y′ ∈ [a0, . . . , ank−1] | |u(y′)− u(x0)| > ε}
m[a0, . . . , ank−1]

.

Ainsi,
∑

km{y ∈ X | ∃y′ ∈ [a0, . . . , ank−1], T nky′ = y, |u(y′)−u(x0)| > ε} < +∞. Ainsi, Uε :=
{y ∈ X | ∃κ,∀k > κ, si y′ ∈ [a0, . . . , ank−1] est tel que T nky′ = y, alors |u(y′) − u(x0)| 6 ε}
est de mesure pleine.
Soient y1, y2 dans Uε ∩ α1. Si k est assez grand, les préimages y′1 et y′2 de y1 et y2 dans
[a0, . . . , ank−1] satisfont |u(y′i)− u(x0)| 6 ε, si bien que |u(y′1)− u(y′2)| 6 2ε. Alors

|u(y1)− u(y2)| = |u ◦ T nk(y′1)− u ◦ T nk(y′2)|

6
nk−1∑
i=0

|f ◦ T i(y′1)− f ◦ T i(y′2)|+ |u(y′1)− u(y′2)|.
(1.19)

Rappelons que nk = m3
k + bK logmkc − 1, et que Φ est définie par Φ(x) = Df(a) lorsque

x ∈ a. Alors
m3
k−1∑
i=0

|f ◦ T i(y′1)− f ◦ T i(y′2)| 6
m3
k−1∑
i=0

Φ(T i(x0))d(T iy′1, T
iy′2)

6

m3
k−1∑
i=0

Φ(T i(x0))λi−nkd(T nky′1, T
nky′2)

6 λ−K logmk+2Sm3
k
Φ(x0)d(y1, y2).

(1.20)
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Mais x0 ∈ X1, si bien qu’il existe C tel que SnΦ(x0) 6 Cn pour tout n. Comme −K log λ <
−3 par (1.16), on obtient que (1.20) tend vers 0.
Finalement, soit D = supDf(αj) pour 1 6 j 6 N . Par définition de la suite mk, on a
T i(x0) ∈

⋃N
j=1 αj pour tout m

3
k 6 i < nk, si bien que

nk−1∑
i=m3

k

|f ◦ T i(y′1)− f ◦ T i(y′2)| 6
nk−1∑
i=m3

k

Dd(T iy′1, T
iy′2) 6 D

nk−1∑
i=m3

k

λi−nkd(y1, y2)

6
D

λ− 1
d(y1, y2).

Ainsi, l’équation (1.19) donne

|u(y1)− u(y2)| 6 o(1) +
D

λ− 1
d(y1, y2) + 2ε.

Finalement, sur α1 ∩
⋂
Uε, de mesure pleine dans α1, on a |u(y1)− u(y2)| 6 D

λ−1
d(y1, y2).

Lemme 1.2.4. On a
∑

a∈αm[a]Du(a) <∞.

Démonstration. Soit a ∈ α, montrons que Du(a) < ∞. Comme T est transitive, il existe n
tel que a ⊂ T n(α1), et soit alors [a0, . . . , an−1] un cylindre inclus dans α1 (avec a0 = α1) avec
a ⊂ T (an−1). Pour y1, y2 ∈ a, soient y′1 et y′2 leurs antécédents par T n dans [a0, . . . , an−1].
Alors

|u(y1)− u(y2)| 6
n−1∑
i=0

|f(T iy′1)− f(T iy′2)|+ |u(y′1)− u(y′2)|

6
n−1∑
i=0

Df(ai)λ
i−nd(y1, y2) + λ−nDu(α1)d(y1, y2),

(1.21)

ce qui prouve que Du(a) <∞.
Soit maintenant β une partie finie non vide de α. Soit a ∈ α\β, montrons que

m(a) =
∑

a0∈β,a1,...,an−1∈α\β

m[a0, a1, . . . , an−1, a]. (1.22)

Soit Y =
⋃
b∈β b. On notera A0 = a, puis An+1 = T−1(An)\Y et Bn+1 = T−1(An)∩ Y . Ainsi,

on a
An =

⋃
a0,...,an−1∈α\β

[a0, . . . , an−1, a] et Bn =
⋃

a0∈β,a1,...,an−1∈α\β

[a0, . . . , an−1, a].

On veut donc montrer que m(a) =
∑

nm(Bn). On a T−1(An) = An+1 ∪Bn+1, donc m(An) =
m(An+1) +m(Bn+1). Par récurrence, on obtient m(a) = m(B1) + . . .+m(Bn) +m(An). Pour
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conclure, il faut donc voir que m(An) → 0. Mais An ⊂ Cn = {x | ∀0 6 k 6 n, T k(x) 6∈ Y }.
On va montrer que m(Cn)→ 0. Il suffit pour cela de voir que C =

⋂
Cn est de mesure nulle.

On a C ⊂ T−1(C), donc par invariance de la mesure C = T−1(C) mod 0, donc m(C) = 0
ou 1 par ergodicité (car T est transitive). Mais C ne rencontre pas Y , de mesure positive,
donc m(C) = 0. Cela démontre (1.22).
Si [a0, . . . , an−1, a] est un cylindre de mesure positive, on a d’après (1.21)

Du(a) 6
n−1∑
i=0

λi−nDf(ai) + λ−nDu(a0).

Ainsi, (1.22) implique que

m(a)Du(a) 6
∑

a0∈β,a1,...,an−1∈α\β

m[a0, . . . , an−1, a]

(
n−1∑
i=0

λi−nDf(ai)

)
+m(a) sup

b∈β
Du(b).

Comme
∑
m(a) supb∈βDu(b) <∞, on va montrer que

∑
m(a)Du(a) <∞ en vérifiant que

∞∑
n=1

∑
a0∈β,a1,...,an−1∈α\β

m[a0, . . . , an−1]

(
n−1∑
i=0

λi−nDf(ai)

)
(1.23)

est fini. Dans cette expression, pour a ∈ α\β, le facteur d’un terme λ−kDf(a) est∑
a0∈β,a1,...,an−1∈α\β
an+1,...,an+k−1∈α\β

m[a0, . . . , an−1, a, an+1, . . . , an+k−1] 6
∑

a0∈β,a1,...,an−1∈α\β

m[a0, . . . , an−1, a].

Mais, d’après (1.22), ce dernier terme est égal à m(a). On vérifie de même que, dans (1.23),
le facteur d’un terme λ−kDf(a) avec a ∈ β est majoré par m(a). Ainsi,

(1.23) 6
∑
a∈α

∞∑
k=1

m(a)λ−kDf(a),

qui est fini puisque
∑
m(a)Df(a) <∞ par hypothèse.

Démonstration du théorème 1.2.1. Pour presque tout x, la conservation de la mesure im-
plique que

∑
Ty=x g(y) = 1. Notons x0, x1, . . . les antécédents de x, qui sont dans des élé-

ments a0, a1, . . . de la partition α. Par distorsion bornée, on a g(xn) 6 B m(an)
m(Tan)

pour une
certaine constante B. Comme T a la propriété de grande image, m(Tan) est uniformément
minoré, si bien qu’il existe B′ > 0 tel que g(xn) 6 B′m(an). Comme

∑
g(xn) = 1, on obtient

B′
∑
m(an) > 1.
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Soit a∗ un élément de α∗, majorons Du(a∗). Soient x, y ∈ a∗. Leurs antécédents par T , qu’on
notera x0, x1, . . . et y0, y1, . . ., sont dans les mêmes éléments a0, a1, . . . de α, par définition de
α∗. Comme f = u− u ◦ T , on a pour tout n

|u(x)− u(y)| 6 |f(xn)− f(yn)|+ |u(xn)− u(yn)| 6 (Df(an) +Du(an))d(xn, yn)

6 (Df(an) +Du(an))λ−1d(x, y).

Ainsi,

|u(x)− u(y)| 6 B′
∑

m(an)|u(x)− u(y)| 6 B′
∑

m(an)(Df(an) +Du(an))λ−1d(x, y).

Finalement, Du(a∗) 6 B′

λ

∑
am(a)(Df(a) +Du(a)), qui est fini par le lemme 1.2.4.

1.2.2 Le cas intégrable

Le critère suivant peut également être utile pour assurer qu’une fonction n’est pas un cobord :
il affirme qu’un cobord intégrable est nécessairement borné (sous des hypothèses de régularité
suffisantes).

Proposition 1.2.5. Sous les hypothèses du théorème 1.2.1, supposons que f est intégrable.
Alors u est essentiellement bornée.

Démonstration. Montrons tout d’abord que u est intégrable. Soient a1, . . . , aN des éléments
de α dont la mesure dépasse 1− η, si bien que l’image de tout élément de α contient l’un des
ai. Comme u est lipschitzienne sur les ai, elle y est en particulier bornée par une constante
C.
Soit x ∈ a ∈ α. Il existe y ∈ a dont l’image est dans l’un des ai. Alors u(y) = f(y) + u(Ty)
donc |u(y)| 6 |f(y)|+ C, puis

|u(x)| 6 Du(a) + |u(y)| 6 Du(a) + C + |f(y)| 6 Du(a) + C +Df(a) + |f(x)|.

Le membre de droite est intégrable, d’après le lemme 1.2.4, donc u est également intégrable.
Montrons que u est en fait bornée. Soit x ∈ X, dont les antécédents x0, x1, . . . sont dans des
éléments a0, a1, . . . de α, avec B′

∑
m(an) > 1 d’après la preuve du théorème 1.2.1. Alors,

pour tout n, u(x) = u(xn)− f(xn). De plus, pour y ∈ an, |u(y)− u(xn)| 6 Du(an), donc en
intégrant |u(xn)| 6 Du(an) + 1

m(an)

∫
an
|u|. La fonction f satisfait la même équation. Ainsi,

|u(x)| 6 B′
∑

m(an)|u(x)| 6 B′
∑

m(an)(|u(xn)|+ |f(xn)|)

6 B′
(∑

m(an)(Du(an) +Df(an)) +

∫
an

(|u|+ |f |)
)
.

Ce dernier terme est majoré par B′
∑
m(a)(Du(a)+Df(a))+B′

∫
X

(|u|+|f |), qui est fini.
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Remarque (post-soutenance) : l’hypothèse d’intégrabilité de f est en fait inutile, la fonction u
est toujours essentiellement bornée. En effet, d’après [Sar03], une application Gibbs-Markov
préservant une mesure de probabilité a automatiquement la big preimage property : il existe
un nombre fini d’éléments de partition a1, . . . , an tels que, pour tout a ∈ α, il existe i avec
a ⊂ T (ai) (modulo 0). Si f = u− u ◦ T , les fonctions f et u sont hölderiennes, donc bornées,
sur chacun des ai, et cela implique que u est bornée sur tout l’espace.
Pour démontrer le résultat de Sarig, on note que la distorsion bornée implique l’existence
d’une constante C > 0 telle que, pour tout cylindre [b, a] non vide,

C−1m[b]m[a] 6 m[b, a] 6 Cm[b]m[a].

Soit a ∈ α, notons b1, . . . les éléments de α tels que a ⊂ T (bj). Alors T−1[a] =
⋃

[bj, a], puis

m[a] = m(T−1[a]) =
∑

m[bj, a] 6 C
∑

m[bj]m[a].

On obtient donc
∑
m[bj] > C−1. Pour conclure, il suffit donc de prendre des éléments

a1, . . . , an de α tels que
∑
m[aj] > 1 − C−1. En effet, l’un des bj sera alors nécessairement

égal à l’un des ai (sans quoi on aurait m(X) > 1− C−1 + C−1 = 1, ce qui est absurde).

1.3 Applications induites et constructions de tours

Dans la suite, on va s’intéresser à des applications qui ne seront pas Gibbs-Markov, à cause
de singularités en lesquelles on n’aura pas de dilatation uniforme. Pour pouvoir malgré tout
utiliser les outils disponibles pour les applications Gibbs-Markov, l’idée (classique) sera de
travailler sur une partie de l’espace qui ne verra pas les singularités, et d’utiliser les premiers
retours des points dans cette partie : c’est le processus d’induction.

1.3.1 Induction

Les preuves des résultats de cette partie se trouvent dans [Aar97, partie 1.5].

Définition 1.3.1. Soient T : X → X une application conservative sur un espace X muni
d’une mesure m, et Y une partie de X de mesure non nulle. Pour y ∈ Y , soit ϕY (y) =
inf{n > 1 | T n(y) ∈ Y } le temps de retour de y dans Y . On définit une application TY sur
l’ensemble {y ∈ Y | ϕY (y) <∞} par

TY (y) = TϕY (y)(y). (1.24)

C’est l’application induite par T sur Y .
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L’hypothèse de conservativité ([Aar97, partie 1.1]) assure que presque tout point de Y revient
une infinité de fois dans Y , ce qui va permettre d’itérer TY . Elle est satisfaite en particulier
dès que T préserve la mesure m et que celle-ci est de masse finie.
On a une correspondance entre les mesures invariantes pour T et pour TY :

Proposition 1.3.2. Si T préserve une mesure de probabilité m, alors TY préserve la restric-
tion mY de cette mesure à Y , et m =

∑∞
n=0 T

n
∗ (mY |{ϕY > n}).

Réciproquement, si TY préserve une mesure de probabilité mY , alors T préserve la mesure

m =
∞∑
n=0

T n∗ (mY |{ϕY > n}).

Il faut noter que la mesurem donnée par cette dernière formule n’est pas toujours une mesure
de masse finie : il est donc important d’étudier la proportion des points qui mettent longtemps
à revenir, i.e. la taille des queues mY {ϕY > n}.
On a un lien entre l’ergodicité de T et de TY :

Proposition 1.3.3. Supposons que m est une mesure de probabilité invariante et ergodique
pour T . Alors m|Y est ergodique pour TY .
Réciproquement, si mY est invariante et ergodique pour TY , soit m =

∑∞
n=0 T

n
∗ (m|{ϕY >n}).

Alors m est ergodique pour T .

De plus, on peut estimer le nombre moyen d’itérés nécessaires pour revenir à Y : si T préserve
une mesure de probabilité ergodique m, alors un point passe en moyenne une proportion du
temps 1/m(Y ) dans Y , par le théorème de Birkhoff, donc le temps de retour doit en moyenne
être égal à 1/m(Y ). On a effectivement la proposition suivante (formule de Kac) :

Proposition 1.3.4. Si T préserve une mesure de probabilité m, et Y est une partie de X de
mesure non nulle, alors ∫

Y

ϕY dm = 1.

1.3.2 Le processus inverse : construction de tours

On va décrire le processus inverse de celui du paragraphe précédent, qui va consister à partir
d’une transformation S sur un espace Y et d’une fonction à valeurs entières qui représentera
le temps de retour, et à construire une extension (dont l’application induite sur Y sera
exactement S).
Plus précisément, soient S une transformation d’un espace probabilisé (Y, µ) et ϕ : Y → N∗
une fonction mesurable. On définit un espaceX = {(y, i) | y ∈ Y, i < ϕ(y)}, et une application
T sur X par T (y, i) = (y, i + 1) si i < ϕ(y) − 1, et T (y, ϕ(y) − 1) = (S(y), 0). On définit
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également une mesure m sur X, en partant de µ dans la base et en la poussant vers le haut,
i.e. m|Y × {i} = µ.
Dans X, on identifiera Y × {0} avec Y . La proposition qui suit est alors une conséquence
directe des définitions.

Proposition 1.3.5. L’application TY induite par T sur Y est S.

Un intérêt de l’application T ainsi définie est que deux points distincts de la base Y gardent
des images distinctes avant le premier retour à la base.
Supposons maintenant que l’on parte d’une application T conservative sur un espace pro-
babilisé (X,m). Soit Y ⊂ X une partie de mesure non nulle. Soit Y1, Y2, . . . une partition
finie ou dénombrable de Y (à un ensemble de mesure nulle près) et ϕ : Y → N∗ une fonc-
tion constante sur chacun des ensembles Yn, telle que Tϕ(Yn)(Yn) ⊂ Y . On peut alors faire
la même construction que ci-dessus, avec l’application S = Tϕ, le temps de retour ϕ, et la
mesure µ = m|Y . On obtient ainsi un espace X ′, une application T ′ : X ′ → X ′ et une mesure
m′ sur X ′.
Par exemple, on peut prendre pour ϕ le temps de premier retour à Y . Même en ce cas,
l’application T ′ n’est pas toujours conjuguée à T : il se peut que deux points différents de Y
soient envoyés par un itéré de T sur le même point de X avant le premier retour à Y , tandis
que ce ne sera pas le cas pour T ′ : par construction, deux points distincts de Y ont des itérés
par T ′ qui restent distincts avant le premier retour à Y . Ainsi, (X ′, T ′) peut être vu comme
une extension de (X,T ), qui sépare les orbites avant le premier retour à Y .
Pour préciser ceci, on introduit une application π : X ′ → X en posant π(y, i) = T i(y).

Proposition 1.3.6. On a un diagramme commutatif

X ′

π
��

T ′ // X ′

π
��

X
T // X

Démonstration. Soit (y, i) ∈ X ′. Si i < ϕ(y) − 1, alors T ′(y, i) = (y, i + 1), si bien que
π ◦ T ′(y, i) = π(y, i+ 1) = T i+1(y) = T ◦ π(y, i). Supposons maintenant que i = ϕ(y)− 1, si
bien que T ′(y, i) = (Tϕ(y)(y), 0). Ainsi,

π ◦ T ′(y, ϕ(y)− 1) = Tϕ(y)(y) = T (Tϕ(y)−1(y)) = T ◦ π(y, ϕ(y)− 1).

Ce diagramme implique en particulier que, si T ′ préserve une mesure ν ′, alors T préserve la
mesure ν = π∗(ν

′). On a une réciproque partielle dans le cas où ϕ est le temps de premier
retour.

Proposition 1.3.7. Supposons que T préserve la mesure de probabilité ergodique m, et que
ϕ est le temps de premier retour à Y . Alors π∗(m′) = m, et T ′ préserve la mesure m′.
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Démonstration. Si T préserve m, alors Tϕ = TY préserve la mesure µ = mY , d’après la
première implication de la proposition 1.3.2. Mais T ′Y = TY , donc T ′Y préserve µ. Ainsi, T ′
préserve la mesure

∑∞
0 (T ′)n∗ (µ|{ϕ > n}), c’est-à-dire m′.

Montrons maintenant que π∗(m′) = m. Soit K ⊂ X, et montrons que m′(π−1K) = m(K).
Soient A0 = K\Y et B0 = K ∩ Y . On définit par récurrence Ak = T−1(Ak−1)\Y et Bk =
T−1(Ak−1)∩Y : les points de Ak n’ont pas encore été traités au temps k, alors que les points
de Bk sont traités exactement au temps k. On a alors π−1(K) = {(x, i) | i ∈ N, x ∈ Bi}.
Ainsi, m′(π−1K) =

∑
m(Bk).

Comme m(K) = m(A0) + m(B0) et, par construction, m(Ak−1) = m(T−1Ak−1) = m(Ak) +
m(Bk), on obtient pour tout n que m(K) = m(B0) + . . . + m(Bn) + m(An). Pour conclure,
il suffit de montrer que m(An)→ 0 quand n→∞.
Soit Cn = {x | ∀i 6 n, T ix 6∈ Y }. Alors An ⊂ Cn. De plus, Cn décroît. Soit C =

⋂
Cn. Il

suffit de montrer que m(C) = 0, car cela impliquera que m(Cn)→ 0. Comme C ⊂ T−1C et
T préserve la mesure, on a C = T−1C mod 0. Par ergodicité de T , m(C) = 0 ou 1. Mais
C ∩ Y = ∅ et m(Y ) > 0, donc m(C) = 0.

Ceci implique que, si on part d’une application ergodique T qui préserve une mesure m mais
qui peut avoir un comportement mal contrôlé entre deux retours successifs à une partie Y de
X, alors on peut la comprendre en étudiant une application plus simple qui aura les mêmes
propriétés ergodiques que T mais sera en plus gentille entre deux retours à Y . Par exemple,
si on s’intéresse à des théorèmes limites pour une fonction f : X → R sous l’itération de T ,
il suffira de démontrer les mêmes théorèmes pour f ′ = f ◦ π : X ′ → R sous l’action de T ′, ce
qui se révélera plus facile.

1.3.3 Applications induisant des applications Gibbs-Markov

On va appliquer les techniques qui précèdent à des applications qui induisent des applications
Gibbs-Markov sur une partie de l’espace.
Soient (X,T,m, α, d) une application markovienne, et Y une réunion d’éléments de α. Mon-
trons que l’application induite TY est automatiquement markovienne. Soit γ ⊂ α tel que
Y =

⋃
a∈γ a. Pour a ∈ γ et ξ1, . . . , ξn−1 ∈ α\γ, notons

[a, ξ1, . . . , ξn−1, Y ] = {y ∈ a | ∀1 6 i 6 n− 1, T i(y) ∈ ξi, et T ny ∈ Y }.

C’est une réunion de cylindres de T . Notons

δ = {[a, ξ1, . . . , ξn−1, Y ] | a ∈ γ, ξ1, . . . , ξn−1 ∈ α\γ,m[a, ξ1, . . . , ξn−1, Y ] > 0}.

C’est une partition (modulo un ensemble de mesure nulle) de l’ensemble des points de Y
qui reviennent dans Y . En particulier, lorsque T est conservative, cet ensemble est de mesure
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pleine. L’application TY est alors une application de Y dans lui-même définie presque partout,
markovienne pour la partition δ.
On notera les cylindres de la partition δ par [d0, . . . , dn−1]Y , avec d0, . . . , dn−1 ∈ δ. Si d =
[a, ξ1, . . . , ξn−1, Y ] ∈ δ, son image par TY est TY (d) = T (ξn−1) ∩ Y , et est donc α-mesurable.
En particulier, si γ est fini, alors TY a automatiquement la propriété de grande image.

Définition 1.3.8. Soit (X,T,m, α, d) une application markovienne conservative. On dit
qu’elle est localement Gibbs-Markov si elle satisfait les deux conditions suivantes :
– Il existe une partie Y de X, réunion d’éléments de α, avec

⋃
T−n(Y ) = X mod 0, telle

que TY soit Gibbs-Markov pour la partition δ correspondante sur Y .
– Il existe C > 0 vérifiant la condition qui suit. Soient x, y ∈ X, notons x0 = x, x1 =
T (x), . . . , xn = T n(x) ∈ Y et y0 = y, y1 = T (y), . . . , ym = Tm(y) ∈ Y les premiers itérés
de ces points, jusqu’à la première entrée dans Y . On suppose que m = n, et que pour
0 6 i < n, xi et yi sont dans le même élément de α. Alors, pour presque tous x, y vérifiant
cette propriété, d(x, y) 6 Cd(xn, yn).

La deuxième condition affirme que la distance ne se comporte pas trop mal vis-à-vis de
l’induction, et permet d’assurer que des fonctions lipschitziennes sur tout l’espace induisent
des fonctions assez régulières sur Y .

Remarque 1.3.9. Quand l’espace X n’est pas muni d’une distance au départ, ou quand
cette distance ne vérifie pas la deuxième condition, on peut définir une distance d sur X de
la façon suivante : soient s(x, y) le temps de séparation de x, y ∈ Y sous l’action de TY , et
τ < 1. On pose alors, pour x, y ∈ X, d(x, y) = 1 si x et y ne restent pas dans le même
élément de la partition α avant leur première entrée dans Y , et dτ (x, y) = τ s(xn,yn) sinon, où
xn et yn sont les premières entrées de x et y dans Y . Cette distance est une extension à X de
la distance définie en (1.1). Si TY est Gibbs-Markov pour une certaine distance, alors T est
localement Gibbs-Markov pour la distance dτ si τ est assez proche de 1, d’après la remarque
1.1.5.

On peut aisément relier les propriétés de transitivité de T et TY (mais il n’y a pas d’analogue
pour les propriétés de mélange) :

Lemme 1.3.10. Si T est Markov-transitive, alors TY est Markov-transitive.

On peut alors déduire des résultats sur les mesures invariantes des applications localement
Gibbs-Markov, en utilisant les résultats correspondants pour les applications Gibbs-Markov.

Proposition 1.3.11. Soit (X,T,m) une application localement Gibbs-Markov. Il existe alors
un nombre fini non nul de mesures m1, . . . ,mN invariantes, absolument continues par rapport
à m, ergodiques. Elles satisfont mi(Y ) < ∞. Il existe également des ensembles X1, . . . , XN

tels que mi est équivalente à m sur Xi, avec X =
⋃N
i=1

⋃
n>0 T

−n(Xi). De plus, toute mesure
µ invariante absolument continue est combinaison linéaire des mi.
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Enfin, si T est Markov-transitive, alors N = 1, i.e. il existe une unique mesure invariante
absolument continue µ, et cette mesure est ergodique et satisfait µ(Y ) <∞.

Démonstration. Si T est localement Gibbs-Markov pour une partie Y de X, alors TY préserve
un nombre fini non nul de mesures de probabilité µ1, . . . , µN invariantes absolument continues
par rapport à m, par la proposition 1.1.17 et le théorème 1.1.8. De plus, si T est transitive,
alors TY est transitive par le lemme 1.3.10, donc N = 1 par le théorème 1.1.8.
Soient m1, . . . ,mN obtenues à partir de µ1, . . . , µN par le processus d’induction décrit dans
la proposition 1.3.2. Comme les µi sont ergodiques, les mesures mi sont également ergodiques
d’après la proposition 1.3.3.
Soit Yi tel que µi est équivalente à m sur Yi. Alors mi est équivalente à m sur Xi =

⋃
T n(Yi).

D’après le corollaire 1.1.18,
⋃N
i=1

⋃
n>0 T

−n
Y (Yi) = Y mod 0. Comme

⋃
T−n(Y ) = X, on en

déduit que
⋃N
i=1

⋃
n>0 T

−n(Xi) = X mod 0.
Soit finalement µ une mesure invariante non nulle, absolument continue par rapport à m.
Alors la restriction de µ à Y est invariante par TY et absolument continue par rapport à
m. Par le corollaire 1.1.18, µ|Y est combinaison linéaire des µi. En induisant (et en utilisant
X =

⋃
T−n(Y )), on en déduit que µ est combinaison linéaire des mi.

Cependant, les mesuresmi obtenues de cette façon ne sont pas nécessairement de masse finie :
pour l’assurer, il faut de plus imposer une condition de sommabilité.
On peut également définir les tours localement Gibbs-Markov, qui sont des applications
localement Gibbs-Markov avec une combinatoire simple entre deux retours successifs :

Définition 1.3.12. On dit qu’une application markovienne conservative (X,T,m, α, d) est
une tour localement Gibbs-Markov s’il existe une partie α0 de α et une application ϕ : α0 →
N∗ (le temps de retour) telles que

1. X = {(x, i) | x ∈ a ∈ α0, i ∈ {0, . . . , ϕ(a) − 1}}, et la partition α est donnée par
{a× {i} | a ∈ α0, i 6 ϕ(a)− 1}.

2. Pour a ∈ α0 et i < ϕ(a) − 1, T envoie a × {i} dans a × {i + 1} en agissant comme
l’identité sur la première coordonnée (i.e. T (x, i) = (x, i+1)) et T∗m|a×{i} est équivalente
à m|a×{i+1}.

3. Pour a ∈ α0, Tϕ(a) envoie a × {0} sur une réunion d’éléments de α0, avec une image
de mesure uniformément minorée et une dilatation d’au moins λ > 1. De plus, il existe
C > 0 tel que la distorsion g(x) = dm

d
(
m◦Tϕ(a)|a

) vérifie : pour presque tous x, y ∈ a×{0},

∣∣∣∣1− g(x)

g(y)

∣∣∣∣ 6 Cd(Tϕ(a)x, Tϕ(a)y).
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4. Il existe C > 0 tel que, pour tout a ∈ α0, pour tout i < ϕ(a), pour presque tous
x, y ∈ a× {0},

d(T ix, T iy) 6 Cd(Tϕ(a)x, Tϕ(a)y).

En particulier, une tour localement Gibbs-Markov est une application localement Gibbs-
Markov, par définition, mais les retours à la base vérifient également une combinatoire très
simple : deux points distincts de la base ne peuvent pas être envoyés sur un même point
avant le premier retour à la base. Ainsi, il sera souvent plus facile de démontrer des théorèmes
pour des tours localement Gibbs-Markov que pour des applications localement Gibbs-Markov
générales. On pourra alors tirer profit du résultat suivant :

Proposition 1.3.13. Soit (X,T,m, α, d) une application localement Gibbs-Markov sur une
base Y ⊂ X, préservant la mesure de probabilité m. Il existe alors une tour localement
Gibbs-Markov (X ′, T ′,m′, α′, d′) préservant une mesure de probabilité m′, et une projection
π : X ′ → X, telles que π∗(m′) = m, π ◦ T ′ = T ◦ π, et la restriction de la projection π
à un élément a′ de α′ est une isométrie, dont l’image est incluse dans un élément de α.
Finalement, π est un isomorphisme entre (Y ′, α′) et (Y, δ).

Démonstration. Si T est localement Gibbs-Markov, on peut lui appliquer la construction
décrite dans le paragraphe 1.3.2, en prenant pour ϕ le temps de premier retour. On définit
une partition α′ sur X ′, en poussant δ dans chaque étage de la tour. Plus précisément, α′ est
donnée par {d × {k} | d ∈ δ, k < ϕ(d)}. Notons ∆k = {(y, k) | y ∈ Y, ϕ(y) > k} le k-ème
étage de la tour. On définit aussi une distance d′ sur X ′, de la façon suivante : pour (x, k)
et (y, k) dans le même étage ∆k de la tour, on pose d′((x, k), (y, k)) = d(T kx, T ky). De plus,
pour k 6= l, on pose d′((x, k), (y, l)) = supX×X d. Par construction, l’application T ′ est alors
markovienne pour la partition α′ et la distance d′, et l’application induite sur la base de la
tour est TY . Finalement, T ′ vérifie clairement toutes les propriétés annoncées.

Ainsi, pour étudier les applications localement Gibbs-Markov, on peut se restreindre au cas
transitif, puis aux tours localement Gibbs-Markov transitives. On poursuit la réduction dans
la proposition qui suit :

Proposition 1.3.14. Soit (X,T,m) une tour localement Gibbs-Markov transitive. Il existe
alors un entier d et une partition X0, . . . , Xd−1 de X (moins fine que α) telle que T envoie Xi

dans Xi+1 pour 0 6 i < d− 1, et Xd−1 dans X0. De plus, pour 0 6 i 6 d− 1, (Xi, T
d,m|Xi)

est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante.

Démonstration. Pour a ∈ α, soit d = pgcd{n | a ⊂ T n(a)}. Par transitivité, on vérifie qu’il
est indépendant de a. Fixons alors a ∈ α, et posons, pour 0 6 i 6 d− 1, Xi = {T n(a) | n ≡ i
mod d}. Ces ensembles forment une partition deX, et T d est Markov-mélangeante sur chacun
d’eux (voir [Aar97, proposition 4.2.2] pour plus de détails). Finalement, on vérifie aisément
que (Xi, T

d) est une tour localement Gibbs-Markov, de base Xi ∩
⋃d−1

0 ∆j, où ∆j désigne les
points de la tour d’altitude j.
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On a l’analogue suivant du corollaire 1.1.21 :

Proposition 1.3.15. Soit (X,T,m) une application localement Gibbs-Markov mélangeante.
Elle est alors exacte : si A ⊂ X s’écrit sous la forme T−n(An) mod 0 pour tout n, alors
m(A) = 0 ou 1.
En particulier, si T préserve une mesure de probabilité absolument continue par rapport à m,
alors cette mesure est mélangeante.

Démonstration. La preuve du théorème 4.4.7 de [Aar97] s’applique directement à ce cas.

Pour montrer l’utilité de l’extension donnée par la proposition 1.3.13, on va démontrer l’ana-
logue suivant du théorème 1.2.1. Rappelons que Df(a) est défini dans (1.10).

Théorème 1.3.16. Soient (X,T,m, α) une application localement Gibbs-Markov qui pré-
serve une mesure de probabilité m, et G un groupe abélien localement compact polonais. Soit
f : X → G satisfaisant

∑
a∈αm[a]Df(a) < +∞. Soit u : X → G une application mesurable

telle que f = u− u ◦ T presque partout.
Alors il existe C > 0 tel que, pour tout d ∈ δ inclus dans Y , pour presque tous x, y ∈ d,
|u(x)− u(y)| 6 Cd(Tϕ(d)x, Tϕ(d)y).

Autrement dit, une solution de l’équation cohomologique est nécessairement régulière sur Y .
On peut ensuite utiliser l’équation f = u−u ◦T pour en déduire que u est régulière sur tout
l’espace X.
En particulier, ce résultat s’applique aux fonctions lipschitziennes.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il suffit de démontrer le résultat dans une tour
pour conclure.
Soient X ′ l’extension de X en forme de tour décrite dans la proposition 1.3.13, π : X ′ → X
la projection canonique et f ′ = f ◦ π. Un élément a′ de α′ se projette sur une partie d’un
élément a de α, et on a alors Df ′(a′) 6 Df(a). En particulier, pour a ∈ α,∑

a′∈α′
π(a′)⊂a

m′(a′)Df ′(a′) 6
∑
a′∈α′
π(a′)⊂a

m′(a′)Df(a) = m′(π−1(a))Df(a) = m(a)Df(a).

Ainsi,
∑
m′(a′)Df ′(a′) 6

∑
m(a)Df(a) < ∞. Les hypothèses du théorème sont donc vé-

rifiées pour X ′, f ′ et u′ = u ◦ π. Il suffit alors de montrer le théorème dans ce cadre pour
conclure.
On peut donc supposer que X est une tour localement Gibbs-Markov, c’est-à-dire que X =
{(y, i) | y ∈ Y, i < ϕ(y)}. Notons fY la fonction définie sur Y par fY (x) =

∑ϕ(x)−1
0 f(T kx).

Elle vérifie fY = u − u ◦ TY , par construction, mais n’est en général pas lipschitzienne. On
définit une distance d′ sur Y en posant d′(x, y) = d(TY x, TY y) si x et y sont dans le même
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élément de la partition α0 de Y , et d′(x, y) = λ supY×Y d sinon. Alors les propriétés de
dilatation de TY assurent que d′ > d. Comme TY est Gibbs-Markov pour la distance d, on en
déduit qu’elle est également Gibbs-Markov pour la distance d′ et la partition α0.
Pour b ∈ α0, et x, y ∈ b, on a

|fY (x)− fY (y)| 6
ϕ(b)−1∑

0

|f(x, k)− f(y, k)| 6
ϕ(b)−1∑

0

Df(b, k)d((x, k), (y, k))

6 C

ϕ(b)−1∑
0

Df(b, k)d(TY x, TY y) = C

ϕ(b)−1∑
0

Df(b, k)d′(x, y).

Ainsi, DfY (b) 6
∑

k<ϕ(b) Df(b, k), puis∑
b∈β

m(b)DfY (b) 6
∑

b∈β,k<ϕ(b)

m(b)Df(b, k) =
∑

b∈β,k<ϕ(b)

m(b, k)Df(b, k)

=
∑
a∈α

m(a)Df(a) <∞.

Ainsi, le théorème 1.2.1 s’applique, et donne le résultat.

Ainsi, certains résultats sur les applications Gibbs-Markov se généralisent bien aux applica-
tions localement Gibbs-Markov, mais ce n’est pas le cas de tous. Par exemple, le corollaire
1.1.21 sur la vitesse exponentielle de mélange ne s’étend pas, et on verra en fait dans le
chapitre 2 de cette thèse que la vitesse de mélange est reliée à la mesure des points qui
reviennent en un temps plus grand que n à la base Y . En particulier, la décroissance peut
être polynomiale. Un des objectifs de cette thèse sera également d’étendre à certaines ap-
plications localement Gibbs-Markov des théorèmes limites bien connus pour les applications
Gibbs-Markov, et qui peuvent se démontrer dans ce cas par des méthodes spectrales (qui ne
fonctionnent plus dans le cas localement Gibbs-Markov).

1.3.4 Modélisation d’applications réelles

De nombreuses applications réelles admettent des extensions en forme de tour localement
Gibbs-Markov, ce qui permet de leur appliquer les théorèmes du paragraphe précédent. Dans
ce paragraphe, on décrit plus précisément sous quelles hypothèses on peut construire ce type
d’extension.

Définition 1.3.17. Soient (X,m, d) un espace métrique mesuré et T : X → X une appli-
cation mesurable non-singulière. On dit que T admet un modèle localement Gibbs-Markov
s’il existe un nombre fini de parties bornées deux à deux disjointes U1, . . . , UN de X, une
partition (modulo 0) finie ou dénombrable (Wj)j∈J de

⋃
Ui dont chaque élément est inclus

dans l’un des Ui, et des temps ϕj ∈ N∗ tels que
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– Pour tout j ∈ J , Tϕj est un isomorphisme mesurable entre Wj et l’un des Ui, et sa
distorsion g(x) = dm

d(m◦Tϕj )
(x) vérifie : pour presque tous x, y ∈ Wj,∣∣∣∣1− g(x)

g(y)

∣∣∣∣ 6 Cd(Tϕjx, Tϕjy)

où C est une constante indépendante de j.
– Il existe C > 0 tel que, pour tout j ∈ J , pour presque tous x, y ∈ Wj, pour tout k < ϕj,

d(T kx, T ky) 6 Cd(Tϕjx, Tϕjy).

– Il existe λ > 1 tel que, pour tout j ∈ J , pour presque tous x, y ∈ Wj,

d(Tϕjx, Tϕjy) > λd(x, y).

–
∑
ϕjm(Wj) <∞.

Ces propriétés signifient que, après une attente éventuellement longue (le temps de retour
ϕj), on a dilatation et contrôle de la distorsion. Dans des cas pratiques, on peut construire
explicitement U1, . . . , UN et la partitionWj pour montrer qu’une application admet un modèle
localement Gibbs-Markov (voir par exemple le paragraphe 1.4.1), mais il est aussi possible
d’utiliser des arguments abstraits de temps hyperboliques pour les construire (voir le chapitre
3).
Lorsque N = 1, i.e. il n’y a qu’un seul ensemble Ui, on dit qu’on a affaire à une tour de Young
([You99]).
Lorsque T admet un modèle localement Gibbs-Markov, on peut construire une tour loca-
lement Gibbs-Markov X ′ = {(x, k) | x ∈ Wj, k < ϕj} et une application T ′ définie par
T ′(x, k) = (x, k + 1) si k < ϕj − 1, et T ′(x, ϕj − 1) = (Tϕjx, 0), comme dans le paragraphe
1.3.2. On obtient une projection π : X ′ → X telle que π◦T ′ = T ◦π, et les résultats sur la tour
localement Gibbs-Markov abstraite (X ′, T ′) permettent d’obtenir les résultats correspondants
suivants pour (X,T ) :

Proposition 1.3.18. Soit T : X → X une application admettant un modèle localement
Gibbs-Markov, de partition {U1, . . . , UN}. Soit Λ =

⋃
n>0

⋃N
i=1 T

n(Ui). Il existe alors un
nombre fini de mesures de probabilité m1, . . . ,mk invariantes ergodiques absolument continues
par rapport à m supportées par Λ. De plus, toute mesure µ invariante absolument continue
supportée par Λ est combinaison linéaire des mj, et presque tout point de Λ est dans le bassin
d’une des mesures mj.
De plus, chaque mesure mj a un support qui contient l’un des Ui, et sa densité est alors
minorée sur Ui. Finalement, mj se décompose comme µj,0 + . . .+ µj,d−1 (où d peut dépendre
de j), avec T∗(µj,s) = µj,s+1 pour s ∈ Z/dZ, et µj,s mélangeante pour T d.
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Démonstration. Soient X ′ la tour localement Gibbs-Markov décrite ci-dessus, et π : X ′ → X
la projection canonique. Alors X ′ admet un nombre fini de mesures invariantes m′1, . . . ,m′t,
par la proposition 1.3.11. Par la proposition 1.1.24, leurs densités sont majorées et minorées
sur la base. La condition

∑
ϕjm(Wj) < ∞ assure de plus que ces mesures sont de masse

finie, et on peut donc supposer que ce sont des mesures de probabilité. La proposition 1.3.11
garantit alors que la réunion de leurs bassins recouvre presque tout X ′.
Les mesures π∗(m′j) ne sont pas nécessairement toutes différentes. Soient m1, . . . ,mk ces
mesures, sans répétition. Leurs bassins recouvrent alors presque tout Λ, donc il n’y a pas
d’autre mesure invariante.
La seule assertion qu’il reste à vérifier est la décomposition en composantes mélangeantes.
Soit mj = π∗(m

′
j) l’une des mesures. Il existe une décomposition m′j = ν0 + . . . + νd1−1 où

les mesure νs sont invariantes par (T ′)d1 et mélangeantes, d’après les propositions 1.3.14 et
1.3.15. Les mesures π∗(νs) sont invariantes et ergodiques par T d1 , donc elles sont deux à
deux égales ou singulières. On en déduit qu’il existe d (qui divise d1) tel que π∗(νs) = π∗(νt)
si et seulement si s ≡ t mod d. On obtient la conclusion en prenant µj,s = π∗(νs) pour
s 6 d− 1.

Notons que, dans le cas d’une tour de Young, il existe un unique ensemble Ui, et donc une
unique mesure mj.
On obtient le résultat suivant sur la régularité des cobords :
Théorème 1.3.19. : Soient T : X → X une application admettant un modèle localement
Gibbs-Markov de partition {U1, . . . , UN} et G un groupe abélien localement compact polonais.
Soient f : X → G une fonction lipschitzienne (ou plus généralement θ-hölderienne) et u :
X → G telle que f = u − u ◦ T presque partout. Alors f est lipschitzienne (respectivement
θ-hölderienne) sur l’un des Uj.

Démonstration. Quitte à remplacer d par dθ, il suffit de traiter le cas où f est lipschitzienne.
On travaille dans l’extension X ′ de X. Soit µ une des mesures de probabilité invariantes
ergodiques données par la proposition 1.3.11. Elle est équivalente à m′ sur un certain nombre
des Ui, mettons U1, . . . , Uk. Notons Z =

⋃k
1 Ui.

Le théorème 1.3.16 donne une constante C telle que, pour presque tous x, y dans le même
élément de la partition α et inclus dans Z, |u(x)− u(y)| 6 Cd(Tϕx, Tϕy).
Soit a ⊂ Z un élément de α, de temps de retour n. Alors T na est l’un des Uj (avec j 6 k), si
bien que presque tous x, y ∈ Uj ont des antécédents x′, y′ ∈ a. Alors, comme fY = u− u ◦ TY
(avec les notations de la preuve du théorème 1.3.16), et |fY (x)− fY (y)| 6 C ′d(T nx, T ny), on
a

|u(x′)− u(y′)| 6 |u(x)− u(y)|+ |fY (x)− fY (y)| 6 Cd(x′, y′) + C ′d(x′, y′).

Il est aussi possible d’utiliser les tours localement Gibbs-Markov abstraites pour modéliser
des applications non-uniformément hyperboliques, en suivant la construction de [You98] :
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dans ce cas, on obtient une partition de Markov au sens hyperbolique du terme, c’est-à-dire
qu’il y a, en plus de la direction dilatante, une direction contractante. En identifiant les points
d’une même feuille contractante, on obtient un espace quotient, qui est une tour de Young
au sens précédent, et dans lequel on peut donc appliquer la proposition 1.3.18 ou le théorème
1.3.19.
Montrons en particulier comment utiliser le théorème 1.3.19 dans ce cadre. Supposons que
f = u−u◦T sur un espace X dans lequel on peut construire une tour de Young hyperbolique
X ′ de base Y ⊂ X. La fonction f ′ = f ◦ π sur X ′ s’écrit alors f ′ = u′− u′ ◦ T ′, où u′ = u ◦ π.
De plus, il existe une fonction f ′′, constante le long des feuilles stables et hölderienne, et une
fonction v hölderienne, telles que f ′ = v− v ◦T ′+ f ′′. On a alors f ′′ = (u′− v)− (u′− v) ◦T ′.
Comme f ′′ est constante le long des feuilles stables, on en déduit par un argument de points
de continuité mesurable que c’est aussi le cas de u′ − v. On quotiente par les feuilles stables
et on applique le théorème 1.3.19 dans le quotient, ce qui donne que u′ − v est hölderienne
sur Y . Comme v est hölderienne par construction, u′ est donc aussi hölderienne.

1.4 Exemples en dimension 1

Dans ce paragraphe, on donne des exemples d’applications en dimension 1 auxquelles on peut
appliquer les résultats qui précèdent. Ces applications ne seront pas uniformément dilatantes
(sans quoi on pourrait appliquer des méthodes spectrales directes, voir par exemple [Bro96]).
La non uniformité dans la dilatation proviendra de la présence d’un point fixe où la dérivée est
égale à 1. Ainsi, les points proches du point fixe vont mettre longtemps à s’en éloigner, et c’est
le comportement précis au voisinage du point fixe qui dictera le comportement asymptotique
de la dynamique.

1.4.1 L’application de Liverani-Saussol-Vaienti

Soit α ∈]0, 1[. On considère l’application T définie sur le segment [0, 1] par

T (x) =

{
x(1 + 2αxα) si 0 6 x 6 1/2,

2x− 1 si 1/2 < x 6 1.
(1.25)

Cette application (LSV) envoie chacun des deux intervalles [0, 1/2] et ]1/2, 1] sur [0, 1] (en
négligeant les bords des intervalles, qui ne joueront aucun rôle dans la suite puisqu’on s’in-
téressera au comportement presque partout par rapport à la mesure de Lebesgue). Sur la
branche de droite, elle est affine, et en particulier uniformément dilatante, tandis qu’elle a
un point fixe en 0 qui est topologiquement répulsif mais où la dérivée vaut 1. De plus, le
comportement du point fixe dépend du coefficient α : plus il est élevé, et plus le point fixe
est neutre, i.e. plus les autres points mettent de temps à s’éloigner du point fixe. Notons
que la dérivée seconde de T tend vers +∞ en 0 : le comportement précis du point fixe est
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en x + cx1+α pour une certaine constante c sans importance (ajustée ici de telle sorte que
T (1/2) = 1).
Cette application a été introduite par Liverani, Saussol et Vaienti dans [LSV99]. C’est un
modèle simple pour d’autres applications, dont l’étude a débuté avec Pomeau et Manneville.
Citons par exemple l’application donnée sur [0, 1] par x 7→ {x(1 + xα)}, où {x} est la partie
fractionnaire de x : elle a exactement le même comportement que l’application LSV, avec deux
branches dont l’image est tout l’intervalle [0, 1], celle de droite étant uniformément dilatante,
et celle de gauche admettant un point fixe neutre en x + x1+α. On peut aussi considérer les
applications données par {x/(1 − x)α} ou {x(1 − xα)−1/α}, qui ont un point fixe neutre du
même type et une infinité de branches uniformément dilatantes (qui ne changent rien ni aux
problèmes qui se posent, ni aux résultats).
Tous les résultats qu’on va décrire dans la suite restent valables pour ces transformations,
avec les mêmes preuves. Par souci de simplicité, on ne les formulera cependant que dans le
cadre des applications LSV.
On ne donnera pas de preuves détaillées dans ce paragraphe, puisqu’on traitera en détail un
cas plus général dans le paragraphe 1.4.2

Théorème 1.4.1. Soient α ∈]0, 1[, et T l’application LSV correspondante. Alors l’applica-
tion induite TY sur Y =]1/2, 1] est Gibbs-Markov. Par conséquent, T admet une mesure m
invariante absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. De plus, cette mesure
est de masse finie, et sa densité h est lipschitzienne strictement positive sur tout intervalle
[ε, 1].

Finalement, soit ϕY le temps de premier retour de Y à lui-même. Alorsm(ϕY > n) ∼ h(1/2)

4(αn)1/α
.

Ce théorème se trouve dans [LSV99]. Pour construire une partition markovienne pour TY ,
on pose x0 = 1, puis on définit par récurrence xn+1 = T−1(xn)∩ [0, 1/2]. On vérifie alors que
xn ∼ 1

2
(αn)−1/α. Soit ensuite yn = T−1(xn−1)∩]1/2, 1]. Ainsi, Jn :=]yn+1, yn] est l’ensemble

des points de Y qui reviennent à Y en exactement n itérations. On vérifie alors en contrôlant
explicitement la distorsion que TY est Gibbs-Markov pour la partition {Jn}. De plus, en
utilisant l’estimée sur xn, on vérifie que∑

nm(Jn) 6 C
∑

nLeb(Jn) 6 C
∑

n
1

n1/α+1
<∞

car α < 1. Ainsi, l’application T admet un modèle localement Gibbs-Markov (définition
1.3.17). Par la proposition 1.3.18, elle admet donc une mesure de probabilité invariante m,
dont la densité h est lipschitzienne sur Y .
Il reste à vérifier que h est localement lipschitzienne partout, et en particulier continue en
1/2, ce qui n’est a priori pas évident. [LSV99] le prouve en construisant h comme un élément
d’un cône de fonctions continues. Dans la partie 1.5, on verra sur un autre exemple comment
on peut démontrer ce type de continuité, sans hypothèse a priori sur la forme de la densité.
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Remarquons qu’on s’est restreint au cas α < 1 puisque, lorsque α > 1, la mesure invariante
absolument continue obtenue de cette façon est de masse infinie. On montre en fait que,
pour Lebesgue presque tout x, la mesure 1

n

∑n−1
0 δTk(x) converge faiblement vers δ0 la masse

de Dirac au point fixe neutre. Il ne peut donc exister de mesure de probabilité invariante
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
On peut appliquer dans ce cadre le théorème 1.3.19 sur les cobords :

Proposition 1.4.2. Soient T l’application LSV de paramètre α ∈]0, 1[ et G = S1 ou R. Soit
f : [0, 1]→ G une application hölderienne d’exposant γ > 0 sur les deux intervalles [0, 1/2] et
]1/2, 1]. Si u : [0, 1]→ G est mesurable et vérifie f = u−u◦T Lebesgue presque partout, alors
il existe une fonction ũ égale à u sur un ensemble de mesure de Lebesgue pleine, hölderienne
d’exposant γ, et telle que f = ũ− ũ ◦ T partout.

Démonstration. Le théorème 1.3.19 donne que, si f est hölderienne sur [0, 1/2] et ]1/2, 1] et
s’écrit f = u−u◦T , alors u est presque partout hölderienne sur ]1/2, 1]. Comme T :]1/2, 1]→
]0, 1] est lipschitzienne et d’inverse lipschitzienne, l’équation de cobord donne donc que u est
presque partout hölderienne sur [0, 1], i.e. il existe un ensemble V de mesure de Lebesgue
pleine et une constante C tels que, pour tous x, y ∈ V , |u(x) − u(y)| 6 C|x − y|γ. On peut
aussi supposer que f = u− u ◦ T partout sur V .
En particulier, l’application u est uniformément continue sur V , si bien qu’elle se prolonge
de façon unique en une application continue (et même γ-hölderienne) ũ sur V = [0, 1]. Sur
V ∩T−1(V ), de mesure de Lebesgue pleine et par conséquent dense, on a f(x) = ũ(x)−ũ◦T (x).
Comme les deux membres de cette égalité sont continus sur les deux intervalles [0, 1/2] et
]1/2, 1], cette égalité s’étend à [0, 1].

En particulier, si f est hölderienne sur [0, 1/2] et ]1/2, 1] et est un cobord mesurable, on a
pour tout x périodique de période n que

∑n−1
0 f(T kx) = ũ(T nx)− ũ(x) = 0.

Corollaire 1.4.3. Si f : [0, 1]→ R est hölderienne sur [0, 1/2] et ]1/2, 1] et vérifie f(0) 6= 0,
alors f n’est pas un cobord mesurable pour l’application LSV.

Cela résout une conjecture de [FHV03] : dans cet article, les auteurs ont besoin d’admettre
que f = log |T ′| −

∫
log |T ′| n’est pas un cobord, pour obtenir une variance non nulle dans

le théorème central limite. Comme f est α-hölderienne sur [0, 1/2] et ]1/2, 1] et f(0) =
−
∫

log |T ′| < 0, le corollaire garantit que ce n’est effectivement pas le cas.
En utilisant le résultat pour G = S1, on peut même prouver un résultat plus fort :

Corollaire 1.4.4. Soit f(x) = log |T ′| −
∫

log |T ′|. Il n’existe pas de fonction mesurable
u : [0, 1]→ R, de fonction mesurable q : X → Z et de réels ρ, λ tels que f = u−u◦T +λq+ρ
presque partout.
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Démonstration. Supposons que f = u−u◦T+λq+ρ. Dans G = R/λZ, on a f = u−u◦T+ρ.
Ainsi, la proposition 1.4.2 assure que u est hölderienne presque partout. On la prolonge en une
fonction hölderienne, puis on la relève sur [0, 1] simplement connexe. Cette nouvelle fonction
ũ coïncide presque partout avec u, à un élément de λZ près. Quitte à remplacer q par une
fonction q̃, on peut supposer que u = ũ presque partout.
Ainsi, ũ : [0, 1] → R est continue et f = ũ − ũ ◦ T + λq̃ + ρ presque partout, q̃ étant à
valeurs entières. Cette équation donne que q̃ admet une version continue, et donc constante,
sur [0, 1/2] et ]1/2, 1]. En identifiant les valeurs en 0 et en 1, on obtient finalement que

f = ũ− ũ ◦ T + f(0) sur [0, 1/2],

f = ũ− ũ ◦ T + f(1) sur ]1/2, 1].
(1.26)

Dans l’intervalle ]1/2, 1], l’application T 2 a deux points fixes x0 et 1. Alors (1.26) donne que
f(x0) + f(Tx0) = f(0) + f(1). Mais f(x0) = f(1) et f(0) < f(Tx0), c’est donc absurde.

Ce corollaire est un résultat fort d’apériodicité de la fonction f . On verra dans la partie 5.5
qu’il implique un théorème limite fort pour f , le théorème de la limite locale.

1.4.2 Points fixes très neutres

Dans ce paragraphe, on étudie une classe d’exemples introduite dans [Hol05]. Ce sont des
analogues des applications LSV, mais où le point fixe peut être encore plus neutre. Cela
donnera des vitesses de décorrélation arbitrairement lentes.

Définition 1.4.5. On dit qu’une fonction l : R∗+ → R∗+ est à variation lente en +∞ si, pour
tout λ > 0, l(λx)

l(x)
→ 1 quand x→∞.

On dit que ρ : R∗+ → R∗+ est à variation lente en 0 si l(x) = ρ(1/x) est à variation lente en
+∞.

On dira qu’une application T : [0, 1] → [0, 1] est une application de Holland si elle s’écrit
sous la forme

T (x) =

{
x(1 + xαρ(x)) si 0 6 x 6 1/2,

2x− 1 si 1/2 < x 6 1,

où α > 0 et ρ : R∗+ → R∗+ est une fonction à variation lente en 0, de classe C2, avec
xρ′(x) = o(ρ(x)) et x2ρ′′(x) = o(ρ(x)), normalisée de telle sorte que T (1/2) = 1. On suppose
de plus que, pour tout x 6= 0, T ′(x) > 1.

Remarque 1.4.6. Les conditions xρ′(x) = o(ρ(x)) et x2ρ′′(x) = o(ρ(x)) interviennent dans
le contrôle de la distorsion. En général, pour toute fonction ρ̃ à variation lente, il existe une
fonction ρ qui lui est équivalente et vérifie ces conditions, par [BGT87, théorème 1.8.2]. Ainsi,
on ne restreint pas les comportements asymptotiques possibles en faisant cette hypothèse.
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Par exemple, les applications LSV sont des applications de Holland, pour ρ(x) = 2α.
On définit une suite xn par x0 = 1 et xn+1 = T−1(xn) ∩ [0, 1/2].

Proposition 1.4.7. On a
1

xαnρ(xn)
∼ αn. (1.27)

Démonstration. La suite xn, étant strictement positive et décroissante, converge vers le point
fixe de la branche gauche de T , c’est-à-dire 0.
Comme xρ′(x) = o(ρ(x)), la fonction ρ(x) est une fonction à variation lente normalisée, c’est-
à-dire qu’on peut l’écrire sous la forme ρ(x) = exp

(∫ 1

x
ε(u)
u

du
)
, où ε tend vers 0 quand x

tend vers 0 (on peut prendre ε(x) = −xρ′(x)
ρ(x)

sur un voisinage de 0). Pour n assez grand, on a
alors ∣∣∣∣∫ xn

xn+1

ε(u)

u
du

∣∣∣∣ 6 ε ln

(
xn
xn+1

)
= ε ln(1 + xαn+1ρ(xn+1)) ∼ εxαn+1ρ(xn+1),

puisque xαρ(x) tend vers 0 quand x tend vers 0, car α > 0 et ρ est à variation lente. Ainsi,∫ xn
xn+1

ε(u)
u

= o(xαn+1ρ(xn+1)). En prenant l’exponentielle, on trouve que

ρ(xn+1)

ρ(xn)
= 1 + o(xαn+1ρ(xn+1)).

On calcule alors
1

xαnρ(xn)
=
ρ(xn+1)

ρ(xn)

1

xαn+1ρ(xn+1)

1

(1 + xαn+1ρ(xn+1))α

=
1

xαn+1ρ(xn+1)

(
1 + o(xαn+1ρ(xn+1))

) (
1− αxαn+1ρ(xn+1) + o(xαn+1ρ(xn+1))

)
=

1

xαn+1ρ(xn+1)
− α + o(1).

On obtient la conclusion en sommant les équivalents.

Remarque 1.4.8. Dans la preuve, on a utilisé le fait que ρ est normalisée, et donc que
xρ′(x) = o(ρ(x)). La proposition reste en fait vraie sans cette hypothèse : on peut encadrer ρ
par deux fonctions ρ1 et ρ2 normalisées qui lui sont équivalentes ([BGT87, théorème 1.8.2]),
appliquer le résultat pour les deux applications T1 et T2 correspondantes, et obtenir ainsi deux
suites yn et zn qui encadrent xn, avec 1

yαnρ1(yn)
∼ nα et 1

zαnρ2(zn)
∼ nα. Comme ρ1 ∼ ρ2, on en

déduit que yn ∼ zn. Comme yn 6 xn 6 zn, cela implique donc le comportement asymptotique
désiré pour xn.

Proposition 1.4.9. Il existe C > 0 tel que, pour tout n ∈ N, pour tous x, y ∈ [xn+1, xn],∣∣∣∣1− (T n)′(x)

(T n)′(y)

∣∣∣∣ 6 C|T n(x)− T n(y)|.
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Démonstration. Les hypothèses sur ρ garantissent que T ′′(x)
T ′(x)

∼ (α+1)αxα−1ρ(x) quand x→ 0.
De plus, comme xn+1 ∼ xn et ρ est à variation lente, on en déduit que, pour tout point x
dans [xn+1, xn], T

′′(x)
T ′(x)

∼ (α + 1)αxα−1
n+1ρ(xn+1).

Fixons maintenant x < y ∈ [xn+1, xn]. L’égalité des accroissements finis donne, pour tout 0 6

k 6 n−1, un point ξk ∈ [T k(x), T k(y)] ⊂ [xn+1−k, xn−k] tel que log T ′(Tkx)
log T ′(Tky)

= T ′′(ξk)
T ′(ξk)

(T kx−T ky).
Ainsi, ∣∣∣∣log

(
(T n)′(x)

(T n)′(y)

)∣∣∣∣ 6 n−1∑
k=0

∣∣∣∣log

(
T ′(T kx)

T ′(T ky)

)∣∣∣∣ =
n−1∑
k=0

T ′′(ξk)

T ′(ξk)
|T kx− T ky|

6
n−1∑
k=0

T ′′(ξk)

T ′(ξk)
|xn−k − xn−k+1|.

Mais T ′′(ξk)
T ′(ξk)

6 Cxα−1
n−k+1ρ(xn−k+1), et xn−k − xn−k+1 = x1+α

n−k+1ρ(xn−k+1), donc

n−1∑
k=0

T ′′(ξk)

T ′(ξk)
|xn−k − xn−k+1| 6 C

n−1∑
k=0

(
xαn−k+1ρ(xn−k+1)

)2
6 C ′

n−1∑
k=0

1

(n− k + 1)2
6 C ′′

par (1.27).
On a montré que la distorsion de T n : [xn+1, xn] → [x1, x0] est bornée uniformément, par
une constante indépendante de n. En appliquant ce résultat à T k(x), T k(y) ∈ [xn−k+1, xn−k]

et T n−k, on obtient |Tk(x)−Tk(y)|
|xn−k−xn−k+1|

6 C|T nx − T ny|. Cela permet de reprendre les calculs
précédents, en remplaçant la majoration de |T kx−T ky| en |xn−k−xn−k+1| par une majoration
en C|T nx− T ny||xn−k − xn−k+1|. On obtient donc

∣∣∣log
(

(Tn)′(x)
(Tn)′(y)

)∣∣∣ 6 C ′′C|T nx− T ny|.

Théorème 1.4.10. Soit T une application de Holland. Alors elle admet une mesure m
invariante absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, qui est unique à mul-
tiplication par un scalaire près. De plus, la densité h de cette mesure est lipschitzienne et
strictement positive sur tout intervalle [ε, 1] avec ε > 0.
De plus, si ϕY désigne le premier temps de retour à Y =]1/2, 1], on a m(ϕY > n) ∼ h(1/2)xn

2
.

En particulier, m est de masse finie si et seulement si
∑
xn < ∞. Dans ce cas, m est

mélangeante.

Démonstration. Notons yn = T−1(xn−1)∩]1/2, 1] : ainsi, Jn :=]yn+1, yn] est l’ensemble des
points qui reviennent en temps n dans Y =]1/2, 1]. De plus, la proposition 1.4.9 permet
de contrôler la distorsion de T n sur cet intervalle, et T n y est dilatante d’au moins λ :=
min(2, infx26x6x1 T

′(x)) > 1. Ainsi, les propositions 1.1.17 et 1.1.24 assurent que TY admet
une mesure invariante absolument continue, dont la densité h est lipschitzienne sur ]1/2, 1],
majorée et minorée. En induisant, on obtient la mesure invariante absolument continue de
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T . De plus, elle est ergodique d’après la proposition 1.3.3. Cela implique donc qu’elle est
unique, par [Aar97, théorème 1.5.6]. On verra dans un cadre plus compliqué (la preuve du
théorème 1.5.11) une technique permettant de vérifier que h est en fait continue, et même
lipschitzienne sur tout intervalle [ε, 1] lorsque ε > 0.
De plus, m(ϕY > n) = m(]1/2, yn+1]) =

∫ yn+1

1/2
h dLeb. Comme h est continue et yn+1 =

1
2

+ xn+1

2
, avec xn+1 ∼ xn, on trouve donc que

m(ϕY > n) ∼ h

(
1

2

)
xn
2
.

De plus, m est de masse finie si et seulement si
∑
nm(ϕY = n) <∞, i.e.

∑
m(ϕY > n) <∞.

En ce cas, la proposition 1.3.18 montre que m est mélangeante.

Pour estimer xn, on peut utiliser la notion de conjuguée de de Bruijn :

Définition 1.4.11. Soit l une fonction à variation lente en +∞. Il existe une unique (à
équivalence asymptotique près) fonction l# à variation lente en +∞, appelée conjuguée de
de Bruijn de l, satisfaisant l(x)l#(xl(x))→ 1 et l#(x)l(xl#(x))→ 1.

On a en particulier l## ∼ l. Cette notion est utile pour définir un inverse asymptotique : si
f(x) = xl(x) avec l à variation lente, alors la fonction g(x) = xl#(x) vérifie f(g(x)) ∼ x et
g(f(x)) ∼ x.

Proposition 1.4.12. On a

xn ∼
1

(αn)1/αl#(n1/α)
, (1.28)

où l(x) = 1
ρ(1/x)1/α

.

De plus,
∑
xn <∞ si et seulement si α < 1, ou α = 1 et

∫ 1

0
1

xρ(x)
<∞.

Remarque 1.4.13. On en déduit que, pour toute fonction l̃ à variation lente en +∞, il
existe un choix de ρ pour lequel xn ∼ 1

n1/α l̃(n)
: il suffit de choisir ρ(x) ∼

[[
α−1/αl̃(x−α)

]#]−α.
Démonstration. La suite xn satisfait 1

xαnρ(xn)
∼ αn. Alors, pour un = 1/xn, on a unl(un) ∼

(αn)1/α, donc un ∼ (αn)1/αl#(n1/α), ce qui donne (1.28).
Lorsque α < 1, la suite xn est toujours sommable. Lorsque α > 1, ce n’est jamais le cas.
On peut donc se concentrer sur le cas α = 1 pour étudier la sommabilité de xn. On a alors∑
xn < ∞ si et seulement si

∑
1

nl#(n)
< ∞, ce qui équivaut encore à

∫∞
1

1
xl#(x)

dx < ∞.
Le lemme suivant et un changement de variables en 1/x donnent donc la conclusion de la
proposition.
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Lemme 1.4.14. Soient l une fonction à variation lente en +∞ et l# sa conjuguée de de
Bruijn. Alors

∫∞
1

l(x)
x

dx <∞ si et seulement si
∫∞

1
1

xl#(x)
dx <∞.

Démonstration. La finitude des intégrales ne dépend que de la classe asymptotique de l (et
l#). On peut donc sans perte de généralité supposer que l ∈ SR0 ([BGT87, paragraphe 1.8]).
En ce cas, f(x) = xl(x) admet un véritable inverse g(x) = xl#(x) au voisinage de +∞. On
calcule alors

∫∞
1

dx
g(x)

par le changement de variables x = f(y). Notons que yf ′(y) ∼ f(y) car
f ∈ SR1. Ainsi,∫ ∞

1

dx

xl#(x)
=

∫ ∞
1

dx

g(x)
=

∫ ∞
g(1)

f ′(y)

g(f(y))
dy ∼

∫ ∞
g(1)

f(y)

y2
dy =

∫ ∞
g(1)

l(y)

y
dy.

Par conséquent, l’une des intégrales est finie si et seulement si l’autre l’est.

Remarque 1.4.15. En général, la conjuguée de de Bruijn peut être très compliquée à cal-
culer, mais, dans les cas pratiques, on a souvent l#(x) ∼ 1/l(x). C’est par exemple le cas
quand l(x) =

∏s
1(logk x)αk , où logk désigne le log itéré k fois ([BGT87, appendice 5]). Ainsi,

pour ρ(x) =
∏s

1(logk(1/x))αk , on trouve que

xn ∼
1

(αn)1/α
∏s

1 logk(n
1/α)αk/α

.

1.5 Un produit gauche en dimension 2

Dans cette partie, on étudie un exemple en dimension 2 qui présente le même type de proprié-
tés que les applications LSV en dimension 1. Contrairement à [Hu01] ou [PY01], qui étudient
le cas des points fixes isolés, il y aura dans notre exemple toute une courbe neutre. On va
voir que les résultats valables en dimension 1 restent quand même essentiellement vrais.
Plus précisément, soit Tα l’application LSV de paramètre α, donnée par (1.25). Pour mé-
langer les comportements de différents Tα, on va considérer un produit gauche, analogue à
l’application d’Alves-Viana ([Via97]) mais où les applications unimodales sont remplacées
par des Tα. Soit α : S1 →]0, 1[ une application de minimum αmin et de maximum αmax. On
suppose que

1. α est C2.

2. 0 < αmin < αmax < 1.

3. α prend la valeur αmin en un unique point x0, avec α′′(x0) > 0.

4. αmax <
3
2
αmin (ce qui implique αmax < αmin +1/2).

Ces conditions sont par exemple satisfaites par α(ω) = αmin +ε(1 + sin(2πω)) où αmin ∈]0, 1[
et ε est assez petit.
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On définit une application T sur S1 × [0, 1] par

T (ω, x) = (F (ω), Tα(ω)(x)) (1.29)

où F (ω) = 4ω.
Dans la suite, on va généraliser à ce produit gauche les résultats en dimension 1 sur les
applications Tα. On va montrer qu’il existe une unique probabilité m invariante absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue, dont la densité h sera en fait Lipschitz sur
tout compact de S1×]0, 1] (théorème 1.5.11). Pour cela, on induira sur Y = S1×]1/2, 1],
et on verra que l’application induite est Gibbs-Markov. On étudiera ensuite précisément
le comportement asymptotique de m(ϕY > n), où ϕY est le temps de retour à Y . Cela
permettra, dans le chapitre 4 de cette thèse, d’obtenir des théorèmes limites, plus précisément
la convergence des sommes de Birkhoff de fonctions hölderiennes vers une loi normale ou une
loi stable, suivant la valeur de αmin (théorème 4.2.6). L’étude précise de m(ϕY > n) utilisera
des propriétés très fortes de mélange de l’application F sur S1, et en particulier des propriétés
de décorrélation multiple, dont l’importance a été notée dans [Pèn02].

Remarque 1.5.1. La forme particulière de F n’a pas d’importance, tous les résultats restent
vrais lorsque F est C2 avec |F ′| > 4 (par exemple F (ω) = dω, pour d > 4). De la même
façon, la seule propriété importante des applications Tα est leur comportement près de 0 et
le fait qu’elles soient markoviennes. Finalement, l’hypothèse α′′(x0) (qui n’est utile que pour
l’estimation précise de m(ϕY > n)) peut être remplacée par : il existe k tel que α(k)(x0) 6= 0
(mais les facteurs de normalisation doivent alors être modifiés en conséquence). Par souci de
simplicité, on se limitera dans la suite au cas évoqué plus haut.

1.5.1 Estimées préliminaires

Pour appliquer la proposition 1.3.11, on va construire une partition de Markov pour l’appli-
cation TY induite par T sur Y = S1×]1/2, 1], et on va contrôler la distorsion des différentes
branches de TY .
On écrira T nω = Tα(Fn−1ω) ◦ · · · ◦ Tα(ω), si bien que T n(ω, x) = (F nω, T nω (x)). On pose aussi
d((ω1, x1), (ω2, x2)) = |ω1 − ω2| + |x1 − x2|. Un point de S1 × [0, 1] sera noté x = (ω, x).
Finalement, soit dvert((ω1, x1), (ω2, x2)) = |x2 − x1|.
On définit X0(ω) = 1, X1(ω) = 1/2 et, pour n > 2, soit Xn(ω) la préimage dans [0, 1/2] de
Xn−1(Fω) par Tα(ω). Ces Xn serviront à construire une partition de Markov pour T dans le
paragraphe 1.5.2.

Proposition 1.5.2. Il existe C > 0 tel que ∀n ∈ N∗,∀ω ∈ S1,

1

Cn1/αmin
6 Xn(ω) 6

C

n1/αmax
.
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Démonstration. Soit V (x) = x(1 + 2αmaxxαmin). On définit une suite Zn par Z1 = 1/2 et
V (Zn+1) = Zn pour n > 1. Comme V (x) > Tα(ω)(x) pour tout ω, on vérifie par récurrence
que Zn 6 Xn(ω) pour tout ω. Ainsi, il suffit d’estimer Zn pour obtenir la minoration. Comme
V (x) > x, la suite Zn, décroissante et positive, tend vers le point fixe 0 de V .
On a

1

Zαmin
n

=
1

Zαmin
n+1

(
1 + 2αmaxZαmin

n+1

)−αmin =
1

Zαmin
n+1

(
1− αmin 2αmaxZαmin

n+1 + o(Zαmin
n+1 )

)
=

1

Zαmin
n+1

− αmin 2αmax + o(1).

En sommant, on trouve 1
Z
αmin
m
∼ mαmin 2αmax , donc Zm ∼ C/m1/αmin . Cela montre la mino-

ration.
La majoration est analogue, en utilisant une suite Z ′n avec Z ′n > Xn(ω).

On fixe une fois pour toutes une constante D assez grande. La définition qui suit est analogue
à une définition de Viana ([Via97]).

Définition 1.5.3. Soit ψ : K → [0, 1], où K est un intervalle de S1. On dit que le graphe de
ψ est une courbe admissible si ψ est C1 avec |ψ′| 6 D.

Proposition 1.5.4. Soit ψ une courbe admissible, définie sur K avec |K| < 1/4, et incluse
dans K × [0, 1/2] ou K×]1/2, 1]. Alors l’image du graphe de ψ par T est encore une courbe
admissible.

Démonstration. Soit (u, v) un vecteur tangent à (ω, x), avec |v| 6 D|u|. On doit vérifier que
son image (u′, v′) par DT (ω, x) vérifie encore |v′| 6 D|u′|.
Supposons tout d’abord que x 6 1/2, si bien que u′ = 4u et v′ = (1 + (2x)α(ω)(α(ω) + 1))v+
x ln(2x)α′(ω)(2x)α(ω)u. Comme α(ω) 6 αmax 6 1, on obtient |v′| 6 3|v| + C|u| pour une
certaine constante C qui ne dépend que de ‖α′‖∞. Ainsi,

|v′|
|u′|
6

3

4

|v|
|u|

+
C

4
.

Cela donne |v′|/|u′| 6 D si 3
4
D + C

4
6 D, ce qui est vrai si D est assez grand.

Supposons maintenant que x > 1/2. Alors u′ = 4u et v′ = 2v, et il n’y a rien à faire.

Corollaire 1.5.5. Soient (ω1, x1) et (ω2, x2) deux points de S1 × [0, 1/2] avec |x1 − x2| 6
D|ω1 − ω2| et |ω1 − ω2| 6 1

8
. Alors leurs images satisfont |x′1 − x′2| 6 D|ω′1 − ω′2|.

Démonstration. On utilise un segment entre les deux points : c’est une courbe admissible,
donc son image est encore admissible.
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1.5.2 La partition de Markov

Soit Y = S1×]1/2, 1]. Pour x ∈ Y , soit ϕY (x) = inf{n > 0 | T n(x) ∈ Y } : c’est le temps
de premier retour à Y , partout fini. L’application TY (x) := TϕY (x)(x) est l’application in-
duite par T sur Y . On va montrer que TY est Gibbs-Markov, en construisant une partition
appropriée.
Si I est un intervalle de S1, on notera abusivement I × [Xn+1, Xn] pour {(ω, x) | ω ∈ I, x ∈
[Xn+1(ω), Xn(ω)]}.
Soit In(ω) = [Xn+1(ω), Xn(ω)] (ou {ω} × [Xn+1(ω), Xn(ω)], en fonction du contexte). Par
définition de Xn, T envoie {ω}×In(ω) bijectivement sur {Fω}×In−1(Fω). Ainsi, l’intervalle
In(ω) retourne à [1/2, 1] en exactement n itérations.
Soit Yn(ω) la préimage dans [1/2, 1] de Xn−1(Fω) par Tα(ω). Ainsi, l’intervalle Jn(ω) =
[Yn+1(ω), Yn(ω)] retourne à [1/2, 1] en n étapes.
On fixe une fois pour toutes 0 < ε0 <

1
8
, assez petit pour que Dε0 minore la longueur de tout

intervalle I1(ω). (Cette condition sera utile dans les estimées de distorsion).
Soit q assez grand pour que 1

4q
< ε0, et considérons As,n =

[
s

4q+n
, s+1

4q+n

]
× Jn, pour n ∈ N∗ et

0 6 s 6 4q+n−1 : cet ensemble est envoyé par T n sur
[
s
4q
, s+1

4q

]
× [1/2, 1]. Soient K0, . . . , K4q−1

les ensembles
[
i

4q
, i+1

4q

]
× [1/2, 1]. Alors TY est un isomorphisme entre chaque As,n et l’un des

Ki. Par conséquent, l’application TY est markovienne pour la partition {As,n}, et elle a la
propriété de grande image.
Pour obtenir une mesure invariante pour TY (et donc pour T ), on va vérifier que TY est Gibbs-
Markov. On aura donc besoin de dilatation et de contrôle de la distorsion. La dilatation est
donnée par la proposition qui suit, tandis que la distorsion est estimée dans le prochain
paragraphe.
Sur les intervalles [X3(ω), X1(ω)], la dérivée de Tα(ω) est strictement plus grande que 1. Elle
est donc minorée par une constante λ ∈]1, 2[, indépendante de ω.
Pour (ω1, x1) et (ω2, x2) ∈ S1 × [0, 1], posons

d′((ω1, x1), (ω2, x2)) = a|x1 − x2|+ |ω1 − ω2| (1.30)

où a = 1−λ/4
D

.

Proposition 1.5.6. Sur chaque As,n, l’application T n dilate la distance d′ d’au moins λ.

Démonstration. Pour n = 1 (les points reviennent directement dans Y ), tout est linéaire et
le résultat est clair. Supposons n > 2.
Soient (ω1, x1) et (ω2, x2) ∈ As,n, avec par exemple x2 > x1. Les points (ω1, x1) et (ω2, x1)
retournent à S1 × [1/2, 1] après au moins n itérations (par hypothèse pour le premier point,
et le second est en dessous de (ω2, x2)). On peut utiliser n− 1 fois le corollaire 1.5.5, et obte-
nir qu’en distance verticale, dvert(T

n(ω1, x1), T n(ω2, x1)) 6 D|F nω1 − F nω2|. En particulier,
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T nω2
(x1) > T nω1

(x1) − Dε0 > 1/2 − Dε0. Ainsi, par définition de ε0, T n(ω2, x1) ∈ Ii(F
nω2)

pour i = 0 ou 1, donc T n−1(ω2, x1) ∈ [X3(F n−1ω2), X1(F n−1ω2)]. Notons que T n−1(ω2, x2)
appartient au même intervalle (en fait, T n−1

ω2
(x2) ∈ [X2(F n−1ω2), X1(F n−1ω2)]). De plus, les

Tα sont dilatants, donc dvert(T
n−1(ω2, x1), T n−1(ω2, x2)) > |x1 − x2|. On applique T une fois

de plus, ce qui dilate d’au moins λ sur [X3(F n−1ω2), X1(F n−1ω2)] par définition de λ, et on
obtient dvert(T

n(ω2, x1), T n(ω2, x2)) > λ|x1 − x2|.
Finalement,

d′(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2)) = a dvert(T
n(ω1, x1), T n(ω2, x2)) + |F nω1 − F nω2|

> a dvert(T
n(ω2, x1), T n(ω2, x2))− a dvert(T

n(ω1, x1), T n(ω2, x1))

+ |F nω1 − F nω2|
> aλ|x1 − x2| − aD|F nω1 − F nω2|+ |F nω1 − F nω2|.

La proposition sera prouvée si (1− aD)|F nω1 − F nω2| > λ|ω1 − ω2|. Mais

(1− aD)|F nω1 − F nω2| = (1− aD)4n|ω1 − ω2| > (1− aD)4|ω1 − ω2| = λ|ω1 − ω2|.

Dans la suite, on aura également besoin du lemme suivant qui garantit que T vérifie l’hypo-
thèses 4 de la définition des applications localement Gibbs-Markov.

Lemme 1.5.7. Il existe une constante C telle que, pour tout ensemble As,n, pour tout k 6 n,
pour presque tous x, y ∈ As,n, d(T kx, T ky) 6 Cd(T nx, T ny).

Démonstration. Soient (ω1, x1) et (ω2, x2) ∈ As,n avec par exemple x2 > x1. Cela im-
plique que, pour 0 6 k 6 n, d(T k(ω1, x1), T k(ω2, x2)) 6 (1 + D)|F kω1 − F kω2|. De plus,
d(T k(ω2, x1), T k(ω2, x2)) 6 d(T n(ω2, x1), T n(ω2, x2)) (puisque, à ω fixé, l’application Tα(ω) est
dilatante).
Ainsi, pour 0 6 k 6 n,

d(T k(ω1, x1), T k(ω2, x2)) 6 d(T k(ω1, x1), T k(ω2, x1)) + d(T k(ω2, x1), T k(ω2, x2))

6 (1 +D)|F kω1 − F kω2|+ d(T n(ω2, x1), T n(ω2, x2))

6 (1 +D)|F nω1 − F nω2|+ d(T n(ω1, x1), T n(ω2, x1))

+ d(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2))

6 (1 +D)|F nω1 − F nω2|+ (1 +D)|F nω1 − F nω2|
+ d(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2))

6 (3 + 2D)d(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2)).
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1.5.3 Bornes sur la distorsion

Lemme 1.5.8. Il existe une constante E > 0 telle que

∀n > 0,∀ω1, ω2 ∈ S1 avec |ω1 − ω2| 6
ε0

4n
,∀x1 ∈ Jn(ω1) avec T n−1

ω2
x1 6 1/2,∣∣ln(T nω1

)′(x1)− ln(T nω2
)′(x1)

∣∣ 6 E|F nω1 − F nω2|.
(1.31)

Démonstration. On utilise le corollaire 1.5.5 n fois et on obtient que |T kω1
x1 − T kω2

x1| 6
D|F kω1 − F kω2| pour 0 6 k 6 n.
En particulier, pour k = n, |T nω1

x1| > 1/2, donc |T nω2
x1| > 1/2 − Dε0. Ainsi, T n(ω2, x1) ∈

Ii(F
nω2) pour un certain i ∈ {0, 1}, par définition de ε0. Une récurrence inverse donne

T k(ω2, x1) ∈ In−k+i(F
kω2).

Pour x 6 1/2 et ω ∈ S1, posons G(ω, x) = lnT ′α(ω)(x) = ln
(
1 + (α(ω) + 1)(2x)α(ω)

)
. Alors

∂G

∂x
(ω, x) =

(α(ω) + 1)α(ω)2α(ω)xα(ω)−1

1 + (α(ω) + 1)(2x)α(ω)
6 Cxαmin−1

et ∣∣∣∣∂G∂ω (ω, x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣α′(ω)(2x)α(ω) + (α(ω) + 1)α′(ω) ln(2x)(2x)α(ω)

1 + (α(ω) + 1)(2x)α(ω)

∣∣∣∣ 6 C.

Le lemme 1.5.2 et le fait que T k(ω1, x1) ∈ In−k(F kω1) et T k(ω2, x1) ∈ In−k+i(F
kω2) avec i 6 1

impliquent que les deuxièmes composantes de T k(ω1, x1) et T k(ω2, x1) sont > 1
C(n−k+1)1/αmin

.
Sur l’ensemble des points (ω, x) avec x > 1

C(n−k+1)1/αmin
, les estimées sur les dérivées partielles

de G montrent que cette fonction est C(n− k + 1)1/αmin−1-lipschitzienne, si bien que

|G(T k(ω1, x1))−G(T k(ω2, x1))| 6 C(n− k + 1)1/αmin−1d((T k(ω1, x1), T k(ω2, x1))

6 C(n− k + 1)1/αmin−1(1 +D)|F kω1 − F kω2|
6 C(n− k + 1)1/αmin−1(1 +D)4k|ω1 − ω2|.

Finalement,

∣∣ln(T nω1
)′(x1)− ln(T nω2

)′(x1)
∣∣ 6 n−1∑

k=0

|G(T k(ω1, x1))−G(T k(ω2, x1))|

6 C4n|ω1 − ω2|
n−1∑
k=0

(n− k + 1)1/αmin−14k−n

6 C|F nω1 − F nω2|
∞∑
l=1

(l + 1)1/αmin−14−l.

La dernière somme est finie, ce qui conclut la preuve.
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Posons I+
n (ω) = [Xn+2(ω), Xn(ω)] et J+

n (ω) = [Yn+2(ω), Yn(ω)] pour n > 1. Ainsi, J+
n+1(ω) est

la préimage de I+
n (Fω). Ces intervalles vont apparaître naturellement dans les contrôles de

distorsion, puisqu’on a vu dans la preuve du lemme 1.5.8 que, si on s’écarte horizontalement
d’un point de Jn(ω1), on trouve un point de Jn+i(ω2) avec i ∈ {0, 1}, i.e. de J+

n (ω2).

Lemme 1.5.9. Il existe une constante C telle que

∀n > 0,∀ω ∈ S1,∀x, y ∈ J+
n (ω), |ln(T nω )′(x)− ln(T nω )′(y)| 6 C|T nω (x)− T nω (y)|.

Démonstration. On rappelle que la dérivée schwarzienne d’un difféomorphisme croissant g

de classe C3 est Sg(x) = g′′′(x)
g′(x)

− 3
2

(
g′′(x)
g′(x)

)2

. La composée de deux fonctions avec une dérivée
schwarzienne négative a encore une dérivée schwarzienne négative.
Si I ⊂ I ′ sont deux intervalles et τ > 0, on dit que I ′ contient un voisinage τ -dilaté de I si
les intervalles à gauche et à droite de I dans I ′ sont de taille au moins τ |I|. Pour τ > 0, le
principe de Koebe ([dMvS93, théorème IV.1.2]) affirme que, si Sg 6 0, et J ⊂ J ′ sont deux
intervalles tels que g(J ′) contienne un voisinage τ -dilaté de g(J), alors il existe une constante
K(τ) telle que

∀x, y ∈ J, |ln g′(x)− ln g′(y)| 6 K(τ)
|x− y|
|J |

.

Ceci implique que la distorsion de g est bornée sur J , si bien qu’on peut remplacer la borne
de droite par K ′(τ) |g(x)−g(y)|

|g(J)| .
Pour 0 < α < 1, la branche de gauche de Tα a une dérivée schwarzienne négative, puisque
T ′′′α < 0 et T ′α > 0. Soit g la composition des branches de gauche de Tα(Fn−1ω), . . . , Tα(Fω), et
de la branche de droite de Tα(ω). Alors, sur J+

n , on a T nω = g, et g a une dérivée schwarzienne
négative.
On veut voir que |ln(T nω )′(x)− ln(T nω )′(y)| 6 C|T nω (x) − T nω (y)|. Pour cela, on applique le
principe de Koebe à J = J+

n et J ′ = [1/2 + δ, 2], pour δ très petit. Alors g(J) = [X2, 1] tandis
que g(J ′) contient [δ′, 2] pour δ′ > 0, arbitrairement petit si δ est assez petit. Comme X2(ω)
est uniformément minoré, il existe une constante τ > 0 (indépendante de ω et n) telle que
g(J ′) contienne un voisinage τ -dilaté de g(J). Le principe de Koebe donne alors la conclusion
recherchée.

Proposition 1.5.10. Il existe une constante C telle que, pour tout As,n, pour tous (ω1, x1)
et (ω2, x2) ∈ As,n, ∣∣∣∣detDT n(ω1, x1)

detDT n(ω2, x2)
− 1

∣∣∣∣ 6 Cd(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2)).

Démonstration. La matrice DT n(ω, x) est triangulaire supérieure, avec 4n dans le coin en
haut à gauche. Il faut donc montrer que∣∣ln(T nω1

)′(x1)− ln(T nω2
)′(x2)

∣∣ 6 Cd(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2)).
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Supposons par exemple que x2 > x1, ce qui implique que T kω2
(x1) 6 1/2 pour k = 0, . . . , n−1.

Le lemme 1.5.8 peut être appliqué à x1, ω1 et ω2, et il donne en particulier que x1 ∈ J+
n (ω2).

On a∣∣ln(T nω1
)′(x1)− ln(T nω2

)′(x2)
∣∣ 6 ∣∣ln(T nω2

)′(x1)− ln(T nω1
)′(x1)

∣∣+
∣∣ln(T nω2

)′(x2)− ln(T nω2
)′(x1)

∣∣
6 E|F nω2 − F nω1|+ Cd(T n(ω2, x2), T n(ω2, x1))

par les lemmes 1.5.8 et 1.5.9. Pour le second terme,

d(T n(ω2, x2), T n(ω2, x1)) 6 d(T n(ω2, x2), T n(ω1, x1)) + d(T n(ω1, x1), T n(ω2, x1))

6 d(T n(ω2, x2), T n(ω1, x1)) + (D + 1)|F nω1 − F nω2|

en utilisant les courbes admissibles.
Comme |F nω1 − F nω2| 6 d(T n(ω1, x1), T n(ω2, x2)), cela permet de conclure.

1.5.4 Construction de la mesure invariante

Les estimées de distorsion et de dilatation qui précèdent montrent que TY est Gibbs-Markov,
et qu’elle admet dont une mesure invariante, avec une densité lipschitzienne. En induisant, on
trouve une mesure invariante pour T , dont la densité est lipschitzienne sur chaque ensemble
S1 × (Xn+1, Xn). Cependant, il n’est pas exclu qu’il y ait des discontinuités sur S1 ×Xn, ce
qui n’est pas surprenant puisque T lui-même a des discontinuités sur S1 × {1/2}, qui vont
ensuite se propager aux autres Xn puisque la mesure est invariante.
Cependant, en dimension 1, Liverani, Saussol et Vaienti ([LSV99]) ont montré que la densité
était continue partout, en la construisant comme élément d’un cône de fonctions continues
(voir le paragraphe 1.4.1). On va démontrer un résultat analogue ici, par une méthode com-
plètement différente :

Théorème 1.5.11. L’application T admet une unique mesure de probabilité invariante ab-
solument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. De plus, cette mesure est ergodique.
Finalement, la densité h = dm

dLeb
est lipschitzienne sur tout compact de S1×]0, 1].

Démonstration. Considérons l’application TY induite par T sur Y = S1×]1/2, 1]. Elle est
markovienne pour la partition α = {As,n}, et transitive puisque T 2

Y (a) = Y pour tout a ∈ α.
De plus, elle est dilatante pour d′ sur chaque élément de partition (proposition 1.5.6), et sa
distorsion est lipschitzienne (proposition 1.5.10).
Ainsi, le corollaire 1.1.19 montre que TY admet une unique mesure de probabilité mY inva-
riante absolument continue, qui est ergodique. De plus, sa densité h est lipschitzienne (pour
la distance d′, et dont pour la distance usuelle) sur chaque élément de la partition α∗ engen-
drée par les éléments TY (a), i.e. sur les ensembles Ki =

[
i

4q
, i+1

4q

]
× [1/2, 1]. De plus, par la

proposition 1.1.24, h est majorée et minorée.
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On obtient la mesure invariante pour m par la proposition 1.3.2. Pour vérifier que cette
nouvelle mesure est de masse finie, on va montrer que

∑
mY (ϕY > n) < ∞. Comme dmY

et dLeb sont équivalentes, il suffit de le vérifier pour dLeb. On a

Leb(ϕY > n) = Leb(S1 × [1/2, Yn+1]) =
1

2
Leb(S1 × [0, Xn]) 6

1

2

C

n1/αmax
,

par le lemme 1.5.2. Comme αmax < 1, cette estimée est sommable.
On sait que h est lipschitzienne sur les ensembles

[
i

4q
, i+1

4q

]
× [1/2, 1]. Il n’est pas diffi-

cile de montrer la continuité en {i/4q} × [1/2, 1] : ces nombres i/4q sont artificiels, puis-
qu’ils dépendent du choix d’une partition de Markov pour F sur S1. On peut faire la
même construction en utilisant d’autres ensembles que les As,n. Par exemple, soient A′s,n =[

1
3

+ s
4q+n

, 1
3

+ s+1
4q+n

]
× Jn, et K ′i =

[
1
3

+ i
4q
, 1

3
+ i+1

4q

]
. Comme 1/3 est un point fixe de F , l’ap-

plication TY est markovienne pour la partition {A′s,n}, et chacun de ces ensembles est envoyé
sur l’un des ensembles K ′i. Ainsi, les mêmes arguments s’appliquent, et montrent que h est
lipschitzienne sur chaque ensemble K ′i. Comme les frontières des ensembles Ki et K ′i sont
disjointes, on en déduit que h est en fait lipschitzienne sur S1 × [1/2, 1].
On montre maintenant que h est lipschitzienne sur S1 × [X2, 1]. Notons que h n’est définie
que presque partout, si bien qu’il est légèrement incorrect de dire que h est lipschitzienne.
Cependant, si on montre que |h(x) − h(y)| 6 Cd(x,y) pour presque tous x et y, alors il
existera une unique version de h qui sera vraiment lipschitzienne. Ainsi, toutes les égalités
qu’on écrira jusqu’à la fin de cette preuve ne seront vraies que presque partout, ce qui ne
posera pas de problème.
Soit A+

s,n =
[

s
4q+n

, s+1
4q+n

]
×J+

n : T n est un difféomorphisme entre A+
s,n etK

+
i =

[
i

4q
, i+1

4q

]
×[X2, 1].

On fixe K+ égal à l’un des K+
i = I × [X2, 1], et on va montrer que h est lipschitzienne sur

K+. Notons A+
s1,n1

, A+
s2,n2

, . . . les ensembles A+
s,n dont l’image par T n est K+

i . Soit ensuite
Uj : K+

i → A+
sj ,nj

l’inverse de la restriction de T nj à A+
sj ,nj

. Soit TY l’application induite par
T sur Y = S1 × [1/2, 1]. Alors h dLeb|Y est invariante par TY , ce qui signifie que, pour tout
x ∈ I × [1/2, 1],

h(x) =
∑

JUj(x)h(Ujx)

où JUj est le jacobien de Uj.
Soit Z = S1× [X2, 1], et TZ l’application induite par T sur Z. Comme h dLeb|Z est également
invariante par TZ , on a le même type d’égalité que ci-dessus. Pour x ∈ I × [X2, 1/2], toutes
ses préimages par TZ sont dans S1 × [1/2, 1], et l’invariance donne

h(x) =
∑

JUj(x)h(Ujx).

On a montré que, pour tout x ∈ S1 × [X2, 1],

h(x) =
∑

JUj(x)h(Ujx).
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Cela signifie que h est invariante par une sorte d’opérateur de transfert (même si ce n’est pas
un vrai opérateur de transfert, puisque les images des applications Uj ne sont pas disjointes
et puisqu’elles ne recouvrent pas tout l’espace). En particulier, les images des Uj sont incluses
dans S1 × [1/2, 1], et on sait déjà que h y est lipschitzienne.
Les bornes des paragraphes précédents s’appliquent encore à la distorsion des Uj et à leur
dilatation. En particulier,

∣∣∣1− JUj(y)

JUj(x)

∣∣∣ 6 Cd(x,y) pour une constante C indépendante de j,
et |h(Ujx)− h(Ujy)| 6 Cd(Ujx, Ujy) 6 C ′d(x,y) puisque h est lipschitzienne sur l’image de
Uj. Ainsi,

|h(x)− h(y)| 6
∑
|JUj(x)h(Ujx)− JUj(y)h(Ujy)|

6
∑
|JUj(x)|

∣∣∣∣1− JUj(y)

JUj(x)

∣∣∣∣ |h(Ujx)|+
∑
|JUj(y)||h(Ujx)− h(Ujy)|

6 Cd(x,y)
∑
|JUj(x)|+ C ′d(x,y)

∑
|JUj(y)|.

Il reste à prouver que
∑
|JUj(x)| est borné. Comme la distorsion est bornée, on a JUj(x) �

Leb(ImUj), si bien que
∑
JUj(x) 6 C

∑
Leb(ImUj), qui est fini puisque chaque point de

S1 × [1/2, 1] est dans l’image de au plus deux applications Uj.
On a montré que h était lipschitzienne sur S1 × [X2, 1], sauf peut-être sur { i

4q
} × [X2, 1].

Comme ci-dessus, en utilisant une autre partition de Markov, on montre que h est continue
sur cet ensemble. Ainsi, h est lipschitzienne sur S1 × [X2, 1].
Pour montrer que h est lipschitzienne sur S1 × [Xk, 1], on raisonne exactement de la même
façon, sauf qu’on considère [Yn+k, Yn] au lieu de J+

n = [Yn+2, Yn]. Comme ci-dessus, en notant
U1, U2, . . . les inverses des branches de T n définies sur un ensemble [ s

4n+q
, s+1

4n+q
]× [Yn+k, Yn] et

dont l’image est K ′ = [ i
4q
, i+1

4q
]× [Xk, 1] = I× [Xk, 1], on montre que h(x) =

∑
JUj(x)h(Ujx)

pour x ∈ K ′. En fait, pour x ∈ I×[Xl, Xl−1], on utilise l’invariance de h dLeb par l’application
induite par T sur S1 × [Xl, 1]. On conclut finalement comme plus haut, en utilisant le fait
que h est lipschitzienne sur S1 × [1/2, 1], qui contient l’image de tous les Uj.
Cela termine la preuve, puisque tout compact de S1×]0, 1] est inclus dans S1 × [Xk, 1] pour
k assez grand.

1.5.5 Décorrélations multiples de l’application F , et bornitude Lp

Dans ce paragraphe, on expose divers résultats techniques concernant l’application F : S1 →
S1 donnée par F (ω) = 4ω, qui nous seront utiles plus tard pour estimer précisément Xn.

Théorème 1.5.12. Soit F : ω → 4ω sur le cercle S1. Alors, pour tout p ∈ [1,∞[, il existe
une constante Kp telle que, pour tout n ∈ N, pour toutes fonctions f0, . . . , fn−1 : S1 → R
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bornées par 1, de moyenne nulle et 1-lipschitziennes,∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

fk ◦ F k

∥∥∥∥∥
p

6 Kp

√
n.

Ce résultat a été essentiellement prouvé par Françoise Pène, dans un contexte beaucoup plus
général. Sa preuve dépend d’une propriété de décorrélations multiples, qui est impliquée par
le trou spectral de l’opérateur de transfert :

Lemme 1.5.13. Soit ‖f‖ la norme de Lipschitz de la fonction f sur S1. Alors, pour tous
m,m′ ∈ N, il existe C > 0 et δ < 1 tels que, pour tout N ∈ N, pour toutes suites croissantes
(k1, . . . , km) et (l1, . . . , lm′), pour toutes fonctions lipschitziennes G1, . . . , Gm, H1, . . . , Hm′,∣∣∣∣∣Cov

(
m∏
i=1

Gi ◦ F ki ,
m′∏
j=1

Hj ◦ FN+lj

)∣∣∣∣∣ 6 C

(
m∏
i=1

‖Gi‖

)(
m′∏
j=1

‖Hj‖

)
δN−km . (1.32)

Ici, Cov(u, v) =
∫
uv −

∫
u
∫
v.

Démonstration. Soit F̂ l’opérateur de transfert associé à F , agissant sur les fonctions lip-
schitziennes. Il admet un trou spectral et ses itérés sont bornés, c’est-à-dire qu’il existe des
constantes M > 0 et δ < 1 telles que

∥∥F̂ nf
∥∥ 6M ‖f‖, et

∥∥F̂ nf
∥∥ 6Mδn ‖f‖ si

∫
f = 0.

On peut supposer que N > km (sinon, δN−km > 1, et l’inégalité (1.32) devient triviale). Alors,
en écrivant ϕ =

∏m
i=1 Gi ◦ F ki et ψ =

∏m′

j=1Hj ◦ F lj , on obtient

∣∣Cov(ϕ, ψ ◦ FN)
∣∣ =

∣∣∣∣∫ (ϕ− ∫ ϕ

)
ψ ◦ FN

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ F̂N

(
ϕ−

∫
ϕ

)
ψ

∣∣∣∣
6

∥∥∥∥F̂N

(
ϕ−

∫
ϕ

)∥∥∥∥ ‖ψ‖∞ .
Mais

F̂N(ϕ) = F̂N
(∏

Gki
i

)
= F̂N−km(GmF̂

km−km−1(Gm−1F̂
km−1−km−2(. . . F̂ k2−k1(G1)) . . .)

=: F̂N−km(χ).

Comme les itérés de F̂ sont bornés sur les fonctions lipschitziennes, on obtient une borne sur
la norme de Lipschitz de χ : ‖χ‖ 6Mm−1

∏
‖Gi‖. De plus,

∫
χ =

∫
ϕ, donc∥∥∥∥F̂N

(
ϕ−

∫
ϕ

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥F̂N−km
(
χ−

∫
χ

)∥∥∥∥ 6MδN−km
∥∥∥∥χ− ∫ χ

∥∥∥∥
6MδN−kmMm−1

∏
‖Gi‖ .
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Quand p est un entier pair, le théorème 1.5.12 est alors une conséquence de [Pèn02, lemme
2.3.4]. L’inégalité de Hölder permet d’en déduire le cas général.

Remarque 1.5.14. On a le même résultat pour des fonctions seulement hölderiennes, avec
la même preuve.

On aura aussi besoin du résultat suivant :

Théorème 1.5.15. Soient X un espace muni d’une mesure de probabilité et T : X → X
une application qui préserve cette mesure. Soient f : X → R et p > 2 tels que

∃C > 0,∀n ∈ N∗, ‖Snf‖p 6 C
√
n.

Notons Mnf(x) = sup16k6n |Skf(x)|. Alors il existe une constante K telle que

∀n > 2, ‖Mnf‖p 6 K(lnn)
p−1
p
√
n.

Démonstration. Soit n ∈ N∗. Soit k < 2n, écrivons sa décomposition binaire k =
∑n−1

j=0 εj2
j,

avec εj ∈ {0, 1}. Soit qj =
∑n−1

l=j εl2
l ; en particulier, q0 = k et qn = 0. Alors Skf =∑n−1

j=0 (Sqjf − Sqj+1
f). L’inégalité de convexité (a0 + . . . + an−1)p 6 np−1(ap0 + . . . + apn−1)

donne alors

|Skf |p 6 np−1

n−1∑
j=0

|Sqjf − Sqj+1
f |p.

Notons que qj+1 est de la forme λ2j+1 avec 0 6 λ 6 2n−j−1 − 1, et qj est égal à qj+1 ou
qj+1 + 2j. Ainsi,

|Skf |p 6 np−1

n−1∑
j=0

2n−j−1−1∑
λ=0

|Sλ2j+1+2jf − Sλ2j+1f |p
 .

Le membre de droite est indépendant de k. Il borne donc |M2n−1f |p. De plus,∫
|Sλ2j+1+2jf − Sλ2j+1f |p =

∫
|S2jf |p 6 Cp

√
2j
p
.

On obtient∫
|M2n−1f |p 6 np−1

n−1∑
j=0

2n−j−1Cp2pj/2 6 Knp−12n2( p
2
−1)n = Knp−1

√
2n

p
.

Pour des temps de la forme 2n − 1, c’est une borne de la forme ‖Mt‖p 6 K(ln t)
p−1
p
√
t. Pour

obtenir la même estimée pour un temps t arbitraire, il suffit de choisir n avec 2n−1 6 t < 2n,
et de noter que Mt 6M2n−1.
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Corollaire 1.5.16. Soient F : ω → 4ω sur le cercle S1, χ : S1 → R une fonction hölderienne
de moyenne nulle, et p > 2. Soit Mnχ(x) = sup16k6n |Skχ(x)|. Il existe alors une constante
K telle que

∀n > 2, ‖Mnχ‖p 6 K(lnn)
p−1
p
√
n.

Démonstration. Le théorème 1.5.12 (ou plutôt la remarque 1.5.14, pour le cas hölderien)
montre que ‖Snχ‖p 6 C

√
n. Par conséquent, le théorème 1.5.15 permet de conclure.

1.5.6 Comportement asymptotique de Xn

Le but de cette section est d’estimer précisément le comportement de Xn. Cela permettra
de trouver un équivalent de m(ϕY > n), ce qui sera utile pour obtenir des théorèmes limites
(théorème 4.2.6).

Théorème 1.5.17. On a(
n√
lnn

)1/αmin

Xn(ω)→ 1(
2αmin αmin

3/2
√

π
2α′′(x0)

)1/αmin

presque partout et dans L1.

On en déduit le comportement asymptotique de m(ϕY > n). On notera

A =
1

4

(
αmin

3/2
√

π
2α′′(x0)

)1/αmin

∫
S1×{1/2}

h dLeb, (1.33)

où h est la densité de la mesure de probabilité invariante m.

Proposition 1.5.18. On a

m(ϕY > n) ∼

(√
lnn

n

)1/αmin

A.

Démonstration. On a

m(ϕY > n) =

∫
S1

∫ Yn+1(ω)

1/2

h(ω, u) du dω =

∫
S1

∫ Xn(Fω)/2

0

h(ω, 1/2 + u) du dω

=

∫
S1

Xn(Fω)

2
h(ω, 1/2) dω +

∫
S1

∫ Xn(Fω)/2

0

[
h(ω, 1/2 + u)− h(ω, 1/2)

]
du dω

= I + II.
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Comme
(

n√
lnn

)1/αmin
Xn(Fω) → 1(

2αmin αmin3/2
√

π
2α′′(x0)

)1/αmin
dans L1 et presque partout

(théorème 1.5.17) et h(ω, 1/2) est borné, I ∼
(√

lnn
n

)1/αmin
A. De plus, si n est assez grand,

|h(ω, 1/2 + u)− h(ω, 1/2)| 6 ε, donc II = o
(√

lnn
n

)1/αmin
.

La preuve du théorème 1.5.17 utilisera le lemme suivant.

Lemme 1.5.19. On a

E(e−(α−αmin)w) ∼
√

π

2α′′(x0)

1√
w

quand w →∞. (1.34)

Ici, E(e−(α−αmin)w) désigne
∫
S1 e

−(α(ω)−αmin)w dω.

Démonstration. Soient β = α − αmin, et f(b) = Leb{ω | β(ω) ∈ [0, b)}. Dans un voisinage
de x0 l’unique point où α atteint son minimum αmin, α se comporte comme la parabole
αmin +α′′(x0)

2
(x− x0)2, donc f(b) ∼

√
2

α′′(x0)

√
b quand b→ 0.

En notant Pβ la distribution de β, une intégration par parties donne

E
(
e−(α−αmin)w

)
=

∫ ∞
0

e−bw dPβ(b) = w

∫ ∞
0

e−bwf(b) db =

∫ ∞
0

e−uf(u/w) du

=
1√
w

∫ ∞
0

e−u
(√

wf(u/w)
)

du.

Mais e−u (
√
wf(u/w)) → e−u

√
2

α′′(x0)

√
u quand w → ∞. Il existe une constante E telle

que f(u) 6 E
√
u : c’est clair sur un voisinage de 0, et ailleurs car f est bornée. Ainsi,

e−u (
√
wf(u/w)) 6 Ee−u

√
u intégrable. Par convergence dominée,∫ ∞

0

e−u
(√

wf(u/w)
)

du→

√
2

α′′(x0)

∫ ∞
0

e−u
√
u du =

√
2

α′′(x0)

√
π

2
.

Preuve du théorème 1.5.17. Comme dans la proposition 1.5.2, on écrit

1

Xn(Fω)αmin
=

1

Xn+1(ω)αmin
− αmin 2αmin(2Xn+1(ω))α(ω)−αmin +O(Xn+1(ω)2α(ω)−αmin).

La proposition 1.5.2 donne

Xn+1(ω)2α(ω)−αmin 6 Xn+1(ω)αmin 6
C

(n+ 1)αmin /αmax
6

C√
n+ 1
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car αmin / αmax > 1/2 par hypothèse. Ainsi,

1

Xn+1(ω)αmin
− 1

Xn(Fω)αmin
= 2αmin αmin(2Xn+1(ω))α(ω)−αmin +O(1/

√
n).

En sommant de 1 à n, on obtient une constante P (indépendante de ω) telle que

1

Xn(ω)αmin
> 2αmin αmin

[
n∑
k=1

(2Xk(F
n−kω))α(Fn−kω)−αmin − P

√
n

]
. (1.35)

1

Xn(ω)αmin
6 2αmin αmin

[
n∑
k=1

(2Xk(F
n−kω))α(Fn−kω)−αmin + P

√
n

]
. (1.36)

L’équation (1.35) et la proposition 1.5.2 impliquent que
√

lnn

n

1

2αmin αminXn(ω)αmin
>

√
lnn

n

n∑
k=1

(
2C−1

k1/αmin

)α(Fn−kω)−αmin

−P
√

lnn

n
=: An(ω). (1.37)

Étudions tout d’abord la convergence de An. Les fonctions α et α ◦ F n−k ont la même
distribution puisque F préserve la mesure de Lebesgue. Ainsi, par le lemme 1.5.19,

E

((
2C−1

k1/αmin

)α◦Fn−k−αmin
)
∼
√

π

2α′′(x0)

1√
ln(k1/αmin)− ln(2C−1)

∼
√

π αmin

2α′′(x0)

1√
ln k

.

En additionnant ces estimées, on obtient

E(An)→ C1 :=

√
π αmin

2α′′(x0)
, (1.38)

puisque
∑n

k=2
1√
ln k
∼ n√

lnn
.

On aura besoin d’estimées Lp, pour p > 1. On notera ‖g‖ la norme Lipschitz d’une fonction
g : S1 → R.

On définit fk(ω) =
(

2C−1

k1/αmin

)α(ω)−αmin
, et gk = fk−E(fk). Ainsi, An =

√
lnn
n

∑n
k=1 fk ◦F n−k−

P
√

lnn
n
. Comme g′k = ln

(
2C−1

k1/αmin

)
α′fk, il existe une constante L telle que, pour tous k 6 n,

‖gk‖ 6 L lnn. Ainsi, le théorème 1.5.12 appliqué à gk/(L lnn) donne

‖An − E(An)‖p =

√
lnn

n
L lnn

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

gk ◦ F n−k/(L lnn)

∥∥∥∥∥
p

6

√
lnn

n
L lnnKp

√
n,

i.e.

‖An − E(An)‖p 6 Lp

√
ln3 n

n
. (1.39)
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Cela implique en particulier que An converge presque partout vers C1. En effet, pour δ > 0,

Leb{|An − E(An)| > δ} 6
∫
|An − E(An)|4

δ4
6
L4

4

δ4

(
ln3 n

n

)4/2

qui est sommable, et E(An)→ C1.
On a

An(ω) >

√
lnn

n

[
n∑
k=1

(
2C−1

k1/αmin

)αmax−αmin

− P
√
n

]
>

√
lnn

n

[
Kn2−αmax /αmin − P

√
n
]

> K ′
√

lnn

n
n2−αmax /αmin

car αmax / αmin < 3/2. Ainsi, ∥∥∥∥ 1

An

∥∥∥∥
∞
6 K ′′

nαmax /αmin−1

√
lnn

. (1.40)

Comme E(An) tend vers C1 6= 0, 1
E(An)

est borné, donc

∥∥∥∥ 1

An
− 1

E(An)

∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥ 1

An

∥∥∥∥
∞

1

E(An)
‖An − E(An)‖p 6 K ′′′

nαmax /αmin−1

√
lnn

Lp

√
ln3 n

n
= Mp

lnn

nκ
,

où κ = 3
2
− αmax

αmin
> 0. En particulier, 1

An
tend vers 1

C1
dans tout Lp. L’équation (1.37) montre

que (
n√
lnn

)1/αmin

Xn 6
1

(2αmin αminAn)1/αmin
. (1.41)

Le membre de droite tend vers

C2 :=
1(

2αmin αmin
3/2
√

π
2α′′(x0)

)1/αmin
(1.42)

dans tout Lp, et en particulier dans L1. Ainsi,

limE

((
n√
lnn

)1/αmin

Xn

)
6 C2. (1.43)

De plus, An converge presque partout vers C1, donc (1.41) donne que, presque partout,

lim

(
n√
lnn

)1/αmin

Xn(ω) 6 C2. (1.44)
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Soit Q = supn

(
1

E(An)

)
+ 1, on estime Leb

{
1
An
> Q

}
. Si p > 1,

Leb

{
1

An
> Q

}
6 Leb

{∣∣∣∣ 1

An
− 1

E(An)

∣∣∣∣ > 1

}
6 E

(∣∣∣∣ 1

An
− 1

E(An)

∣∣∣∣p) 6 (Mp
lnn

nκ

)p
.

En particulier, si p est assez grand, on obtient

Leb

{
1

An
> Q

}
6
M

n5
.

Soit Q′ = Q
2αmin αmin

. L’équation (1.41) implique alors que

Leb

Xn >

(
Q′
√

lnn

n

)1/αmin
 6 M

n5
. (1.45)

Ainsi, Un :=

{
ω | ∃

√
n 6 k 6 n avec Xk(F

n−kω) >
(
Q′
√

ln k
k

)1/αmin
}

a une mesure majorée

par
∑n√

n
M
k5
6 M ′

n2 (car Leb est invariante par F n−k). Finalement, le lemme de Borel-Cantelli
assure qu’il existe un ensemble de mesure pleine de S1 sur lequel ω 6∈ Un pour n assez grand.
Soit

A′n(ω) =

√
lnn

n

 n∑
k=1

(
2(Q′
√

ln k)1/αmin

k1/αmin

)α(Fn−kω)−αmin

+ (P + 1)
√
n

 .
Comme pour An, on montre que A′n → C1 dans tout Lp et presque partout.
Soit ω tel que ω 6∈ Un pour n assez grand, et A′n(ω)→ C1 (ces propriétés sont vraies presque

partout). Pour n assez grand, l’équation (1.36) et le fait que Xk(F
n−kω) 6

(
Q′
√

ln k
k

)1/αmin

pour
√
n 6 k 6 n donnent

1

2αmin αminXn(ω)αmin
6

 √n∑
k=1

1 +
n∑

k=
√
n

(
2(Q′
√

ln k)1/αmin

k1/αmin

)α(Fn−kω)−αmin

+ P
√
n


6

n√
lnn

A′n(ω) ∼ n√
lnn

C1.

Ainsi,

lim

(
n√
lnn

)1/αmin

Xn(ω) > C2. (1.46)

Les équations (1.44) et (1.46) montrent que
(

n√
lnn

)1/αmin
Xn tend presque partout vers C2.

On obtient la convergence dans L1 grâce à l’inégalité (1.43) et au lemme suivant.
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Lemme 1.5.20. Soient fn des fonctions positives ou nulles sur un espace de probabilité, avec
fn → f presque partout et limE(fn) 6 E(f) <∞. Alors fn → f dans L1.

Démonstration. Soit gn = fn + f − |f − fn| > 0. Le lemme de Fatou donne E(lim gn) 6
limE(gn), donc

2E(f) 6 limE(fn) + E(f)− limE(|f − fn|).

Ainsi, les hypothèses impliquent que limE(|f − fn|) 6 0.
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Chapitre 2

Décorrélation des tours localement
Gibbs-Markov
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Dans ce chapitre, qui reprend et étend les résultats de l’article [Gou04b], on s’intéresse à la
vitesse de décroissance des corrélations dans les tours localement Gibbs-Markov mélangeantes.
Comme on l’a vu dans le paragraphe 1.3.3, cela aura des conséquences pour des applications
localement Gibbs-Markov générales puisqu’on peut toujours ramener leur étude à l’étude de
tours localement Gibbs-Markov mélangeantes.
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Soit (X,T,m) une tour localement Gibbs-Markov mélangeante, de base Y ⊂ X, préservant
la mesure de probabilité m. Soient u, v : X → R deux fonctions hölderiennes. On définit leurs
corrélations par

Cor(u, v ◦ T n) :=

∫
u · v ◦ T n dm−

(∫
u dm

)(∫
v dm

)
. (2.1)

Lorsque T est Gibbs-Markov, ces corrélations décroissent exponentiellement vite (corollaire
1.1.21). Dans le cas localement Gibbs-Markov, on va voir que la vitesse est plus lente, et
dépend en général de la mesure des points qui mettent “longtemps” à revenir à la base. Plus
précisément, pour y ∈ Y , soit ϕY (y) = inf{n > 1, T n(y) ∈ Y } le temps de retour de y à Y .
On va voir que la décroissance de Cor(f, g ◦ T n) est essentiellement dictée par la vitesse de
décroissance de m{y ∈ Y | ϕY (y) > n}. Des bornes supérieures (dans le cas des tours de
Young) ont été démontrées dans [You99]), mais on va s’intéresser ici à des vitesses exactes,
c’est-à-dire qu’on cherchera également des bornes inférieures sur la vitesse de décorrélation,
ou même des équivalents. La méthode sera essentiellement spectrale, et utilisera les opérateurs
de transfert de premier retour introduits par Sarig dans [Sar02].

2.1 Opérateurs de transfert de premier retour

Dans toute cette partie, (X,T,m) sera une tour localement Gibbs-Markov mélangeante pré-
servant la mesure de probabilité m. Comme dans le paragraphe 1.3.3, on notera α la partition
de X pour laquelle T est markovienne, et α0 ⊂ α un ensemble d’éléments de partition tel
que l’application induite par T sur Y :=

⋃
a∈α0

a soit Gibbs-Markov.
Quitte à remplacer la distance d sur X par dτ définie dans la remarque 1.3.9, avec τ assez
proche de 1, les fonctions hölderiennes avec un certain exposant pour la distance d initiale
deviendront lipschitziennes pour la nouvelle distance. On pourra donc sans perte de généralité
se restreindre à l’étude des fonctions lipschitziennes.

2.1.1 Définition des opérateurs

On notera g l’inverse du jacobien de T , donné sur un élément a de α par g(x) = dm
d(m◦T|a)

(x).

De même, soit g(n)(x) =
∏n−1

0 g(T ix). Ainsi, l’opérateur de transfert associé à T s’écrit
T̂ (u)(x) =

∑
Ty=x g(y)u(y), et

T̂ n(u)(x) =
∑
Tny=x

g(n)(y)u(y). (2.2)

On travaillera également avec l’application TY induite par T sur Y . Soit gY l’inverse de son
jacobien. Ainsi, pour y ∈ Y de temps de retour ϕY (y), on a gY (y) = g(ϕY (y))(y). Comme X
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est une tour et que la mesure m est invariante, tous les jacobiens avant le premier retour à
la base sont égaux à 1, et on a donc en fait gY (y) = g(TϕY (y)−1y).
Dans l’équation (2.2), on va décomposer la somme suivant les instants auxquels les itérés de
y tombent dans Y . Plus précisément, on introduit les opérateurs suivants :

Rnu(x) =
∑
Tny=x

y∈Y,Ty,...,Tn−1y 6∈Y,Tny∈Y

g(n)(y)u(y),

Tnu(x) =
∑
Tny=x

y∈Y,Tny∈Y

g(n)(y)u(y),

Anu(x) =
∑
Tny=x

y∈Y,Ty,...,Tny 6∈Y

g(n)(y)u(y),

Bnu(x) =
∑
Tny=x

y,...,Tn−1y 6∈Y,Tny∈Y

g(n)(y)u(y),

Cnu(x) =
∑
Tny=x

y,...,Tny 6∈Y

g(n)(y)u(y),

Les interprétations de ces opérateurs sont les suivantes : Rn prend en compte les premiers
retours à Y , tandis que Tn prend tous les retours en compte, si bien qu’on peut écrire Tn(u) =

1Y T̂
n(1Y u). En décomposant une trajectoire suivant les instants où elle tombe dans Y , on

obtient l’équation suivante, appelée équation de renouvellement :

Tn =
∑

k1+...+kl=n

Rk1 . . . Rkl . (2.3)

Remarque 2.1.1. Cette équation est classique en probabilités, mais avec des nombres à la
place des opérateurs : typiquement, Rn est la probabilité qu’une ampoule casse au bout d’un
temps n, et Tn est la probabilité qu’on doive remplacer une ampoule au temps n (en ayant
éventuellement fait plusieurs remplacements auparavant).

Les opérateurs Bn et An tiennent compte respectivement des débuts et des fins des trajec-
toires, hors de Y . Ainsi, si x ∈ X est fixé et y ∈ X satisfait T n(y) = x, on peut considérer les
b premiers itérés de y, jusqu’à ce qu’il rentre dans Y (ce qui correspond à Bb), puis un certain
nombre de retours successifs à Y , durant un temps k (cela correspond à Tk), et finalement a
itérés hors de Y (correspondant à Aa). Ainsi,

T̂ n = Cn +
∑

a+k+b=n

AaTkBb. (2.4)

L’opérateur Cn prend en compte les trajectoires qui ne rentrent jamais dans Y .
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Pour étudier les corrélations Cor(u, v ◦ T n), qui s’écrivent également sous la forme

Cor(u, v ◦ T n) =

∫
T̂ n(u) · v dm−

(∫
u dm

)(∫
v dm

)
par définition de l’opérateur de transfert, on va utiliser (2.4). Comme Aa et Bb sont quasiment
explicites, tout le problème va être de comprendre Tk. On va pour cela utiliser l’équation (2.3).
Notons que cette équation peut se réécrire

∞∑
n=0

Tnz
n =

(
I −

∞∑
n=1

Rnz
n

)−1

. (2.5)

Pour tirer parti de cette égalité, on aura besoin d’une description spectrale fine des opérateurs
Rn.

2.1.2 Étude spectrale de Rn

Les opérateurs Rn agissent sur les fonctions définies sur Y . Comme TY est Gibbs-Markov,
on va pouvoir utiliser les techniques spectrales concernant les opérateurs Gibbs-Markov pour
étudier Rn. On notera [a0, . . . , an−1]Y les cylindres sur Y , pour l’application TY : ils sont
définis par

⋂n−1
0 T−iY (ai), pour a0, . . . , an−1 ∈ α0. Lorsque aY = [a0, . . . , an−1]Y est un tel

cylindre, rappelons que MaY
désigne l’opérateur donné par MaY

u(x) = g
(n)
Y (y)u(y), où y est

l’unique préimage de x dans aY par T nY , si ce point existe, et MaY
u(x) = 0 sinon. Il vérifie

∥∥MaY
u
∥∥
L 6 Bm(aY )

(
λ−n ‖u‖L +

1

m(aY )

∫
aY

|u| dm

)
(2.6)

d’après le lemme 1.1.13 et la propriété de grande image. Ici, L désigne l’espace des fonctions
définies sur Y , bornées et lipschitziennes sur chaque élément de α0, comme dans le paragraphe
1.1.5.

Lemme 2.1.2. Les opérateurs Rn agissent continûment sur L, avec ‖Rn‖ = O(m[ϕY = n]).

Démonstration. On a Rn =
∑

aY =[a]Y ,ϕY (a)=nMaY
. Ainsi, (2.6) montre que ‖Rn‖ 6 B(1 +

λ−1)
∑
m[aY ] = (1 + λ−1)Bm[ϕY = n].

Par (2.3), on en déduit que Tn agit également continûment sur L. Comme
∑
m[ϕY = n] =

m(Y ) < ∞, on peut définir un opérateur R(z) =
∑
Rnz

n, pour z ∈ D = {z ∈ C | |z| 6 1},
qui agit sur L.

Lemme 2.1.3. L’opérateur R(1) : L → L a une valeur propre simple isolée en 1. Le projec-
teur spectral correspondant est donné par Pu(x) = 1

m[Y ]

∫
Y
u dm.
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Démonstration. Comme R(1) tient compte de tous les retours à Y , il n’est pas difficile de
vérifier que R(1) est l’opérateur de transfert T̂Y associé à TY . Comme TY est transitive (car
T est transitive), la proposition 1.1.17 montre que 1 est valeur propre simple isolée de R(1),
la fonction propre correspondante étant 1 puisque m est invariante. Enfin, l’expression du
projecteur spectral découle du corollaire 1.1.20.

Lemme 2.1.4. ∀z ∈ D\{1}, I −R(z) est inversible sur L.

Démonstration. En sommant les estimées (2.6) sur tous les cylindres aY = [a0, . . . , an−1]Y de
longueur n, on obtient

‖R(z)nu‖L 6
∑
aY

|z|l(aY )Bm(aY )

(
λ−n ‖u‖L +

1

m(aY )

∫
aY

|u| dm

)
,

où l(aY ) désigne la longueur de aY vu comme cylindre pour T , et vérifie donc l(aY ) > n.
Ainsi,

‖R(z)nu‖L 6 B|z|n(λ−n ‖u‖L + ‖u‖1). (2.7)

Comme l’injection L → L1(m) est compacte (proposition 1.1.16), le théorème 1.1.11 implique
que, ∀z ∈ D, le rayon spectral essentiel de R(z) sur L est 6 λ−1|z| < 1. Ainsi, pour obtenir
l’inversibilité de I − R(z), il suffit de vérifier que 1 n’est pas une valeur propre de R(z). Il
n’y a un problème possible que pour |z| = 1 puisque, autrement, le rayon spectral de R(z)
est majoré par |z| < 1, par (2.7).
Soit donc z de module 1, et supposons que R(z)f = f pour un élément f non nul de L.
On notera, pour u, v ∈ L2(Y ), 〈u, v〉 =

∫
uv dm. Soit W : L∞(Y ) → L∞(Y ) défini par

Wu = zϕY u ◦TY . Comme R(z)v = R(1)(zϕY v), cet opérateur W est l’adjoint de R(z). Ainsi,

‖Wf − f‖2
2 = ‖Wf‖2

2 − 2 Re〈Wf, f〉+ ‖f‖2
2 = ‖Wf‖2

2 − 2 Re〈f,R(z)f〉+ ‖f‖2
2

= ‖Wf‖2
2 − 2 Re〈f, f〉+ ‖f‖2

2 = ‖Wf‖2
2 − ‖f‖

2
2 .

Comme TY préserve la mesure, on a ‖Wf‖2
2 =

∫
|f |2 ◦ TY =

∫
|f |2 = ‖f‖2

2, si bien que
‖Wf − f‖2

2 = 0. En particulier,

zϕY (x)f(x) = f(TY x) (2.8)

presque partout.
On définit une fonction f̃ sur X ainsi : soient y ∈ Y et i < ϕY (y), posons f̃(T iy) = zif(y).
Alors, f̃(Tx) = zf̃(x) sur X (par construction lorsque Tx 6∈ Y , et par (2.8) lorsque Tx ∈ Y ).
La fonction f̃ est non nulle et vérifie f̃ ◦ T = zf̃ . Le mélange de T (proposition 1.3.15)
implique donc que z = 1.

Comme
∑
nm[ϕY = n] = m(X) = 1 par la formule de Kac (proposition 1.3.4), on a∑

n ‖Rn‖ <∞. Ainsi, on peut définir R′(z) =
∑
nRnz

n−1 pour z ∈ D.
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Lemme 2.1.5. On a PR′(1)P = 1
m[Y ]

P .

Démonstration. Comme Pu =
∫
u

m(Y )
, un changement de variables donne que, pour tout cy-

lindre aY , PMaY
P =

m(aY )

m(Y )
P . En sommant, on obtient PRnP = m[ϕY =n]

m[Y ]
P . Le lemme en

découle par la formule de Kac.

2.2 Algèbres de Banach et résultats spectraux

Définition 2.2.1. Soient L un espace de Banach, et (Rn)n>1 une suite d’opérateurs sur L.
On dit que c’est une suite d’opérateurs de renouvellement si
–
∑
n ‖Rn‖ <∞. Ainsi, R(z) =

∑
Rnz

n et R′(z) =
∑
nRnz

n−1 sont définis pour z ∈ D.
– 1 est une valeur propre simple isolée de R(1), et le projecteur spectral associé P vérifie
PR′(1)P = µP avec µ > 0.

– Pour tout z ∈ D\{1}, I −R(z) est inversible.

Par exemple, lorsque les Rn sont les opérateurs définis dans le paragraphe 2.1.1, les lemmes
2.1.2, 2.1.3, 2.1.4 et 2.1.5 montrent qu’ils constituent une suite d’opérateurs de renouvelle-
ment.
Lorsque Rn est une suite d’opérateurs de renouvellement, la série I −R(z) est analytique et
inversible sur D. Par [DS58, lemme VII.6.13], son inverse est encore analytique sur D, et il peut
donc s’écrire

∑
Tnz

n. En fait, Tn peut s’obtenir directement par Tn =
∑

k1+...+kl=n
Rk1 · · ·Rkl .

Le but de cette partie va être de comprendre précisément le comportement de Tn en fonction
de celui de Rn. L’outil technique principal de l’étude sera la description précise de S(z) :=
I−R(z)

1−z .
Dans le cas des opérateurs Rn associés à une tour localement Gibbs-Markov, ces Tn coïncident
avec les Tn définis dans le paragraphe 2.1.1. Ainsi, les résultats de cette partie permettront
d’obtenir des informations très précises sur la vitesse de décorrélation.

2.2.1 Algèbres de Banach et lemme de Wiener

Pour étudier précisément les suites d’opérateurs de renouvellement, on aura besoin d’utiliser
des techniques d’algèbres de Banach.
Rappelons qu’une algèbre de Banach A est un espace de Banach complexe muni d’un produit
associatif A×A → A tel que ‖AB‖ 6 ‖A‖·‖B‖ et admettant un élément neutre. L’ensemble
des éléments inversibles de A est alors un ouvert de A, sur lequel l’inversion est continue et
même localement lipschitzienne.



2.2. ALGÈBRES DE BANACH ET RÉSULTATS SPECTRAUX 83

Soit A une algèbre de Banach. On notera A(A) l’ensemble des fonctions continues f : S1 → A
dont les coefficients de Fourier, définis par

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

e−inθf(eiθ) dθ,

sont sommables en norme.

Proposition 2.2.2. Si f : S1 → A est continue et satisfait
∑
‖cn(f)‖ < +∞, alors f(eiθ) =∑

cn(f)einθ, la série convergeant normalement.

Démonstration. Quitte à remplacer f par f −
∑
cn(f)einθ, on peut supposer que cn(f) = 0

pour tout n, et on veut montrer que f = 0.
Supposons qu’il existe z ∈ S1 tel que f(z) 6= 0. Il existe alors une forme linéaire continue
ξ sur A, avec ξ(f(z)) 6= 0. Comme ξ est linéaire, cn(ξ ◦ f) = ξ(cn(f)) = 0 pour tout n.
Comme ξ ◦ f est continue et à valeurs complexes, un résultat classique (prouvé par exemple
en utilisant l’égalité de Parseval) montre que ξ ◦ f = 0, ce qui est absurde.

On vérifie alors aisément que, si les coefficients de Fourier de f et g sont sommables en
norme, il en va de même de ceux de fg. Plus précisément, si on munit A(A) de la norme
‖f‖A(A) =

∑
n∈Z ‖cn(f)‖, alors A(A) est une algèbre de Banach.

Pour f : S1 → A, on notera aussi ‖f‖A = sup{‖f(z)‖ | z ∈ S1}. On a ‖f‖A 6 ‖f‖A(A), mais
l’inégalité inverse est fausse.
Dans le cas où A = C, le lemme de Wiener affirme que, si f : S1 → C appartient à A(C) et
ne s’annule pas sur S1, alors 1/f appartient aussi à A(C). On a un résultat analogue pour
une algèbre de Banach A générale :

Théorème 2.2.3. Soit f ∈ A(A) telle que, pour tout z ∈ S1, f(z) est inversible dans l’algèbre
de Banach A. Alors, en posant g(z) = f(z)−1, on a aussi g ∈ A(A).

Démonstration. Lorsque B est une algèbre de Banach commutative, les caractères de B sont
les morphismes d’algèbre de B dans C. Le théorème de Gelfand ([Rud91, théorème 11.5 (c)])
affirme que, si un élément b de B vérifie χ(b) 6= 0 pour tout caractère χ, alors b est inversible
dans B.
Pour λ ∈ S1, on définit un caractère χλ sur A(C) par χλ(f) = f(λ). Ce sont en fait les
seuls caractères de A(C) ([Rud91, théorème 11.6]). Ainsi, le théorème de Gelfand permet de
conclure dans le cas A = C.
On en déduit le résultat pour A générale grâce à [BP42].

Dans la suite, on utilisera d’autres algèbres de Banach que A(A), prenant en compte la vitesse
de décroissance des coefficients de Fourier. Pour obtenir un analogue du lemme de Wiener
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dans ces algèbres, il suffira donc d’identifier les caractères de l’algèbre obtenue en remplaçant
A par C, par le même argument.
On peut déduire du théorème précédent un résultat plus général. Soient Ω un ouvert de C
et h : Ω→ C une fonction holomorphe. Si x ∈ A est tel que son spectre σ(x) est inclus dans
Ω, on peut définir h(x) ∈ A en utilisant la formule de Cauchy, par h(x) := 1

2iπ

∫
γ
h(u)
uI−x du, où

γ est un chemin entourant σ(x) dans Ω. Cette expression est indépendante de γ (cf. [DS58,
VII.3]). Par exemple, si h(z) = zn avec n ∈ Z, alors h(x) = xn (pour la multiplication dans
l’algèbre A). Pour un autre exemple, soient A = Hom(L,L) où L est un espace de Banach,
et x ∈ A pour lequel 1 est isolé dans σ(x). Si h est égale à 1 dans un petit voisinage de 1 et à
0 hors de ce voisinage, alors h(x) est le projecteur spectral associé à la valeur propre 1 de x.

Théorème 2.2.4. Soient Ω un ouvert de C et h : Ω → C holomorphe. Soit f ∈ A(A) telle
que, pour tout z ∈ S1, σ(f(z)) ⊂ Ω. En notant g(z) = h(f(z)), on a encore g ∈ A(A).

Le lemme de Wiener précédent est le cas particulier correspondant à h(z) = 1/z.

Démonstration. Comme le spectre dépend semi-continûment de l’opérateur, il existe un che-
min γ dans Ω qui entoure σ(f(z)) pour tout z ∈ S1. Ainsi, g(z) = 1

2iπ

∫
γ

h(u)
uI−f(z)

du. Pour
u ∈ γ fixé, Mu : z 7→ h(u)

uI−f(z)
appartient à A(A) par le théorème 2.2.3. Comme l’inversion

est continue dans l’algèbre de Banach A(A), u 7→Mu est continue sur le compact γ. Comme
g =

∫
γ
Mu du, cela permet de conclure.

Ce résultat s’applique en particulier aux projecteurs spectraux.

2.2.2 Sommabilité des Tn

Dans ce paragraphe, on va démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.2.5. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement, et soit S(z) = I−R(z)
1−z

pour z ∈ D\{1}. Alors S(z)−1 se prolonge continûment en 1 par 1
µ
P , et ses coefficients de

Fourier sont sommables.
En particulier, si Tn est donné par

∑
Tnz

n = (I −R(z))−1, alors
∑
‖Tn − Tn−1‖ <∞.

Démonstration. On noteraA = Hom(L,L). Le problème principal de la preuve est le suivant :
R(z) a une valeur propre λ(z) proche de 1 pour z proche de 1, par la proposition 1.1.10, mais
il n’y a pas de raison que cette valeur propre puisse se définir pour tout z ∈ S1, si bien qu’on
ne peut pas lui appliquer directement de technique d’analyse de Fourier (et en particulier le
lemme de Wiener). L’idée va être de perturber R(z) en R̃(z) de manière à obtenir une valeur
propre définie sur tout S1.
Étape 1 : S(z)−1 s’étend continûment à D, et se prolonge par 1

µ
P en 1.
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Le problème est l’extension à 1 puisque, ailleurs, I −R(z) est inversible par hypothèse. Pour
z ∈ D proche de 1, soit λ(z) la valeur propre proche de 1 de R(z). On note P (z) le projecteur
spectral correspondant, et Q(z) = I − P (z). Alors

S(z)−1 =
1− z

1− λ(z)
P (z) + (1− z)(I −R(z)Q(z))−1Q(z). (2.9)

Comme I−R(z)Q(z) est inversible, le second terme s’étend continûment en 1, par 0. Comme
(I −R(1))P (1) = 0,

1− λ(z)

1− z
P (z) = P (z)

R(1)−R(z)

1− z
P (z) + P (z)(I −R(1))

P (z)− P (1)

1− z
. (2.10)

Notons que
R(z)−R(1)

z − 1
=
∞∑
n=0

(
∞∑

k=n+1

Rk

)
zn.

Comme
∑

k>n ‖Rk‖ est sommable, cette somme converge en norme. En particulier, elle
converge en 1 vers R′(1).
Si δ > 0 est assez petit, alors, pour z assez proche de 1,

P (z) =
1

2iπ

∫
|u−1|=δ

1

uI −R(z)
du.

Ainsi,
P (z)− P (1)

z − 1
=

1

2iπ

∫
|u−1|=δ

1

uI −R(z)

R(z)−R(1)

z − 1

1

uI −R(1)
du. (2.11)

Comme R(z)−R(1)
z−1

a une limite en 1, on obtient que P (z)−P (1)
z−1

converge également en 1, vers
une limite notée P ′(1).
Dans (2.10), quand z tend vers 1, le terme de droite tend vers P (1)R′(1)P (1) − P (1)(I −
R(1))P ′(1) = P (1)R′(1)P (1) puisque P (1)(I − R(1)) = 0. Par hypothèse, P (1)R′(1)P (1) =
µP pour un certain µ > 0.
Soit ξ une forme linéaire continue sur Hom(L,L) telle que ξ(P (1)) = 1. On applique ξ aux
deux membres de (2.10) et on fait tendre z vers 1. On obtient

1− λ(z)

1− z
→ µ. (2.12)

Comme µ 6= 0, cela montre que, dans (2.9), le premier terme de droite converge vers 1
µ
P .

Finalement, dans (2.9), tous les termes à droite ont une limite en 1, ce qui conclut.

Étape 2 : Construction d’une fonction R̃(z) sur S1, qui coïncide avec R(z) pour z proche de
1, qui a partout une valeur propre simple λ̃(z) proche de 1, différente de 1 pour z 6= 1, et
avec R̃(z)−R̃(1)

z−1
∈ A(A).
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On construit R̃ en trois étapes : on définit d’abord deux approximations F et G, et on les
recolle pour obtenir R̃.
Soit γ > 0 très petit. Soit ϕ + ψ une partition de l’unité C∞ sur S1, subordonnée aux
ensembles {θ ∈ [0, γ)} et {θ ∈ (γ − η, π/2]}, où θ désigne l’angle sur S1 et η est positif et
beaucoup plus petit que γ. On définit F (z) = ϕ(z)R(z) + ψ(z)R(eiγ) sur {θ ∈ [0, π/2]} : F
est égal à R sur {θ ∈ [0, γ − η]} et à R(eiγ) sur {θ ∈ [γ, π/2]}. En particulier, le spectre de
F (z) est “presque le même” que celui de R(1), si γ est assez petit.
On définit de la même façon F sur {θ ∈ [−π/2, 0]}, égal à R(e−iγ) sur {θ ∈ [−π/2,−γ]} et
à R sur {θ ∈ [−γ + η, 0]}.
Finalement, on étend F au demi-cercle restant en symétrisant, i.e. F (ei(π/2+a)) = F (ei(π/2−a)),
pour s’assurer que tout se raccorde bien.
Si γ est assez petit, F (z) a une unique valeur propre proche de 1 pour tout z, qui dépend
continûment de z ; on la note ρ(z). Le problème serait résolu si on avait ρ(z) 6= 1 pour z 6= 1,
ce qui n’est pas le cas puisque ρ(−1) = ρ(1) = 1. Il faut donc perturber un peu ρ. Soit ν
une fonction C∞ à valeurs complexes sur {θ ∈ [π/2, 3π/2]}, arbitrairement proche de ρ et
qui ne prend pas la valeur 1 (par transversalité). Sur {θ ∈ [π/2 + η, 3π/2 − η]}, on définit
G(z) = ν(z)

ρ(z)
F (z) : sa valeur propre proche de 1 est ν(z) 6= 1. Finalement, pour obtenir R̃, on

raccorde F et G sur {θ ∈ [π/2, π/2 + η]} et {θ ∈ [3π/2− η, 3π/2]} en utilisant une partition
de l’unité comme plus haut. Comme le spectre de F (eiπ/2) = R(eiγ) ne contient pas 1, cela
ne donnera pas de valeur propre 1 si η est assez petit et ν est assez proche de ρ.

Finalement, comme R(z)−R(1)
z−1

∈ A(A), on a aussi R̃(z)−R̃(1)
z−1

∈ A(A) : pour obtenir R̃(z), on a
juste multiplié par des fonctions C∞, qui sont dans A(C).

Étape 3 : Soit S̃(z) = I−R̃(z)
1−z sur S1. Alors S̃(z)−1 ∈ A(A).

Par construction, R̃(z)−R̃(1)
z−1

∈ A(A), et R̃(z) ∈ A(A). L’équation (2.11) (avec des tildes

partout) implique alors que P̃ (z)−P̃ (1)
z−1

∈ A(A) (en utilisant d’abord le lemme de Wiener 2.2.3
sur uI− R̃(z), puis en multipliant et en intégrant, comme dans la preuve du théorème 2.2.4).
En particulier, P̃ (z) ∈ A(A).

Soit ξ une forme linéaire continue sur A, avec ξ(P (1)) = 1 et, ∀z ∈ S1, ξ(P̃ (z)) 6= 0 (on peut
d’abord fixer ξ avec ξ(P (1)) = 1, puis choisir γ assez petit dans la construction de R̃(z) pour
assurer que ξ(P̃ (z)) 6= 0 pour tout z). Alors ξ(P̃ (z)) ∈ A(C), donc 1/ξ(P̃ (z)) ∈ A(C) par
le lemme de Wiener 2.2.3. On applique ξ aux deux membres de (2.10) (avec des tildes), et
on divise par ξ(P̃ (z)), ce qui donne 1−λ̃(z)

1−z ∈ A(C). Comme cette fonction ne s’annule pas, le
lemme de Wiener donne encore que 1−z

1−λ̃(z)
∈ A(C).

Finalement, on utilise (2.9) (avec des tildes). Par le lemme de Wiener, (I − R̃(z)Q̃(z))−1 ∈
A(A), puisque I− R̃(z)Q̃(z) est dans A(A), et partout inversible. Ainsi, le membre de droite
de cette équation est dans A(A), ce qui conclut.



2.2. ALGÈBRES DE BANACH ET RÉSULTATS SPECTRAUX 87

Étape 4 : S(z)−1 ∈ A(A).

Soit ϕ+ ψ une partition de l’unité C∞ de S1 telle que R̃ = R sur le support de ϕ. Alors

(
I −R(z)

1− z

)−1

= ϕ(z)

(
I − R̃(z)

1− z

)−1

+ ψ(z)

(
I −R(z)

1− z

)−1

.

Le premier terme du membre de droite est dans A(A), par l’étape 3. Pour le deuxième terme,
on peut modifier I−R(z)

1−z hors du support de ψ de manière à le rendre partout inversible (en
utilisant les mêmes techniques que dans la construction de R̃). D’après le lemme de Wiener,
son inverse est alors dans A(A), ce qui conclut la preuve.
Étape 5 : conclusion.
Par définition de Tn, on a (I − R(z))−1 =

∑
Tnz

n sur D. En multipliant par 1 − z, on
obtient S(z)−1 =

∑
(Tn − Tn−1)zn. Ainsi, pour r < 1, Tn − Tn−1 = 1

2πrn

∫
e−inθS(reiθ)−1 dθ.

Comme S(z)−1 est continue sur D (première étape), on peut faire tendre r vers 1 et obtenir
que Tn − Tn−1 est le n-ième coefficient de Fourier de S(z)−1 sur S1. D’après l’étape 4, ces
coefficients de Fourier sont sommables.

Remarque 2.2.6. La preuve du théorème 2.2.5 montre essentiellement que S(z)−1 ∈ A(A)

dès lors que R(z)−R(1)
z−1

∈ A(A). La preuve marche en fait pour des algèbres de Banach plus gé-
nérales que A(A), et on utilisera plus loin le même résultat pour des algèbres dont la définition
contiendra en plus des informations sur la vitesse de décroissance des suites considérées.

Remarque 2.2.7. L’énoncé du théorème 2.2.5 ne fait intervenir que des fonctions définies
sur tout D, et pas seulement sur S1. Cependant, dans la preuve, il a été important de sortir
de ce cadre analytique et de travailler sur S1 pour pouvoir utiliser des partitions de l’unité (et
obtenir R̃(z) ayant une valeur propre définie partout pour appliquer des techniques d’analyse
de Fourier à cette valeur propre).

2.2.3 Construction d’une approximation analytique

Dans ce paragraphe, on démontre le lemme suivant, dû à Sarig ([Sar02]) :

Lemme 2.2.8. Soient Rn une suite d’opérateurs de renouvellement, et R(z) =
∑
Rnz

n. Il
existe alors un polynôme RB : C→ Hom(L,L) tel que :
– RB(1) = R(1) et R′B(1) = R′(1).
– RB(1)−RB(z)

1−z et 1
1−z

(
RB(1)−RB(z)

1−z −R′(1)
)
sont des polynômes.

– I−RB(z)
1−z est inversible pour tout z ∈ D\{1}, et son inverse se prolonge continûment en 1

par 1
µ
P .
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– ∀z ∈ D,
(
I−RB(z)

1−z

)−1

= 1
µ
P +(1−z)

∑
n>0 z

nEn, où En ∈ Hom(L,L) vérifie ‖En‖ = O(κn)

pour un certain κ < 1.

Démonstration. Le théorème 2.2.5 montre que S(z)−1 est continu sur D. Soit M qui borne
sa norme. Soit N assez grand pour que 2

∑∞
N n ‖Rn‖ < 1

M
.

On pose RB(z) =
∑N−1

0 Rnz
n +

∑∞
N Rn + (z− 1)

∑∞
N nRn. Ainsi, RB(1) = R(1) et R′B(1) =

R′(1). De plus, RB(1)−RB(z)
1−z et 1

1−z

(
RB(1)−RB(z)

1−z −R′(1)
)
sont des polynômes.

Pour z ∈ D\{1}, montrons que SB(z) := I−RB(z)
1−z est inversible. On a

I −RB(z)

1− z
=
I −R(z)

1− z

(
I +

(
I −R(z)

1− z

)−1
R(z)−RB(z)

1− z

)
.

Mais
R(z)−RB(z)

1− z
=
∞∑
N

nRn −
∞∑
N

Rn(1 + z + . . .+ zn−1). (2.13)

Ainsi, sa norme est bornée par 2
∑∞

N n ‖Rn‖ < 1
M
, donc

∥∥∥∥( I−R(z)
1−z

)−1
R(z)−RB(z)

1−z

∥∥∥∥ < 1, si bien

que I +
(
I−R(z)

1−z

)−1
R(z)−RB(z)

1−z est inversible. Finalement,

SB(z)−1 =

(
I + S(z)−1R(z)−RB(z)

1− z

)−1

S(z)−1,

ce terme étant défini sur tout D\{1}.
L’opérateur RB(1) = R(1) a une valeur propre simple en 1 si bien que, pour z ∈ C proche de
1, RB(z) a encore une valeur propre λB(z) proche de 1, qui dépend holomorphiquement de z.
En notant PB(z) et QB(z) les projecteurs spectraux de RB(z) correspondant respectivement
à λB(z) et au reste du spectre, on a comme en (2.9)

SB(z)−1 =
1− z

1− λB(z)
PB(z) + (1− z)(I −RB(z)QB(z))−1QB(z).

Ainsi, SB(z)−1 admet une extension méromorphe à un voisinage de 1 dans C ; cette extension
est en fait holomorphe, puisque SB(z)−1 converge en 1 vers 1

µ
P , par les mêmes arguments

que dans la première étape de la preuve du théorème 2.2.5. De plus, comme les inversibles de
Hom(L,L) sont ouverts et comme SB(z) est inversible pour z ∈ D\{1}, on obtient finalement
un prolongement holomorphe de SB(z)−1 à une couronne {|z| < α} pour un certain α > 1.

Enfin, 1
1−z

(
SB(z)−1 − 1

µ
P
)
est encore holomorphe dans cette couronne. Il s’écrit donc sous

la forme
∑
Enz

n, avec ‖En‖ = O(κn) pour tout κ > 1/α.
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Le théorème 2.2.5 montre que Tn est une suite de Cauchy, donc convergente. Le lemme 2.2.8
va permettre d’identifier sa limite :

Proposition 2.2.9. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement. Alors Tn converge
vers 1

µ
P .

Démonstration. On écrit S(z)−1 = SB(z)−1 + SB(z)−1(SB(z) − S(z))S(z)−1, et SB(z)−1 =
1
µ
P + (1 − z)E(z) où les coefficients de E(z) tendent vers 0 (et décroissent même exponen-

tiellement vite). Comme
∑
Tnz

n = 1
1−zS(z)−1, on obtient∑

Tnz
n =

1

1− z
1

µ
P + E(z) + SB(z)−1SB(z)− S(z)

1− z
S(z)−1.

Si on montre que le coefficient de zn dans SB(z)−1 SB(z)−S(z)
1−z S(z)−1 tend vers 0, cela démon-

trera donc le résultat annoncé.
On a SB(z) − S(z) = R′(1) − R(z)−R(1)

z−1
+ (1 − z)H(z) où H est un polynôme, par le lemme

2.2.8. De plus, R′(1)− R(z)−R(1)
z−1

=
∑

n

(∑∞
n+1Rp

)
(1− zn), donc

1

1− z

(
R′(1)− R(z)−R(1)

z − 1

)
=
∑
n

(
∞∑

p=n+1

∞∑
q=p+1

Rq

)
zn.

Comme
∑
n ‖Rn‖ <∞, le coefficient de zn dans cette série tend vers 0 quand n→∞. Ainsi,

le coefficient de zn dans SB(z)−S(z)
1−z tend vers 0.

On sait aussi que les coefficients de SB(z)−1 et de S(z)−1 sont sommables par le théorème 2.2.5
et le lemme 2.2.8. Pour conclure, il suffit donc de montrer que, si An → 0 et Bn est sommable,
alors le coefficient (AB)n de zn dans (

∑
Anz

n) (
∑
Bnz

n) tend vers 0 quand n→∞.
On a (AB)n =

∑n
k=0AkBn−k. Soient ε > 0, et N tel que, si k > N , ‖Ak‖ 6 ε. Si K majore

‖Ak‖ et
∑
‖Bk‖, on obtient pour n > N

‖(AB)n‖ 6
N−1∑
k=0

‖Ak‖ ‖Bn−k‖+
n∑

k=N

ε ‖Bn−k‖ 6 K
∞∑

l=n−N

‖Bl‖+Kε.

Pour n assez grand, c’est majoré par 2Kε.

2.2.4 Classes de vitesse de décroissance

Dans ce paragraphe, on introduit des ensembles de suites, qui seront les vitesses de décrois-
sance de ‖Rn‖ pour lesquelles on pourra décrire précisément le comportement de Tn.
Pour un, vn deux suites réelles, on notera u?v leur produit de convolution, défini par (u?v)n =∑n

k=0 ukvn−k.
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La prochaine définition regroupe essentiellement les propriétés qui seront utiles pour faire
marcher les démonstrations qui suivront. Cependant, ces propriétés ne sont pas si artificielles
qu’il y paraît, puisqu’elles sont satisfaites par beaucoup de suites, comme on le verra plus
loin.

Définition 2.2.10. Soit (un)n∈N une suite de R∗+ sommable. On dit qu’elle est convolutive
si

1. Il existe C > 0 tel que, pour tous n 6 m, um 6 Cun (i.e. “un est presque décroissante”).

2. Pour tout ε > 0, (1− ε)n = O(un).

3. Pour tous I1, I2 intervalles ouverts de S1 avec I1 ∪ I2 = S1, il existe des fonctions
f1, f2 : S1 → [0, 1] avec f1 + f2 = 1 et C > 0 tels que, pour i = 1, 2, fi soit nulle hors
de Ii, et ∀n ∈ Z |cn(fi)| 6 Cu|n|.

4. Il existe C > 0 tel que, pour tout n ∈ N, (u ? u)n 6 Cun.

5. Pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que la suite vn = 1n>Nun vérifie : ∀n ∈ N, (v?v)n 6
εun.

6. Soit wn =
∑∞

n+1 up. Alors w ? w + w ? (nun) = o(nwn), et un = o(wn).

On dit que un est fortement convolutive si on a en plus w?w+w?(nun) = O(max(nun, wn)).

La troisième condition, d’existence de partitions de l’unité, est essentiellement une condition
de décroissance non exponentielle de un, analogue à la deuxième condition : si un décroissait
exponentiellement vite, alors une fonction non nulle f vérifiant |cn(f)| 6 Cu|n| serait analy-
tique, et ne pourrait donc être nulle sur un intervalle non trivial. Par contre, de nombreuses
vitesses “presque exponentielles” laissent assez de liberté pour avoir des partitions de l’unité
(voir par exemple la preuve de la proposition 2.2.13).

Définition 2.2.11. Soit (un)n∈N une suite de R∗+. On dit qu’elle est à décroissance polyno-
miale s’il existe C > 0 tel que, pour tous n/2 6 k, uk 6 Cun.

Cela implique que un ne décroît pas trop vite : il existe γ > 0 tel que 1
nγ

= O(un) (par
exemple γ = logC

log 2
). Les suites un = 1

(n+1)γ
avec γ > 0 sont à décroissance polynomiale. Plus

généralement, si L est une fonction à variation lente en +∞ et γ > 0, alors L(n)
(n+1)γ

est à
décroissance polynomiale.

Proposition 2.2.12. Une suite sommable un à décroissance polynomiale est convolutive. De
plus, si wn =

∑∞
n+1 up est sommable, alors un est fortement convolutive.

Démonstration. Soit un sommable à décroissance polynomiale. Par définition, elle est presque
décroissante. De plus, des partitions de l’unité C∞ vérifient |cn(f)| 6 Cp

|n|p pour tout p, donc
en particulier |cn(f)| 6 Cu|n|.
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Il reste à vérifier les conditions sur la convolution de un. Soit C tel que, ∀n/2 6 k, uk 6 Cun.
Alors, pour n ∈ N,

(u ? u)n =
n∑
0

ukun−k 6 2
∑

06k6n/2

ukun−k 6 2
∑

06k6n/2

ukCun 6 2C

(
∞∑
0

uk

)
un.

Soit maintenant ε > 0. Soit N tel que 2C
∑∞

N uk 6 ε. Le même calcul montre que vn =
1n>Nun satisfait (v ? v)n 6 εun pour tout n ∈ N.
Soit wn =

∑∞
n+1 up. Alors wn est encore à décroissance polynomiale. Ainsi,

(w ? w)n 6 2
∑

06k6n/2

wkwn−k 6 2C

 ∑
06k6n/2

wk

wn. (2.14)

Comme wn → 0, on a
∑

06k6n/2wk = o(n), donc w?w = o(nwn). De plus, nun 6 C
∑2n

p=n+1 uk
par décroissance polynomiale, donc nun = O(wn), ce qui implique que w ? (nun) = o(nwn).
Cela montre que u est convolutive.
Finalement, si wn est sommable, la somme

∑
06k6n/2wk est bornée dans (2.14), si bien que

w ? w = O(wn).

La suite un = e−n n’est pas convolutive, puisqu’elle n’autorise pas de partition de l’unité.
Cependant, les suites qui tendent un peu moins rapidement vers 0 peuvent être convolutives :

Proposition 2.2.13. Soient 0 < η < 1 et c > 0. Alors la suite un = e−cn
η est fortement

convolutive.

Démonstration. Montrons tout d’abord l’existence de partitions de l’unité. Soient I1, I2 deux
intervalles ouverts recouvrant S1, on va utiliser le résultat suivant ([Man52, théorème 4.1.VI]).
Soit ε1, ε2, . . . une suite strictement positive satisfaisant

∑
εi <∞. Il existe alors une parti-

tion de l’unité f1, f2 subordonnée aux intervalles I1 et I2 et une constante C > 0 telles que,
∀n ∈ N, ∀i = 1, 2,

∥∥f (n)
i

∥∥
∞ 6

Cn

ε1···εn .

Soit 1 < γ < 1/η. On applique ce théorème à εn = 1
nγ
, et on obtient f1, f2 et C. Soient f = f1

ou f2, et n ∈ N∗, estimons |cn(f)|. Soit p =
⌊(

n
C

)1/γ
⌋
. Alors

|cn(f)| 6
∥∥f (p)

∥∥
∞

np
6

(p!)γCp

np
6 D
√
pγ

(p/e)γpCp

np
= D
√
pγ
(
pγC

n

)p
e−γp.

Par définition de p, p
γC
n
6 1, si bien qu’on obtient une majoration

|cn(f)| 6 D′
√
ne
− γ

C1/γ
n1/γ

.
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Comme 1/γ > η, cela montre que |cn(f)| = O(e−cn
η
). Comme |c−n(f)| = |cn(f)| puisque f

est à valeurs réelles, on obtient la même estimée pour n < 0.
Vérifions finalement les inégalités de convolution. Soient ε > 0 et N entier. Notons vn =
1n>Nun, on va montrer que (v?v)n 6 εun si N est assez grand. La démonstration de (u?u)n 6
Cun est analogue, et même plus facile.
Notons que, sur [0, 1/2], la fonction (xη + (1−x)η−1)/xη est continue (elle se prolonge par 1
en 0) et strictement positive, donc plus grande qu’une constante µ > 0. Ainsi, xη +(1−x)η >
1 + µxη.
Pour n < 2N , on a (v ? v)n = 0. Soit donc n > 2N . Alors

(v ? v)n 6 2
∑

N6k6n/2

e−ck
η

e−c(n−k)η = 2
∑

N6k6n/2

e−cn
η((k/n)η+(1−k/n)η).

Le réel x = k/n appartient à [0, 1/2], donc

(v ? v)n 6 2
∑

N6k6n/2

e−cn
η(1+µ(k/n)η) 6 2e−cn

η
∑
k>N

e−cµk
η

.

Il suffit donc de prendre N assez grand pour que 2
∑

k>N e
−cµkη 6 ε pour conclure.

Soit wn =
∑∞

n+1 up. En comparant à une intégrale, on vérifie que wn ∼ Cn1−ηun. Le même
argument que ci-dessus pour estimer les convolutions donne alors w?w = O(wn) et w?(nun) =
O(nun), ce qui montre que un est fortement convolutive.

Lorsque un est convolutive, on peut lui associer une algèbre de Banach :

Définition 2.2.14. Soient un une suite convolutive et A une algèbre de Banach. On note
Ou(A) l’ensemble des fonctions continues f : S1 → A dont les coefficients de Fourier sont
sommables et satisfont cn(f) = O(un) lorsque n → +∞. On le munit de la norme ‖f‖u =∑

n∈Z ‖cn(f)‖+ supn>0
‖cn(f)‖
un

.

Proposition 2.2.15. Il existe une norme équivalente à ‖ ‖u sur Ou(A), qui fait de Ou(A)
une algèbre de Banach pour le produit des fonctions (ou, de manière équivalente, pour la
convolution des coefficients de Fourier).

Démonstration. Notons Pu(f) = supn>0
‖cn(f)‖
un

et ‖f‖A =
∑
‖cn(f)‖. Pour f, g ∈ Ou(A) et

k > 0, notons fk = ‖ck(f)‖ et gk = ‖ck(g)‖. Comme u est presque décroissante, on a si n > 0

‖cn(fg)‖
un

6

∑
k∈Z fkgn−k

un
6

1

un

n∑
0

fkgn−k +
−1∑

k=−∞

fkPu(g)
un−k
un

+
−1∑

k=−∞

gkPu(f)
un−k
un

6
(u ? u)n
un

Pu(f)Pu(g) + ‖f‖A Pu(g)C + ‖g‖A Pu(f)C

6 C
[
Pu(f)Pu(g) + ‖f‖A Pu(g) + ‖g‖A Pu(f)

]
.
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On a ‖fg‖A 6 ‖f‖A ‖g‖A. On peut supposer que C > 1, et on obtient ‖fg‖u 6 C ‖f‖u ‖g‖u.
Soit finalement ‖f‖′ = C ‖f‖u, elle vérifie bien ‖fg‖′ 6 ‖f‖′ ‖g‖′, et est équivalente à la
norme initiale.

Ces algèbres vérifient encore un lemme de Wiener :

Théorème 2.2.16. Soient un une suite convolutive et A une algèbre de Banach. Soit f :
S1 → A appartenant à Ou(A) telle que ∀z ∈ S1, f(z) est inversible dans A. Alors la fonction
g : S1 → A donnée par g(z) = f(z)−1 appartient aussi à Ou(A).

Démonstration. On suit le même schéma de preuve que pour le théorème 2.2.3. Il suffit donc
de montrer que tous les caractères de l’algèbre Ou(C) sont de la forme f 7→ f(λ) pour un
certain λ ∈ S1, car [BP42] s’appliquera alors. On suit la preuve de [Fre87, théorème 1.2.12].
Rappelons que, si χ est un caractère, il vérifie automatiquement |χ(f)| 6 ‖f‖ pour toute
norme d’algèbre sur Ou(C), par [Rud91, théorème 10.7 (c)]. En particulier, il existe K tel
que |χ(f)| 6 K ‖f‖u pour tout f ∈ Ou(C).
Soit χ un caractère sur Ou(C), et notons λ = χ(z 7→ z). Comme χ est un morphisme
d’algèbre, on obtient χ(f) = f(λ) pour tout f(z) =

∑N
−M anz

n. Si on avait |λ| < 1, alors
χ(z 7→ z−n) tendrait vers +∞ alors que z 7→ z−n reste borné dans Ou(C), ce qui est absurde.
Si on avait |λ| > 1, alors |λ|n = |χ(z 7→ zn)| 6 K ‖z 7→ zn‖u ∼ K/un, donc un tendrait
exponentiellement vite vers 0, ce qui contredit la définition des suites convolutives. Ainsi,
λ ∈ S1.
On veut montrer que χ(f) = f(λ) pour tout f ∈ Ou(C), sachant que cette formule est vraie
pour les sommes finies. Soit donc f(z) =

∑∞
−∞ anz

n ∈ Ou(C). Notons fN(z) =
∑N
−∞ anz

n.
C’est la limite dans Ou(C) de

∑N
−M anz

n quand M →∞ donc, par continuité des caractères,
χ(fN) = fN(λ). On va montrer que χ(fN)→ χ(f) quand N →∞, ce qui conclura.
Le point 5 de la définition des suites convolutives assure que Pu((f − fN)2) 6 εPu(f) si N
est assez grand. Ainsi, ‖(f − fN)2‖u → 0. Mais

|χ(f − fN)|2 = |χ((f − fN)2)| 6 K
∥∥(f − fN)2

∥∥
u
→ 0,

donc |χ(f)− χ(fN)| → 0.

On pourrait introduire de nombreuses autres classes de suites, et les algèbres de Banach cor-
respondantes (voir [Fre87] pour une multitude de possibilités). Dans l’optique de l’application
à la décroissance des corrélations, les suites convolutives semblent cependant les plus utiles.
On pourrait certainement affaiblir certaines hypothèses dans la définition des suites convo-
lutives, au prix de complications dans les démonstrations ; cela ne semble pas utile, puisque
toutes les applications dans la suite feront intervenir des suites à décroissance polynomiale
ou de la forme e−cnη .
Donnons pour finir un lemme élémentaire qui nous servira plus loin :
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Lemme 2.2.17. Soient un une suite convolutive, et wn =
∑∞

n+1 up. Alors (w ?u)n = O(wn).

Démonstration. On a

(w ? u)n =
∑

p+q>n,q6n

upuq 6
∞∑

l=n+1

(∑
p+q=l

upuq

)
=

∞∑
l=n+1

(u ? u)l 6 C
∞∑

l=n+1

ul = Cwn.

2.2.5 Estimées de Tn

Lorsque ‖Rn‖ est estimé par une suite convolutive, on peut obtenir un développement asymp-
totique de Tn :

Proposition 2.2.18. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement. On suppose que∑∞
n+1 ‖Rp‖ = O(un), où un est une suite convolutive. Notons

G(z) = R′(1)− R(z)−R(1)

z − 1
=
∞∑
n=0

(
∞∑
n+1

Rp

)
(1− zn).

Alors, pour tout N ∈ N, il existe une suite Fn ∈ Hom(L,L) avec ‖Fn‖ = O(un) telle que

∑
Tnz

n =
1

1− z

N−1∑
k=0

[
1

µ
P ·G(z)

]k
1

µ
P +

1

1− z

[
1

µ
P ·G(z)

]N
S(z)−1 +

∑
Fnz

n. (2.15)

Le terme en k = 0 donne 1
µ
P , qui est la limite de Tn. Les autres termes tendent vers 0,

puisqu’on vérifie aisément que G(z)
1−z a ses coefficients qui tendent vers 0 car G(1) = 0. L’équa-

tion (2.15) donne donc un développement perturbatif de Tn, qui est d’autant plus précis que

N est grand. Les termes provenant de 1
1−z

[
1
µ
P ·G(z)

]N
S(z)−1 +

∑
Fnz

n donnent le terme
d’erreur.

Démonstration. Soit SB(z) = I−RB(z)
1−z , où RB est donné par le lemme 2.2.8. Alors

S(z)−1 =
N−1∑
k=0

[
SB(z)−1(SB(z)− S(z))

]k
SB(z)−1 +

[
SB(z)−1(SB(z)− S(z))

]N
S(z)−1. (2.16)

Mais SB(z)−1 = 1
µ
P + (1− z)E(z), où les coefficients de E(z) décroissent exponentiellement

vite, par le lemme 2.2.8. En notant A = Hom(L,L), on a donc E(z) ∈ Ou(A). De plus,
SB(z) − S(z) = G(z) + (1 − z)H(z) où H est un polynôme, par définition de SB. Par
hypothèse, G(z) ∈ Ou(A).
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Dans le membre de droite de (2.16), on remplace tous les SB(z)−S(z) par G(z)+(1−z)H(z),
et tous les SB(z)−1 par 1

µ
P + (1− z)E(z). En développant, on obtient

S(z)−1 =
N−1∑
k=0

[
1

µ
P ·G(z)

]k
1

µ
P +

[
1

µ
P ·G(z)

]N
S(z)−1 + (1− z)F (z)

où F (z) est une combinaison linéaire de produits d’éléments de Ou(A), et est donc encore
dans Ou(A) puisque c’est une algèbre. On en déduit (2.15) en divisant par 1− z.

La proposition qui suit est essentielle pour estimer le terme d’erreur qui fait intervenir S(z)−1

dans (2.15).

Proposition 2.2.19. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement. On suppose que∑∞
n+1 ‖Rp‖ = O(un), où un est une suite convolutive. Alors S(z)−1 ∈ Ou(Hom(L,L)).

Démonstration. On va utiliser la preuve du théorème 2.2.5 : conformément à la remarque
2.2.6, cette preuve fonctionne dans d’autres algèbres de Banach. Plus précisément, les seules
propriétés utilisées dans la preuve sont le lemme de Wiener, et l’existence de partitions de
l’unité à coefficients dans cette algèbre. Ces propriétés sont vraies dans Ou(Hom(L,L)),
d’après le théorème 2.2.16 pour le lemme de Wiener, et la définition des suites convolutives
pour la partition de l’unité.
Dans la deuxième étape de la preuve, il est également important de s’assurer que la fonction
auxiliaire ν est à coefficients dans Ou(C). Il suffit pour cela de prendre un polynôme pour
ν.

En utilisant le développement de la proposition 2.2.18 pour N = 2, on obtient :

Théorème 2.2.20. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement, avec
∑∞

n+1 ‖Rp‖ =
O(un) où un est une suite convolutive. Alors

Tn =
1

µ
P +

1

µ2

∞∑
p=n+1

P

(
∞∑
p+1

Rq

)
P + o

(
∞∑
n+1

up

)
. (2.17)

De plus, quand un est fortement convolutive, on peut remplacer dans cette équation le terme
d’erreur o(

∑∞
n+1 up) par O

(
max

(
un,

1
n

∑∞
n+1 up

))
.

Quand
∑∞

n+1Rp est vraiment de l’ordre de un, alors le terme
∑∞

n+1 P
(∑∞

p+1 Rq

)
P est de

l’ordre de
∑∞

n+1 up, donc (2.17) donne vraiment le premier terme du développement asymp-
totique de Tn.
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Démonstration. On utilise (2.15) pour N = 2. Le terme en k = 0 donne 1
µ
P . Le terme en

k = 1 donne 1
µ
P · G(z)

1−z ·
1
µ
P . Mais G(z) =

∑
n

(∑∞
n+1Rp

)
(1− zn), donc

G(z)

1− z
=
∑
n

(
∞∑

p=n+1

(
∞∑
p+1

Rq

))
zn,

et on obtient le deuxième terme de (2.17).
Il reste à estimer le terme d’erreur, correspondant à H(z) = 1

µ2(1−z)(PG(z))2S(z)−1. Lorsque
K(z) =

∑
Knz

n, on notera K(z) = O(vn) si ‖Kn‖ = O(vn). Soit G̃(z) = 1
µ
PG(z) : ainsi,

G̃(1) = 0 et G̃(z) = O(un), donc G̃(z)
1−z = O(wn) où wn =

∑∞
n+1 up.

On dérive l’égalité H(z) = 1
1−z G̃(z)2S(z)−1 :

H ′(z) =

(
G̃(z)

1− z

)2

S(z)−1 +
G̃(z)

1− z
G̃′(z)S(z)−1 + G̃′(z)

G̃(z)

1− z
S(z)−1 +

G̃(z)

1− z
G̃(z)

(
S(z)−1

)′
.

On ne peut pas regrouper les termes à cause de la non-commutativité, mais ce n’est pas un
problème. On a G̃(z)

1−z = O(wn), G̃(z) = O(un) donc G̃′(z) = O(nun), et S(z)−1 = O(un)

(par la proposition 2.2.19) donc (S(z)−1)
′

= O(nun). En convolant, on obtient que H ′(z) =
O(w ? w ? u + w ? (nun) ? u). Mais w ? u = O(w) par le lemme 2.2.17, et on obtient après
intégration que

H(z) = O

(
(w ? w)n

n
+

(w ? (kuk))n
n

)
. (2.18)

Par définition des suites convolutives, on obtient H(z) = o(wn), ce qui conclut.
Finalement, dans le cas fortement convolutif, le terme d’erreur est en O (max(un, wn/n)).

Remarque 2.2.21. Même lorsque un n’est pas fortement convolutive, la preuve donne une
estimée sur le terme d’erreur : il est en O

(
(w?w)n

n
+ (w?(kuk))n

n

)
d’après (2.18).

2.3 Vitesse de décorrélation

Dans cette partie, on estime précisément la vitesse de décorrélation des tours localement
Gibbs-Markov, en utilisant les informations sur Tn données par le théorème 2.2.20, et l’équa-
tion (2.4).
Dans toute cette partie, T : X → X désignera une tour localement Gibbs-Markov mélan-
geante, qui préserve une mesure de probabilité m. On utilisera les notations et les résultats
de la partie 2.1 ; en particulier, Y désigne la base de la tour X et ϕY le temps de retour
à Y . Les opérateurs Rn définis dans la partie 2.1 forment alors une suite d’opérateurs de
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renouvellement (avec µ = m(Y ) et Pu = 1
m(Y )

∫
Y
u), ce qui permet d’appliquer les résultats

de la partie 2.2 pour obtenir des informations sur Tn = 1Y T̂
n1Y et, de là, sur la vitesse de

décorrélation.

2.3.1 Minoration de la vitesse de décorrélation

Théorème 2.3.1. On suppose que m[ϕY > n] = O(un), où un est une suite convolutive.
Alors, pour toutes fonctions f : X → R lipschitzienne sur chaque élément de α et bornée, et
g : X → R intégrable, toutes deux nulles hors de Y , on a∫

f · g ◦ T n −
(∫

f

)(∫
g

)
=

(
∞∑

p=n+1

m[ϕY > p]

)(∫
f

)(∫
g

)
+ o

(
∞∑

p=n+1

up

)
.

De plus, quand la suite un est fortement convolutive, on peut remplacer le terme d’erreur par
O
(

max
(
un,

1
n

∑∞
p=n+1 up

))
.

Démonstration. Comme f et g sont supportées par Y , on a∫
f · g ◦ T n =

∫
T̂ n(f) · g =

∫
1Y T̂

n(1Y f) · g =

∫
Tn(f) · g.

Par hypothèse, f ∈ L, si bien que le théorème 2.2.20 s’applique et donne

Tn(f) =
1

µ
P (f) +

1

µ2

∞∑
p=n+1

P

(
∞∑
p+1

Rq

)
P (f) + o

(
∞∑
n+1

up

)
, (2.19)

où P (u) = 1
m(Y )

∫
Y
u et µ = 1

m(Y )
d’après les lemmes 2.1.3 et 2.1.5. Ainsi, le premier terme

du développement de Tn(f) donne (
∫
f)1Y . Comme PRnP = m[ϕY =n]

m(Y )
P (voir la preuve du

lemme 2.1.5), le second terme donne
(∑∞

p=n+1m[ϕY > p]
) (∫

f
)

1Y . En multipliant par g et
en intégrant, on obtient le résultat annoncé.
Dans le cas fortement convolutif, on a un meilleur terme d’erreur dans (2.19), qui donne un
meilleur terme d’erreur dans l’estimée finale.

En particulier, quand m[ϕY > p] est du même ordre de grandeur que up, le terme d’erreur
est négligeable par rapport à

∑∞
n+1 m[ϕY > p]. On obtient donc un équivalent de la vitesse

de décorrélation (et en particulier une minoration) lorsque
∫
f et

∫
g sont non nulles. Il faut

noter que, pour des fonctions d’intégrale nulle, la décorrélation est plus rapide !

Remarque 2.3.2. Même dans le cas où un est seulement convolutive, on peut majorer le
terme d’erreur par O

(
(w?w)n

n
+ (w?(kuk))n

n

)
, d’après la remarque 2.2.21.
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2.3.2 Majoration de la vitesse de décorrélation

Le théorème 2.3.1 n’est valable que pour des fonctions supportées dans Y . Dans ce para-
graphe, on va étendre ces résultats à des fonctions lipschitziennes sur tout l’espace (mais on
n’obtiendra plus que des bornes supérieures). On va pour cela utiliser (2.4), et il faut donc
d’abord estimer les opérateurs Aa, Bb et Cn.

Lemme 2.3.3. Pour u : X → R bornée, on a : ∀a ∈ N, ‖Aa(u)‖1 6 m[ϕY > a] ‖u‖∞.

Démonstration. Rappelons que l’opérateur Aa est défini par

Aau(x) =
∑
Tay=x

y∈Y,Ty,...,Tay 6∈Y

g(a)(y)u(y).

En particulier, Aau est supporté par les points d’altitude a dans la tour. De plus, tous
les jacobiens g(a)(y) qui interviennent dans l’expression de Aau(x) sont égaux à 1. Ainsi,
‖Aau‖∞ 6 ‖u‖∞, et Aau est supporté par un ensemble de mesure au plus m[ϕY > a].

Rappelons que L désigne l’espace des fonctions lipschitziennes sur chaque élément de parti-
tion, et bornées.

Lemme 2.3.4. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout b ∈ N, ‖Bb‖L 6 Cm[ϕY >
b]. De plus, pour toute fonction u : X → R appartenant à L, on a

∑∞
b=0

∫
Bbf =

∫
f .

Démonstration. Soit Λb l’ensemble des points de X qui entrent dans Y après exactement b
itérations. Comme

Bbu(x) =
∑
T by=x

y,...,T b−1y 6∈Y,T by∈Y

g(b)(y)u(y),

Bbu est supporté par Y , et ne dépend que des valeurs de u sur Λb. Comme g(b) est l’inverse
du jacobien de T b, un changement de variables donne

∫
Bbu =

∫
Λb
u. Comme

⊔
Λb = X, on

obtient bien
∑∫

Bbf =
∫
f .

Finalement, le lemme 1.1.13 et la propriété de grande image des retours à la base assurent
que ‖Bb‖L 6 Cm[Λb] = Cm[ϕY > b].

Lemme 2.3.5. Pour u : X → R bornée, on a : ∀n ∈ N, ‖Cn(u)‖1 6
∑

p>nm[ϕY > p] ‖u‖∞.

Démonstration. Notons Xn+1 = X\
⋃n
i=0 T

−iY et Zn+1 = T n(Xn+1). Alors Cn(u) est nulle
hors de Zn+1. Soit x ∈ Zn+1 et y sa préimage par T n. Alors |Cn(u)(x)| = |u(y)| 6 ‖u‖∞. Ainsi,
‖Cn(u)‖1 6 m(Zn+1) ‖u‖∞. Finalement, m[Zn+1] = m[Xn+1] =

∑∞
p=n+1 m[ϕY > p].
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Théorème 2.3.6. On suppose que m[ϕY > n] = O(un), où un est une suite convolutive.
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f : X → R appartenant à
L, pour tout n ∈ N,

∥∥∥T̂ n(f)−
∫
f
∥∥∥

1
6 C

(∑∞
n+1 up

)
‖f‖L.

En particulier, pour f ∈ L et g ∈ L∞,∣∣∣∣∫ f · g ◦ T n −
(∫

f

)(∫
g

)∣∣∣∣ 6 C

(
∞∑
n+1

up

)
‖f‖L ‖g‖∞ .

En particulier, quand
∑∞

n+1 up est sommable, les corrélations sont sommables, si bien que les
fonctions hölderiennes satisfont un théorème central limite, d’après le théorème de Gordin–
Liverani cité dans l’introduction.

Démonstration. On peut supposer que
∫
f = 0.

D’après le théorème 2.2.20, on peut écrire Tn = 1
µ
P + En, où ‖En‖ = O(wn) avec wn =∑∞

n+1 up, et
1
µ
P (u) =

(∫
Y
u
)

1Y par les lemmes 2.1.3 et 2.1.5. Ainsi, par (2.4),

T̂ n(f) = Cnf +
∑

a+k+b=n

Aa
1

µ
PBb(f) +

∑
a+k+b=n

AaEkBb(f). (2.20)

D’après le lemme 2.3.5, on a

‖Cnf‖1 6
∞∑

p=n+1

m[ϕY > p] ‖f‖∞ 6 Cwn ‖f‖∞ .

Majorons ensuite le dernier terme de (2.20), en utilisant les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 :∥∥∥∥∥ ∑
a+k+b=n

AaEkBb(f)

∥∥∥∥∥
1

6
∑

a+k+b=n

m[ϕY > a] ‖EkBb(f)‖∞

6
∑

a+k+b=n

m[ϕY > a] ‖Ek‖L ‖Bb‖L ‖f‖L .

On a ‖Ek‖L = O(wk) et ‖Bb‖L = O(ub), donc ce terme est majoré par (u ? w ? u)n, qui est
un O(wn) par le lemme 2.2.17.

Soit maintenant Z ⊂ X, et majorons
∫
Z

(∑
a+k+b=nAa

1
µ
PBb(f)

)
. Notons que 1

µ
PBb(f) =(∫

Y
Bb(f)

)
1Y =

(∫
Λb
f
)

1Y , où Λb est l’ensemble des points qui rentrent dans Y après b
itérations. Soit λb =

∫
Λb
f , cette suite vérifie donc |λb| 6 m(Λb) ‖f‖∞ = O(ub). De plus,
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∑
λb =

∫
f = 0. Notons également αa =

∫
Z
Aa(1Y ) : on a αa = O(ua) par le lemme 2.3.3.

Finalement,∫
Z

( ∑
a+k+b=n

Aa
1

µ
PBb(f)

)
=

∑
a+k+b=n

αaλb =
n∑
a=0

αa

(
n−a∑
b=0

λb

)
= −

n∑
a=0

αa

(
∞∑

b=n−a+1

λb

)
,

(2.21)
puisque

∑
λb = 0. Comme

∑∞
b=n−a+1 λb = O(wn−a), (2.21) est donc majoré en valeur absolue

par (u ? w)n = O(wn) par le lemme 2.2.17.

On applique ce résultat à Z1 =
{
x ∈ X |

(∑
a+k+b=nAa

1
µ
PBb(f)

)
(x) > 0

}
, puis à Z2 ={

x ∈ X |
(∑

a+k+b=nAa
1
µ
PBb(f)

)
(x) < 0

}
. En sommant, on obtient finalement∥∥∥∥∥ ∑

a+k+b=n

Aa
1

µ
PBb(f)

∥∥∥∥∥
1

6 Cwn ‖f‖∞ ,

ce qui termine la preuve.

Remarque 2.3.7. Dans le cas où m[ϕY > n] décroît exponentiellement vite, on peut aussi
obtenir une décroissance exponentielle de

∥∥T̂ nf − ∫ f∥∥
1
, même si les suites e−cn ne sont pas

convolutives.
En effet, les arguments utilisés pour estimer SB(z)−1 dans le lemme 2.2.8 montrent que
S(z)−1 s’étend alors holomorphiquement à une couronne, puis que Tn = 1

µ
P + En où En

décroît exponentiellement vite. En suivant la preuve du théorème 2.3.6, on obtient bien une
décroissance exponentielle, en O(κn) pour un certain κ < 1.
La différence principale avec le cas convolutif est qu’on n’a pas de contrôle a priori sur la
vitesse finale, i.e. sur le coefficient κ, à cause des pôles qui peuvent apparaître dans la fonction
S(z)−1.

2.3.3 Exemples

Dans le cas des tours de Young, la borne supérieure sur la décorrélation était déjà connue dans
de nombreux cas, par une méthode complètement différente : par des méthodes de couplage
probabiliste, Young a traité dans [You99] le cas où m[ϕY > n] = O(1/nγ) lorsque γ > 1, ce
qui donne une vitesse de décorrélation en O(1/nγ−1). En fait, sa méthode de preuve s’adapte
aux suites à décroissance polynomiale. En revanche, dans le cas où m[ϕY > n] = O(e−cn

η
),

i.e. le cas polynomial gauche, Young obtient une décorrélation en O(e−n
η′

) pour tout η′ < η,
tandis que le théorème 2.3.6 montre que la décorrélation est majorée par n1−ηe−cn

η : on ne
perd non seulement pas au niveau de l’exposant, mais pas non plus au niveau de la constante
c.
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Les premiers résultats généraux de borne inférieure ont été obtenus par Sarig dans [Sar02] :
il traitait le cas où un = O(1/nγ) avec γ > 2, sa méthode ne permettant pas d’atteindre des
vitesses plus lentes car elle n’utilisait pas de techniques d’algèbres de Banach et reposait sur
des arguments plus élémentaires. Il ne pouvait pas non plus obtenir de borne inférieure dans
des cas plus que polynomiaux, par exemple dans le cas où un = e−cn

η avec 0 < η < 1.
On va maintenant s’intéresser à des exemples en dimension 1, plus précisément aux ap-
plications LSV et à leurs généralisations par Holland, introduites respectivement dans les
paragraphes 1.4.1 et 1.4.2.
Soit

T (x) =

{
x(1 + xαρ(x)) si 0 6 x 6 1/2,

2x− 1 si 1/2 < x 6 1
(2.22)

une application de Holland, i.e. α > 0 et ρ : R∗+ → R∗+ est une fonction à variation lente
en 0, de classe C2, avec xρ′(x) = o(ρ(x)) et x2ρ′′(x) = o(ρ(x)), normalisée de telle sorte que
T (1/2) = 1, avec de plus, pour tout x 6= 0, T ′(x) > 1.

On suppose également que
∫ 1

0
1

x1/αρ(x)
< ∞, si bien que T admet une unique mesure de

probabilité m invariante absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. De plus,
l’application induite par T sur Y =]1/2, 1] est Gibbs-Markov et, d’après le théorème 1.4.10
et la proposition 1.4.12,

m[ϕY > n] ∼ h(1/2)

2(αn)1/αl#(n1/α)
, (2.23)

où l(x) = 1
ρ(1/x)1/α

, l# est la conjuguée de de Bruijn de l, et h est la densité de la mesure m.

Notons un = 1
n1/αl#(n1/α)

: c’est une suite à décroissance polynomiale, sommable par la pro-
position 1.4.12. Elle est donc convolutive d’après la proposition 2.2.12. Les résultats de la
partie précédente sur la vitesse de décorrélation donnent alors :

Théorème 2.3.8. Soit T une application de Holland (2.22) admettant une mesure de pro-
babilité invariante absolument continue m de densité h. Soit 0 < ν 6 1. Alors il existe une
constante C(ν) > 0 telle que, pour toutes fonctions f ν-hölderienne et g bornée,∣∣∣∣∫ f · g ◦ T n dm−

(∫
f dm

)(∫
g dm

)∣∣∣∣ 6 C(ν) ‖f‖ν ‖g‖∞
∞∑

p=n+1

1

p1/αl#(p1/α)
(2.24)

où l(x) = 1
ρ(1/x)1/α

.

De plus, si f et g tendent vers 0 en 0, alors∫
f · g ◦ T n dm−

(∫
f dm

)(∫
g dm

)
=

(
∞∑

p=n+1

h(1/2)

2(αp)1/αl#(p1/α)

)(∫
f dm

)(∫
g dm

)
+ o

(
∞∑

p=n+1

1

p1/αl#(p1/α)

)
.
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Démonstration. Soit Y =]1/2, 1], on induit sur Y . La mesure m[ϕY > n] est estimée par
(2.23), et l’application induite par T sur Y est Gibbs-Markov. Ainsi, T admet une extension
qui est une tour localement Gibbs-Markov, d’après la proposition 1.3.13. La borne supérieure
sur la vitesse de décorrélation est alors une conséquence du théorème 2.3.6, appliqué dans
cette extension. Dans le cas où f et g sont nulles hors de Y , la borne inférieure provient du
théorème 2.3.1.
Montrons maintenant la deuxième égalité lorsque f et g sont nulles sur un voisinage de 0. Il
existe N > 0 tel que f et g soient supportées dans Y ′ = [xN , 1]. Comme l’application induite
par T sur Y ′ est encore Gibbs-Markov, le théorème 2.3.1 implique encore qu’il existe une suite
wn(N) (égale à

∑∞
n+1m[ϕY ′ > p]) telle que Cor(f, g ◦ T n) = wn(N)

(∫
f
) (∫

g
)

+ o(wn(N)).
Il reste à montrer que wn(N) ∼ wn(1) pour conclure. On utilise pour cela deux fonctions
f, g supportées dans ]1/2, 1] et d’intégrale 1. Alors Cor(f, g ◦ T n) ∼ wn(1) en utilisant le
résultat sur Y , et Cor(f, g ◦ T n) ∼ wn(N) en utilisant le résultat sur Y ′. Cela montre que
wn(N) ∼ wn(1).
Soient finalement f et g qui tendent vers 0 en 0. Soit ε > 0 très petit. Soit

aε(x) =


f(x) si x 6 δ
f(2δ − x) si δ 6 x 6 2δ
0 sinon

où δ est assez petit pour que
∫
|aε| 6 ε. Soit aussi bε définie de la même manière à partir de

g. Soit ν ′ ∈]0, ν[. Quitte à diminuer δ, on peut aussi supposer que ‖aε‖ν′ 6 ε, ‖bε‖∞ 6 ε et∫
|bε| 6 ε.

Les fonctions fε = f − aε et gε = g − bε sont alors nulles sur un voisinage de 0, donc les
résultats précédents s’appliquent. Soit wn =

∑∞
p=n+1

h(1/2)

2(αp)1/αl#(p1/α)
. Pour n assez grand, on a

donc ∫
fε · gε ◦ T n =

(∫
fε

)(∫
gε

)
+ wn

(∫
fε

)(∫
gε

)
± εwn

=

(∫
fε

)(∫
gε

)
+ wn

(∫
f

)(∫
g

)
± Cεwn,

où la notation ±εwn indique un terme d’erreur compris entre −εwn et εwn. D’après (2.24)
appliqué dans l’espace des fonctions ν ′-hölderiennes, on a∫

f · g ◦ T n =

∫
fε · gε ◦ T n +

∫
aε · gε ◦ T n +

∫
f · bε ◦ T n

=

∫
fε · gε ◦ T n +

(∫
aε

)(∫
gε

)
+

(∫
f

)(∫
bε

)
± Cεwn.

Si n est assez grand, on obtient donc∫
f · g ◦ T n =

(∫
f

)(∫
g

)
+ wn

(∫
f

)(∫
g

)
± Cεwn.
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Cela montre que la vitesse de décorrélation est exactement wn :=
∑∞

n+1
h(1/2)

2(αp)1/αl#(p1/α)
.

Lorsque α < 1, cette suite est équivalente à h(1/2)

2(1/α−1)α1/αn1/α−1l#(n1/α)
, par [BGT87, propo-

sition 1.5.10]. Ainsi, on peut de cette manière obtenir toutes les vitesses de décorrélation
1

nγL(n)
où γ > 0 et L est à variation lente.

Dans le cas où α = 1, la fonction L(x) =
∫∞
x

1
tl#(t)

est à variation lente et tend vers
0, par [BGT87, proposition 1.5.9b], et wn est équivalent à CL(n). Par exemple, prenons
ρ(x) = 1/l(1/x) sur un voisinage de 0, avec l(x) =

(∏s−1
1 logk(x)

)
logs(x)1+ε, où logk dé-

signe le logarithme itéré k fois. Alors 1
xρ(x)

est intégrable en 0, donc l’application de Holland
correspondante T admet une mesure de probabilité invariante. De plus, la conjuguée de de
Bruijn de l est 1/l (voir la remarque 1.4.15), et on obtient wn ∼ C

(logs n)ε
. Ainsi, les vitesses

de mélange possibles sont arbitrairement lentes.
Donnons par exemple le résultat obtenu dans le cas des applications LSV, en précisant le
terme d’erreur grâce à la remarque 2.3.2 :

Proposition 2.3.9. Soient 0 < α < 1 et T l’application LSV correspondante donnée par
(1.25). Soit h la densité de sa mesure de probabilité invariante. Alors, pour toutes fonctions
f hölderienne et g bornée,∫

f · g ◦ T n −
(∫

f

)(∫
g

)
= O

(
1

n1/α−1

)
.

De plus, si f et g sont nulles sur un voisinage de 0,∫
f · g ◦ T n −

(∫
f

)(∫
g

)
=

h(1/2)

4
(

1
α
− 1
)
α1/αn1/α−1

(∫
f

)(∫
g

)
+O(Eα(n))

où Eα(n) = 1
n1/α si α < 1/2, logn

n2 si α = 1/2, et 1
n2/α−2 si α > 1/2.

Enfin, si f et g tendent vers 0 en 0,∫
f · g ◦ T n −

(∫
f

)(∫
g

)
=

h(1/2)

4
(

1
α
− 1
)
α1/αn1/α−1

(∫
f

)(∫
g

)
+ o

(
1

n1/α−1

)
.

En particulier, pour α < 1/2, une fonction hölderienne a ses corrélations sommables et
satisfait donc un théorème central limite, mais ce résultat ne dit rien sur les théorèmes
limites pour α > 1/2. On verra plus loin (corollaire 2.4.6) qu’une fonction d’intégrale nulle et
nulle au voisinage de 0 a encore ses corrélations sommables, et on étendra même ce résultat
aux fonctions lipschitziennes et nulles en 0 grâce au théorème 2.4.13. Ainsi, ces fonctions
vérifient également un théorème central limite. Dans le chapitre 4, on décrira précisément
(par une méthode complètement différente) toutes les lois limites qu’on peut obtenir.

Finalement, pour les produits gauches de la partie 1.5, on a m[ϕY > n] ∼ A
(√

lnn
n

)1/αmin

d’après la proposition 1.5.18. Ainsi, les corrélations des fonctions hölderiennes décroissent en
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O

(
(lnn)

1
2αmin

n
1

αmin
−1

)
, et elles décroissent exactement à cette vitesse pour des fonctions d’intégrale

non nulle et qui s’annulent sur S1 × {0}.

2.4 Raffinements sur la vitesse de décorrélation

Dans cette partie, on décrit plusieurs raffinements possibles du théorème 2.2.20 et de ses
conséquences sur la décorrélation des fonctions. Ces raffinements vont dépendre de la vitesse
de décroissance de ‖Rn‖, ou des particularités de la fonction f considérée.

2.4.1 Estimation à plusieurs termes de la décorrélation

Jusqu’à maintenant, on n’a utilisé que les deux premiers termes dans l’estimation de Tn
donnée par la proposition 2.2.18, c’est-à-dire que l’on n’a utilisé cette proposition que pour
N = 2. Cela suffit pour obtenir des bornes supérieures générales sur la décorrélation, ainsi que
des bornes inférieures pour les fonctions nulles hors de Y , mais le terme d’erreur obtenu n’est
pas toujours optimal. Par exemple, dans la proposition 2.3.9, on n’obtient un terme d’erreur
en O(1/n1/α) que dans le cas où α < 1/2, tandis que ‖Tn − Tn+1‖ = O(1/n1/α) dans tous
les cas d’après la proposition 2.2.19, ce qui permet en général d’espérer un développement
jusqu’à une précision O(1/n1/α). Il est donc naturel de chercher à utiliser la proposition 2.2.18
avec plus de termes, pour obtenir un développement asymptotique plus précis de Tn. C’est
ce qu’on va faire dans cette partie, en se restreignant au cas où m[ϕY > n] = O(1/nβ) avec
β > 1, ce qui traite le cas des applications LSV (pour β = 1/α).

Pour estimer le terme d’erreur provenant de 1
1−z

[
1
µ
P ·G(z)

]N
S(z)−1 dans la proposition

2.2.18, on va utiliser la proposition suivante. Les seules hypothèses utiles seront que G(1) = 0
et G(z) = O(1/nβ) (i.e. le coefficient de zn dans G(z) est un O(1/nβ)). Cela implique que
G(z)
1−z = O(1/nβ−1).

Proposition 2.4.1. Soit G(z) =
∑
Gnz

n une série formelle à coefficients dans une algèbre
de Banach A, telle que G(z) = O(1/nβ) pour un certain β > 1 et G(1) = 0. Alors, pour tout
p ∈ N, il existe une constante C telle que, pour tous H1, . . . , Hp−1 ∈ A,∥∥∥∥(G(z)H1G(z) . . . Hp−1G(z)

1− z

)
n

∥∥∥∥ 6 C ‖H1‖ . . . ‖Hp−1‖ ·


1
nβ

si β < p(β − 1),
logn
nβ

si β = p(β − 1),
1

np(β−1) si β > p(β − 1).

Ici, la notation ( )n désigne le coefficient de zn dans la série formelle entre les parenthèses.
Dans la preuve de la proposition, on utilisera les deux lemmes techniques suivants, dont les
preuves reposent sur les mêmes arguments que la preuve de la proposition 2.2.12 :
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Lemme 2.4.2. Si an = O(1/nα) et bn = O(1/nβ), avec α 6 β ∈ R, alors

(a ? b)n =


O(1/nα) si β > 1,
O(log n/nα) si β = 1,
O(1/nα+β−1) si β < 1.

(2.25)

En particulier, pour α > 1 ou β > 1 (sans supposer α 6 β), (a ? b)n = O(1/nα) +O(1/nβ).

Lemme 2.4.3. Si an = O
(

(logn)u

nα

)
et bn = O

(
(logn)v

nβ

)
avec α 6 1, β 6 1 et u, v > 0, alors

(a ? b)n = O
(

(logn)u+v+1

nα+β−1

)
.

En fait, le facteur (log n)u+v+1 peut être remplacé par (log n)u+v dès que α < 1 et β < 1,
mais on n’en aura pas besoin.

Démonstration de la proposition 2.4.1. Dans cette preuve, si L(z) =
∑
Lnz

n est une série
entière à coefficients dans A, on écrira ‖L‖ ou ‖L(z)‖ pour la suite (‖Ln‖)n∈N. Si (an)n∈N et
(bn)n∈N sont deux suites de nombres positifs ou nuls tels que ∀n, an 6 bn, on écrira a 6 b.
Avec ces notations, si L0(z) et L1(z) sont des séries entières, alors ‖L0L1‖ 6 ‖L0‖ ? ‖L1‖, où
? désigne la convolution des suites. Notons aussi

Fβ,p(n) =


1
nβ

si β < p(β − 1),
logn
nβ

si β = p(β − 1),
1

np(β−1) si β > p(β − 1).

On va démontrer le lemme par récurrence sur p. L’argument central pour se débarrasser des
problèmes de non-commutativité sera le suivant : si L0(z), . . . , Lr(z) sont des séries entières
pour un certain r < p, considérons L0(z)G(z)L1(z)...Lr−1(z)G(z)Lr(z)

1−z . L’hypothèse de récurrence

donne
∥∥∥G(z)H1G(z)...Hr−1G(z)

1−z

∥∥∥ 6 CFβ,r(n) ‖H1‖ . . . ‖Hr−1‖ pour une certaine constante C. Alors∥∥∥∥L0(z)G(z)L1(z) . . . Lr−1(z)G(z)Lr(z)

1− z

∥∥∥∥ 6 CFβ,r ? ‖L0‖ ? . . . ? ‖Lr‖ . (2.26)

En effet, si on développe dans L0(z)G(z)L1(z)...Lr−1(z)G(z)Lr(z)
1−z chaque facteur Li(z) en série, on

obtient des termes de la forme H0G(z)H1...Hr−1G(z)Hr
1−z , auxquels on peut appliquer l’hypothèse

de récurrence.
On prouve la proposition 2.4.1 par récurrence sur p. Le résultat est immédiat pour p = 1, et
il découle facilement de la preuve du théorème 2.2.20 pour p = 2 : le même argument marche
encore quand on ajoute un terme H1. Supposons donc p > 2.
Si β < (p− 1)(β − 1), l’hypothèse de récurrence donne∥∥∥∥G(z)H1G(z) . . . Hp−2G(z)

1− z

∥∥∥∥ 6 C

nβ
‖H1‖ . . . ‖Hp−2‖ .



106 CHAPITRE 2. DÉCORRÉLATION DES TOURS LOCALEMENT GIBBS-MARKOV

Comme G(z) ∈ O(1/nβ), une multiplication à droite par Hp−1 et une convolution par G(z)
donnent le résultat, en utilisant le lemme 2.4.2. On peut donc supposer que β > (p−1)(β−1).
Comme p > 3, cela implique en particulier que β 6 2.
En dérivant p − 1 fois F (z) = G(z)H1G(z)...Hp−1G(z)

1−z , on obtient, pour certaines constantes
Ci,i1,...,ip ,

F (p−1)(z) =
∑

i+i1+...+ip=p−1
i1,...,ip>0

Ci,i1,...,ip
G(z)(i1)H1 . . . Hp−1G(z)(ip)

(1− z)i+1
,

où G(z)(k) désigne la dérivée k-ème de G(z).
Soit T (z) = Ti,i1,...,ip(z) un des termes de cette somme. Comme i+

∑p
j=1 ij = p−1, le nombre

de facteurs G(z) qui ne sont pas dérivés (i.e. pour lesquels ij = 0) est de la forme i+ r avec
r > 1. Attribuons un facteur 1/(1− z) à i facteurs G(z) non dérivés, on obtient :

T (z) =
L0(z)G(z)L1(z) . . . G(z)Lr(z)

1− z
,

où les facteurs Li(z) sont des produits de facteurs de la forme Hj, ou G(ij) avec ij > 1, ou
G(z)
1−z . L’équation (2.26) donne alors

‖T (z)‖ 6 CFβ,r ? ‖L0‖ ? . . . ? ‖Lr‖

6 C ‖H1‖ . . . ‖Hp−1‖ · Fβ,r ?
∥∥G(i1)

∥∥ ? . . . ? ∥∥G(ip)
∥∥ ? ∥∥∥∥G(z)

1− z

∥∥∥∥?i , (2.27)

où
∥∥G(ij)

∥∥ n’est écrit dans le produit que lorsque ij > 0.
On distingue trois cas :

1. Si (p− 1)(β − 1) 6 β < p(β − 1).
Dans chaque terme T (z) = Ti,i1,...,ip(z) (dans lequel i + r facteurs G(z) ne sont pas
dérivés), on a r < p : sinon, i + r 6 p impliquerait que i = 0, et rien ne serait dérivé.
Ainsi, r(β − 1) 6 β, et on est dans le deuxième ou le troisième cas de la récurrence.
On n’est en fait dans le deuxième cas que si r = p− 1, ce qui signifie que i = 0 et que
l’un des ij est égal à p − 1 tandis que les autres sont nuls. Dans (2.27), Fβ,p−1(n) =
O
(

logn
n(p−1)(β−1)

)
= O(1/nγ) pour un certain γ > 1 (car p(β − 1) > β implique que

(p− 1)(β − 1) > 1). Quand on convole avec
∥∥G(z)(p−1)

∥∥ = O( 1
nβ−p+1 ) (où β − p+ 1 6 1

puisque β 6 2), le lemme 2.4.2 montre qu’on obtient un élément de O( 1
nβ−p+1 ).

Considérons maintenant un autre terme T (z) = Ti,i1,...,ip(z) avec r < p − 1. Comme
(p − 1)(β − 1) 6 β, on obtient (p − 2)(β − 1) 6 1, donc r(β − 1) 6 1. Notons que
Fβ,r(n) = O(1/nr(β−1)) et

∥∥G(ij)
∥∥ ∈ O(1/nβ−ij) (avec β − ij 6 1 lorsque ij > 0 puisque

β 6 2) et G(z)
1−z ∈ O(1/nβ−1) (avec β − 1 6 1). Ainsi, le lemme 2.4.3 appliqué p− r fois
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montre que le terme de droite de l’équation (2.27) est dans O( (logn)u

nν
) pour un certain

u > 0 et

ν =
∑
ij>0

(β − ij) + i(β − 1) + r(β − 1)− (p− r) = p(β − 1)− (p− 1).

Comme p(β − 1) > β, on a en fait ν > β − (p− 1), et on obtient donc une majoration
de ‖T (z)‖ de la forme C

nβ−(p−1) .
En ajoutant tous les termes, on obtient

∥∥F (z)(p−1)
∥∥ 6 C ‖H1‖ . . . ‖Hp−1‖ 1

nβ−p+1 . En
intégrant p− 1 fois, on obtient le résultat désiré.

2. Si β = p(β − 1).
Ici, on a β < 2, donc β − ij < 1 et β − 1 < 1, ce qui implique qu’on va pouvoir utiliser
le lemme 2.4.2 à la place du lemme 2.4.3.
On utilise le même raisonnement que dans le premier cas. Pour les termes avec r = p−1,
on a Fβ,p−1(n) = O(1/n), ce qui implique que le terme de droite de (2.27) est majoré
par ( 1

n
) ? ( 1

nβ−p+1 ), et donc par O( logn
nβ−p+1 ) d’après le lemme 2.4.2.

Lorsque r < p−1, on utilise le lemme 2.4.2 p−r−1 fois pour estimer
∥∥G(i1)

∥∥?. . .∥∥G(ip)
∥∥?∥∥∥G(z)

1−z

∥∥∥?i, puisque tous les exposants sont < 1. On obtient que c’est dans O(1/nδ), où

δ = (p− r)(β − 1)− p + 2. En convolant une fois de plus avec Fβ,r(n) = 1/nr(β−1), on
obtient un terme dans O(1/nν) où ν = p(β − 1)− p+ 1 = β − p+ 1. On additionne les
différents termes puis on intègre, ce qui donne le résultat.

3. Si β > p(β − 1).
On n’a plus besoin de traiter à part les termes avec r = p − 1 : dans tous les termes,
tous les exposants sont < 1. En convolant, on obtient des termes dans O( 1

np(β−1)−p+1 ),
ce qui donne le résultat recherché après intégration.

Proposition 2.4.4. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement, avec
∑∞

n+1 ‖Rp‖ =
O(1/nβ) pour un certain β > 1. Alors, pour tout N ∈ N, il existe une suite Fn ∈ Hom(L,L)
avec

‖Fn‖ =


O(1/nβ) si N(β − 1) > β,
O(log n/nβ) si N(β − 1) = β,
O(1/nN(β−1)) si N(β − 1) < β,

telle que ∑
Tnz

n =
1

1− z

N−1∑
k=0

[
1

µ
P ·G(z)

]k
1

µ
P +

∑
Fnz

n,

où G(z) = R′(1)− R(z)−R(1)
z−1

=
∑∞

n=0

(∑∞
p=n+1Rp

)
(1− zn).

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions 2.2.18, 2.2.19 et 2.4.1.
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Notons que, pour tout β > 1, il est possible de choisir N de telle sorte que N(β − 1) > β.
Ainsi, on peut théoriquement obtenir un développement de Tn jusqu’à la précision 1/nβ,
même lorsque β < 2 : on a donc bien un raffinement du théorème 2.2.20, puisqu’il ne donnait
un développement que jusqu’à la précision 1/n2β−2 lorsque β < 2. Notons quand même que,
dans le cas β > 2, ce raffinement n’apporte rien, puisqu’on avait déjà une précision 1/nβ.

Il reste ensuite à développer
[

1
µ
P ·G(z)

]k
1
µ
P , pour obtenir l’expression des termes suivants

dans le développement asymptotique de Tn. Le terme obtenu pour k = 2 est

1

µ3

(∑
k,l>n

PkPl −
∑
k,l6n
k+l>n

PkPl

)

où Pn =
∑∞

p=n+1 Rp.
Pour k = 3, on trouve (après des calculs laborieux)∑

k,l,m>n

−
∑

0<k,l6n
k+l>n
m>n

−
∑

0<k,m6n
k+m>n
l>n

−
∑

0<l,m6n
l+m>n
k>n

−
∑

0<k,l,m6n
k+l>n
k+m>n

−
∑

0<k,l,m6n
l+k>n
l+m>n

−
∑

0<k,l,m6n
m+k>n
m+l>n

+
∑

0<k,l,m6n
k+l>n
k+m>n
l+m>n

+
∑
k+l6n
k+m6n
l+m6n

k+l+m>n

1

µ4
PkPlPm.

Corollaire 2.4.5. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement, avec
∑∞

n+1 ‖Rp‖ =
O(1/nβ) pour un certain β > 1. Il existe alors une constante C > 0 telle que, pour toute
f ∈ L avec Pf = 0, pour tout n ∈ N∗,

‖Tnf‖ 6
C

nβ
‖f‖ .

Démonstration. Soit N assez grand pour que le terme d’erreur dans la proposition 2.4.4 soit
un O(1/nβ). Il suffit alors de noter que tous les termes du développement asymptotique
donnés par cette proposition se factorisent par P , et sont donc nuls quand on les applique à
f .

Corollaire 2.4.6. Soit T l’application LSV de paramètre α ∈]0, 1[. Alors, pour toutes fonc-
tions f hölderienne d’intégrale nulle, et g bornée, qui s’annulent toutes deux au voisinage de
0, on a ∫

f · g ◦ T n = O

(
1

n1/α

)
.

En particulier, une fonction hölderienne d’intégrale nulle et nulle sur un voisinage de 0 a
ses corrélations sommables, ce qui permet de montrer qu’elle satisfait un théorème central
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limite, même dans le cas 1/2 < α < 1. C’est un résultat plus fin que la proposition 2.3.9, qui
ne peut se démontrer par des majorations élémentaires de la vitesse de décorrélation comme
la méthode de couplage de Young, puisque des phénomènes subtils de compensation sont à
l’œuvre.
La preuve du corollaire repose de façon importante sur la forme de la suite un = 1/nβ, mais
on va voir dans le paragraphe suivant que ce phénomène est en fait général, et valable pour
toutes les suites convolutives.

2.4.2 Fonctions de moyenne nulle supportées par Y

Théorème 2.4.7. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement. Alors∑
‖Tn(I − P )‖ <∞.

En particulier, pour toute fonction f ∈ L vérifiant P (f) = 0, on a
∑∞

n=0 ‖Tn(f)‖ <∞.

Démonstration. On va modifier légèrement la preuve du théorème 2.2.5. Soit R̃(z) la pertur-
bation de R(z) définie dans cette preuve, montrons tout d’abord que (I − R̃(z))−1(I − P ) ∈
A(A). On a

(I − R̃(z))−1(I − P ) =
1

1− z
S̃(z)−1(I − P )

=
1− z

1− λ̃(z)

P̃ (z)

1− z
(I − P ) + (I − R̃(z)Q̃(z))−1Q̃(z)(I − P ).

Comme P (1)(I − P ) = 0 par définition, on obtient

(I − R̃(z))−1(I − P ) =
1− z

1− λ̃(z)

P̃ (z)− P̃ (1)

1− z
(I − P ) + (I − R̃(z)Q̃(z))−1Q̃(z)(I − P ).

Mais 1−z
1−λ̃(z)

∈ A(C) et P̃ (z)−P̃ (1)
1−z ∈ A(A) (étape 3 de la preuve du théorème 2.2.5). De

même, (I − R̃(z)Q̃(z))−1 ∈ A(A) par le lemme de Wiener. En sommant, on obtient bien
(I − R̃(z))−1(I − P ) ∈ A(A).
Comme dans l’étape 4 de la preuve du théorème 2.2.5, on utilise alors une partition de l’unité
pour en déduire que

∑
Tn(I − P )zn = (I − R(z))−1(I − P ) ∈ A(A), i.e.

∑
‖Tn(I − P )‖ <

∞.

Remarque 2.4.8. Le même argument montre que
∑
‖(I − P )Tn‖ < ∞. Comme Tn −

PTnP = Tn(I − P ) + (I − P )TnP , on obtient∑
‖Tn − PTnP‖ <∞.
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On en déduit le théorème suivant :

Théorème 2.4.9. Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov mélangeante et
préservant une mesure de probabilité m, de base Y . Alors, pour toute fonction f : X → R de
L supportée par Y et d’intégrale nulle,

∑∥∥T̂ n(f)
∥∥

1
<∞.

Démonstration. Comme f est supportée dans Y , on a Bb(f) = 0 pour b > 0 et Cnf = 0 pour
n > 0. L’équation (2.4) donne donc T̂ nf =

∑
a+k=nAaTk(f). Ainsi, par le lemme 2.3.3,∥∥T̂ nf∥∥

1
6
∑
a+k=n

m[ϕY > a] ‖Tk(f)‖L .

En sommant, on obtient

∞∑
n=0

∥∥T̂ nf∥∥
1
6

(
∞∑
a=0

m[ϕY > a]

)
·

(
∞∑
k=0

‖Tkf‖

)
.

Les deux sommes de droite sont finies, d’après la formule de Kac pour la première et d’après
le théorème 2.4.7 pour la seconde. Cela conclut la preuve.

Par le théorème de Gordin-Liverani, cela implique que f satisfait un théorème central limite de
variance σ2 =

∫
f+2

∑∞
1

∫
f ·f ◦T n. C’est très différent du cas où f est d’intégrale non nulle,

puisqu’on a vu que la vitesse de décroissance des corrélations pouvait être arbitrairement
lente. L’hypothèse de support est également très importante : soit f d’intégrale non nulle
supportée par Y , dont les corrélations peuvent donc décroître lentement. Alors la fonction
g = f −

∫
f est hölderienne et d’intégrale nulle, mais ses corrélations, égales à celles de f , ne

sont pas nécessairement sommables.
Les théorèmes de ce paragraphe ont été démontrés en travaillant dans l’algèbre de Banach
des fonctions de coefficients de Fourier sommables. En travaillant dans une autre algèbre de
Banach, par exempleOu(Hom(L,L)) où un est une suite convolutive, on obtient les théorèmes
suivants (avec exactement les mêmes preuves).

Théorème 2.4.10. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement, avec
∑∞

n+1 ‖Rp‖ =
O(un), où un est une suite convolutive. Alors, pour toute fonction f ∈ L vérifiant P (f) = 0,
on a ‖Tn(f)‖ = O(un).

Remarque 2.4.11. Comme dans la remarque 2.4.8, on montre en fait que

‖Tn − PTnP‖ = O(un).

On en déduit le théorème suivant, qui généralise le corollaire 2.4.6 au cas d’une suite convo-
lutive un générale.
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Théorème 2.4.12. Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov mélangeante et
préservant une mesure de probabilité m, de base Y . On suppose que m[ϕY > n] = O(un),
où un est une suite convolutive. Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour toute
fonction f : X → R appartenant à L, de moyenne nulle et supportée par Y , pour tout n ∈ N,∥∥T̂ n(f)

∥∥
1
6 Cun ‖f‖L.

2.4.3 Fonctions de moyenne nulle générales

Pour des fonctions qui ne sont pas supportées dans Y , on a le résultat suivant :

Théorème 2.4.13. Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov mélangeante et
préservant une mesure de probabilité m, de base Y . On suppose que m[ϕY > n] = O(un), où
un est une suite convolutive. Soit Xn ⊂ X l’ensemble des points qui entrent dans Y après n
itérations, i.e. Xn = X\

⋃n−1
0 T−i(Y ).

Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f ∈ L de moyenne nulle,
pour tout n ∈ N, ∥∥T̂ n(f)

∥∥
1
6 Cun ‖f‖L + C

n∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣
∫
Xn−k

f

∣∣∣∣∣+ C

∫
Xn+1

|f |.

Dans le cas où f est de moyenne nulle et supportée par Y , les intégrales
∫
Xl
f sont toutes

nulles et on retrouve le théorème 2.4.12. Dans le cas où f est arbitraire, on peut juste dire
que

∣∣∣∫Xn f ∣∣∣ 6 (
∑∞

n up) ‖f‖∞, et on retrouve la majoration du théorème 2.3.6 grâce au lemme
2.2.17. C’est dans les situations intermédiaires, où la fonction f est “petite dans le haut de
la tour”, que ce théorème va donner des résultats plus précis.

Démonstration. Soit Zk = PTkP et Yk = Tk − Zk. Ainsi, ‖Yk‖ = O(uk) par la remarque
2.4.11, et on peut écrire Zk(u) = zk

(∫
Y
u
)

1Y pour une certaine constante zk.
Soit Λb l’ensemble des points qui rentrent dans Y après exactement b itérations, i.e. Λb =
Xb\Xb+1. Notons aussi λb =

∫
Bbf =

∫
Λb
f , et sb =

∑∞
b λi =

∫
Xb
f . En particulier, s0 =∫

f = 0.
Soient K ⊂ X et αa =

∫
K
Aa(1Y ) 6 m[ϕY > a]. Alors, par (2.4), on a∫

K

T̂ n(f) =

∫
K

Cn(f) +
∑

a+k+b=n

∫
K

AaTkBb(f)

=

∫
K

Cn(f) +
∑

a+k+b=n

αazkλb +

∫
K

∑
a+k+b=n

AaYkBb(f).

Le dernier terme est majoré par C ‖f‖L (u?u?u)n, par les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 et l’inégalité
‖Yk‖ = O(uk). Comme un est convolutive, il est donc majoré par Cun ‖f‖L. Le premier terme
s’écrit

∫
K
Cn(f) =

∫
T−nK∩Xn+1

f 6
∫
Xn+1
|f |.
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Pour le terme restant, estimons tout d’abord z ? λ. On a

(z ? λ)n =
n∑
b=0

λbzn−b =
n∑
b=0

(sb − sb+1)zn−b =
n∑
b=1

sb(zn−b − zn−b+1)− sn+1z0.

On a zk = 1
m(Y )

∫
Y
Tk(1Y ). Comme ‖Tk − Tk+1‖ = O(uk) par le théorème 2.2.19, zk − zk+1 =

O(uk). Ainsi, il existe C tel que |(z ? λ)n| 6 C(u ? |s|)n + C|sn+1|. De plus,

|sn+1| 6 |sn|+
∫

Λn+1

|f | 6 |sn|+ ‖f‖Lm(Λn+1) 6 |sn|+ ‖f‖L un+1 6 |sn|+ C ‖f‖L un

car un est convolutive donc presque décroissante. Ainsi, en convolant par αa = O(ua), on
obtient∣∣∣∣∣ ∑

a+k+b=n

αazkλb

∣∣∣∣∣ 6 C(u ? u ? |s|)n + C ‖f‖L (u ? u)n 6 C(u ? |s|)n + C ‖f‖L un

puisque un est convolutive.

On a donc obtenu la majoration désirée pour
∣∣∣∫K T̂ n(f)

∣∣∣. Il suffit de l’appliquer à K =

{T̂ nf(x) > 0} puis à K = {T̂ nf(x) < 0} pour majorer
∥∥T̂ nf∥∥

1
.

Par exemple, dans le cas des applications LSV, on peut appliquer ce théorème aux fonctions
nulles en 0 :

Théorème 2.4.14. Soient T l’application LSV de paramètre α ∈]0, 1[, et β = 1/α. Soit f
une fonction hölderienne de moyenne nulle avec f(0) = 0, satisfaisant |f(x)| 6 Cxγ pour un
certain γ > 0. Alors ∥∥T̂ nf∥∥

1
= O

(
1

nmin(β,β(1+γ)−1)

)
.

Ce théorème précise le corollaire 2.4.6. En particulier, si γ > 2α − 1, alors cette estimée est
sommable donc f satisfait un théorème central limite. On verra plus loin, par une méthode
complètement différente (qui ne passe pas par la vitesse de décorrélation) qu’on a en fait un
théorème central limite dès que γ > α− 1/2 (théorème 4.2.5).

Démonstration. On travaille dans l’extension X ′ de X en forme de tour localement Gibbs-
Markov, donnée par la proposition 1.3.13. Soit Λn = T ′−n(Y ′)\

⋃n−1
0 T ′−i(Y ′). Cet ensemble

se projette dans X sur l’intervalle [xn+1, xn], sur lequel f est majorée par Cxγn 6
C
nγβ

. Comme
m(Λn) = O(1/nβ), on obtient

∫
Λn
|f | 6 C

n(1+γ)β , puis
∫
X′n
|f | 6 C

n(1+γ)β−1 . Le théorème 2.4.13
(appliqué avec un = 1/nβ) donne alors la conclusion.

Pour les applications de Holland, on trouve de la même façon que, dans tous les cas, les
corrélations des fonctions lipschitziennes et qui s’annulent en 0 décroissent en O(m[ϕY > n]),
et sont donc toujours sommables. Ainsi, ces fonctions vérifient un théorème central limite.
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Dans le chapitre 2, on a vu comment étudier la vitesse de décorrélation dans les tours locale-
ment Gibbs-Markov. Par conséquent, on sait estimer la vitesse de mélange des applications
pour lesquelles on sait construire des extensions qui sont localement Gibbs-Markov, à condi-
tion d’avoir un bon contrôle sur la mesure des points qui mettent longtemps à revenir à la
base de la tour.
Les exemples d’applications localement Gibbs-Markov qu’on a vus jusqu’à maintenant sont
explicites, ou presque explicites, si bien qu’il est aisé de construire une partition de Markov.
Dans ce chapitre, on va montrer comment on peut construire une telle structure markovienne
pour des applications générales, en utilisant seulement quelques hypothèses abstraites de
dilatation asymptotique.
Comme conséquence de ces techniques, on obtiendra en particulier une structure markovienne
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pour les application d’Alves-Viana, et on en déduira que, pour ces applications, les corréla-
tions des fonctions hölderiennes décroissent au moins en e−c

√
n (théorème 3.1.2).Les résultats

de ce chapitre correspondent à l’article [Gou06].

3.1 Résultats

3.1.1 Décorrélations et dilatation asymptotique

Récemment, [ALP05] a montré comment étudier la vitesse de décroissance des corrélations de
certaines applications non-uniformément dilatantes, en mélangeant les techniques de temps
hyperboliques ([Alv00]) et les tours de Young ([You99]). Une conséquence de leur résultat
est que les corrélations de l’application d’Alves-Viana ([Via97]) décroissent plus rapidement
que tous les polynômes, ce qui permet d’obtenir un théorème central limite. Cependant, les
estimées de [Via97] sont toutes en O(e−c

√
n), ce qui est plus fort. L’objectif de ce chapitre

est d’étendre les résultats de [ALP05] (en utilisant une méthode substantiellement différente)
à des décroissances (entre autres) en e−c

√
n. En fait, on va construire une tour localement

Gibbs-Markov, à laquelle on pourra appliquer les résultats de décorrélation du chapitre 2.
Soient M une variété riemannienne compacte (éventuellement à bords) et T : M → M une
application. On suppose qu’il existe une partie fermée de mesure de Lebesgue nulle S ⊂M (le
lieu critique, contenant éventuellement des discontinuités ou des points critiques de T , avec
∂M ⊂ S), hors de laquelle T est un difféomorphisme local C2, non-uniformément dilatant :
il existe λ > 0 tel que, pour Lebesgue presque tout x ∈M ,

lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
> λ. (3.1)

On fait également des hypothèses de non-dégénérescence sur l’ensemble critique, analogues
à celles de [ABV00] ou [ALP05] : on suppose qu’il existe B > 1 et β > 0 tels que, pour tout
x ∈M\S et pour tout v ∈ TxM\{0},

1

B
dist(x, S)β 6

‖DT (x)v‖
‖v‖

6 B dist(x, S)−β. (3.2)

On suppose aussi que, pour tous x, y ∈M avec dist(x, y) < dist(x, S)/2,∣∣∣log
∥∥DT (x)−1

∥∥− log
∥∥DT (y)−1

∥∥∣∣∣ 6 B
dist(x, y)

dist(x, S)β
(3.3)

et ∣∣log | detDT (x)−1| − log | detDT (y)−1|
∣∣ 6 B

dist(x, y)

dist(x, S)β
, (3.4)
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i.e. log ‖DT−1‖ et log | detDT−1| sont localement lipschitziennes, la constante de Lipschitz
étant contrôlée par la distance à l’ensemble critique. Cela signifie que les singularités sont au
plus polynomiales, et exclut par exemple les points critiques plats.
On suppose que les points s’approchent de S à une vitesse sous-exponentielle dans le sens
suivant. Pour δ > 0, soit distδ(x, S) = dist(x, S) si dist(x, S) < δ, et distδ(x, S) = 1 sinon.
On suppose alors que, pour tout ε > 0, il existe δ(ε) > 0 tel que, pour Lebesgue-presque tout
x ∈M ,

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(ε)(T
kx, S) 6 ε. (3.5)

On aura besoin de contrôler plus précisément les vitesses de convergence dans (3.1) et dans
(3.5). Pour cela, on considère comme [ALP05] la fonction

h1
(ε1,ε2)(x) = inf

{
N ∈ N∗ | ∀n > N,

1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>
λ

2

et pour i = 1, 2,
1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(εi)(T
kx, S) 6 2εi

}
.

Il est important d’avoir deux indices ε1 et ε2 pour garantir l’existence de temps hyperboliques
(voir le lemme 3.2.2). Pour alléger les notations, on notera ε = (ε1, ε2). Les points satisfaisant
h1
ε(x) = n sont donc “bons” à partir du temps n. Ainsi, le défaut d’expansion asymptotique

du système au temps n est mesuré par

Leb{x | h1
ε(x) > n}, (3.6)

et il est donc naturel de chercher à estimer la vitesse de décroissance des corrélations en
fonction de cette quantité. C’est ce que fait [ALP05], dans le cas polynomial : si (3.6) =
O(1/nγ) pour un certain γ > 1, alors les corrélations des fonctions hölderiennes décroissent
comme 1/nγ−1.
Notons Λ =

⋂
n>0 T

n(M). On dira que T est topologiquement transitif sur l’attracteur Λ si,
pour tout couple d’ouverts non vides U, V de Λ, il existe n tel que T−n(U)∩ V contienne un
ouvert non vide (il faut faire attention à la formulation à cause des discontinuités éventuelles
de T sur S).
Rappelons la définition 2.2.11 : une suite (un)n∈N de réels strictement positifs est à décrois-
sance polynomiale s’il existe C > 0 tel que, pour tous n/2 6 k, 0 < uk 6 Cun. Cela implique
en particulier que un ne décroît pas trop vite : il existe γ > 0 tel que 1/nγ = O(un) (par
exemple γ = logC

log 2
).

Théorème 3.1.1. Supposons que tous les itérés de T sont topologiquement transitifs sur Λ et
que, pour tout ε = (ε1, ε2), il existe une suite un(ε) avec

∑
un(ε) < +∞ et Leb{x | h1

ε(x) >
n} = O(un(ε)). On suppose que un(ε) vérifie une des propriétés suivantes :
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1. un(ε) est à décroissance polynomiale.

2. Il existe c(ε) > 0 et η(ε) ∈]0, 1] tels que un(ε) = e−c(ε)n
η(ε).

Alors T préserve une unique mesure µ absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue. De plus, cette mesure est une mesure de probabilité, mélangeante, et son bassin
contient Lebesgue-presque tout point de M .
Finalement, il existe ε0 tel que, si f, g : M → R sont deux fonctions avec f hölderienne et
g bornée, leurs corrélations Cor(f, g ◦ T n) =

∫
f · g ◦ T n dµ −

∫
f dµ

∫
g dµ décroissent à la

vitesse suivante :
1. |Cor(f, g ◦ T n)| 6 C

∑∞
p=n up(ε

0) dans le cas 1.

2. Il existe c′ > 0 tel que |Cor(f, g ◦ T n)| 6 Ce−c
′nη(ε

0) dans le cas 2.

En fait, ε0 peut être choisi a priori, ne dépendant que de λ et de T . Il suffirait alors d’avoir
(3.5) pour ε0

1 et ε0
2 pour obtenir le théorème. Cependant, dans les cas concrets, il est souvent

équivalent d’avoir (3.5) pour une valeur particulière de ε ou pour tout ε. C’est pourquoi,
comme dans [ABV00] et [ALP05], nous avons préféré cette formulation du théorème, plus
parlante.
Dans le premier cas, en prenant un(ε) = 1/nγ, on retrouve le résultat de [ALP05].
Le principal problème de ce résultat est que (3.6) est souvent difficile à estimer dans la
pratique puisque h1

ε(x) exprime une condition sur tous les itérés de x, et pas seulement un
nombre fini.

3.1.2 L’application de Viana

Ces résultats s’appliquent à l’application de Viana, donnée par

T :

{
S1 × I → S1 × I
(ω, x) 7→ (16ω, a0 + ε sin(2πω)− x2)

(3.7)

où a0 ∈]1, 2[ est un point de Misiurewicz (i.e. le point critique 0 est prépériodique pour
l’application x 7→ a0 − x2), ε est assez petit, et I est un segment de ] − 2, 2[ choisi de telle
sorte que T envoie S1 × I dans son intérieur.
Cette application a été introduite par Viana dans [Via97]. Il montre que T (et en fait toute
application assez proche de T ) a presque partout deux exposants de Lyapunov strictement
positifs, malgré la présence des points critiques dans les fibres. Plus précisément, Viana montre
que les points qui ne voient pas la dilatation dans les fibres au temps n ont une mesure qui
décroît en O(e−c

√
n). [AA03] en déduit que, pour tout ε = (ε1, ε2), pour tout c < 1/4,

Leb{x | h1
ε(x) > n} = O(e−c

√
n). (3.8)

De plus, [AV02] montre que tous les itérés de T sont topologiquement transitifs sur Λ.



3.1. RÉSULTATS 117

Les résultats de [ALP05] leur permettent d’estimer la vitesse de décorrélation de l’application
de Viana. Leur méthode de preuve, qui ne permet de contrôler que des vitesses polynomiales
(voir le paragraphe 3.1.4) impliquait que les décorrélations étaient plus rapides que tous les
polynômes, mais ils ne pouvaient atteindre la majoration conjecturale de e−c′

√
n. Le théorème

3.1.1 permet d’atteindre cet objectif :

Théorème 3.1.2. Les décorrélations des fonctions hölderiennes pour les applications assez
proches (en topologie C3) de l’application de Viana sont au moins aussi rapides que e−c′

√
n

pour un certain c′ > 0.

Ce résultat s’applique encore si on remplace le coefficient de dilatation 16 par 2, d’après
[BST03]. Notons que la méthode ad hoc de [BG03], qui démontre le théorème 3.1.2 pour les
applications de Viana, ne s’applique pas directement quand on remplace 16 par 2, puisqu’elle
utilise entre autres la forme des courbes admissibles. En revanche, la méthode abstraite du
présent chapitre s’applique immédiatement, puisque [BST03] montre essentiellement (3.8).

3.1.3 Décorrélations et dilatation en temps fini

La fonction h1
ε(x) fait intervenir la dilatation de x à partir d’un certain rang, et est donc

difficile à estimer en général. Il est plus naturel de considérer le premier instant où on a de
la dilatation. Pour des raisons techniques, on aura besoin de trois paramètres pour obtenir
des résultats dans ce contexte (voir la preuve du lemme 3.2.1). Soit

h2
(ε1,ε2,ε3)(x) = inf

{
n ∈ N∗ | 1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>
λ

2

et pour i = 1, 2, 3,
1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(εi)(T
kx, S) 6 2εi

}
.

Cette définition fait intervenir uniquement les n premiers itérés de x, et est donc vérifiable
en temps fini. On notera ε = (ε1, ε2, ε3). Il faut rapprocher h2

ε de la notion de premier temps
hyperbolique, étudiée par exemple dans [AA04].
Si on avait uniquement deux paramètres dans la définition de h2, on aurait h2 6 h1. Cepen-
dant, comme on a trois paramètres, h1 et h2 ne sont pas comparables en toute rigueur.
On va estimer la vitesse de décorrélation en fonction de la décroissance de Leb{x | h2

ε(x) >
n}. On obtient le théorème suivant (complètement nouveau par rapport à [ALP05], et non
accessible par leur technique) :

Théorème 3.1.3. Supposons que tous les itérés de T sont topologiquement transitifs sur
Λ et que, pour tout ε = (ε1, ε2, ε3), il existe une suite un(ε) avec

∑
(log n)un(ε) < +∞ et

Leb {x | h2
ε(x) > n} = O(un(ε)). On suppose que un(ε) vérifie une des propriétés suivantes :
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1. un(ε) est à décroissance polynomiale.

2. Il existe c(ε) > 0 et η(ε) ∈]0, 1] tels que un(ε) = e−c(ε)n
η(ε).

Alors T préserve une unique mesure µ absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue. De plus, cette mesure est une mesure de probabilité, mélangeante, et son bassin
contient Lebesgue-presque tout point de M .
Finalement, il existe ε0 = (ε0

1, ε
0
2, ε

0
3) tel que, si f, g : M → R sont deux fonctions avec f

hölderienne et g bornée, leurs corrélations Cor(f, g ◦ T n) =
∫
f · g ◦ T n dµ −

∫
f dµ

∫
g dµ

décroissent à la vitesse suivante :

1. |Cor(f, g ◦ T n)| 6 C
∑∞

p=n(log p)up(ε
0) dans le cas 1.

2. Il existe c′ > 0 tel que |Cor(f, g ◦ T n)| 6 Ce−c
′nη(ε

0) dans le cas 2.

Par exemple, lorsque Leb{x | h2
ε(x) > n} = O(1/nγ) pour γ > 1, on obtient une décroissance

des corrélations en O(log n/nγ−1). Il faut noter la perte log n (peut-être due à la technique
de preuve) entre le théorème 3.1.1 et le théorème 3.1.3.
Les commentaires sur le choix de ε0 qui suivent le théorème 3.1.1 sont encore valides ici. On
peut d’ailleurs prendre les mêmes valeurs pour ε0

1 et ε0
2 dans les deux théorèmes.

On reviendra plus loin sur l’existence de mesures invariantes dans le théorème 3.3.2. Sans
hypothèse de transitivité, on obtiendra une décomposition spectrale : T admet un nombre fini
de mesures invariantes ergodiques et chacune de ces mesures a un nombre fini de composantes
qui sont mélangeantes pour un itéré de T et ont une décroissance des corrélations avec les
mêmes bornes que dans les théorèmes 3.1.1 et 3.1.3 : ces deux théorèmes correspondent au
cas où la décomposition spectrale est triviale.

Remarque 3.1.4. Si un est à décroissance polynomiale et un = O(1/nγ) pour un certain
γ > 1, alors

∑∞
p=n(log p)up = O

(
(log n)

∑∞
p=n up

)
, ce qui permet de simplifier l’expression

de la borne sur la vitesse de décorrélation.

Démonstration. Pour α > 1, on a

∞∑
p=n

(log p)up 6
nα∑
p=n

(log p)up +
∞∑
nα

log p

pγ
6

nα∑
p=n

(log nα)up +
log n

nα(γ−1)
.

On choisit α assez grand pour que logn
nα(γ−1) = o(un), et on obtient la conclusion.

Remarque 3.1.5. Dans le cas exponentiel gauche (i.e. 0 < η < 1), on peut en fait obtenir
la conclusion des théorèmes 3.1.1 et 3.1.3 pour tout c′ < c(ε0). Cela se vérifie aisément dans
toutes les preuves qui vont suivre.



3.2. TEMPS HYPERBOLIQUES 119

3.1.4 Méthode de preuve

Dans la suite de ce chapitre, on travaillera sans hypothèse de transitivité topologique sur T ,
et on obtiendra un nombre fini de mesures invariantes absolument continues par rapport à
la mesure de Lebesgue. De plus, les estimées sur la vitesse de décorrélation décrites dans les
théorèmes 3.1.1 et 3.1.3 seront valables pour chacune de ces mesures pour un itéré de T .
La méthode de preuve va consister à construire une tour localement Gibbs-Markov : on va
trouver une partition finie U1, . . . , UN de M , et sous-partitionner chacun des Ui en un certain
nombre d’ensembles Wj qui seront envoyés bijectivement sur l’un des Uj par un itéré TRj de
T . D’après le chapitre 2, la vitesse de décorrélation sera alors reliée à Leb

(⋃
Rj>n

Wj

)
.

Pour partitionner Ui, on va utiliser les temps hyperboliques (voir la partie 3.2). Le problème
principal est que, comme on veut obtenir une partition, on devra prendre des ensembles deux à
deux disjoints, ce qui impose des restrictions et empêche en particulier de prendre au temps
n tous les points ayant n pour temps hyperbolique. Pour résoudre ce problème, [ALP05]
utilise le lemme de Pliss, qui montre que les points ont beaucoup de temps hyperboliques,
pour assurer que la plupart des points seront choisis assez rapidement. Cependant, le temps
d’attente pour les points qui n’ont pas encore été traités peut être de l’ordre de n, ce qui
empêche de montrer des vitesses de décorrélation plus rapides que e−c(logn)2 . On va développer
des techniques combinatoires plus précises, qui ne reposent pas de façon essentielle sur le
lemme de Pliss, pour obtenir des vitesses plus rapides.

3.2 Temps hyperboliques

On rappelle dans cette section la notion de temps hyperbolique de [Alv00] et [ABV00], et on
décrit différents ensembles qu’on construit aux temps hyperboliques. Ces ensembles seront
les briques de base pour construire la partition dans la partie 3.3.
Soit b une constante satisfaisant 0 < b < min(1/2, 1/(4β)). Pour σ < 1 et δ > 0, on dit que
n ∈ N∗ est un temps (σ, δ)-hyperbolique pour x si, pour tout 1 6 k 6 n,

n−1∏
j=n−k

∥∥DT (T jx)−1
∥∥ 6 σk et distδ(T

n−kx, S) > σbk. (3.9)

On notera Hn = Hn(σ, δ) l’ensemble des points ayant n pour temps (σ, δ) hyperbolique.
Dans le paragraphe 3.2.1, on va choisir judicieusement les constantes σ et δ (ainsi que ε0, qui
intervient dans les énoncés des théorèmes 3.1.1 et 3.1.3). Cependant, les raisons de ce choix ne
deviendront apparentes que dans le paragraphe 3.3.3, et le lecteur peut donc avantageusement
admettre l’existence de σ, δ et ε0, et ne revenir au paragraphe 3.2.1 qu’au moment d’aborder
le paragraphe 3.3.3.
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3.2.1 Fréquence des temps hyperboliques

Le lemme qui suit est une légère généralisation de [ABV00, lemme 5.4] :

Lemme 3.2.1. Soient T : M →M et δ : R∗+ → R∗+ tels que (3.1) et (3.5) soient vérifiés.
Il existe alors ε3 > 0 et κ > 0 tels que, pour tous ε1, ε2 < κ, il existe θ(ε1, ε2) > 0 tel que, si
x ∈M et n ∈ N∗ vérifient

1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>
λ

2
et pour i = 1, 2, 3,

1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(εi)(T
kx, S) 6 2εi,

alors il existe des instants 1 6 p1 < . . . < pl 6 n avec l > θ(ε1, ε2)n tels que, pour tout j 6 l,

∀1 6 k 6 pj,

pj−1∑
s=pj−k

log
∥∥DT (T sx)−1

∥∥−1
>
λ

4
k

et pour i = 1, 2,

pj−1∑
s=pj−k

− log distδ(εi)(T
sx, S) 6 2

√
εik.

(3.10)

Autrement dit, on a une densité supérieure à θ(ε1, ε2) de temps p entre 1 et n vérifiant (3.10).
Avant de passer à la preuve, mentionnons un autre lemme analogue :

Lemme 3.2.2. Soient T : M → M et δ : R∗+ → R∗+ tels que (3.1) et (3.5) soient vérifiés.
Soit κ > 0.
Il existe ε1, ε2 < κ et θ > 0 tel que, si x ∈M et n ∈ N∗ vérifient

1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>
λ

4
et pour i = 1, 2,

1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(εi)(T
kx, S) 6 2

√
εi,

alors il existe des instants 1 6 p1 < . . . < pl 6 n avec l > θn tels que, pour tout j 6 l,

∀1 6 k 6 pj,

pj−1∑
s=pj−k

log
∥∥DT (T sx)−1

∥∥−1
>
λ

8
k et

pj−1∑
s=pj−k

− log distδ(ε1)(T
sx, S) 6 b

λ

8
k.

Dans toute la suite de cet article, on notera ε0
3 pour la valeur de ε3 donnée par le lemme

3.2.1, et ε0
1, ε

0
2 pour les valeurs de ε1 et ε2 données par le lemme 3.2.2. On posera aussi

σ = e−λ/8 < 1. Finalement, on notera δ = δ(ε0
1).

Ainsi, les temps pj donnés par la conclusion du lemme 3.2.2 sont (σ, δ)-hyperboliques. De
même, les temps pj vérifiant (3.10) sont des temps (σ, δ)-hyperboliques (si κ a été choisi assez
petit), mais ils sont plus que ça, puisqu’ils garantissent un contrôle à la fois pour ε0

1 et pour
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ε0
2 (si bien qu’on pourra leur appliquer le lemme 3.2.2) : on dira qu’un temps vérifiant (3.10)
pour ε0

1 et ε0
2 est un super temps hyperbolique. On notera SHn l’ensemble des points ayant n

pour super temps hyperbolique, et Hn = Hn(σ, δ) l’ensemble des points ayant n pour temps
(σ, δ)-hyperbolique. En particulier, SHn ⊂ Hn.
Dans la preuve qui va suivre, on verra pourquoi on a perte d’un indice εi à chaque fois. Cet
indice est utilisé pour obtenir la conclusion sur

∑pj−1
s=pj−k log ‖DT (T sx)−1‖−1 : comme la suite

log ‖DT (T sx)−1‖−1 n’est pas bornée, on ne peut pas lui appliquer directement le lemme de
Pliss, et il faut donc utiliser un contrôle supplémentaire.

Démonstration du lemme 3.2.1. La preuve est essentiellement donnée par la preuve du lemme
5.4 de [ABV00] : ils montrent tout d’abord qu’il existe ε3 > 0 (qu’on peut prendre arbitrai-
rement petit) et θ1 > 0 tels que, si

1

n

n−1∑
k=0

log
∥∥DT (T kx)−1

∥∥−1
>
λ

2
et

1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(ε3)(T
kx, S) 6 2ε3,

alors il y a une proportion au moins θ1 > 0 de temps p entre 1 et n satisfaisant

∀1 6 k 6 p,

p−1∑
s=p−k

log
∥∥DT (T sx)−1

∥∥−1
>
λ

4
k.

De plus, [ABV00] montre également que, pour ε > 0, si x satisfait

1

n

n−1∑
k=0

− log distδ(ε)(T
kx, S) 6 2ε,

alors il existe au moins une proportion θ(ε) = 1−
√
ε de temps p entre 1 et n vérifiant

∀1 6 k 6 p,

p−1∑
s=p−k

− log distδ(ε)(T
kx, S) 6 2

√
εk.

Quand ε→ 0, θ(ε)→ 1. Ainsi, si κ est assez petit, pour tous ε1, ε2 < κ on aura θ(ε1, ε2) :=
θ1 + θ(ε1) + θ(ε2)− 2 > 0, ce qui donne la conclusion du lemme.

La preuve du lemme 3.2.2 est similaire.

3.2.2 Constructions aux temps hyperboliques

Le lemme suivant précise [ABV00, lemme 5.2] et [ALP05, lemme 4.1] :
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Lemme 3.2.3. Il existe δ2, D1, λ1 < 1 tels que, pour tout x ∈ M et tout entier n qui est un
temps (σ, δ)-hyperbolique pour x, il existe un unique voisinage Vn(x) de x avec les propriétés
suivantes :

1. T n est un difféomorphisme entre Vn(x) et la boule B(T nx, δ2).

2. Pour 1 6 k 6 n et y, z ∈ Vn(x), dist(T n−ky, T n−kz) 6 σk/2 dist(T ny, T nz).

3. Pour tous y, z ∈ Vn(x), ∣∣∣∣detDT n(y)

detDT n(z)
− 1

∣∣∣∣ 6 D1 dist(T ny, T nz).

4. Vn(x) ⊂ B(x, λn1 ).

5. Si n 6 m, y ∈ Hm et Vn(x) ∩ Vm(y) 6= ∅, alors T n est injective sur Vn(x) ∪ Vm(y).

Notons que le troisième point du lemme implique que T n a une distorsion en volume bornée
par D2 := 2δ2D1 + 1, i.e. pour tous U, V ⊂ Vn(x),

D−1
2

Leb(T n(U))

Leb(T n(V ))
6

Leb(U)

Leb(V )
6 D2

Leb(T n(U))

Leb(T n(V ))
. (3.11)

Démonstration. Le lemme 5.2 de [ABV00] montre qu’il existe δ1 > 0 tel que, si x ∈ Hn(σ, δ),
alors il existe un voisinage V ′n(x) envoyé difféomorphiquement par T n sur B(T nx, δ1). On
pose alors Vn(x) = V ′n(x)∩T−n(B(T nx, δ1/4)), et δ2 = δ1/4. Comme Vn(x) ⊂ V ′n(x), les deux
premières assertions du lemme découlent du lemme 5.2 de [ABV00] et la troisième du lemme
4.1 de [ALP05]. La quatrième est une conséquence de la seconde pour λ1 = σ1/2.
Pour l’unicité, notons que deux voisinages distincts V 1

n (x) et V 2
n (x) donneraient deux relève-

ments différents par T n d’un chemin joignant T n(x) à un point fixé de B(T nx, δ1/4), ce qui
est absurde.
Finalement, supposons que Vn(x) ∩ Vm(y) contienne un point z. On a diam(T n(Vm(y))) 6
diam(Tm(Vm(y))) = δ1/2, si bien que T n(Vm(y)) ⊂ B(T nx, δ1). On construit un ensemble
Wm(y) = T−n(T n(Vm(y))) ∩ V ′n(x) : par définition de V ′n(x), T n est un isomorphisme entre
Wm(y) et T n(Vm(y)). Mais T n est aussi un isomorphisme entre Vm(y) et T n(Vm(y)). Comme
Vm(y) etWm(y) contiennent le point z, l’argument d’unicité qui précède montre que Vm(y) =
Wm(y). En particulier, Vm(y) ⊂ V ′n(x). Comme T n est injective sur V ′n(x), cela montre que
T n est injective sur Vn(x) ∪ Vm(y).

Soit U = {U1, . . . , UN} une partition finie deM par des ensembles de diamètre au plus δ2/10,
d’intérieur non vide et de frontière lisse par morceaux (par exemple une triangulation deM).
Ainsi, il existe des constantes C2 > 0 et λ2 < 1 telles que

∀1 6 i 6 N,∀n ∈ N,Leb{x ∈ Ui | dist(x, ∂Ui) 6 λn1} 6 C2λ
n
2 . (3.12)
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On notera U ′i = {x | dist(x, Ui) 6 δ2/10}. Quitte à augmenter C2 et λ2, on peut aussi
supposer que

∀1 6 i 6 N,∀n ∈ N,Leb

{
x ∈M | dist(x, ∂U ′i) 6

δ2

2
σn/2

}
6 C2λ

n
2 Leb(Ui). (3.13)

On supposera finalement que, pour toute boule B(x, δ2) de rayon δ2 et pour tout 1 6 i 6 N ,

LebB(x, δ2) 6 C2 Leb(Ui). (3.14)

Soit x ∈ Hn. Alors T nx est dans un unique Ui =: U(x, n), inclus dansB(T nx, δ2) = T n(Vn(x)).
On notera In∞(x) = T−n(Ui) ∩ Vn(x). Dans la construction de la partition de la partie 3.3,
les éléments de partition seront des In∞(x). Si, au cours de cette construction, on sélectionne
In∞(x) puis In+1

∞ (y) alors que y 6∈ In∞(x) et que y est très proche de la frontière de In∞(x),
les deux ensembles In∞(x) et In+1

∞ (y) risquent de ne pas être disjoints, ce qu’on veut éviter
puisqu’on cherche à construire une partition. Comme dans [You98], on va donc devoir fixer
un certain temps d’attente disant à partir de quel moment on aura le droit de sélectionner y,
garantissant que In∞(x) ∩ Im∞(y) = ∅. On pose ainsi, pour m > n,

Inm(x) =

{
y ∈ Vn(x) | δ2

10
σ
m−n

2 < dist(T ny, U(x, n)) 6
δ2

10
σ
m−n−1

2

}
et In>m(x) =

⋃
m6t<∞ I

n
t (x) : ce sont les points qui n’ont pas le droit d’être choisis au tempsm,

pour ne pas interférer avec x au temps n (ce choix sera justifié par le lemme 3.2.5 et (3.15)).
On dira qu’un point de In>m(x) est interdit par le temps n, pour le temps m. On écrira
aussi Ĩn>m(x) =

⋃
m6t6∞ I

n
t (x), i.e. on rajoute le “centre” In∞(x). La différence principale avec

[You99] ou [ALP05] est que, dans ces articles, les estimées combinatoires requises sont moins
précises, si bien qu’ils n’ont pas besoin de garder la trace de l’instant auquel un point est
interdit (le n dans In>m).

Lemme 3.2.4. Si 0 < n 6 m et Ĩn>n+1(x)∩ Ĩm>m+1(y) 6= ∅, alors Ĩn>n+1(x)∪ Ĩm>m+1(y) ⊂ Vn(x).

Notons que, lorsqu’on écrit Ĩn>n+1(x) (par exemple), il est implicite que cet ensemble est bien
défini et donc que x ∈ Hn.

Démonstration. Soit z ∈ Ĩn>n+1(x) ∩ Ĩm>m+1(y). La dilatation du lemme 3.2.3 assure que
T n(Ĩm>m+1(y)) ⊂ B(T nz, δ2/2) ⊂ B(T nx, δ2). En particulier, chaque point u de T n(Ĩm>m+1(y))

a un antécédent u′ par T n dans Vn(x). Il reste à voir que u′ est dans Ĩm>m+1(y). Sinon, u
aurait un autre antécédent u′′ dans Ĩm>m+1(y). Comme Vn(x)∩Vm(y) contient z, la cinquième
assertion du lemme 3.2.3 donne que T n est injective sur Vn(x)∪Vm(y). C’est absurde, puisque
u′ 6= u′′ mais T n(u′) = T n(u′′).



124 CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE STRUCTURES MARKOVIENNES

Lemme 3.2.5. Il existe P > 0 tel que, pour tous 0 < n < m, x ∈ Hn et y ∈ Hm\Ĩn>m(x), on
a

Ĩn>m+P (x) ∩ Ĩm>m+P (y) = ∅.

Autrement dit, si x n’interdit pas de choisir y au temps m, alors il n’y a plus d’interaction
entre x et y après le temps m+P . Le délai P permet donc de disjoindre tout ce qui se passe
entre les deux points (ce qui sera utilisé dans le lemme 3.3.6). En particulier, on en déduit

In∞(x) ∩ Im∞(y) = ∅, (3.15)

ce qui permettra d’assurer que les ensembles que l’on sélectionnera dans la construction de
la partition seront deux à deux disjoints.

Démonstration. Soit Ui = T n(In∞(x)). Supposons que z ∈ Ĩn>m+P (x) ∩ Ĩm>m+P (y). Alors
dist(T nz, Ui) 6

δ2
10
σ
m+P−n−1

2 et dist(Tmz, Tmy) 6 δ2
10

(
1 + σ

P−1
2

)
. Notons aussi que, comme

y, z ∈ Vm(y), le lemme 3.2.3 assure que dist(T ny, T nz) 6 σ
m−n

2 dist(Tmy, Tmz). Ainsi,

dist(T ny, Ui) 6 dist(T ny, T nz) + dist(T nz, Ui) 6 σ
m−n

2 dist(Tmy, Tmz) + dist(T nz, Ui)

6 σ
m−n

2
δ2

10

(
1 + σ

P−1
2

)
+
δ2

10
σ
m+P−n−1

2 =
δ2

10
σ
m−n

2

(
1 + 2σ

P−1
2

)
.

Si P est assez grand pour que 1 + 2σ
P−1
2 6 σ−1/2, on obtient donc dist(T ny, Ui) 6

δ2
10
σ
m−n−1

2 .
Comme y ∈ Vn(x) par le lemme 3.2.4, on obtient donc y ∈ Ĩn>m(x).

Lemme 3.2.6. Il existe une suite cn > 0 telle que, pour tout n ∈ N∗, pour tout x ∈ Hn,
Leb In∞(x) > cn.

Démonstration. La condition x ∈ Hn assure que, pour k 6 n, dist(T kx, S) > αn > 0.
Comme T est C1 sur {y | dist(y, S) > αn}, on en déduit l’existence d’une constante Cn
qui borne detDT n(x) pour x ∈ Hn. Comme la distorsion est bornée par D2 sur Vn(x), on
en déduit que, pour tout y ∈ Vn(x), | detDT n(y)| 6 D2Cn. En particulier, Leb In∞(x) >
Leb(T n(In∞(x)))/(D2Cn). Mais T n(In∞(x))) est l’un des Ui, et a donc une mesure uniformé-
ment minorée.

Lemme 3.2.7. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout A mesurable, pour tout
n ∈ N∗, Leb(Hn ∩ T−n(A)) 6 C Leb(A).

Démonstration. Les ensembles In∞(x) pour x ∈ Hn recouvrent Hn, sont deux à deux disjoints
ou confondus, et en nombre fini par le lemme 3.2.6. On peut donc en prendre un système fini
de représentants In∞(x1), . . . , In∞(xk) (où k dépend de n).
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Pour 1 6 j 6 k, la distorsion est bornée par D2 sur In∞(xj), si bien que

Leb(In∞(xj) ∩ T−nA)

Leb(In∞(xj))
6 D2

Leb(A)

Leb(T n(In∞(xj)))
.

Mais T n(In∞(xj)) est l’un des Ui, de mesure minorée par une constante c > 0. En sommant
sur j, et comme tous les In∞(xj) sont disjoints, on trouve

Leb(Hn ∩ T−n(A)) 6
D2

c
Leb(A) Leb(M).

3.3 Description de la partition

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant (sans hypothèse de transitivité sur T ) :

Théorème 3.3.1. Soient T une application sur une variété compacte M et δ : R∗+ → R∗+
tels que (3.1) et (3.5) soient vérifiés. Soit ε0 donné par les lemmes 3.2.1 et 3.2.2. On suppose
que T vérifie une des conditions suivantes :

1. Leb{x | h1
ε0(x) > n} = O(un) où un est à décroissance polynomiale et tend vers 0.

2. Leb{x | h1
ε0(x) > n} = O(un) où un = e−cn

η avec η ∈]0, 1].
3. Leb{x | h2

ε0(x) > n} = O(un) où un est à décroissance polynomiale et (log n)un → 0.
4. Leb{x | h2

ε0(x) > n} = O(un) où un = e−cn
η avec η ∈]0, 1].

Alors il existe une partition finie U1, . . . , UN de M , une autre partition (modulo un ensemble
de mesure de Lebesgue nulle) W1,W2, . . . plus fine, et des temps R1, R2, . . . tels que, pour tout
j,
– TRj est un difféomorphisme entre Wj et l’un des Ui.
– T

Rj
|Wj

dilate les distances d’au moins σ−1/2 > 1.

– La distorsion en volume de TRj|Wj
est lipschitzienne, i.e. il existe une constante C indépen-

dante de j telle que, pour tous x, y ∈ Wj,∣∣∣∣1− detDTRj(x)

detDTRj(y)

∣∣∣∣ 6 C dist(TRjx, TRjy).

– Pour x, y ∈ Wj et n 6 Rj, dist(T nx, T ny) 6 dist(TRjx, TRjy).
De plus, il existe c′ > 0 tel qu’on ait sous les différentes hypothèses le contrôle suivant sur la
taille des queues :

Leb

 ⋃
Rj>n

Wj

 =


O(un) dans le premier cas,
O((log n)un) dans le troisième cas,
O(e−c

′nη) dans les deuxième et quatrième cas.
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Pour la preuve de ce théorème, il suffira en fait de travailler sur U1 puisqu’on pourra ensuite
refaire la même construction sur chacun des autres Ui, qui sont en nombre fini.
Notons que ce sont les estimées sur la taille des queues (qui tendent vers 0 par hypothèse)
qui vont garantir que presque tout point est sélectionné, i.e. que les Wj forment bien une
partition de M modulo un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.
On en déduit le résultat suivant sur les mesures invariantes :

Théorème 3.3.2. Sous les hypothèses du théorème 3.3.1, supposons en plus que
∑
un <∞

dans le premier cas,
∑

(log n)un <∞ dans le troisième cas.
Il existe alors un nombre fini non nul de mesures de probabilités µ1, . . . , µk invariantes ab-
solument continues par rapport à la mesure de Lebesgue et ergodiques. De plus, leurs bassins
recouvrent presque tout M . Finalement, il existe des ouverts deux à deux disjoints O1, . . . , Ok

tels que µi soit équivalente à Leb sur Oi et nulle sur M\Oi.
Soient µ l’une des mesures µi et O l’ouvert Oi correspondant. Il existe alors une partition
(modulo 0) finie Ω0, . . . ,Ωd−1 de O en un nombre fini d’ouverts, telle que T (Ωi) = Ωi+1

(modulo un ensemble de mesure de Lebesgue nulle) pour 0 6 i 6 d − 1 (Ωd étant identifié
avec Ω0). De plus, sur chacun des Ωi, l’application T d est mélangeante (et même exacte) pour
la mesure µ.
Finalement, pour toutes fonctions f, g : M → R avec f hölderienne et g bornée, il existe une
constante C telle que, pour 0 6 i 6 d−1, pour tout n ∈ N, les corrélations CorΩi(f, g◦T dn) :=∫

Ωi
f · g ◦ T dn dµ−

(∫
Ωi
f dµ

)(∫
Ωi
g dµ

)
vérifient

∣∣CorΩi(f, g ◦ T dn)
∣∣ 6


C
∑∞

p=dn up dans le premier cas,
C
∑∞

p=dn(log p)up dans le troisième cas,
Ce−c

′nη dans les deuxième et quatrième cas.
(3.16)

En particulier, si T est topologiquement transitive sur Λ, il existe une unique mesure inva-
riante absolument continue. Dans le cas où tous les itérés de T sont topologiquement transitifs,
il y a un même un unique ensemble Ω. Ce théorème implique donc les théorèmes 3.1.1 et
3.1.3.

Démonstration. Le théorème 3.3.1 montre que T admet un modèle localement markovien
T ′ : X ′ → X ′, au sens du paragraphe 1.3.4. On en déduit l’existence des mesures invariantes
et leur décomposition en composantes mélangeantes par la proposition 1.3.18 : ces mesures
sont obtenues en projetant sur M les mesures invariantes ν1, . . . , νs de T ′.
Soit µ l’une des mesures µj. Par le théorème 1.3.18, elle est équivalente à Leb sur l’un des Ui.
Construisons l’ouvert O(µ) de l’énoncé du théorème. Soit A0 l’intérieur de Ui, non vide. Par
récurrence, si An est défini et ouvert, on pose An+1 = T (An\S) ∪ An. Comme S est fermé
et comme T est un difféomorphisme local hors de S, on obtient que An+1 est ouvert. Soit
O(µ) =

⋃
An. Comme µ est invariante, on vérifie par récurrence que µ est équivalente à Leb
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sur An, et donc sur O(µ). Montrons maintenant que, si B ⊂M\O(µ), alors µ(B) = 0. Sinon,
par ergodicité, il existerait n tel que µ(T−n(B)∩A0) > 0. Comme µ(S) = 0 car Leb(S) = 0,
on a donc µ(T−n(B)∩ (A0\S)) > 0, puis µ(T−(n−1)(B)∩A1) > 0. Par récurrence, on obtient
finalement µ(B ∩ An) > 0, ce qui est absurde.
Par la même construction, on montre que les composantes mélangeantes de µ, que l’on notera
ρ0, . . . , ρd−1, sont supportées par des ouverts, deux à deux disjoints.
Montrons finalement (3.16). Soit ν invariante ergodique surX ′ telle que π∗(ν) = µ. Elle admet
des composantes mélangeantes λ0, . . . , λd1−1, avec d1 multiple de d (mettons d1 = sd). De
plus, (X ′, (T ′)d1 , λi) est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante. Ainsi, lorsque f ′ est
hölderienne sur X ′ et g′ est bornée, les corrélations

∫
f ′ ·g′◦(T ′)d1n dλi−

(∫
f ′ dλi

)
·
(∫

g′ dλi
)

décroissent à la vitesse indiquée dans (3.16), par le théorème 2.3.6 (ou la remarque qui le
suit, pour le cas exponentiel). Il reste à transférer ce résultat sur M .
Soit ρj fixée, et k tel que π∗(λk) = ρj. Soient f hölderienne sur M et g bornée. Notons
f ′ = f ◦ π et g′ = g ◦ π : la fonction f ′ est hölderienne sur X ′ et g′ y est bornée. Pour n ∈ N,
on écrit n = ps+ r avec 0 6 r < s. Alors∫

Ωj

f · g ◦ T dn =

∫
X′
f ′ · (g′ ◦ T ′dr) ◦ T ′pds dλk =

∫
X′
f ′ · (g′ ◦ T ′dr) ◦ T ′pd1 dλk.

La fonction g′ ◦ T ′dr est hölderienne sur X ′, donc le résultat de décroissance des corrélations
pour λk sur X ′ donne la décroissance des corrélations de f et g sur M .

Ce résultat est une décomposition spectrale pour T . L’existence d’un nombre fini de mesures
invariantes était déjà connu sous des hypothèses plus faibles (voir dans [ABV00] la remarque
suivant le corollaire D), mais les autres propriétés sont nouvelles.
La suite de cette partie sera consacrée à la démonstration du théorème 3.3.1.

3.3.1 Description de la construction

On va construire une partition de U1 par des ensembles W1,W2, . . . tels que, pour tout n, il
existe un entier Rn tel que TRn est un isomorphisme entre Wn et l’un des Ui, avec dilatation
de σ−n/2 et distorsion en volume D1-lipschitzienne. En fait, Wn sera un IRn∞ (x). On notera
Hn(U1) = Hn ∩ {y ∈ U1 | dist(y, ∂U1) > λn1}. Ainsi, si x ∈ Hn(U1), on a Vn(x) ⊂ U1 par le
point 4 du lemme 3.2.3.
On construit en fait des points x1

1, . . . , x
1
l(1) au temps 1, puis x2

1, . . . , x
2
l(2) au temps 2, et ainsi

de suite. Ils vérifieront les propriétés suivantes :
– xn1 , . . . , x

n
l(n) appartiennent tous à Hn(U1)\

⋃
i<n,j6l(i) Ĩ

i
>n(xij), et cet ensemble est recouvert

par
⋃
j I

n
∞(xnj ).

– Les ensembles In∞(xnj ) (n et j variables) sont deux à deux disjoints, et inclus dans U1.
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On prendra alors pour Wi les ensembles In∞(xnj ), et le temps de retour Ri correspondant sera
n.

Construction des xni . La construction procède par récurrence sur n : au rang n, on note
que, si x, y ∈ Hn(U1), alors In∞(x) et In∞(y) sont soit disjoints soit confondus. Il est donc
possible de trouver un système de représentants In∞(xn1 ), . . . , In∞(xnl(n)) des In∞(x) pour x ∈
Hn(U1)\

⋃
i<n,j6l(i) Ĩ

i
>n(xij), et ce système est fini d’après le lemme 3.2.6.

Par construction, deux In∞(xni ) construits au même instant sont disjoints. Soient m > n, et
xmk ∈ Hm(U1)\

⋃
i<m,j6l(i) Ĩ

i
>n(xij). Alors xmk ∈ Hm\Ĩn>m(xni ), si bien que le lemme 3.2.5 assure

que Im∞(xmk ) est disjoint de In∞(xni ). Ainsi, les ensembles I∞n (xnj ) (n et j variables) sont bien
deux à deux disjoints.
Finalement, pour voir que In∞(xni ) ⊂ U1, on utilise que xni ∈ Hn(U1), donc dist(xni , ∂U1) > λn1 .
Comme Vn(xni ) ⊂ B(xni , λ

n
1 ), cela montre que In∞(xni ) ⊂ U1.

Les propriétés des temps hyperboliques énoncées dans le lemme 3.2.3 assurent alors que les
propriétés de dilatation et de distorsion du théorème 3.3.1 sont vérifiées. Il ne reste plus qu’à
estimer Leb{x | ∃j tel que x ∈ Wj et Rj > n}.

3.3.2 Mesure des points interdits de nombreuses fois

On notera In l’ensemble des points interdits pour le temps n, i.e.

In =
⋃

i<n,j6l(i)

Ĩ i>n(xij),

et In l’ensemble des points interdits par le temps n, i.e.

In =
⋃

j6l(n)

Ĩn>n+1(xnj ).

En particulier, In ⊂ In+1. Finalement, soit

Sn =
⋃

i6n,j6l(i)

I i∞(xij) (3.17)

l’ensemble des points sélectionnés avant le temps n.
L’objectif de ce paragraphe est de démontrer le lemme 3.3.7 qui affirme que l’ensemble des
points interdits pour k instants sans être sélectionnés a une mesure qui décroît exponentiel-
lement vite. L’argument est combinatoire : si un point est interdit par peu d’instants, il sera
alors interdit pour longtemps à ces instants, et on voit facilement que cela donne une mesure
faible (lemme 3.3.6). Sinon, le point est interdit par beaucoup d’instants, et il faut voir que
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chacun de ces instants permet de gagner un facteur multiplicatif λ < 1. On traitera pour cela
encore deux cas : soit les ensembles interdits sont imbriqués les uns dans les autres, auquel
cas on n’en garde qu’une proportion < 1 à chaque étape, et cela conclut (lemme 3.3.4), soit
ils s’intersectent près de leurs frontières respectives, et il suffira de s’assurer que ces frontières
sont assez petites (lemme 3.3.3).

On notera B pour une “boule interdite”, c’est-à-dire un ensemble de la forme Ĩn>n+1(xni ) où
xni est un des points définis dans la construction de la partie 3.3.1. On notera également
t(B) le temps n par lequel cette boule est interdite et C(B) = In∞(xni ) son “centre”, i.e. la
partie interne correspondant aux points vraiment sélectionnés. Si T t(B)(C(B)) = Ui, alors
T t(B)(B) = {x | dist(x, Ui) 6

δ2
10
}, donc diamT t(B)(B) 6 3δ2

10
6 δ2

2
. Dans tous les énoncés et

preuves de cette partie, les ensembles notés Bi ou B′i seront implicitement de telles boules
interdites. On va définir dans les lemmes qui suivent des ensembles Z1, . . . , Z6 de points
“interdits de nombreuses fois”, et montrer qu’ils ont chacun une mesure exponentiellement
petite.

Lemme 3.3.3. Soit Q ∈ N∗. Soit

Z1(k,B0) =

{
x | ∃B′1, B1, . . . , B

′
r, Br avec ∀1 6 i 6 r, t(Bi−1) 6 t(B′i) 6 t(Bi)−Q,

Bi 6⊂ B′i,
r∑
i=1

⌊
t(Bi)− t(B′i)

Q

⌋
> k, et x ∈

r⋂
i=0

Bi ∩
r⋂
i=1

B′i

}
.

Alors il existe une constante C3 indépendante de Q telle que, pour tous k et B0,

Leb(Z1(k,B0)) 6 C3(C3λ
Q
2 )k Leb(C(B0)).

Rappelons que λ2 est une constante qui vérifie (3.12) et (3.13).

Démonstration. Soit C3 une constante telle que Leb{x | dist(x, Ui) 6
δ2
10
} 6 C3

D2
Leb(Ui) pour

1 6 i 6 N et telle que C−1
3

1−C−1
3

(C2D2)2 6 1. On va montrer par récurrence sur k que C3

convient.
Soit d’abord k = 0. Soient n = t(B0) et i tel que T n(C(B0)) = Ui. Alors Z1(0, B0) = B0, donc
T n(Z1(0, B0)) = {x | dist(x, Ui) 6

δ2
10
}. Ainsi, Leb(T n(Z1(0, B0))) 6 C3

D2
Leb(T n(C(B0))).

Comme la distorsion de T n est bornée par D2 d’après (3.11), on trouve bien Leb(Z1(0, B0)) 6
C3 Leb(C(B0)).
Soit maintenant k > 1. Alors, en décomposant suivant la valeur de B′1, on trouve

Z1(k,B0) ⊂
k⋃
t=1

⋃
B′1∩B0 6=∅

⋃
B1∩B′1 6=∅,B1 6⊂B′1⌊
t(B1)−t(B

′
1)

Q

⌋
>t

Z1(k − t, B1).
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Montrons que, si t(B1) − t(B′1) = n, alors B1 est inclus dans une couronne de taille σn/2
autour de B′1. Plus précisément, soient p = t(B′1), U ′i = T p(B′1), et montrons que

T p(B1) ⊂
{
y | dist(y, ∂U ′i) 6

δ2

2
σn/2

}
. (3.18)

Notons que B1 contient un point de ∂B′1 puisqu’il est connexe et rencontre B′1 et son com-
plémentaire. Ainsi, T p(B1) contient un point de ∂U ′i . De plus,

diamT p(B1) 6 σn/2 diamT n+p(B1) 6 σn/2
δ2

2
.

Cela montre (3.18). Notons que (3.13) fournit une majoration de la mesure de (3.18).
En utilisant que la distorsion est bornée par D2 pour les temps hyperboliques et que les
centres C(B1) sont deux à deux disjoints par construction, on obtient par (3.18) et (3.13)
que ∑

B1∩B′1 6=∅,B1 6⊂B′1⌊
t(B1)−t(B

′
1)

Q

⌋
>t

Leb(C(B1)) 6 C2λ
Qt
2 D2 Leb(C(B′1)). (3.19)

Finalement, si q = t(B0), les T q(C(B′1)) sont deux à deux disjoints et inclus dans un
T q(Vq(x)) = B(T qx, δ2) par le lemme 3.2.4. Ainsi, d’après (3.14) et la distorsion bornée,∑

B′1∩B0 6=∅

Leb(C(B′1)) 6 C2D2 Leb(C(B0)). (3.20)

On obtient donc, grâce à l’hypothèse de récurrence,

LebZ1(k,B0) 6
k∑
t=1

∑
B′1∩B0 6=∅

∑
B1∩B′1 6=∅,B1 6⊂B′1⌊
t(B1)−t(B

′
1)

Q

⌋
>t

LebZ1(k − t, B1)

6
k∑
t=1

∑
B′1∩B0 6=∅

∑
B1∩B′1 6=∅,B1 6⊂B′1⌊
t(B1)−t(B

′
1)

Q

⌋
>t

C3(C3λ
Q
2 )k−t Leb(C(B1))

6
k∑
t=1

∑
B′1∩B0 6=∅

C3(C3λ
Q
2 )k−tC2λ

Qt
2 D2 Leb(C(B′1))

6 C3λ
Qk
2 Ck

3 (C2D2)2

(
k∑
t=1

C−t3

)
Leb(C(B0)).

Par définition de C3, on a (C2D2)2
(∑k

t=1 C
−t
3

)
6 1. Cela conclut la récurrence.
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Lemme 3.3.4. Soit

Z2
k,N = {x | ∃B1 ! B2 · · · ! Bk avec t(Bk) 6 N et x ∈ (B1 ∩ · · · ∩Bk)\SN}.

Il existe alors une constante λ3 < 1 telle que Leb(Z2
k,N) 6 λk3 Leb(M).

Démonstration. On fixe N une fois pour toutes dans cette preuve, si bien qu’on omettra de
préciser la dépendance en N . On va montrer que λ3 = C2D2

C2D2+1
convient. Notons que, pour

tout ensemble B,
Leb(B) 6 C2D2 Leb(C(B)) (3.21)

par (3.14) et la distorsion bornée des temps hyperboliques.
On notera B1 l’ensemble des B avec t(B) 6 N qui ne sont inclus dans aucun B′, puis B2

l’ensemble des boules B 6∈ B1 avec t(B) 6 N qui ne sont incluses que dans des boules de B1,
et ainsi de suite. On dira qu’un élément de Bi est une boule de rang i. Toutes les boules B
sont de rang fini puisqu’une boule construite au temps n est au maximum de rang n.
On notera S ′k =

⋃k
i=1

⋃
B∈Bi C(B) : ce sont les points sélectionnés dans des boules de rang au

plus k.
Soit

Z3
k =

( ⋃
B∈Bk

B

)
\S ′k.

Montrons que Z2
k ⊂ Z3

k .
Soit x ∈ Z2

k , il est donc dans un ensemble (B1 ∩ · · · ∩ Bk)\SN avec B1 ! B2 · · · ! Bk et
t(Bk) 6 N . En particulier, Bk est de rang r > k. Soit B′1 ! B′2 ! · · · ! B′r−1 ! B′r une suite
avec B′i ∈ Bi et B′r = Bk. En particulier, x ∈ B′k. De plus, S ′k ⊂ SN . Comme x 6∈ SN , on en
déduit x 6∈ S ′k. Cela montre donc que x ∈ Z3

k .
Estimons Leb(Z3

k+1) en fonction de Leb(Z3
k). Un point x de Z3

k+1 provient d’une boule Bk+1

de rang k + 1. Ainsi,
Z3
k+1 ⊂

⋃
Bk+1∈Bk+1

Bk+1.

Soit Bk une boule de rang k contenant Bk+1. Comme les centres des différentes boules sont
deux à deux disjoints, on a C(Bk+1) ∩ S ′k = ∅. Ainsi, C(Bk+1) ⊂ Bk\S ′k ⊂ Z3

k . Cependant,
C(Bk+1) ⊂ S ′k+1 par définition, si bien que C(Bk+1) ∩ Z3

k+1 = ∅. Ainsi, C(Bk+1) ⊂ Z3
k\Z3

k+1.
Par conséquent, on obtient en utilisant (3.21)

Leb(Z3
k+1) 6

∑
Bk+1∈Bk+1

Leb(Bk+1) 6 C2D2

∑
Bk+1∈Bk+1

LebC(Bk+1) 6 C2D2 Leb(Z3
k\Z3

k+1)

puisque les C(Bk+1) sont deux à deux disjoints. Ainsi,

(C2D2 + 1) Leb(Z3
k+1) 6 C2D2 Leb(Z3

k+1) + C2D2 Leb(Z3
k\Z3

k+1) = C2D2 Leb(Z3
k).
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On en déduit par récurrence que Leb(Z3
k) 6

(
C2D2

C2D2+1

)k
Leb(M), ce qui donne la même

inégalité pour Leb(Z2
k) puisque Z2

k ⊂ Z3
k .

Lemme 3.3.5. Soit

Z4(k,N) = {x | ∃t1 < . . . < tk 6 N, x ∈ I t1 ∩ · · · ∩ I tk}\SN .

Il existe des constantes C4 > 0 et λ4 < 1 telles que, pour tous 1 6 k 6 N , Leb(Z4(k,N)) 6
C4λ

k
4.

Autrement dit, les points interdits par au moins k instants ont une mesure exponentiellement
petite.

Démonstration. Soit Q assez grand pour que C3λ
Q
2 < 1 dans le lemme 3.3.3. Écrivons N =

rQ+ s avec s < Q.
Soit x ∈ Z4(k,N), interdit par les temps t1 < . . . < tk. Pour 0 6 a < r, on choisit dans
chaque intervalle [aQ, (a + 1)Q[ le premier temps ti s’il en existe un, ce qui donne une suite
t′1 < . . . < t′k′ , avec Qk′+ s > k. On garde ensuite les temps d’indices impairs, d’où une suite
d’instants u1 < . . . < ul avec 2l > k′, d’où l > k/(2Q) − s/2. De plus, ui+1 − ui > Q pour
tout i. Soient B1, . . . , Bl des boules construites aux temps ui et qui interdisent x.
Soient I = {1 6 i 6 l, Bi ⊂ B1 ∩ . . .∩Bi−1} et J = [1, l]\I. Si Card I > l/2, on ne garde que
les boules correspondant aux indices dans I. Il y en a au moins l/2, donc x ∈ Z2

l/2,N (où Z2

est défini dans le lemme 3.3.4). Ce lemme assure que les points obtenus de cette manière ont
une mesure exponentiellement petite (en l, et donc en k).
Sinon, Card J > l/2. Soient j0 = sup J , puis i0 = inf{i < j0, Bj0 6⊂ Bi}. Soient j1 = sup{j 6
i0, j ∈ J}, puis i1 = inf{i < j1, Bj1 6⊂ Bi}, et ainsi de suite, la construction se terminant
à un rang in. Alors J ⊂

⋃
]is, js] par construction, donc

∑
(js − is) > Card J > l/2. Cela

implique que
∑⌊

t(Bjs )−t(Bis )

Q

⌋
=
∑⌊

ujs−uis
Q

⌋
> l/2 puisque deux instants uj et ui sont

séparés d’au moins Q(j− i) par construction. La suite Bin , Bin , Bjn , . . . , Bi0 , Bj0 montre donc
que x ∈ Z1(l/2, Bin). En sommant les estimées données par le lemme 3.3.3 sur toutes les
boules Bin possibles, qui ont des centres deux à deux disjoints, on trouve finalement une
mesure exponentiellement petite en l et donc en k.

Lemme 3.3.6. Pour une boule B1 = Ĩ t1>t1+1(x1), soit

Z5(n1, . . . , nk, B1) = {x | ∃t2, . . . , tk avec t1 < . . . < tk et x2, . . . , xk

tels que ∀1 6 i 6 k, x ∈ I ti>ti+ni(xi)}.

Il existe une constante C5 indépendante de B1, n1, . . . , nk telle que, dès que n1, . . . , nk > P
donné par le lemme 3.2.5,

Leb(Z5(n1, . . . , nk, B1)) 6 C5(C5λ
n1
2 ) · · · (C5λ

nk
2 ) LebC(B1).
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En fait, Z5(n1, . . . , nk, B1) désigne l’ensemble des points qui sont interdits pendant un temps
au moins n1 par B1, puis pendant un temps au moins n2 par une autre boule B2, et ainsi de
suite.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.
Soit x ∈ Z5(n1, . . . , nk, B1). Il existe par définition une boule B2 = Ĩ t2>t2+1(x2) construite à
un temps t2 > t1 telle que x ∈ Z5(n2, . . . , nk, B2). Comme x2 n’est pas interdit pour le temps
t2 (puisqu’il est sélectionné au cours de la construction du paragraphe 3.3.1), le lemme 3.2.5
assure que Ĩ t1>t2+P (x1)∩ Ĩ t2>t2+P (x2) = ∅. Mais x est interdit par le temps t2 pour une durée au
moins n2 > P , donc x ∈ Ĩ t2>t2+P (x2), d’où x 6∈ Ĩ t1>t2+P (x1). Comme x ∈ Ĩ t1>t1+n1

(x1), on obtient
t1 + n1 < t2 + P , i.e. t2 − t1 > n1 − P .
Soit Ui = T t1(C(B1)). La dilatation des temps hyperboliques donne que

diam(T t1(B2)) 6 σ
t2−t1

2 diam(T t2(B2)) 6 σ
n1−P

2
δ2

2
.

De plus, dist(T t1(x), ∂Ui) 6
δ2
10
σ
n1−1

2 puisque x est interdit pour une durée au moins n1. On
a donc prouvé qu’il existe une constante C6 telle que

T t1(B2) ⊂ C :=
{
y | dist(y, ∂Ui) 6 C6σ

n1
2

}
.

Par hypothèse de récurrence, Leb(Z5(n2, . . . , nk, B2)) 6 C5(C5λ
n2
2 ) · · · (C5λ

nk
2 ) LebC(B2). On

en déduit que Leb(T t1(Z5(n2, . . . , nk, B2))) 6 D2C5(C5λ
n2
2 ) · · · (C5λ

nk
2 ) Leb(T t1(C(B2))) car

la distorsion est bornée. On somme sur toutes les boules B2, en notant que tous les T t1(C(B2))
sont inclus dans la couronne C et deux à deux disjoints. On obtient donc

Leb(T t1(Z5(n1, . . . , nk, B1))) 6
∑
B2

Leb(T t1(Z5(n2, . . . , nk, B2)))

6 C5D2(C5λ
n2
2 ) · · · (C5λ

nk
2 )
∑
B2

Leb(T t1(C(B2)))

6 C5D2(C5λ
n2
2 ) · · · (C5λ

nk
2 ) Leb(C).

Par (3.13), il existe une constante C7 telle que Leb(C) 6 C7λ
n1
2 Leb(Ui). Ainsi,

Leb(T t1(Z5(n1, . . . , nk, B1))) 6 C5C7D2λ
n1
2 (C5λ

n2
2 ) · · · (C5λ

nk
2 ) Leb(Ui).

Comme Ui = T t1(C(B1)), la borne de D2 sur la distorsion donne finalement

Leb(Z5(n1, . . . , nk, B1)) 6 C5C7D
2
2λ

n1
2 (C5λ

n2
2 ) · · · (C5λ

nk
2 ) Leb(C(B1)).

Cela conclut la preuve si on prend C5 > C7D
2
2 assez grand pour que le résultat soit vrai au

rang k = 0.
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Le lemme qui suit est l’aboutissement de ce qui précède : il montre que les points interdits
pour k instants ont une mesure exponentiellement petite en k.

Lemme 3.3.7. Soit

Z6(k,N) = {x | ∃t1 < . . . < tk 6 N, x ∈ It1 ∩ . . . ∩ Itk}\SN .

Il existe des constantes C8 > 0 et λ5 < 1 telles que, pour tous k 6 N ,

Leb(Z6(k,N)) 6 C8λ
k
5.

Démonstration. Soit R > P (donné par le lemme 3.2.5) tel que λ2 + C5λ
R
2 < 1. Soit x ∈

Z6(k,N), et soient u1 < . . . < up les instants par lesquels il est interdit pour une durée
ni > R. Ainsi, x ∈ Z5(n1, . . . , np, B1) pour une certaine boule B1. Si

∑
ni > k/2, on ne fait

rien de plus. Sinon, soient v1 < . . . < vq les instants par lesquels x est interdit pour une durée
mj < R. Alors

∑
ni +

∑
mj majore le nombre d’instants pour lesquels x est interdit, donc∑

mj > k/2, si bien que Rq > k/2. On a donc

Z6(k,N) ⊂

⋃
B1

⋃
n1,...,np>R∑

ni>k/2

Z5(n1, . . . , np, B1)

 ∪ Z4(k/(2R), N).

Les lemmes 3.3.5 et 3.3.6 impliquent donc que

Leb(Z6(k,N)) 6
∑
B1

∑
n1,...,np>R∑

ni>k/2

C5(C5λ
n1
2 ) · · · (C5λ

np
2 ) Leb(C(B1)) + C4λ

k/(2R)
4 .

Comme les C(B1) sont deux à deux disjoints, on a
∑

Leb(C(B1)) 6 Leb(M) < ∞. Pour
conclure, il suffit donc de vérifier que∑

n1,...,np>R∑
ni>k/2

(C5λ
n1
2 ) · · · (C5λ

np
2 )

décroît exponentiellement vite.
On utilise des séries génératrices :

∑
n

∑
n1,...,np>R∑

ni=n

(C5λ
n1
2 ) · · · (C5λ

np
2 )zn =

∞∑
p=0

(
C5

∞∑
n=R

λn2z
n

)p

=
1− λ2z

1− λ2z − C5λR2 z
R
.
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Comme λ2+C5λ
R
2 < 1, la fonction ainsi définie n’a pas de pôle sur un voisinage du disque unité

de C. Ainsi, ses coefficients décroissent exponentiellement vite, i.e. il existe des constantes
C9 > 0 et λ6 < 1 telles que ∑

n1,...,np>R∑
ni=n

(C5λ
n1
2 ) · · · (C5λ

np
2 ) 6 C9λ

n
6 .

Il suffit ensuite de sommer sur n > k/2 pour conclure.

3.3.3 Preuve du théorème 3.3.1

On vérifie dans chacun des quatre cas du théorème 3.3.1 la conclusion annoncée sur la mesure
des queues. C’est pour cette preuve que les choix de σ, δ et ε0 dans le paragraphe 3.2.1 sont
importants.

Preuve des deux premiers cas. Supposons que Leb{x | h1
ε0(x) > n} = O(un). Rappelons que

Sn désigne l’ensemble des points sélectionnés avant le temps n et que θ est défini dans le
lemme 3.2.2. Montrons que

U1\Sn ⊂
{
x ∈ U1 | h1

ε0(x) > n
}
∪
{
x ∈ U1 | dist(x, ∂U1) 6 λ

θn/2
1

}
∪ Z6(θn/2, n).

Cela conclura la preuve puisque les deuxième et troisième ensembles ont des mesures expo-
nentiellement petites, par (3.12) et le lemme 3.3.7.

Soit donc x dans U1\Sn, mais ni dans {h1
ε0(x) > n} ni dans

{
dist(x, ∂U1) 6 λ

θn/2
1

}
. Par

le lemme 3.2.2, x a au moins θn temps hyperboliques entre 1 et n, donc au moins θn/2
entre θn/2 et n, qu’on notera t1 < . . . < tk < n. Comme dist(x, ∂U1) > λ

θn/2
1 , on a en fait

x ∈ Hti(U1) pour tous ces instants. Si x n’est pas interdit pour le temps ti, il sera alors
séctionné à cet instant, ce qui est absurde. Ainsi, x ∈ Iti . On obtient donc au moins θn/2
instants entre θn/2 et n pour lesquels x sera interdit, donc x ∈ Z6(θn/2, n).

Preuve du troisième cas. Supposons que Leb{x | h2
ε0(x) > n} = O(un) où un est à décrois-

sance polynomiale. On choisit K assez grand pour que k(n) := bK log nc vérifie λk(n)/2
5 =

O(un) et λk(n)
2 = O(un). Notons N(x) le nombre de temps hyperboliques de x entre 1 et n,

on va montrer que
Leb{x | N(x) 6 2k(n)} = O((log n)un). (3.22)

Comme

U1\Sn ⊂ {x | N(x) 6 2k(n)} ∪ {x | dist(x, ∂U1) 6 λ
k(n)
1 } ∪ Z6(k(n), n) (3.23)

par les mêmes argument que ci-dessus, cela suffira à conclure la preuve puisque les deux
autres ensembles ont une mesure O(un), par (3.12) et le lemme 3.3.7.
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On note SH∗l l’ensemble des points qui ont l pour premier super temps hyperbolique non
nul. D’après le lemme 3.2.1, un point x a au moins un super temps hyperbolique entre 1 et
h2
ε0(x), si bien que

⋃
l>n SH

∗
l ⊂ {x | h2

ε0(x) > n}. En particulier,

Leb

(⋃
l>n

SH∗l

)
= O(un). (3.24)

Soit K ′ > 2K/θ > 2K. Estimons la mesure des points qui n’ont pas de super temps hyper-
bolique entre K ′ log n et n. Si k > 0 désigne le dernier super temps hyperbolique précédant
K ′ log n, on a

Leb

(
M\

⋃
K′ logn6j6n

SHj

)
6

∑
06k<K′ logn

Leb

(
SHk ∩ T−k

( ⋃
l>n−k

SH∗l

))

6
∑

06k<K′ logn

C Leb

( ⋃
l>n−k

SH∗l

)

en utilisant le fait que SHk ⊂ Hk et le lemme 3.2.7. D’après (3.24), cette mesure est donc
majorée par CK ′(log n)un−K′ logn = O((log n)un).
De plus, si un point x a un super temps hyperbolique j entre K ′ log n et n, alors il a par le
lemme 3.2.2 au moins θj temps hyperboliques entre 1 et j, d’où N(x) > θK ′ log n > 2k(n).
Ainsi,

{x | N(x) 6 2k(n)} ⊂M\
⋃

K′ logn6j6n

SHj.

Ce dernier ensemble a une mesure O((log n)un), ce qui démontre (3.22) et conclut donc la
preuve.

Preuve du quatrième cas. La preuve est analogue, en prenant k(n) = bεnηc, où ε est assez
petit (on n’a besoin de ε que pour le cas η = 1, on peut prendre k(n) = bnηc lorsque η < 1).
Dans (3.23), les deux termes les plus à droite ont une mesure en O(e−c

′nη) pour un certain
c′ > 0, et il suffit donc de vérifier que Leb{x | N(x) 6 2k(n)} = O(e−c

′nη). On procède comme
ci-dessus, et on obtient une majoration en 2k(n)

θ
e−c(n−2k(n)/θ)η , ce qui suffit à conclure.

3.4 Tour de Young

Dans cette partie, on montre comment obtenir une vraie tour de Young : on ne veut plus
qu’un seul ensemble de la partition {U1, . . . , UN}, et des retours qui reviennent au même
ensemble. Cela n’apporte rien puisqu’on a établi dans le chapitre 2 des résultats de décorré-
lation pour des tours localement Gibbs-Markov générales. Cependant, certains lecteurs sont
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probablement plus à l’aise avec le cadre des tours de Young, dans lequel sont par exemple
formulés les résultats de couplage de [You99]. On va voir qu’ici, il est en fait assez rapide de
se ramener à une tour de Young.

Théorème 3.4.1. Sous les hypothèses du théorème 3.3.2, soit µ une des mesures de proba-
bilité invariantes ergodiques absolument continues données par ce théorème.
Il existe alors un ouvert B d’intérieur non vide sur lequel µ est équivalente à Leb, une partition
Z1, Z2, . . . de B et des temps R′1, R′2, . . . tels que, pour tout j

1. TR
′
j est un difféomorphisme entre Zj et B.

2. T
R′j
|Zj dilate les distances d’au moins σ−1/2 > 1.

3. La distorsion en volume de T
R′j
|Zj est lipschitzienne.

4. Pour x, y ∈ Zj et n 6 R′j, dist(T nx, T ny) 6 dist(TR
′
jx, TR

′
jy).

De plus, on a le même contrôle sur la taille des queues que dans le théorème 3.3.1.

Démonstration. Soient X ′ l’extension de M construite dans la preuve du théorème 3.3.2 en
utilisant la partition (Wj), et m la mesure induite par Leb sur X ′. Soit ν une des mesures
invariantes ergodiques sur X ′ telle que π∗(ν) = µ. On identifie Ui avec Ui × {0} dans X ′.
La mesure ν est équivalente à m sur l’un des Ui, mettons U1. La base B de la tour sera
U1. Notons U2, . . . , Us les autres ensembles Ui sur lesquels ν est équivalente à m. Soit T ′Y
l’application induite par T ′ sur Y = {(x, 0)} ⊂ X ′ : elle est définie par T ′Y (x, 0) = (TRj(x), 0)
sur un élément Wj de la partition B du théorème 3.3.1 de temps de retour Rj. On définit
une partition Bn de Y par Bn =

⋂n−1
0 (T ′Y )−i(B) : ainsi, un élément de Bn est envoyé par

T ′Y , . . . , (T
′
Y )n−1 sur des parties d’éléments de B, et par (T ′Y )n sur l’un des Ui. Comme ν est

ergodique, il existe L > 0 tel que, pour tout i 6 s, Ui contient un élément de Bn, pour un
certain n < L, dont l’image par (T ′Y )n est U1.
Pour x ∈

⋃s
1 Ui, on définit une suite de temps t0(x) = 0, t1(x), t2(x), . . . et un entier k(x) (cor-

respondant au nombre d’itérations nécessaires avant de sélectionner x) de la façon suivante :
soient B0 ∈ B contenant x, et R1 son temps de retour. On pose t1(x) = R1. Si T ′Y (B0) = U1,
on pose k(x) = 1, et on s’arrête là. Sinon, TR1(B0) est l’un des ensembles Ui avec 2 6 i 6 s.
On regarde dans quel ensemble B1 de la partition B se trouve TR1(x), et on appelle R2 son
temps de retour. Soit t2(x) = t1(x) + R2. Si T t2(x)(x) est dans U1, on pose k(x) = 2 et on
s’arrête là. Sinon, on regarde le prochain itéré de T t2(x), qu’on note T t3(x), et on continue ainsi.
Plus formellement, cela revient à poser k(x) = k(TR1x) + 1 et tj(x) = tj−1(TR1(x)) + t1(x)
pour tout j 6 k(x). Autrement dit, k(x) est le plus petit entier n tel que l’élément de Bn
contenant x ait U1 pour image par (T ′Y )n.
Les éléments de la partition finale seront donnés par les ensembles Zj ainsi construits contenus
dans U1, et les temps de retour correspondants seront donnés par tk(x)(x) pour x ∈ Zj : ce
temps de retour est indépendant du choix de x dans Zj. Par construction, T tk(x)(x)(Zj) = U1,
donc on a bien une tour de Young.
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Au final, presque tout point sera sélectionné : on verra plus loin que la taille des queues
tend vers 0. Notons R(x) ∈ [1,∞] le temps final de retour de x, i.e. R(x) = ∞ si x n’est
jamais sélectionné et R(x) = tk(x)(x) sinon. Les propriétés de dilatation et de distorsion de la
partition B restent vérifiées pour la tour de Young, il reste à obtenir le contrôle des queues.
Soit τ(x) = tk(x)(x). Par définition de L, un élément de chaque Ui est sélectionné pour revenir
à U1 en au plus L étapes. Comme la distorsion est bornée, il existe donc ε > 0 tel que

Leb(τ = tj ou . . . ou τ = tj+L−1 | t1, . . . , tj−1, τ > tj−1) > ε. (3.25)

De plus, encore par distorsion bornée,

Leb{tj+1 − tj > n | t1, . . . , tj} 6 C
∑

Wk∈B,Rk>n

Leb(Wk), (3.26)

ce dernier terme étant estimé par le théorème 3.3.1. On veut obtenir des estimées sur la taille
des queues, i.e. sur Leb{x | τ(x) > n}, et on va pour cela utiliser (3.25) et (3.26).
Le problème considéré ici n’est pas le même que celui considéré dans [You99] : dans notre
cas, on veut estimer la mesure de certains ensembles, alors que dans [You99] on estime une
vitesse de mélange. Cependant, il y a dans les deux cas des suites de temps t1(x), t2(x), . . ., et
ces temps vérifient les mêmes propriétés combinatoires : (3.25) et (3.26) sont analogues aux
hypothèses que Young utilise dans la partie 4 de [You99] pour estimer la mesure Leb{τ(x) >
n} (l’hypothèse (3.25) est en fait un peu plus faible : Young peut prendre L = 1). Comme
les preuves de Young ne dépendent que de la combinatoire de ces temps ti, elles s’appliquent
donc encore dans notre contexte. Dans le cas où (3.26) décroît exponentiellement vite, Young
montre dans [You99, partie 4.2] que Leb{τ(x) > n} décroît également exponentiellement
vite, ce qui conclut la preuve (ses estimées marchent encore dans le cas où L > 1). Elle traite
également le cas des suites à décroissance polynomiale : seul le cas 1/nγ est écrit mais la
même preuve marche directement dans le cas général, en notant que un/i 6 uni

γ pour un
certain γ > 0. Cependant, dans le cas exponentiel gauche (i.e. 0 < η < 1), elle obtient des
estimées un peu plus faibles que ce qui est annoncé dans le théorème 3.4.1, et on donne donc
une preuve différente qui ne repose en fait que sur (3.25) et (3.26).
On suppose que (3.25) et (3.26) sont vérifiées, avec C

∑
Wk∈B, Rk>n Leb(Wk) 6 C ′e−c

′nη =: vn,
pour 0 < η < 1, et on montre que Leb{x | τ(x) > n} = O(e−c

′′nη) pour un certain c′′ > 0.
Si w1 et w2 sont deux suites réelles, on notera w1?w2 leur convolution, donnée par (w1?w2)n =∑

a+b=nw
1
aw

2
b . Si w est une suite, on notera aussi w?l la suite obtenue en convolant l fois w

avec elle-même.
D’après la proposition 2.2.13, pour K assez grand, la suite wn = 1n>Kvn satisfait

∀p ∈ N, (w ? w)p 6 wp. (3.27)

Soient k un entier et A ⊂ {1, . . . , k}. Pour j ∈ A, soit nj > 1 un entier. Posons Y (A, nj) =
{x | k(x) > supA et ∀j ∈ A, tj(x) − tj−1(x) = nj}. En conditionnant successivement par
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rapport aux différents instants, on trouve

LebY (A, nj) 6
∏
j∈A

Leb{tj − tj−1 = nj | t1, . . . , tj−1} 6
∏
j∈A

vnj

par (3.26) et la définition de vn.
Soit q(n) = bαnηc où α sera choisi par la suite. Soit maintenant x tel que τ(x) > n. Si
k(x) > q(n), i.e. x met plus de q(n) étapes à être sélectionné, on ne fait rien. Autrement, soit
l = k(x) 6 q(n), et soient nj = tj(x)− tj−1(x) pour j 6 l. Notons A = {j | nj > K}. Ainsi,
x ∈ Y (A, nj). De plus, comme

∑
nj = τ(x) > n, on a

∑
j∈A nj > n−Kq(n) > n/2 si n est

assez grand. On a donc montré

{x | τ(x) > n} ⊂ {k(x) > q(n)} ∪
⋃

A⊂{1,...,q(n)}

⋃
nj>K∑
A nj>n/2

Y (A, nj). (3.28)

Par (3.25), on a Leb{k(x) > q(n)} 6 (1 − ε)q(n)/L 6 e−c
′′nη pour un certain c′′. De plus, en

notant l = CardA et en utilisant (3.27), on a

Leb

 ⋃
A⊂{1,...,q(n)}

⋃
nj>K∑
A nj>n/2

Y (A, nj)

 6 ∑
A⊂{1,...,q(n)}

∑
nj>K∑
A nj>n/2

∏
j∈A

vnj

6
∑

06l6q(n)

(
q(n)

l

) ∑
n1,...,nl>K∑

nj>n/2

vn1 · · · vnl

=
∑

06l6q(n)

(
q(n)

l

) ∞∑
n/2

(
w?l
)
p

6
∑

06l6q(n)

(
q(n)

l

) ∞∑
n/2

wp = 2q(n)

∞∑
n/2

wp.

Comme wn = O(e−c
′nη), on obtient

∑∞
n/2wp = O(n1−ηe−c

′(n/2)η) en comparant avec une
intégrale. Ainsi, si on choisit α assez petit, on aura 2q(n)

∑∞
n/2wp = O(e−c

′′nη) pour un certain
c′′ > 0. D’après (3.28), on a montré que Leb{τ(x) > n} = O(e−c

′′nη).

On peut déduire du théorème 3.4.1 presque tous les résultats du théorème 3.3.1 sur la vitesse
de décorrélation en utilisant les résultats de [You99], qui sont montrés par une méthode de
couplage. Le seul cas où ces résultats ne sont pas suffisants est le cas où un = e−cn

η , puisque
Young obtient alors une vitesse en O(e−n

η′
) pour tout η′ < η, ce qui est plus faible que les

résultats du théorème 3.3.1. Cependant, en modifiant un petit peu les estimées combinatoires
de Young, on peut démontrer le lemme suivant, et donc obtenir tous les résultats du théorème
3.3.1 par couplage.
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Lemme 3.4.2. Soit (X,T ′) une tour de Young mélangeante, et supposons que le temps de
retour à la base R satisfait m(R > n) = O(e−cn

η
) pour un certain 0 < η < 1. Alors, si f et

g sont deux fonctions respectivement hölderienne et bornée, leur corrélations sont majorées
par e−c′nη pour un certain c′ > 0.

Démonstration. On reprend les arguments de couplage de la partie 3 de [You99], avec la
construction des temps d’arrêt. Pour obtenir les estimées recherchées, on remplace les majo-
rations directes de la partie 4.2 de [You99] par les arguments qu’on a utilisés dans la preuve
du cas exponentiel gauche du théorème 3.4.1 : la combinatoire des deux problèmes, a priori
différents, est exactement la même !
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pour les applications localement Gibbs-Markov générales, et même pour les applications qui
admettent des modèles localement Gibbs-Markov. Plus précisément, étant données une tour
localement Gibbs-Markov transitive T : X → X préservant une mesure de probabilité m
et une fonction f : X → R de moyenne nulle, on s’intéresse à la convergence en loi de la
suite 1

Bn
Snf où Bn est une normalisation convenablement choisie. On dit que cette suite

converge en loi vers une variable aléatoire Z si, pour toute partie mesurable I de R avec
P (Z ∈ ∂I) = 0,

m

{
x ∈ X | 1

Bn

Snf(x) ∈ I
}
→ P (Z ∈ I).

La version la plus classique de ce type de résultat est le théorème central limite, lorsque Z
est gaussienne et Bn =

√
n, mais d’autres lois vont également apparaître.

Dans la première partie, on étudie les théorèmes limites pour les applications Gibbs-Markov,
en utilisant une méthode de perturbation spectrale classique due à Nagaev et Guivarc’h (voir
par exemple [Bro96]). Dans la deuxième partie, qui reprend une partie de [Gou07], on montre
comment en déduire des théorèmes limites pour des tours localement Gibbs-Markov par une
méthode élémentaire, mais sous des hypothèses assez fortes sur le temps de retour ϕ. Dans
les parties qui suivent, on décrit une méthode plus sophistiquée développée dans [Gou04a],
utilisant les opérateurs de transfert de premier retour du chapitre 2, qui permet de s’affranchir
de ces hypothèses restrictives.

4.1 Théorèmes limites des applications Gibbs-Markov

Dans toute cette partie, on considère une application Gibbs-Markov transitive T : X → X
de partition α, X étant muni de la distance dτ (x, y) = τ s(x,y) où s(x, y) est le temps de
séparation de x et de y et τ < 1 est choisi assez proche de 1 pour que la distorsion de T soit
τ -hölderienne.
Soit aussi f : X → R une fonction, pour laquelle on va essayer de démontrer un théorème
limite.

4.1.1 Estimées préliminaires

Soit a = [a0, . . . , an−1] un cylindre de longueur n. Pour tout t ∈ R, on définit un opérateur
Ma,t par Ma,tu(x) = eitSnf(x′)g(n)(x′)u(x′) si la préimage x′ de x dans a par T n existe, et
Ma,tu(x) = 0 sinon. C’est une perturbation de l’opérateur Ma qui a été estimé dans le lemme
1.1.13.
On va obtenir des estimées similaires sur Ma,t. Pour des raisons techniques, on aura besoin
de varier les espaces utilisés. On notera Lτ l’espace des fonctions bornées, et lipschitziennes
pour la distance dτ sur chaque élément de la partition α. Pour u : X → C et a ⊂ X, on
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notera

Dτu(a) = inf{C > 0 | pour presque tous x, y ∈ a, |u(x)− u(y)| 6 Cdτ (x, y)},

comme dans l’équation (1.10) mais en précisant la dépendance en la distance.

Lemme 4.1.1. Soit 0 < η 6 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n ∈ N∗,
pour tout cylindre a = [a0, . . . , an−1] de longueur n, pour tout t ∈ R, pour toute fonction
u : X → C,

‖Ma,tu‖Lτη 6 C
(
1 + |t|η

n−1∑
i=0

Dτf(ai)
ητ η(n−i))(m[a]τ ηn ‖u‖Lτη +

∫
a

|u|
)
.

Démonstration. Notons ψt(x) = eitSnf(x′) si x a une préimage x′ dans a, et 0 sinon. Alors
Ma,tu(x) = ψt(x)Mau(x). De plus, pour toute fonction v, ‖ψtv‖Lτη 6 ‖ψt‖Lτη ‖v‖Lτη , par
(1.11). Compte tenu de la majoration sur ‖Mau‖Lτη donnée par le lemme 1.1.13 appliqué
avec la distance dτη et en utilisant la propriété de grande image, il suffit de démontrer que
‖ψt‖Lτη 6 C(1 + |t|η

∑n−1
i=0 Dτf(ai)

ητ η(n−i)).
On a |ψt| 6 1, il faut donc majorer la norme Lipschitz de ψt. Fixons deux points x et y dans
le même élément de partition, qui ont deux antécédents x′ et y′ dans a. Soit C tel que, pour
tout w ∈ R, |eiw − 1| 6 C|w|η : une telle constante existe car cette condition est facile à
garantir et sur un voisinage de 0 et pour |w| assez grand. Alors

|eitSnf(x′)−eitSnf(y′)| = |eit
∑n−1
i=0 (f(T ix′)−f(T iy′)) − 1| 6

n−1∑
i=0

|eit(f(T ix′)−f(T iy′)) − 1|

6 C|t|η
n−1∑
i=0

|f(T ix′)− f(T iy′)|η 6 C|t|η
n−1∑
i=0

[
Dτf(ai)τ

n−idτ (x, y)
]η
.

On aura aussi besoin d’un résultat de continuité en fonction de t.

Lemme 4.1.2. Soit 0 < η 6 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n ∈ N∗,
pour tout cylindre a = [a0, . . . , an−1] de longueur n, pour tout t ∈ R, pour tout s ∈ R, pour
toute fonction u : X → C,

‖Ma,t+su−Ma,tu‖Lτη 6 C

(
|s|η

n−1∑
i=0

Dτf(ai)
ητ η(n−i) +

1

m[a]

∫
a

|eisSnf − 1|

)
·

·
(
1 + |t|η

n−1∑
i=0

Dτf(ai)
ητ η(n−i)) · (m[a]τ ηn ‖u‖Lτη +

∫
a

|u|
)
.
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Démonstration. On réutilise la fonction ψt de la preuve précédente. Posons χ(x) = ψt+s(x)−
ψt(x), si bien que Ma,t+su −Ma,tu = χ ·Mau. Compte tenu des estimées sur Mau données
par le lemme 1.1.13, il suffit donc d’estimer ‖χ‖Lτη .
Notons que χ = (ψs − 1)ψt, si bien que ‖χ‖Lτη 6 ‖ψs − 1‖Lτη ‖ψt‖Lτη . La norme de ψt a
été majorée par C

(
1 + |t|η

∑n−1
i=0 Dτf(ai)

ητ η(n−i)) dans la preuve du lemme 4.1.1. De même,
la norme de Lipschitz de ψs − 1 est majorée par C|s|η

∑n−1
i=0 Dτf(ai)

ητ η(n−i). Il reste donc à
estimer |ψs(x)− 1|. Pour y′ ∈ a, on a

|eisSnf(x′) − 1| 6 |eisSnf(x′) − eisSnf(y′)|+ |eisSnf(y′) − 1|

6 C|s|η
n−1∑
i=0

Dτf(ai)
ητ η(n−i) + |eisSnf(y′) − 1|.

En intégrant, on obtient

|eisSnf(x′) − 1| 6 C|s|η
n−1∑
i=0

Dτf(ai)
ητ η(n−i) +

1

m[a]

∫
a

|eisSnf − 1|,

ce qui est la majoration recherchée sur ‖ψs − 1‖∞.

Corollaire 4.1.3. Soit T̂t(u) = T̂ (eitfu). Supposons que
∑

a∈αm[a]Dτf(a) <∞.

Alors T̂t agit continûment sur Lτ pour tout t ∈ R, et t 7→ T̂t est continu en 0. Plus précisé-
ment, ∥∥T̂t − T̂∥∥Lτ = O(|t|+ E(|eitf − 1|)).

En particulier, si f est intégrable,
∥∥T̂t − T̂∥∥Lτ = O(|t|).

De plus, pour tout t ∈ R, le rayon spectral de T̂t agissant sur Lτ est majoré par 1, et son
rayon spectral essentiel est majoré par τ . Comme T̂ a une valeur propre simple isolée en 1,
T̂t a donc également une valeur propre simple λ(t) proche de 1 pour t assez petit. Elle vérifie
|λ(t)− 1| = O(|t|+ E(|eitf − 1|)).

Démonstration. On va utiliser les lemmes 4.1.1 et 4.1.2 pour η = 1 et l’égalité

T̂ nt =
∑

a=[a0,...,an−1]

Ma,t.

Pour n = 1, le lemme 4.1.1 donne ‖Ma,t‖ 6 C(1 + |t|Dτf(a0))m[a], donc en sommant∥∥T̂t∥∥ 6 C + |t|
∑

a∈αm[a]Dτf(a) <∞. Ainsi, T̂t agit continûment sur Lτ .
Pour n arbitraire, on obtient en sommant les inégalités du lemme 4.1.1 que

∥∥T̂ nt u∥∥Lτ 6 C
∑
a

(1 + |t|
n−1∑
i=0

Dτf(ai)τ
n−i)

[
m[a]τn ‖u‖Lτ + min(m[a] ‖u‖∞ , ‖u‖1)

]
(4.1)
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Remarquons que

∑
a

m[a]
n−1∑
i=0

Dτf(ai)τ
n−i

=
∑
a

n−1∑
i=0

Dτf(a)τn−i
∑

a0,...,ai−1,ai+1,...,an−1

m[a0, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , an−1].

La somme sur ai+1, . . . , an−1 donne simplement la mesure de [a0, . . . , ai−1, a]. Quand on somme
sur a0, . . . , ai−1, on obtient la mesure de T−ia, qui coïncide avec celle de a par invariance.
Ainsi, la somme de l’équation précédente est bornée par∑

a

Dτf(a)m(a)
1

1− τ
<∞.

Cette inégalité montre que, dans (4.1), la contribution du terme τn ‖u‖Lτ est bornée par
C(1 + |t|)τn ‖u‖Lτ .
Pour traiter le terme min(m[a] ‖u‖∞ , ‖u‖1), on découpe l’ensemble des cylindres de longueur
n en deux sous-ensembles, U infini et V fini, sur lesquels on utilisera respectivement le premier
et le deuxième terme du minimum. On choisit V assez grand pour que

∑
a∈U

m[a]
n−1∑
i=0

Dτf(ai)τ
n−i 6 τn.

La contribution des éléments de U à (4.1) est alors bornée par C(1 + |t|)τn ‖u‖Lτ , tandis que
celle de V est au plus (1 + |t|)C(n) ‖u‖1 pour une certaine constante C(n).
On a montré une inégalité du type∥∥T̂ nt u∥∥Lτ 6 C(1 + |t|)τn ‖u‖Lτ + C(n)(1 + |t|) ‖u‖1 .

Comme l’injection de Lτ dans L1 est compacte d’après la proposition 1.1.16, le théorème
1.1.11 assure donc que le rayon spectral essentiel de T̂t sur Lτ est majoré par τ . Si son rayon
spectral était strictement plus grand que 1, il admettrait donc une fonction propre u telle
que T̂tu = λu avec |λ| > 1. Ceci est absurde puisque T̂t est une contraction sur L1. Ainsi, le
rayon spectral de T̂t est au plus 1.
Montrons maintenant la continuité de s 7→ T̂s en 0, en sommant les égalités données par le
lemme 4.1.2 sur les cylindres de longueur 1 (pour t = 0) :

∥∥T̂s − T̂∥∥Lτ 6 C
∑
a∈α

(
|s|Dτf(a) +

1

m[a]

∫
a

|eisf − 1|
)
m[a] 6 C|s|+ C

∫
X

|eisf − 1|.
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Par convergence dominée, cette estimée tend vers 0 quand s→ 0, ce qui montre la continuité.
Finalement, comme T est Markov-transitive, T̂ a une valeur propre simple isolée en 1 d’après
la proposition 1.1.17. Par continuité, la proposition 1.1.10 assure que, pour t assez petit,
T̂t a également une valeur propre simple isolée proche de 1, qui vérifie |λ(t) − λ(0)| =

O
(∥∥T̂t − T̂∥∥).

Notons que, pour obtenir la continuité de t 7→ T̂t en t 6= 0, il faudrait avoir
∑
m[a]Dτf(a)2 <

∞ pour que les estimées du lemme 4.1.2 soient sommables, ce qui n’est pas impliqué par les
hypothèses du corollaire. Cependant, en prenant η = 1/2, on a

∑
m[a] (Dτf(a)η)2 < ∞, ce

qui peut suffire pour montrer la continuité de t 7→ T̂t sur Lτ1/2 . Ce type de considérations
sera utile dans la suite mais n’est pas important ici.
Notons que le lemme s’applique encore pour tout τ ′ > τ . En particulier, on obtient une
valeur propre λ′(t) de T̂t agissant sur Lτ ′ , pour t assez petit. Mais λ(t) est déjà valeur propre
puisque la fonction propre correspondante est dans Lτ et donc dans Lτ ′ . Par unicité, on
obtient λ(t) = λ′(t). Pour obtenir un développement précis des valeurs propres, on pourra
donc se placer sur n’importe quel espace Lτ ′ avec τ ′ > τ . On utilisera parfois un espace Lτη
avec η petit, pour le même genre de raison technique que ci-dessus.
Par définition de T̂t, on a

∫
X
eitSnf =

∫
X
T̂ nt (1), qui est donc comparable à λ(t)n (pour t petit

et n grand). Comme la compréhension de
∫
X
eitSnf est l’ingrédient essentiel pour démontrer

des théorèmes limites, il va donc souvent suffire de comprendre précisément λ(t) pour obtenir
ce type de résultat.

4.1.2 Théorème central limite

Dans ce paragraphe, on décrit le comportement de λ(t) lorsque la fonction f est dans L2, ce
qui va nous permettre de démontrer un théorème central limite.

Théorème 4.1.4. Soient T : X → X une application Gibbs-Markov transitive préservant
une mesure de probabilité m, et 0 < τ < 1 assez grand pour que la distorsion de T soit
τ -hölderienne. Soit f : X → R telle que

∑
a∈αm[a]Dτf(a) <∞, f ∈ L2 et

∫
f = 0.

Soient T̂t(u) = T̂ (eitfu), et λ(t) la valeur propre de T̂t pour t petit donnée par le corollaire
4.1.3. Il existe alors une fonction Λ(t) avec Λ(t) ∼ t2 en 0 et une constante σ2 > 0 telles que
λ(t) = 1− σ2

2
Λ(t).

Soient a = (I − T̂ )−1(T̂ f) (où on considère I − T̂ agissant sur l’ensemble des fonctions de
Lτ d’intégrale nulle, sur lequel il est inversible), et u = (I − T̂ )−1(f). Alors

σ2 =

∫
f 2 dm+ 2

∫
af dm =

∫
T̂ (u2)− (T̂ u)2 dm.

Finalement, σ2 = 0 si et seulement si il existe une fonction χ ∈ Lτ avec f = χ− χ ◦ T .
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La proposition 1.1.15 assure que T̂ f ∈ Lτ . Comme I− T̂ est inversible sur les fonctions de Lτ
d’intégrale nulle d’après la proposition 1.1.17, on peut effectivement poser a = (I−T̂ )−1(T̂ f).
Cependant, u = (I− T̂ )−1(f) n’est pas défini a priori. En fait, on pose simplement u = f +a,
et on a bien (I − T̂ )u = f − T̂ f + (I − T̂ )a = f .

Démonstration. Soient Pt la projection spectrale de T̂t correspondant à la valeur propre λ(t),
et ξt la fonction propre correspondante normalisée de telle sorte que

∫
ξt = 1. Comme les

valeurs propres et les fonctions propres dépendent de façon lipschitzienne de l’opérateur, on
a ‖ξt − 1‖ = O

(∥∥T̂t− T̂∥∥) = O(|t|) par le corollaire 4.1.3. De la même façon, λ(t) = 1 +O(t).
Notons déjà que

E(eitf ) = 1− t2

2

∫
f 2 dm+ o(t2). (4.2)

En effet, si on considère Φ(t) = E(eitf ) comme la fonction caractéristique de la variable
aléatoire f , il est bien connu que, si f ∈ L2, alors Φ est C2 avec Φ(0) = 1, Φ′(0) = iE(f) = 0
et Φ′′(0) = −E(f 2) ([Fel66, corollaire du lemme XV.4.2]).

Comme λ(t)ξt = T̂tξt, on obtient en intégrant que

λ(t) =

∫
T̂tξt =

∫
(T̂t − T̂ )(ξt − 1) +

∫
(T̂t − T̂ )(1) +

∫
T̂ ξt

=

∫
(T̂t − T̂ )(ξt − 1) + E(eitf − 1) + 1.

(4.3)

Comme T̂t − T̂ = O(t) et ξt − 1 = O(t), on obtient λ(t) = 1 + O(t2), en utilisant (4.2) pour
estimer E(eitf − 1).
Ainsi,

ξt − ξ0

t
=
λ(t)ξt − ξ0

t
+O(t) =

T̂tξt − T̂0ξ0

t
+O(t)

= (T̂t − T̂0)
ξt − ξ0

t
+ T̂0

ξt − ξ0

t
+
T̂t − T̂0

t
ξ0 +O(t).

(4.4)

Mais (T̂t−T̂0)(ξ0) = T̂ (eitf−1). De plus, ξt−ξ0
t

est borné et T̂t−T̂0 = O(t), donc (T̂t−T̂0) ξt−ξ0
t

=
O(t). Ainsi,

(I − T̂ )
ξt − ξ0

t
= T̂

(
eitf − 1

t

)
+O(t). (4.5)

La suite (ξt − ξ0)/t est bornée dans Lτ . Par compacité, on peut en extraire une sous-suite
qui converge dans L2 vers une fonction ia, qui appartient encore à Lτ ; on a multiplié par
i pour des raisons qui vont apparaître plus tard. Dans L2, eitf−1

t
→ if par le théorème de

convergence dominée car
∣∣∣ eitf−1

t

∣∣∣2 6 |f |2 intégrable. Par conséquent, (I − T̂ )a = T̂ (f). De



148 CHAPITRE 4. APPLICATIONS MARKOVIENNES ET THÉORÈMES LIMITES

plus, par la proposition 1.1.15, T̂ f ∈ Lτ , et
∫
T̂ f =

∫
f = 0. Comme I − T̂ est inversible sur

les fonctions de Lτ d’intégrale nulle, on obtient a = (I − T̂ )−1(T̂ f). Ainsi, (ξt − ξ0)/t a une
unique valeur d’adhérence, donc elle converge (dans L2) vers ia = i(I − T̂ )−1(T̂ f).

Par continuité du produit L2×L2 → L1, on obtient la convergence de
∫

eitf−1
t

ξt−ξ0
t

vers∫
(if) · (ia). Ainsi,∫

(T̂t − T̂ )(ξt − 1) =

∫
T̂ ((eitf − 1)(ξt − 1)) =

∫
(eitf − 1)(ξt − 1) = −t2

∫
fa+ o(t2).

L’équation (4.3) donne alors

λ(t) = 1 + E(eitf − 1) +

∫
(T̂t − T̂ )(ξt − 1) = 1− t2

2

∫
f 2 − t2

∫
fa+ o(t2).

On transforme un petit peu ce résultat pour obtenir l’autre expression annoncée pour λ(t).
Notons que f = u− T̂ u et a = u− f .

−λ′′|t=0 =

∫
f 2 + 2

∫
af =

∫
f 2 + 2(u− f)f =

∫
(u− T̂ u)2 +

∫
2T̂ u · (u− T̂ u)

=

∫
(u+ T̂ u)(u− T̂ u) =

∫
u2 −

∫
(T̂ u)2 =

∫
T̂ (u2)− (T̂ u)2.

On a T̂ (u2)(x) =
∑

Ty=x g(y)u2(y) et (T̂ u)2(x) =
(∑

Ty=x g(y)u(y)
)2

où g désigne l’inverse

du jacobien de T . Comme la mesure m est invariante, T̂1 = 1, i.e.
∑

Ty=x g(y) = 1. La
convexité de w 7→ w2 implique alors que (T̂ u)2(x) 6 T̂ (u2)(x), ce qui montre que −λ′′ > 0.
On peut donc écrire λ′′ = −σ2.
Finalement, si σ2 = 0, alors il y a égalité dans l’inégalité de convexité, si bien que tous les
u(y) sont égaux pour presque tout x. En effet, pour presque tout x, tous les termes g(y) pour
y préimage de x sont non nuls, puisque T est non-singulière. Soit χ = −T̂ u = −a ∈ Lτ . On
obtient u = −χ ◦ T presque partout. Comme f = u − T̂ u, cela donne que f = χ − χ ◦ T .
Réciproquement, si f = χ − χ ◦ T avec χ ∈ Lτ , alors T̂t(e−itχ) = e−itχ pour tout t, donc
λ(t) = 1 pour tout t, puis σ2 = 0.

On en déduit que f vérifie un théorème central limite :

Corollaire 4.1.5. Sous les hypothèses du théorème 4.1.4, 1√
n
Snf converge en loi vers la loi

normale N (0, σ2).

Démonstration. La convergence en loi équivaut à la convergence simple des fonctions carac-
téristiques correspondantes, si bien qu’il suffit de voir que

∫
eitSnf/

√
n → e−σ

2t2/2.
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On décompose T̂t = λ(t)Pt + Qt, où Pt est le projecteur spectral correspondant à la valeur
propre λ(t) de T̂t. Par continuité de t 7→ T̂t en 0, il existe C > 0 et θ < 1 tels que, pour tout
t assez petit, pour tout n ∈ N, ‖Qn

t ‖ 6 Cθn. Fixons t ∈ R, et soit n > 0 assez grand. Alors∫
eitSnf/

√
n =

∫
T̂ nt/√n(1) =

∫
λ(t/
√
n)nPt/√n(1) +

∫
Qn
t/
√
n(1).

Le développement de λ(t) donné par le théorème 4.1.4 assure que λ(t/
√
n)n → e−σ

2t2/2 lorsque
n → ∞. De plus, par continuité,

∫
Pt/√n(1) →

∫
P0(1) = 1. Finalement, |Qn

t/
√
n
(1)| 6 Cθn

tend uniformément vers 0 quand n→∞. Ainsi,
∫
eitSnf/

√
n → e−σ

2t2/2, ce qui est la conclusion
recherchée.

En fait, comme le terme d’erreur est très bien contrôlé (il est exponentiellement petit), on
peut raffiner ce théorème, et obtenir par exemple la vitesse de convergence ou le théorème de
la limite locale (voir par exemple [Bro96]). Le chapitre 5 sera consacré à de tels raffinements,
qu’on démontrera directement dans le cadre plus général des tours localement Gibbs-Markov.
Le lemme qui suit sera utile dans le chapitre 5, pour préciser la vitesse de convergence dans
le théorème central limite.

Lemme 4.1.6. Sous les hypothèses du théorème 4.1.4, supposons de plus que, pour un certain
η > 0, ∑

a∈α

m[a]
(∥∥f|a∥∥∞Dτf(a) +

∥∥f|a∥∥2

∞Dτf(a)η
)
<∞. (4.6)

Alors λ(t) = E(eitf ) − t2
∫
af dm + O(t3), où a = (I − T̂ )−1(T̂ f). En particulier, si f ∈ Lp

avec 2 < p 6 3, alors Λ(t) = t2 +O(|t|p).

Démonstration. Soit ν = τ η. On va travailler dans Lν , ce qui ne pose pas de problème puisque
les valeurs propres de T̂t dans Lτ et Lν coïncident pour t assez petit.
Montrons tout d’abord que, dans Lν ,

T̂

(
eitf − 1

t

)
= iT̂ (f) +O(t). (4.7)

La formule de Taylor donne

eitf − 1

t
− if = −tf 2

∫ 1

0

(1− u)eituf du.

On utilise cette formule pour borner Dν

(
eitf−1
t
− if

)
(a) pour a ∈ α. Comme Dν(h1h2) 6
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Dν(h1) ‖h2‖∞ + ‖h1‖∞Dν(h2), on a

Dν

(
eitf − 1

t
− if

)
(a) 6 |t|

∥∥f|a∥∥∞Dνf(a)

+ |t|
∥∥f|a∥∥2

∞

∫ 1

0

Dν(e
ituf )(a) du.

Soit C tel que |eiw − 1| 6 C|w|η pour tout w ∈ R. Alors, pour x, y ∈ a et |t| 6 1, u 6 1, on a∣∣eituf(x) − eituf(y)
∣∣ =

∣∣eitu(f(x)−f(y)) − 1
∣∣ 6 C|tu(f(x)− f(y))|η

6 C|Dτf(a)dτ (x, y)|η = CDτf(a)ηdτη(x, y).

Ainsi, Dν(e
ituf )(a) 6 CDτf(a)η. En intégrant sur u, on trouve

Dν

(
eitf − 1

t
− if

)
(a) 6 C|t|

(∥∥f|a∥∥∞Dτf(a) +
∥∥f|a∥∥2

∞Dτf(a)η
)
.

Finalement, (4.6) assure que∑
a∈α

m[a]Dν

(
eitf − 1

t
− if

)
(a) = O(t). (4.8)

La proposition 1.1.15 (ou plutôt sa preuve) montre que, pour toute fonction u,∥∥T̂ u∥∥Lν 6 C

(∑
a∈α

m[a]Dνu(a) +

∫
|u|

)
.

En appliquant cette estimée à u = eitf−1
t
− if , on obtient donc (4.7) grâce à (4.8) et au fait

que ∫ ∣∣∣∣eitf − 1

t
− if

∣∣∣∣ 6 |t|∫ f 2 = O(|t|).

Reprenons ensuite les différentes étapes de la preuve du théorème 4.1.4. Par (4.7), l’équation
(4.5) donne

(I − T̂ )
ξt − ξ0

t
= iT̂ (f) +O(t).

Toutes les fonctions qui apparaissent dans cette équation sont d’intégrale nulle. Comme I− T̂
admet un inverse continu sur l’espace des fonctions de Lν d’intégrale nulle, on obtient donc

ξt − ξ0

t
= ia+O(t).

Cette estimée est vraie dans Lν , et donc dans L∞. De plus, eitf = 1 + itf + O(t2) dans L1

puisque f 2 est intégrable. En multipliant ces estimées, on obtient∫
(T̂t − T̂ )(ξt − 1) =

∫
(eitf − 1)(ξt − ξ0) = −t2

∫
fa+O(t3).

La conclusion découle alors de (4.3).
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4.1.3 Lois stables

On dit qu’une variable aléatoire Z non triviale (i.e. non presque sûrement constante) est
stable s’il existe des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées Z0, Z1, . . .
et des réels An et Bn > 0 tels que∑n−1

i=0 Zi − An
Bn

→ Z en loi.

Dans ce cas, on dit que Z0 est attirée par Z, ou encore que la loi de Z0 appartient au domaine
d’attraction de Z. Les lois stables sont complètement classifiées (voir par exemple [Fel66]) et
dépendent de quatre paramètres. Le plus important est certainement l’indice p ∈]0, 2]. Le cas
p = 2 correspond aux lois normales tandis que, pour p ∈]1, 2[, les lois stables sont dans L1

mais pas dans L2. Pour p < 2, l’indice est caractérisé par le fait suivant : si Z est une loi stable
d’indice p, alors il existe c1 > 0 et c2 > 0 avec c1+c2 > 0 tels que P [Z > x] = (c1+o(1))x−p et
P [Z < −x] = (c2 +o(1))x−p. Dans la suite, on ne considérera que des lois stables intégrables,
c’est-à-dire avec 1 < p 6 2.
Pour p ∈]1, 2], c > 0 et β ∈ [−1, 1], on définit Zp,c,β comme étant une variable aléatoire de
fonction caractéristique

E
(
eitZp,c,β

)
= e−c|t|

p(1−iβ sgn(t) tan( pπ2 )). (4.9)

C’est une loi stable d’indice p, de moyenne nulle. En fait, toutes les lois stables centrées et
d’indice p ∈]1, 2] sont de cette forme. Notons que, quand p = 2, la valeur de β est sans
importance.
Rappelons qu’une fonction L : (0,∞)→ R est à variation lente si ∀λ > 0, limx→∞

L(λx)
L(x)

= 1.
Une variable aléatoire Z est alors dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’indice p si
et seulement si elle vérifie les conditions suivantes ([Fel66]) :
– Pour p ∈]1, 2[, P [Z > x] = (c1 + o(1))x−pL(x) et P [Z < −x] = (c2 + o(1))x−pL(x) pour

certains réels c1, c2 > 0 avec c1 + c2 > 0 et une fonction à variation lente L.
– Pour p = 2, soit Z ∈ L2, soit P [|Z| > x] ∼ x−2l(x) pour une fonction l telle que L(x) :=

2
∫ x

1
l(u)
u

du soit à variation lente et non bornée.
Notons que, dans le deuxième cas, si la fonction l est à variation lente, alors L est auto-
matiquement à variation lente (mais la réciproque est fausse). Lorsque Z vérifie une de ces
conditions et n’appartient pas à L2, on définit des constantes de normalisation Bn et An par

nL(Bn) = Bp
n, An = nE(Z).

Soit Z0, Z1, . . . une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
même distribution que Z. On a alors la convergence∑n−1

i=0 Zi − An
Bn

→ Zp,c,β (4.10)
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où
c = (c1 + c2)Γ(1− p) cos

(pπ
2

)
et β =

c1 − c2

c1 + c2

dans le cas p ∈]1, 2[, et c = 1/2 dans le cas p = 2 (la loi limite étant alors la gaussienne
N (0, 1)).
Dans le cas des applications Gibbs-Markov, [AD01b] a montré que, si une fonction f : X → R
est hölderienne et a une distribution dans le domaine d’attraction d’une loi stable Z, alors
ses sommes de Birkhoff (convenablement renormalisées par des constantes An et Bn qui sont
les mêmes que dans le cas indépendant) convergent en loi vers Z. On va démontrer le même
type de résultat, sous des hypothèses de régularité un peu plus faibles.

Théorème 4.1.7. Soient T : X → X une application Gibbs-Markov transitive préservant
une mesure de probabilité m, et 0 < τ < 1 assez grand pour que la distorsion de T soit
τ -Hölder. Soit f : X → R intégrable telle que

∑
a∈αm[a]Dτf(a) <∞ et

∫
f = 0. On suppose

de plus que m[f > x] = (c1 +o(1))x−pL(x) et m[f < −x] = (c2 +o(1))x−pL(x) pour certaines
constantes c1, c2 > 0 avec c1 + c2 > 0, une fonction à variation lente L et un réel p ∈]1, 2[.

Soient T̂t(u) = T̂ (eitfu), et λ(t) la valeur propre de T̂t pour t petit donnée par le corollaire
4.1.3. Alors cette valeur propre satisfait

λ(t) = 1− c|t|pL(1/|t|) + ic|t|pL(1/|t|)β sgn(t) tan
(pπ

2

)
+ o(|t|pL(1/|t|))

pour β = c1−c2
c1+c2

et c = (c1 + c2)Γ(1− p) cos
(
pπ
2

)
.

Démonstration. Ce théorème est essentiellement le théorème 5.1 de [AD01b], avec un petit
affaiblissement des hypothèses puisqu’on ne suppose pas f ∈ Lτ . Pour faire fonctionner leur
preuve dans ce contexte, il suffit de vérifier que la fonction propre ξt de T̂t (normalisée pour
être d’intégrale 1) vérifie ‖ξt − 1‖ = O(|t|). Mais, comme les fonctions propres dépendent
de façon lipschitzienne de l’opérateur, ‖ξt − 1‖ = O(

∥∥T̂t − T̂
∥∥) = O(|t|) par le corollaire

4.1.3.

On en déduit que les sommes de Birkhoff de f convergent vers une loi stable :

Corollaire 4.1.8. Sous les hypothèses du théorème 4.1.7, soit Bn défini par nL(Bn) = Bp
n.

Alors Snf
Bn

converge en loi vers Zp,c,β où c et β sont comme dans le théorème 4.1.7.

Les hypothèses du théorème 4.1.7 sur la distribution de f signifient exactement que, si
Z0, Z1, . . . sont des variables aléatoires indépendantes de même distribution que f , alors
Z0+...+Zn−1

Bn
converge en loi vers Zp,c,β, d’après (4.10). Ainsi, f, f ◦ T, f ◦ T 2, . . . se comportent

exactement comme Z0, Z1, Z2, . . ., et les paramètres de la loi limite ne dépendent que de la
distribution de f . C’est très différent du cas du théorème central limite, puisque dans ce cas
la variance σ2 de la loi limite ne dépend pas que de la distribution de f mais aussi des in-
teractions entre les différentes itérations de T : lorsque T est Markov-mélangeante, on vérifie
que σ2 =

∫
f 2 + 2

∑
k>1

∫
f · f ◦ T k.
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Démonstration du corollaire 4.1.8. On raisonne comme dans la preuve du corollaire 4.1.5. Il
suffit alors de montrer que λ(t/Bn)n tend vers la valeur en t de la fonction caractéristique de
Zp,c,β, donnée par (4.9).
Fixons t > 0. Alors, d’après le théorème 4.1.7,

n log λ(t/Bn) ∼ n

[
−c
(
t

Bn

)p
L

(
Bn

t

)] [
1− iβ tan

(pπ
2

)]
.

Comme L est à variation lente, L(Bn/t) ∼ L(Bn), donc nL(Bn/t)/B
p
n → 1 par définition de

Bn. Cela montre que
n log λ(t/Bn)→ −ctp

[
1− iβ tan

(pπ
2

)]
.

On obtient le même type de convergence pour t < 0, ce qui conclut la preuve.

Dans le cas où la distribution de f est dans le domaine d’attraction d’une gaussienne, sans
être dans L2, on démontre exactement de la même manière le même type de résultat, en
utilisant [AD01a] au lieu de [AD01b] :

Théorème 4.1.9. Soient T : X → X une application Gibbs-Markov transitive préservant
une mesure de probabilité m, et 0 < τ < 1 assez grand pour que la distorsion de T soit
τ -Hölder. Soit f : X → R intégrable telle que

∑
a∈αm[a]Dτf(a) <∞ et

∫
f = 0. On suppose

de plus que m[|f | > x] ∼ x−2l(x) où la fonction l est telle que L(x) := 2
∫ x

1
l(u)
u

du soit non
bornée et à variation lente.
Soient T̂t(u) = T̂ (eitfu), et λ(t) la valeur propre de T̂t pour t petit donnée par le corollaire
4.1.3. Alors cette valeur propre satisfait λ(t) = 1− t2

2
L(1/|t|) + o(t2L(1/|t|)).

En particulier, soit Bn défini par nL(Bn) = B2
n. Alors

Snf
Bn

converge en loi vers N (0, 1).

4.2 Tours localement Gibbs-Markov : approche élémen-
taire

Dans cette partie, on va montrer comment on peut obtenir des théorèmes limites pour des
tours localement Gibbs-Markov à partir du même type de résultat pour les applications Gibbs-
Markov. On va pour cela établir un résultat abstrait très général reliant les théorèmes limites
pour une application et pour une application induite sur une partie plus petite de l’espace.
On verra ensuite comment appliquer ce théorème aux tours localement Gibbs-Markov.

4.2.1 Théorèmes limites et induction

Dans ce paragraphe, on établit un lien entre les théorèmes limites pour une application et
pour une application induite. Ce type de méthode élémentaire et directe a été initié dans le
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cas des flots par Melbourne et Török dans [MT04].
Si Y est une partie de mesure non nulle d’un espace probabilisé (X,m), T : X → X est une
application mesurable préservant m et TY est l’application induite par T sur Y , on écrira
SYn u =

∑n−1
k=0 u ◦ T kY : c’est la somme de Birkhoff de u pour la transformation TY . On notera

aussi EY (u) =
∫
Y u

m[Y ]
.

Théorème 4.2.1. Soient T : X → X une application ergodique préservant une mesure de
probabilité m et f : X → R une fonction intégrable d’intégrale nulle. Soit Y une partie de
X de mesure non nulle. Pour y ∈ Y , soient ϕ(y) = inf{n > 0 | T n(y) ∈ Y } et fY (y) =∑ϕ(y)−1

k=0 f(T ky).
On suppose que les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Il existe une suite Bn → +∞ avec infr>n
Br
Bn

> 0 et une variable aléatoire Z telles que
SYbnm(Y )cfY

Bn
converge en loi vers Z, i.e., pour tout t ∈ R,

EY

(
eit

SYbnm(Y )cfY
Bn

)
→ E

(
eitZ
)
. (4.11)

2. Il existe b > 0 tel que, dans l’extension naturelle de TY , 1
Nb

∑N−1
0 fY (T kY y) tend presque

partout vers 0 quand N → ±∞.
3. Pour tout ε > 0, il existe A > 0 et N0 tels que, pour tout n > N0,

m

{
y ∈ Y |

∣∣∣∣SYn ϕ− nEY (ϕ)

B
1/b
n

∣∣∣∣ > A

}
6 ε. (4.12)

Alors la fonction f satisfait également un théorème limite :

E
(
eit

Snf
Bn

)
→ E(eitZ),

i.e. Snf
Bn

tend en loi vers Z.

Les hypothèses du théorème sont taillées sur mesure pour que la preuve qui va suivre marche,
mais elles sont en fait souvent satisfaites dans des cas naturels :

1. La convergence (4.11) est très souvent satisfaite dès que TY est suffisamment dilatante,
par exemple localement Gibbs-Markov, comme on l’a vu dans la section précédente.

2. Il est utile de considérer l’extension naturelle pour pouvoir faire tendre N vers −∞ et
considérer T−1

Y dans la preuve. En toute généralité, le théorème de Birkhoff implique
que cette hypothèse est satisfaire pour b = 1, et c’est souvent suffisant. Parfois, on a
cependant besoin de meilleures estimées. On peut par exemple utiliser alors [Kac96,
théorème 16] : si les corrélations de fY ∈ L2 décroissent au moins en O(1/n), alors
l’hypothèse est satisfaite pour tout b > 1/2 (pour N → −∞, on utilise le fait que∫
fY · fY ◦ T nY =

∫
fY ◦ T−nY · fY , et on applique le théorème à T−1

Y ).
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3. La troisième hypothèse est plus faible que :

∃B′n = O(B1/b
n ) tel que

SYn ϕ− nEY (ϕ)

B′n
converge en distribution. (4.12’)

De plus, ϕ est souvent plus simple que fY . Comme fY satisfait un théorème limite
d’après la première hypothèse, c’est aussi le cas de ϕ, et on obtient (4.12’). Ainsi,
(4.12’) – et donc (4.12) – sont très souvent satisfaits.

Pour démontrer le théorème, on aura besoin du résultat abstrait suivant, dû à Eagleson
([Eag76], voir aussi [Aar97, Proposition 3.6.1]) et dont l’importance a été soulignée par Roland
Zweimüller.

Théorème 4.2.2. Soient (X,m) un espace probabilisé et T : X → X une application ergo-
dique préservant m. Soit f : X → R mesurable telle que Snf

Bn
converge en loi vers une loi Z

(pour la mesure m), pour une suite Bn qui tend vers +∞.
Alors, pour toute fonction g : R → R uniformément continue bornée, pour toute fonction
ϕ ∈ L1(m), on a ∫

X

ϕ · g
(
Snf

Bn

)
→
(∫

X

ϕ

)
E(g(Z)).

Autrement dit, pour toute mesure de probabilité µ absolument continue par rapport à m, Snf
Bn

tend encore en loi vers Z pour µ.

La dernière affirmation du théorème s’obtient en prenant ϕ = dµ
dm

et g(x) = eitx : on ob-
tient que la fonction caractéristique de Snf

Bn
(pour la mesure µ) converge vers la fonction

caractéristique de Z.
Ce théorème signifie qu’un système dynamique ergodique vérifiant un théorème limite vérifie
automatiquement un théorème limite “mélangeant au sens de Rényi”.

Démonstration. On doit montrer que gn = g
(
Snf
Bn

)
converge, pour la topologie faible ∗ sur

L∞(X), vers la fonction constante égale à E(g(Z)).
Soit ψ une valeur d’adhérence de gn, limite d’une suite gj(n). Alors

∫
1 · gj(n) →

∫
1 · ψ, i.e.,∫

ψ = E(g(Z)). Si on montre que ψ = ψ ◦ T presque partout, alors ψ sera presque partout
constante par ergodicité, puis ψ = E(g(Z)), ce qui conclura.
Soit ε > 0. Comme f est mesurable,m(|f | > εBj(n))→ 0. Quitte à extraire une sous-suite, on
peut supposer que

∑
m(|f | > εBj(n)) <∞. Par procédé diagonal, on peut même le garantir

pour tout ε > 0.
La suite gj(n) étant bornée dans L1, on peut d’après le théorème de Komlos ([Kom67]) extraire
encore plus de telle sorte que 1

n

∑n−1
k=0 gj(k) converge presque partout vers une fonction ψ̃.

Comme
∫
A
gj(k) →

∫
A
ψ d’une part,

∫
A

(
1
n

∑n−1
k=0 gj(k)

)
→
∫
A
ψ̃ par le théorème de convergence

dominée d’autre part, on obtient ψ = ψ̃ presque partout.
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Comme m est invariante par T , on a
∑
m(|f ◦ T j(n)| > εBj(n)) < ∞. Ainsi, presque tout x

satisfait |f(T j(n)x)|
Bj(n)

< ε pour n assez grand. Comme

Sj(n)f ◦ T (x)− Sj(n)f(x)

Bj(n)

=
f ◦ T j(n)(x)− f(x)

Bj(n)

,

on en déduit que Sj(n)f◦T (x)−Sj(n)f(x)

Bj(n)
→ 0 presque partout. Comme g est uniformément conti-

nue, cela implique que gj(n)(Tx)− gj(n)(x)→ 0. Puis

1

n

n−1∑
k=0

gj(k)(Tx)− 1

n

n−1∑
k=0

gj(k)(x)→ 0.

Mais ce terme converge simplement vers ψ(Tx)−ψ(x). Ainsi, ψ(Tx) = ψ(x) presque partout,
ce qui conclut la preuve.

Démonstration du théorème 4.2.1. Le résultat est trivial si m(Y ) = 1, et on peut donc sup-
poser m(Y ) < 1.
Sans perte de généralité, on peut travailler dans une tour, c’est-à-dire supposer que X =
{(y, i) | y ∈ Y, i ∈ {0, . . . , ϕ(y) − 1}} et que, pour i < ϕ(y) − 1, T (y, i) = (y, i + 1), tandis
que T (y, ϕ(y) − 1) = (TY (y), 0). En effet, d’après le paragraphe 1.3.2 (et plus précisément
la proposition 1.3.7), on peut construire une extension de X satisfaisant ces propriétés, et
il est équivalent de démontrer un théorème limite dans X ou dans cette extension. Notons
que EY (ϕ) = 1/m(Y ) par la formule de Kac. Soit π la projection de X dans Y donnée par
π(y, i) = y.
Dans cette preuve, on écrira Stf(x) en lieu de Sbtcf(x) lorsque t n’est pas entier. De la même
façon, T t signifiera T btc. On étend aussi Bn à R+ en posant Bt := Bbtc.
Comme T est ergodique, TY est également ergodique d’après la proposition 1.3.3. Le théorème
de Birkhoff donne

SYn ϕ =
n

m(Y )
+ o(n) (4.13)

presque partout sur Y . Pour y ∈ Y et N ∈ N, soit n(y,N) le plus grand entier tel que
SYn ϕ(y) < N . Si y satisfait SYn ϕ(y) = n

m(Y )
+ o(n), ce qui est vrai presque partout, alors

n(y,N) est fini pour tout N et n(y,N)
m(Y )

∼ N , i.e.

n(y,N)

Nm(Y )
→ 1. (4.14)

Grâce à (4.11), on peut appliquer le théorème 4.2.2 dans Y à la transformation ergodique TY ,
et obtenir que

∫
Y
ϕeitS

Y
Nm(Y )

fY /BN → E(eitZ). Comme
∫
X
eit(S

Y
NfY )◦π =

∫
Y
ϕeitS

Y
NfY , on obtient
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que
(SYNm(Y )fY ) ◦ π

BN

→ Z (4.15)

en loi sur X. L’idée de la preuve va être de montrer que (SYNm(Y )fY )◦π et SNf sont proches, ce
qui n’est pas surprenant puisqu’une itération de TY correspond approximativement à 1/m(Y )
itérations de T . Cela donnera la convergence de SNf

BN
vers Z.

On écrit

SNf(y, i) = (SNf(y, i)− SNf(y, 0)) +
(
SNf(y, 0)− SYn(y,N)fY (y)

)
+
(
SYn(y,N)fY (y)− SYNm(Y )fY (y)

)
+ SYNm(Y )fY (y).

Le dernier terme, égal à
(
SYNm(Y )fY

)
◦π, satisfait un théorème limite par (4.15). Pour conclure,

on va voir que les trois autres termes divisés par BN tendent vers 0 en probabilité.
Les deuxième et troisième termes ne dépendent que de y ; le lemme suivant va donc être utile
pour montrer qu’ils tendent vers 0 en loi sur X.

Lemme 4.2.3. Soit fn une suite de fonctions sur Y tendant vers 0 en probabilité sur Y .
Alors fn ◦ π tend vers 0 en probabilité sur X.

Démonstration. Soit ε > 0. Comme fn → 0 en probabilité, la mesure de En := {y ∈
Y | |fn(y)| > ε} tend vers 0. Comme ϕ ∈ L1, le théorème de convergence dominée im-
plique que

∫
En
ϕ → 0, i.e. la mesure de π−1(En) tend vers 0. Mais π−1(En) est exactement

l’ensemble sur lequel |fn ◦ π| > ε.

Fait : 1
BN

(SNf(y, i)− SNf(y, 0)) tend en probabilité vers 0 sur X.

Démonstration. Soit VN(y) =
∑ϕ(y)−1

i=0 |f ◦ TN(y, i)|. Alors ‖VN‖L1(Y ) =
∥∥f ◦ TN∥∥

L1(X)
=

‖f‖L1(X) comme T préserve la mesure. Ainsi, VN/BN tend vers 0 dans L1(Y ), et en probabi-
lité. Le lemme 4.2.3 montre donc que 1

BN
VN ◦ π tend vers 0 en probabilité sur X.

Comme SNf(y, i) − SNf(y, 0) =
∑N+i−1

N f(T k(y, 0)) −
∑i−1

0 f(T k(y, 0)), on a |SNf(y, i) −
SNf(y, 0)| 6 VN(y) +V0(y). Ainsi, 1

BN
(SNf(y, i)− SNf(y, 0)) est borné par une fonction qui

tend vers 0 en probabilité. ♦

Fait : 1
BN

(
SNf(y, 0)− SYn(y,N)fY (y)

)
tend vers 0 en probabilité sur X.

Démonstration. D’après le lemme 4.2.3, il suffit de le démontrer sur Y . Soit H(y, i) =∣∣∣∑i−1
j=0 f(y, j)

∣∣∣. Alors ∣∣SNf(y, 0)− SYn(y,N)fY (y)
∣∣ = H ◦ TN(y, 0).
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Comme T préserve la mesure m, on a pour tout a > 0

m

{
y ∈ Y | 1

BN

H ◦ TN(y, 0) > a

}
6 m

{
x ∈ X | 1

BN

H ◦ TN(x) > a

}
= m

{
x ∈ X | 1

BN

H(x) > a

}
.

Comme H est mesurable et BN →∞, cette mesure tend vers 0 quand N →∞. ♦

Fait : 1
BN

(
SYn(y,N)fY − SYNm(Y )fY

)
tend vers 0 en probabilité sur X.

Démonstration. D’après le lemme 4.2.3, il suffit de le démontrer sur Y . Sans perte de géné-
ralité, on peut passer à l’extension naturelle et supposer que TY est inversible.
Pour n < 0, soit SYn fY =

∑|n|
1 fY ◦ T−jY . En posant ν(y,N) = n(y,N)−Nm(Y ), on obtient

SYn(y,N)fY (y)− SYNm(Y )fY (y) = SYν(y,N)fY

(
T
Nm(Y )
Y (y)

)
. (4.16)

Soient A > 0 et N ∈ N, on va estimer la mesure de {y | ν(y,N) > AB
1/b
N }. Soit α > 0 tel

que m(Y ) + α < 1. Supposons tout d’abord que AB1/b
N > αN . Alors

{y | ν(y,N) > AB
1/b
N } ⊂ {y | n(y,N) > (m(Y ) + α)N}.

D’après l’équation (4.14), la mesure de cet ensemble tend vers 0. Supposons ensuite que
AB

1/b
N 6 αN . Alors, comme EY (ϕ) = 1/m(Y ),

{y | ν(y,N) > AB
1/b
N } = {n(y,N) > AB

1/b
N +Nm(Y )} = {SY

AB
1/b
N +Nm(Y )

ϕ < N}

=


SY
AB

1/b
N +Nm(Y )

ϕ− (AB
1/b
N +Nm(Y ))EY (ϕ)(

B
AB

1/b
N +Nm(Y )

)1/b
< − A

m(Y )

(
BN

B
AB

1/b
N +Nm(Y )

)1/b

 .

Mais AB1/b
N + Nm(Y ) 6 (m(Y ) + α)N 6 N . Par hypothèse, il existe une constante c > 0

telle que, pour tous n 6 r, Br
Bn
> c. En particulier, BN

B
AB

1/b
N

+Nm(Y )

> c. Ainsi,

{y | ν(y,N) > AB
1/b
N } ⊂


SY
AB

1/b
N +Nm(Y )

ϕ− (AB
1/b
N +Nm(Y ))EY (ϕ)(

B
AB

1/b
N +Nm(Y )

)1/b
< −Ac

1/b

m(Y )

 .

Par conséquent, si A est assez grand, l’hypothèse 3 implique que m{y | ν(y,N) > AB
1/b
N } 6 ε

pour N assez grand.
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Démontrons le même résultat pour m{y | ν(y,N) 6 −AB1/b
N }. Si A est assez grand, il existe

d’après l’hypothèse 3 un entier K tel que, pour tout n > K,

m

{
y | S

Y
n ϕ(y)− nEY (ϕ)

B
1/b
n

>
Ac1/b

m(Y )

}
6 ε.

Soit N ∈ N. On a toujours ν(y,N) > −Nm(Y ) donc l’ensemble {y | ν(y,N) 6 −AB1/b
N } ne

peut être non vide que si AB1/b
N 6 Nm(Y ), et alors

{y | ν(y,N) 6 −AB1/b
N }

=


SY
−AB1/b

N +Nm(Y )
ϕ− (−AB1/b

N +Nm(Y ))EY (ϕ)(
B−AB1/b

N +Nm(Y )

)1/b
>

A

m(Y )

(
BN

B−AB1/b
N +Nm(Y )

)1/b

 .

Supposons tout d’abord que −AB1/b
N + Nm(Y ) > K. Comme BN

B
−AB1/b

N
+Nm(Y )

> c > 0, on

obtient dans ce cas

{y | ν(y,N) 6 −AB1/b
N } ⊂


SY
−AB1/b

N +Nm(Y )
ϕ− (−AB1/b

N +Nm(Y ))EY (ϕ)(
B−AB1/b

N +Nm(Y )

)1/b
>
Ac1/b

m(Y )

 ,

ce dernier ensemble étant de mesure au plus ε par définition de K. Supposons ensuite que
−AB1/b

N +Nm(Y ) < K. Alors

{y | ν(y,N) 6 −AB1/b
N } ⊂

K−1⋃
i=0

{
y | S

Y
i ϕ(y)− iEY (ϕ)

(Bi)1/b
>

A

m(Y )

(
BN

Bi

)1/b
}
.

Comme BN →∞ tandis que i reste borné, la mesure de cet ensemble tend donc vers 0 quand
N →∞.
On a donc démontré :

∀ε > 0,∃A > 0,∃N0 > 0,∀N > N0, m{y | |ν(y,N)| > AB
1/b
N } 6 ε. (4.17)

Soit WN(y) = 1
BN
Sν(y,N)fY

(
T
Nm(Y )
Y (y)

)
, on va montrer qu’il tend vers 0 en distribution.

Cela conclura la preuve d’après (4.16). Soit a > 0, montrons que m(|WN | > a) → 0 quand
N →∞.
Soit ε > 0. L’hypothèse 2 implique qu’il existe Ỹ avec m(Ỹ ) > m(Y ) − ε et N1 tels que,
pour tout |N | > N1, 1

|N |b |S
Y
NfY | 6 ε sur Ỹ . Soient Y ′N = {y ∈ Y | |ν(y,N)| < N1} et

Y ′′N = {y ∈ Y | |ν(y,N)| > N1}. On estime tout d’abord la contribution de Y ′N .
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Soit ψ(y) =
∑N1−1
−N1

|fY ◦ T jY (y)|. Comme ψ est mesurable, il existe une constante C et un
ensemble Z de Y avec m(Z) > m(Y ) − ε et |ψ| 6 C sur Z. Alors, pour y ∈ Y ′N , on a
|WN(y)| 6 1

BN
ψ
(
T
Nm(Y )
Y y

)
. Soit ZN = Y ′N ∩ T

−Nm(Y )
Y (Z) : il satisfait m(ZN) > m(Y ′N)− ε.

Sur ZN , on a |WN | 6 C
BN

, si bien que, pour N assez grand, |WN | < a sur ZN . Ainsi, pour N
assez grand,

m {y ∈ Y ′N | |WN(y)| > a} 6 m {y ∈ ZN | |WN(y)| > a}+ ε = ε.

Estimons maintenant la contribution de Y ′′N . Soit Ỹ ′′N = Y ′′N ∩ T
−Nm(Y )
Y (Ỹ ), avec m(Ỹ ′′N) >

m(Y ′′N)− ε. Alors
m(|WN | > a) 6 m{y ∈ Ỹ ′′N | |WN(y)| > a}+ 2ε.

Sur Ỹ ′′N , |ν(y,N)| > N1 donc 1
|ν(y,N)|b

∣∣∣SYν(y,N)fY

(
T
Nm(Y )
Y y

)∣∣∣ 6 ε. Ainsi, |WN(y)| 6 ε |ν(y,N)|b
BN

=

ε

(
|ν(y,N)|
B

1/b
N

)b
. Par conséquent,

m(|WN | > a) 6 m

(
|ν(y,N)|
B

1/b
N

>
(a
ε

)1/b
)

+ 2ε. (4.18)

Finalement, (4.17) et (4.18) impliquent que m(|WN | > a) tend vers 0. ♦

Les trois faits qu’on a démontrés impliquent que SNf(y,i)
BN

−
SY
Nm(Y )

fY (y)

BN
→ 0 en loi sur X.

Comme
SY
Nm(Y )

fY (y)

BN
→ Z en loi sur X, par (4.15), cela termine la démonstration du théorème

4.2.1.

4.2.2 Application aux tours localement Gibbs-Markov

Théorème 4.2.4. Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov transitive de base Y ,
préservant une mesure de probabilité m. On notera ϕ : Y → N∗ le temps de retour à Y et
α0 la partition induite sur Y par la partition de Markov de T . Soit f : X → R une fonction
intégrable de moyenne nulle telle que fY (y) :=

∑ϕ(y)−1
k=0 f(T ky) satisfait∑

a∈α0

m(a)DfY (a) <∞. (4.19)

Alors :
1. Supposons que fY ∈ L2. Supposons aussi que ϕ satisfait l’une des propriétés suivantes :

– ϕ ∈ L2.
– m(ϕ > x) = x−pL(x) où L est à variation lente et p ∈]1, 2].
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Alors il existe σ2 > 0 tel que 1√
n
Snf → N (0, σ2).

2. Supposons que m(|fY | > x) = x−2l(x), avec L(x) := 2
∫ x

1
l(u)
u

du à variation lente et
non bornée. Supposons de plus que m(ϕ > x) = (c + o(1))x−2l(x) avec c > 0. Soit
Bn → +∞ telle que nL(Bn) = B2

n. Alors
1
Bn
Snf → N (0, 1).

3. Supposons que m(fY > x) = (c1 + o(1))x−pL(x) et m(fY < −x) = (c2 + o(1))x−pL(x),
où L est une fonction à variation lente, p ∈]1, 2[, et c1, c2 > 0 satisfont c1 + c2 > 0.
Supposons aussi que m(ϕ > x) = (c3 + o(1))x−pL(x) avec c3 > 0. Soit Bn → +∞ telle
que nL(Bn) = Bp

n. Alors
1
Bn
Snf → Zp,c,β où c = (c1 + c2)Γ(1− p) cos

(
pπ
2

)
et β = c1−c2

c1+c2
.

Notons que les hypothèses du théorème sur fY correspondent exactement au fait que la
distribution de fY est dans le domaine d’attraction d’une loi normale ou stable, d’indice res-
pectivement 2 ou p. Plus précisément, comme Y n’est pas de mesure pleine, la distribution µ
sur R donnée par µ(A) = m(f−1

Y (A)) n’est pas une mesure de probabilité, mais la distribution
µ̃ = µ + (1 − m(Y ))δ0 est de masse 1. Alors le théorème affirme que, si cette distribution
(qu’on appellera encore, par abus de langage, la distribution de fY ) est dans le domaine
d’attraction d’une loi stable de paramètre p ∈]1, 2], et que d’autres hypothèses techniques
sont vérifiées, alors les sommes de Birkhoff de f vérifient un théorème limite avec la même
normalisation que dans le cas aléatoire.

Démonstration. On va utiliser le théorème 4.2.1 : il faut vérifier ses trois hypothèses. On
utilisera les notations de ce théorème, et on écrira en particulier EY (u) =

∫
Y u dm

m(Y )
.

On traite tout d’abord le troisième cas, c’est-à-dire le cas des lois stables, en utilisant les
résultats du théorème 4.1.7 appliqué à l’application Gibbs-Markov transitive TY . Notons
qu’on peut sans perte de généralité remplacer d par une distance dτ pour τ assez proche de
1 pour être dans le cadre de ce théorème. Pour avoir une mesure de probabilité sur Y , il faut
aussi remplacer m|Y par m|Y

m(Y )
, ce qui change les normalisations : on obtient que la valeur

propre λ(t) de T̂Y,t pour t petit vérifie

λ(t) = e−
c

m(Y )
|t|p(1−iβ sgn(t) tan( pπ2 ))L(|t|−1)(1+o(1)).

Le corollaire 4.1.8 implique alors la convergence en loi

EY

(
ei

t
Bn

SYbnm(Y )cfY
)
→ E(eitZ) (4.20)

où la variable aléatoire Z = Zp,c,β est comme dans l’énoncé du théorème. Cela démontre
(4.11). De plus, l’égalité nL(Bn) = Bp

n permet de démontrer que infr>n
Br
Bn

> 0 en utilisant
les bornes de Potter sur les fonctions à variation lente ([BGT87, théorème 1.5.6]).
Le théorème de Birkhoff assure que l’hypothèse 2 du théorème 4.2.1 est satisfaite pour b = 1,
car TY est ergodique puisque T l’est. Finalement, l’hypothèse sur la distribution de ϕ assure,
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d’après le corollaire 4.1.8, que
SYbnm(Y )cϕ−nm(Y )EY (ϕ)

Bn
converge en loi. Ainsi, (4.12’) est satisfait.

On peut donc utiliser le théorème 4.2.1, qui donne Snf
Bn
→ Z.

La preuve du deuxième cas du théorème 4.2.4 est exactement la même, en utilisant le théo-
rème 4.1.9 au lieu du théorème 4.1.7 pour montrer la convergence en loi de

SYbnm(Y )cfY

Bn
et

SYbnm(Y )cϕ−nm(Y )EY (ϕ)

Bn
.

Dans le premier cas, où fY ∈ L2, la preuve est encore identique lorsque ϕ ∈ L2, avec Bn =
√
n,

en utilisant le théorème 4.1.4. Cependant, lorsque m(ϕ > x) = x−pL(x), on doit vérifier
différemment les hypothèses 2 et 3 du théorème 4.2.1. Si B′n est donné par

nL(B′n) = (B′n)p, (4.21)

alors SYn ϕ−nEY (ϕ)
B′n

converge en loi, d’après le théorème 4.1.7. De plus, T̂Y fY ∈ L et est
d’intégrale nulle. Si TY est Markov-mélangeante, alors T̂ nY fY → 0 exponentiellement vite
d’après le corollaire 1.1.21. En particulier, il existe 0 < ρ < 1 tel que

∫
fY ◦ T nY · fY =∫

(T̂ nY fY ) · fY = O(ρn). Comme fY ∈ L2, [Kac96, théorème 16] implique que, pour tout
b > 1/2, 1

Nb

∑N−1
k=0 fY (T kY x)→ 0 presque partout quand N →∞. Dans l’extension naturelle,∫

fY ◦ T−nY · fY =
∫
fY · fY ◦ T nY décroît aussi exponentiellement vite, donc le même argu-

ment donne que 1
|N |b

∑N−1
k=0 fY (T kY x)→ 0 quand N → −∞. Ainsi, l’hypothèse 2 du théorème

4.2.1 est satisfaite pour tout b > 1/2 si TY est Markov-mélangeante. Dans le cas général, il
existe d’après le corollaire 1.1.19 une décomposition Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yd telle que TY envoie Yi
sur Yi+1 pour 1 6 i 6 d − 1, et Yd sur Y1, et telle que T dY soit mélangeante sur chaque Yi.
Par invariance de la mesure, m(Yi) = 1/d pour 1 6 i 6 d. Posons u = d

∑d
i=1

(∫
Yi
fY

)
1Yi

et v = fY − g. Comme
∫
Yi
v = 0 pour tout i, on peut utiliser les mêmes arguments que

ci-dessus sur chaque Yi pour obtenir T̂ dnY v = O(ρdn). On en déduit que T̂ nY v = O(ρn). En
particulier, 1

|N |b
∑N−1

k=0 v(T kY x) → 0 presque partout quand N → ±∞, comme ci-dessus. De

plus,
∑d

i=1

(∫
Yi
fY

)
=
∫
fY = 0, donc

∑N−1
k=0 u(T kY x) est uniformément borné. Cela implique

que 1
|N |b

∑N−1
k=0 fY (T kY x)→ 0 presque partout quand N → ±∞, et l’hypothèse 2 du théorème

4.2.1 est encore satisfaite pour tout b > 1/2.
Soit κ > 0 très petit. Comme L est à variation lente, L(B′n) = O((B′n)κ), donc (4.21) donne
B′n = O(n1/(p−κ)). Ainsi, si b < p

2
, on a B′n = O(B

1/b
n ), ce qui implique (4.12’).



4.2. TOURS LOCALEMENT GIBBS-MARKOV : APPROCHE ÉLÉMENTAIRE 163

4.2.3 Exemples

Applications de Liverani-Saussol-Vaienti

On considère tout d’abord l’application LSV de paramètre α ∈]0, 1[ définie sur [0, 1] par

T (x) =

{
x(1 + 2αxα) si 0 6 x 6 1/2,

2x− 1 si 1/2 < x 6 1.
(4.22)

Elle a été étudiée précisément dans le paragraphe 1.4.1. En particulier, elle est localement
Gibbs-Markov de base Y =]1/2, 1] et admet une unique mesure de probabilité m invariante
absolument continue, dont la densité h est lipschitzienne sur tout compact de ]0, 1]. De plus,
si ϕY désigne le temps de retour à Y , on a m(ϕY > n) ∼ h(1/2)

4(αn)1/α
(théorème 1.4.1).

En estimant la vitesse de décorrélation des fonctions hölderiennes, dans le chapitre 2, on a
montré que les corrélations de certaines fonctions hölderiennes étaient sommables, ce qui im-
pliquait un théorème central limite. Plus précisément, si α < 1/2, toute fonction hölderienne
f de moyenne nulle satisfait un théorème central limite (proposition 2.3.9), tandis que si
α > 1/2 cela reste vrai si f(0) = 0 et |f(x)| 6 Cxγ pour un certain γ > 2α − 1 (théorème
2.4.14).
Ces résultats ne sont pas satisfaisants car ils ne disent rien sur les théorèmes limites possibles
lorsque α > 1/2 et f(0) 6= 0. En utilisant le paragraphe précédent, on va pouvoir répondre à
cette question :

Théorème 4.2.5. Soient α ∈]0, 1[ et T donnée par (4.22). Notons h la densité de sa mesure
de probabilité invariante absolument continue. Soit f : [0, 1] → R hölderienne et d’intégrale
nulle. Alors
– Si α < 1/2, alors il existe σ2 > 0 tel que Snf√

n
→ N (0, σ2).

– Si α = 1/2, alors

1. si f(0) = 0, il existe σ2 > 0 tel que Snf√
n
→ N (0, σ2).

2. si f(0) 6= 0, Snf√
n logn

→ N (0, h(1/2)f(0)2).

– Si 1/2 < α < 1, alors

1. si f(0) = 0 et |f(x)| 6 Cxγ pour un certain γ > α − 1/2, il existe σ2 > 0 tel que
Snf√
n
→ N (0, σ2).

2. si f(0) 6= 0, Snf
nα
→ Z1/α,c,sgn(f(0)) où c = h(1/2)

4(α/|f(0)|)1/αΓ(1− 1/α) cos
(
π
2α

)
.

Démonstration. Soit Jn =]yn+1, yn] l’ensemble des points de Y =]1/2, 1] dont le temps de
retour à Y est égal à n ; cet intervalle a été introduit dans la preuve du théorème 1.4.1. Alors
T est localement Gibbs-Markov pour la base Y et la partition Jn. De plus, m(Jn) ∼ c

n1/α+1

pour une certaine constante c > 0.
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Si f : [0, 1] → R est hölderienne, elle vérifie DfY (Jn) 6 Cn, donc
∑
m(Jn)DfY (Jn) 6

C
∑

n
n1/α+1 < +∞.

Supposons α < 1/2. Alors la fonction fY est majorée sur Jn par Cn, si bien que∫
Y

fY (y)2 6 C2
∑

n2m(Jn) <∞.

Ainsi, fY ∈ L2(Y ). De même, ϕY ∈ L2(Y ). Ainsi, le premier cas du théorème 4.2.4 montre
que f satisfait un théorème central limite.
Comme les cas α = 1/2 et α > 1/2 sont semblables, on ne va traiter que le cas α > 1/2.
Supposons tout d’abord que f(0) = 0. Comme f est hölderienne, il existe γ > 0 tel que
|f(x)| 6 Cxγ. Quitte à diminuer γ, on peut supposer que γ < α. Soit xn = f(yn+1) ∼
1
2
(αn)−1/α d’après la preuve du théorème 1.4.1. Pour y ∈ Jn, on a |fY (y)| 6 C

∑n−1
k=0 x

γ
k donc

|fY (y)| 6 Cn1−γ/α. En particulier,∫
|fY |2 6 C

∑ n2(1−γ/α)

n1+1/α
,

qui est fini dès lors que γ > α − 1/2. Ainsi, fY appartient à L2 si γ > α − 1/2. De plus,
m(ϕY > n) ∼ h(1/2)

4(αn)1/α
d’après le théorème 1.4.1. Ainsi, m(ϕY > x) ∼ x−pL(x) pour une

certaine fonction à variation lente L, et p = 1/α ∈]1, 2[. Le premier cas du théorème 4.2.4
s’applique donc encore, et il montre que f satisfait un théorème central limite.
Supposons finalement que f(0) 6= 0, par exemple f(0) > 0. Alors f = f(0) + g où g est
hölderienne et satisfait g(0) = 0. Ainsi fY = f(0)ϕY + gY . Comme ci-dessus, il existe γ > 0
tel que |gY (y)| 6 Cn1−γ/α sur Jn, si bien que m(|gY | > x) = o(x−1/α). De plus, m(f(0)ϕY >

x) ∼ h(1/2)

4(αx/f(0))1/α
. Ajouter gY ne modifie pas cette asymptotique, et on obtient donc la même

estimée pour m(fY > x). Plus précisément, on peut écrire

m(f(0)ϕY > x(1+ε))−m(|gY | > xε) 6 m(fY > x) 6 m(f(0)ϕY > x(1−ε))+m(|gY | > xε).

Le fait que m(|gY | > x) = o(x−1/α) implique donc que m(fY > x) ∼ m(f(0)ϕY > x) ∼
h(1/2)

4(αx/f(0))1/α
, qui s’écrit sous la forme x−pL(x) pour p = 1/α et une certaine fonction à variation

lente L. De la même façon, on vérifie que m(fY < −x) = o(x−pL(x)). Toutes les hypothèses
du troisième cas du théorème 4.2.4 sont donc vérifiées, et ce théorème donne la conclusion
recherchée.

On peut aussi appliquer le résultat à d’autre exemples. Par exemple, considérons f(x) =
x−β +κ, avec 0 < β < 1−α de telle sorte que f est intégrable puisque la densité h(x) diverge
en 0 comme x−α, et où κ est choisi de telle sorte que

∫
f = 0. Un petit calcul montre que

DfY (Jn) � nβ/α, donc
∑
m[Jn]DfY (Jn) <∞ puisque α + β < 1.

De plus, sur Jn, fY ∼ Cnβ/α+1, donc m[fY > x] ∼ Cx−
1

α+β . Ainsi, quand α + β < 1/2, on
obtient un théorème central limite usuel, alors que quand α + β = 1/2 on a un théorème
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central limite avec normalisation 1√
n logn

, et quand 1/2 < α+β < 1 on obtient une convergence
vers une loi stable pour la normalisation 1

nα+β
. Ainsi, même quand α < 1/2, on peut avoir

convergence vers une loi stable pour des observables non bornées.

Produit gauche en dimension 2

On va maintenant démontrer que le théorème 4.2.4 s’applique également au produit gauche
étudié dans la partie 1.5. Dans tout ce paragraphe, T désignera donc une application sa-
tisfaisant toutes les hypothèses de cette partie, et on utilisera librement les notations et les
résultats s’y rapportant.
Soit

A =
1

4

(
αmin

3/2
√

π
2α′′(x0)

)1/αmin

∫
S1×{1/2}

h dLeb,

où h est la densité de la mesure de probabilité invariante m par rapport à la mesure de

Lebesgue. D’après la proposition 1.5.18, on a m(ϕY > n) ∼
(√

lnn
n

)1/αmin
A. Alors :

Théorème 4.2.6. Soit f une fonction hölderienne sur S1 × [0, 1] avec
∫
f dm = 0. Notons

e =
∫
S1×{0} f dLeb. Alors

– Si αmin < 1/2, il existe σ2 > 0 tel que 1√
n
Snf → N (0, σ2).

– Si αmin = 1/2 et e 6= 0, alors Snf√
e2A
4
n(lnn)2

→ N (0, 1).

– Si 1/2 < αmin < 1 et e 6= 0, alors Snf
nαmin

√
αmin lnn

→ Z1/αmin,c,sgn(e) où c = A|e|1/αminΓ(1 −

1/ αmin) cos
(

π
2αmin

)
.

– Si 1/2 6 αmin < 1 et e = 0, supposons aussi qu’il existe γ > αmax
αmin

(
αmin−1

2

)
tel que

|f(ω, x)− f(ω, 0)| 6 Cxγ. Alors il existe σ2 > 0 tel que 1√
n
Snf → N (0, σ2).

Les étapes de la preuve vont être les mêmes que celles du théorème 4.2.5. Fixons f hölderienne
sur S1 × [0, 1].

Lemme 4.2.7. Si αmin < 1/2, alors fY ∈ L2(Y, dm).

Démonstration. On a∫
f 2
Y dm 6 C

∑
m(ϕY = n)n2 = C

∑(
m(ϕY > n− 1)−m(ϕY > n)

)
n2

6 C
∑

m(ϕY > n)n.

Cette dernière estimée est sommable puisque m(ϕY > n) ∼ A
(√

lnn
n

)1/αmin
d’après la pro-

position 1.5.18, et 1/ αmin > 2.
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Lemme 4.2.8. Supposons que
∫
S1×{0} f = 0. Soit αmax > γ > 0 tel que |f(ω, x)− f(ω, 0)| 6

Cxγ. Si 1 < p < min
(

2
αmin

, 1
αmin(1−γ/αmax)

)
, alors fY ∈ Lp(Y, dm).

Démonstration. Comme h est bornée sur Y , il suffit de montrer que fY ∈ Lp(Y, dLeb).
Supposons tout d’abord que f ≡ 0 sur S1 × {0}. Alors, si x = (ω, x) satisfait ϕY (x) = n,
on a fY (x) =

∑n−1
0 f(T kx). Si k > 1, T kω (x) 6 Xn−k(F

kω) 6 C
(n−k)1/αmax par la proposition

1.5.2 donc |f(T kx)| 6 C
(n−k)γ/αmax , et on obtient en sommant |fY (x)| 6 Cn1−γ/αmax . Ainsi,∫

|fY |p 6 C
∑

m(ϕY = n)np(1−γ/αmax)

= C
∑(

m(ϕY > n− 1)−m(ϕY > n)
)
np(1−γ/αmax)

6 C
∑

m(ϕY > n)np(1−γ/αmax)−1.

Comme m(ϕY > n) ∼ A
(√

lnn
n

)1/αmin
, cette dernière série est sommable dès que

− 1

αmin
+ p

(
1− γ

αmax

)
− 1 < −1,

ce qui est le cas par hypothèse sur p.
Supposons maintenant seulement que l’intégrale de f sur S1 × {0} s’annule. Soit g(ω, x) =
f(ω, 0). La fonction f − g s’annule sur S1×{0} donc fY − gY ∈ Lp d’après la première partie
de la preuve. Il suffit donc de montrer que gY ∈ Lp. Posons χ(ω) = f(ω, 0) et Snχ(ω) =∑n−1

k=0 χ(F kω). Ainsi, gY (ω, x) = SϕY (ω,x)χ(ω).
Soit Mnχ(ω) = maxk6n |Skχ(ω)|. Soient δ > 0 et l = 1+δ

δ
, si bien que 1

l
+ 1

1+δ
= 1. Alors∫

ϕY >2

|gY |p =
∞∑
n=2

∫
S1

∫ 1/2+Xn−1(Fω)/2

1/2+Xn(Fω)/2

∣∣Snχ(ω)
∣∣p du dω

6
∞∑
k=1

∫
S1

∫ 1/2+X
2k−1 (Fω)/2

1/2+X
2k

(Fω)/2

|M2kχ(ω)|p du dω

6
∞∑
k=1

∫
S1

X2k−1(Fω)|M2kχ(ω)|p dω 6
∞∑
k=1

‖X2k−1 ◦ F‖1+δ ‖M2kχ‖plp ,

où on a utilisé l’inégalité de Hölder à la dernière ligne. Si δ est assez petit, lp > 2, donc le
corollaire 1.5.16 implique que ‖M2kχ‖lp 6 Ck

lp−1
lp

√
2k. De plus,

‖X2k−1 ◦ F‖1+δ = ‖X2k−1‖1+δ 6

(∫
X2k−1

)1/(1+δ)

∼ C

(√
ln(2k−1)

2k−1

) 1
(1+δ)αmin
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par le théorème 1.5.17. Ainsi,
∫
|gY |p <∞ si 1

(1+δ)αmin
> p

2
, et il est possible de choisir δ > 0

de sorte que cette inégalité soit satisfaite puisque 1
αmin

> p
2
par hypothèse.

Démonstration du théorème 4.2.6. Soit f une fonction hölderienne. Le lemme 1.5.7 assure
que DfY (As,n) 6 Cn pour tout ensemble As,n de la partition de Markov de TY , donc∑
m[As,n]DfY (As,n) 6 C

∑
nm[As,n] = C par la formule de Kac. Ainsi, la condition (4.19)

est satisfaite.
Dans le cas αmin < 1/2, le lemme 4.2.7 montre que fY ∈ L2. En appliquant ce lemme à la
fonction 1, on obtient de même que ϕY ∈ L2. On a déjà vérifié (4.19), donc on peut appliquer
le premier cas du théorème 4.2.4. Cela démontre que f satisfait un théorème central limite.
Les deuxième et troisième cas étant similaires, on ne va s’intéresser qu’au troisième, i.e.
1/2 < αmin < 1 et e 6= 0. Supposons par exemple e > 0. Estimons m(fY > x).

Fait : m(fY > x) ∼
(
e
√

lnx
x

)1/αmin

A et m(fY < −x) = o
(√

lnx
x

)1/αmin

.

Démonstration. On démontre l’estimée sur m(fY > x), l’autre étant analogue.
Soit g ≡ e sur S1 × [0, 1]. Alors gY = ne sur [ϕY = n], ce qui implique que m(gY > ne) =

m(ϕY > n) ∼
(√

lnn
n

)1/αmin
A d’après la proposition 1.5.18.

Dans le cas général, considérons j = f − g, et prouvons que m(|jY | > x) = o
(√

lnx
x

)1/αmin
.

Comme fY = gY + jY , l’équation

m(gY > x(1 + ε))−m(|jY | > xε) 6 m(fY > x) 6 m(gY > x(1− ε)) +m(|jY | > xε)

permettra d’en déduire que m(fY > x) ∼ m(gY > x) et donc de conclure.
Soit γ > 0 avec γ < min(θ, αmax) où θ est le coefficient de Hölder de f . Le lemme 4.2.8
montre que jY ∈ Lp pour tout p < min

(
2

αmin
, 1
αmin(1−γ/αmax)

)
. On peut en particulier choisir

p > 1/ αmin. Alors m(|jY | > x) 6
∫ ( |jY |

x

)p
= O(x−p), ce qui termine la preuve. ♦

Les mêmes propriétés sont satisfaites par ϕY , avec la même preuve. On est donc dans le
troisième cas du théorème 4.2.4, ce qui permet de conclure.
Supposons finalement que 1

2
6 αmin < 1 et que e = 0. Sous les hypothèses du théorème, on

peut appliquer le lemme 4.2.8 avec p = 2 et obtenir que fY ∈ L2. Finalement, la proposition

1.5.18 montre quem[ϕY > x] ∼
(√

lnx
x

)1/αmin
A. On a vérifié toutes les hypothèses du premier

cas du théorème 4.2.4.
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4.3 Un résultat spectral perturbatif

Dans la suite de ce chapitre, on va développer une autre méthode pour démontrer le même
type de résultats que dans le théorème 4.2.4 en s’affranchissant de toute hypothèse sur ϕ
ou M , au prix d’un léger renforcement de (4.19) toujours vérifié dans les exemples. Cette
méthode sera spectrale : on a vu dans la partie 4.1 que, en perturbant les opérateurs de
transfert, on pouvait obtenir des théorèmes limites pour les applications Gibbs-Markov. Pour
les tours localement Gibbs-Markov, on va utiliser la même idée, en perturbant les opérateurs
de transfert de premier retour introduits dans le chapitre 2. Pour obtenir des informations sur
l’application, on aura ensuite besoin d’un résultat spectral abstrait permettant d’estimer les
inverses de certaines séries d’opérateurs (de la même façon que les résultats de la partie 2.2
ont permis d’étudier la vitesse de décorrélation). Cette partie est consacrée à la démonstration
d’un théorème de ce type.
Rappelons que les suites d’opérateurs de renouvellement ont été définies dans la définition
2.2.1.

Théorème 4.3.1. Soit Rn une suite d’opérateurs de renouvellement sur un espace de Banach
L. En particulier, soit µ > 0 pour lequel le projecteur spectral P associé à la valeur propre 1
de R(1) =

∑
Rn satisfait PR′(1)P = µP .

Soit α > 0. Pour tous n > 1 et t ∈ [−α, α], soit Rn(t) un opérateur sur L tel que t 7→ Rn(t)
soit continu en t = 0, avec Rn(0) = Rn et ‖Rn(t)‖ 6 Crn pour une certaine suite rn telle
que

∑
nrn <∞. Pour z ∈ D et t ∈ [−α, α], notons

R(z, t) =
∞∑
n=1

Rn(t)zn.

C’est une perturbation continue de R(z) =
∑
Rnz

n. Pour t petit et z proche de 1, R(z, t) est
proche de R(1), si bien qu’il admet une unique valeur propre λ(z, t) proche de 1. On suppose
que λ(1, t) = 1−(c+o(1))Λ(|t|), pour c ∈ C avec Re(c) > 0 et une certaine fonction continue
Λ : R+ → R+ qui ne s’annule qu’en 0.
Alors

1. Il existe ε0 > 0 tel que ∀|t| < ε0, I − R(z, t) est inversible pour tout z ∈ D. On peut
écrire (I −R(z, t))−1 =

∑
Tn,tz

n.
2. De plus, il existe des fonctions ε(t) et δ(n) qui tendent vers 0 quand t → 0 et n → ∞

telles que, ∀|t| < ε0, ∀n ∈ N∗,∥∥∥∥Tn,t − 1

µ

(
1− c

µ
Λ(|t|)

)n
P

∥∥∥∥ 6 ε(t) + δ(n). (4.23)

Par exemple, quand Λ(t) = tp, ce résultat implique que Tn,t/n1/p → e−c|t|
p/µ

µ
P .
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Remarque 4.3.2. On peut démontrer un théorème analogue lorsque la perturbation a lieu
sur [0, α] au lieu de [−α, α], avec exactement la même preuve. Ainsi, pour une perturbation
sur [−α, α] pour laquelle λ(1, t) = 1− a|t|p + ib sgn(t)|t|p + o(|t|p) avec a > 0, on peut encore
obtenir la conclusion du théorème, en l’appliquant d’une part sur [−α, 0] et d’autre part sur
[0, α].

Dans les applications du théorème 4.3.1 à la preuve de théorèmes limites, les opérateurs Rn

et Rn(t) seront bien compris, tandis que Tn,t sera relié à la fonction caractéristique E(eitSnf ).
Ainsi, la description de Tn,t donnée par (4.23) permettra d’étudier la convergence des fonctions
caractéristiques et donc d’obtenir des théorèmes limites.
Les résultats de la partie 2.2 décrivent précisément le comportement de R(z) = R(z, 0), il
reste à comprendre l’influence du paramètre perturbatif t pour démontrer le théorème 4.3.1.
Pour cela, on va utiliser les mêmes techniques d’analyse de Fourier que dans le paragraphe
2.2.2 . En particulier, on aura besoin du lemme de Wiener 2.2.3 et de la perturbation R̃(z)
de R(z) construite dans la preuve du théorème 2.2.5.
À partir de maintenant, et jusqu’à la fin de la preuve du théorème 4.3.1, les hypothèses et
les notations de tous les résultats seront celles du théorème 4.3.1.

4.3.1 Inversibilité de I −R(z, t)

Dans ce paragraphe, on démontre que I − R(z, t) est inversible lorsque (z, t) 6= (1, 0) et t
est assez petit. Le principal problème vient de z proche de 1, où R(z, t) a une valeur propre
λ(z, t) proche de 1. Étudions tout d’abord cette valeur propre.

Lemme 4.3.3. Sur un voisinage de (1, 0), on peut écrire λ(z, t) = 1 + (z − 1)(µ+ a(z, t))−
(c+ b(t))Λ(|t|) où les fonctions a et b tendent vers 0 respectivement en (1, 0) et 0.

Démonstration. Comme

R(z, t)−R(1, t)

z − 1
=
∞∑
n=0

zn

(
∞∑

k=n+1

Rk(t)

)
,

l’hypothèse de sommabilité assure que (z, t) 7→ R(z,t)−R(1,t)
z−1

est continue en t = 0. En écrivant

P (z, t)− P (1, t)

z − 1
=

1

2iπ

∫
|u−1|=δ

1

uI −R(z, t)

R(z, t)−R(1, t)

z − 1

1

uI −R(1, t)
du,

on obtient également la continuité de (z, t) 7→ P (z,t)−P (1,t)
z−1

en t = 0. Ainsi, en appliquant une
forme linéaire continue à l’équation

λ(z, t)− λ(1, t)

z − 1
P (z, t) =

R(z, t)−R(1, t)

z − 1
P (z, t) + (R(1, t)− λ(1, t))

P (z, t)− P (1, t)

z − 1
,
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on obtient également la continuité de G(z, t) = λ(z,t)−λ(1,t)
z−1

en t = 0. De plus G(z, 0) → µ
quand z → 1 d’après l’équation (2.12). On peut donc écrire G(z, t) = µ + a(z, t) où a(z, t)
s’annule en (1, 0). De plus, par hypothèse, λ(1, t) = 1 − (c + b(t))Λ(|t|) où b s’annule en 0.
Ainsi,

λ(z, t) = λ(1, t) + (z − 1)G(z, t) = 1− (c+ b(t))Λ(|t|) + (z − 1)(µ+ a(z, t)).

Proposition 4.3.4. Il existe ε0 > 0 tel que ∀(z, t) ∈ (D×[−ε0, ε0])\{(1, 0)}, I − R(z, t) est
inversible.

Démonstration. Supposons qu’il existe un voisinage V de (1, 0) tel que, sur V \{(1, 0)}, I −
R(z, t) est inversible. On peut supposer que V est de la forme U×[−ε1, ε1]. Pour w ∈ D\U ,
I−R(w) est inversible, donc I−R(z, t) est inversible dans un petit voisinage de (w, 0), qu’on
peut prendre de la forme Uw×[−εw, εw]. Par compacité, D\U est recouvert par un nombre
fini des Uw, disons Uw1 , . . . , Uwn . Pour conclure, il suffit de prendre ε0 = min(ε1, εw1 , . . . , εwn).
Ainsi, il suffit de construire un voisinage V comme ci-dessus. On doit montrer que la valeur
propre λ(z, t) de R(z, t) est différente de 1 quand (z, t) est proche – et différent – de (1, 0).
Cela vient essentiellement du développement asymptotique de λ(z, t) donné par le lemme
4.3.3, mais il faut écrire les choses soigneusement.
Soit K tel que µ

4
> 3|c|

2K
. Le voisinage V sera l’ensemble des couples (z, t) tels que |b(t)| 6

Re(c)/2 et |a(z, t)| 6 min
(
µ
4
, Re(c)

2K

)
.

Fixons (z, t) ∈ V ∩ (D×R). Supposons que λ(z, t) = 1, on va montrer que (z, t) = (1, 0) en
traitant deux cas : soit | Im(z − 1)| > |z − 1|/2, soit |Re(z − 1)| > |z − 1|/2.

1. Si | Im(z−1)| > |z−1|/2. Supposons par exemple Im(z−1) > |z−1|/2. Comme µ > 0
et z ∈ D, on a Re(µ(z − 1)) 6 0 donc

1 = Re(λ(z, t)) = 1 + Re(µ(z − 1)) + Re(a(z, t)(z − 1))− (Re(c) + Re(b(t))Λ(|t|)

6 1 + |a(z, t)||z − 1| − (Re(c)− |b(t)|)Λ(|t|) 6 1 +
Re(c)

2K
|z − 1| − Re(c)

2
Λ(|t|).

Ainsi, |z − 1| > KΛ(|t|). La partie imaginaire donne alors

0 = Im(λ(z, t)) > (µ− |a(z, t)|) Im(z − 1)− (|c|+ |b(t)|)Λ(|t|) > µ

2

|z − 1|
2
− 3|c|

2

|z − 1|
K

.

La définition de K implique que |z− 1| = 0. Comme |z− 1| > KΛ(|t|) et Λ ne s’annule
qu’en 0, on obtient aussi t = 0.

2. Si |Re(z − 1)| > |z − 1|/2. Comme Re(z − 1) 6 0, on a en fait Re(z − 1) 6 −|z − 1|/2.
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Alors

1 = Re(λ(z, t)) 6 1 + Re(µ(z − 1)) + |a(z, t)||z − 1| − (Re(c)− |b(t)|)Λ(|t|)

6 1− µ |z − 1|
2

+ |a(z, t)||z − 1| − Re(c)

2
Λ(|t|)

6 1− |z − 1|µ
4
− Re(c)

2
Λ(|t|).

Ainsi, |z − 1| = 0, i.e. z = 1, et Λ(|t|) = 0 donc t = 0.

En particulier, pour |t| < ε0, la série entière I − R(z, t) est partout inversible sur D. Son
inverse est également analytique par [DS58, lemme VII.6.13], et il peut donc s’écrire sous la
forme

∑
Tn,tz

n. De plus, pour t 6= 0, tout peut s’étendre continûment à la frontière ∂D, ce
qui implique que les Tn,t sont les coefficients de Fourier de la fonction (I − R(z, t))−1 vue
comme une fonction de S1 dans A = Hom(L,L).

4.3.2 Convergence de R̃(z, t)

Dans ce paragraphe, on va travailler exclusivement sur S1 (ainsi, z désignera un point de S1

et pas de D).
Pour utiliser des méthodes de séries de Fourier sur R(z, t), on aura besoin qu’il ait une valeur
propre proche de 1 bien définie pour tout z, ce qui n’est a priori pas le cas. On va donc
remplacer R(z, t) par une autre série R̃(z, t).

Construction de R̃(z, t).

On utilise la fonction R̃(z) qui a été construire dans la deuxième étape de la preuve du
théorème 2.2.5. On pose R̃(z, t) = R̃(z) − (R(z)−

∑∞
n=1 z

nRn(t)). L’hypothèse de somma-
bilité uniforme du théorème 4.3.1, associée à la continuité de t 7→ Rn(t) en 0, assurent que
l’application t 7→ R̃(·, t) est continue en t = 0 pour la norme de A(A). Rappelons que cette
algèbre de Banach introduite dans le paragraphe 2.2.1 est constituée des fonctions continues
de S1 dans A dont les coefficients sont sommables. En particulier, l’application t 7→ R̃(·, t)
est également continue pour la norme du sup, si bien que R̃(z, t) a une valeur propre λ̃(z, t)
proche de 1 bien définie pour t assez petit. De plus, pour z dans un voisinage de 1, on a
λ̃(z, t) = λ(z, t), qui est différent de 1 quand (z, t) 6= 0. Si z n’est pas dans ce voisinage de 1,
alors λ̃(z, t) est proche de λ̃(z), et est donc également différent de 1 si t est assez petit.
Le résultat principal de ce paragraphe est la proposition suivante. Rappelons que les hypo-
thèses sont celles du théorème 4.3.1.
Proposition 4.3.5. On a∥∥∥∥∥∥

(
I − R̃(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

)−1

−

(
I − R̃(z)

1− z

)−1
∥∥∥∥∥∥
A(A)

−−→
t→0

0.
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Démonstration. Soient P̃ (z, t) le projecteur spectral associé à la valeur propre λ̃(z, t) de
R̃(z, t) et Q̃(z, t) = I − P̃ (z, t). On a alors

I − R̃(z, t) = (1− λ̃(z, t))P̃ (z, t) + (I − R̃(z, t)Q̃(z, t))Q̃(z, t).

Ainsi,(
I − R̃(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

)−1

=
1− (1− c

µ
Λ(|t|))z

1− λ̃(z, t)
P̃ (z, t) +

(
1−

(
1− c

µ
Λ(|t|)

)
z

)
(I − R̃(z, t)Q̃(z, t))−1Q̃(z, t).

Comme R̃(z, t) → R̃(z) lorsque t → 0, la continuité de l’inversion donne la convergence
dans A(A) de P̃ (z, t) et Q̃(z, t) respectivement vers P̃ (z) et Q̃(z). Comme I − R̃(z)Q̃(z)
est inversible pour tout z ∈ S1, le lemme de Wiener montre que son inverse appartient
également à A(A). On obtient alors également la convergence de (I − R̃(z, t)Q̃(z, t))−1 vers
(I − R̃(z)Q̃(z))−1 dans A(A).

Il suffit donc de démontrer que
1−(1− c

µ
Λ(|t|))z

1−λ̃(z,t)
→ 1−z

1−λ̃(z)
(dans A(C)) pour conclure. Mais

cette convergence résulte du lemme suivant, du lemme de Wiener et de la continuité de
l’inversion.

Lemme 4.3.6. On a ∥∥∥∥∥ 1− λ̃(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

− 1− λ̃(z)

1− z

∥∥∥∥∥
A(C)

−−→
t→0

0.

Démonstration. On va travailler la plupart du temps avec le cercle S1 plongé dans C, mais
on aura parfois également besoin de le considérer comme T = R/2πZ, auquel cas la variable
sera notée θ.
Rappelons quelques résultats sur les séries de Fourier. Pour |θ| 6 π et ε > 0 petit, soit ∆ε(θ) =

sup
(

0, 1− |θ|
ε

)
: cette fonction est supportée par {θ ∈ [−ε, ε]}. Notons aussi Vε = 2∆2ε−∆ε :

cette fonction est égale à 1 sur {θ ∈ [−ε, ε]} et s’annule hors de {θ ∈ [−2ε, 2ε]}. On utilisera
Vε et 1 − Vε comme partition (continue) de l’unité. Par [Kah70, page 56], ‖Vε‖A(C) 6 3. De
plus, Vε est C1 par morceaux, sa dérivée étant bornée par 1/ε.
Si g : T→ C est continue et C1 par morceaux, alors ([Kah70, page 56, équation (1)])

‖g‖A(C) 6 |c0(g)|+
(
π

12

∫ π

−π
|g′(θ)|2 dθ

)1/2

. (4.24)
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Finalement, si f : S1 → C appartient à A(C) et satisfait f(1) = 0, alors ([Kah70, page 56])

‖fVε‖A(C) −−→ε→0
0. (4.25)

Fixons |t| < ε0 et notons ψt = VG(|t|) pour G(t) = Λ(t)1/3 et ϕt = 1 − ψt, sur S1 ou T. En
notant At(z) = 1−λ̃(z,t)

1−(1− c
µ

Λ(|t|))z , on doit montrer que At(z) tend dans A(C) vers B(z) = 1−λ̃(z)
1−z .

On va montrer que At(z)ψt(z)−B(z)ψt(z)→ 0 et At(z)ϕt(z)−B(z)ϕt(z)→ 0.
Dans cette preuve, on écrira C(z) pour une fonction dont la norme dans A(C) est bor-
née par une constante. Par exemple, comme ‖Vt‖A(C) 6 3, on remplacera parfois Vt(z) par
C(z). De la même façon, 1−z

1−(1− c
µ

Λ(|t|))z = 1 − c
µ
Λ(|t|)

∑∞
n=1(1 − c

µ
Λ(|t|))n−1zn, si bien que∥∥∥ 1−z

1−(1− c
µ

Λ(|t|))z

∥∥∥
A(C)
6 1 +

|c|
µ

Λ(|t|)

1−|1− c
µ

Λ(|t|)| . Comme Re c > 0, cette quantité reste bornée quand

t→ 0. Ainsi, on pourra également remplacer 1−z
1−(1− c

µ
Λ(|t|))z par C(z).

En utilisant exactement les mêmes équation que dans la preuve du lemme 4.3.3 (mais avec
des tildes partout) et le lemme de Wiener, on vérifie que K(z, t) = λ̃(z,t)−λ̃(1,t)

z−1
− λ̃(z)−λ̃(1)

z−1
tend

vers 0 dans A(C) quand t→ 0.
Étape 1 (près de z = 1) : At(z)ψt(z)−B(z)ψt(z) tend vers 0 dans A(C).

On sait que λ̃(z)−λ̃(1)
z−1

∈ A(C) d’après la troisième étape de la preuve du théorème 2.2.5.

Comme ce quotient tend vers µ quand z → 1, on peut écrire λ̃(z)−λ̃(1)
z−1

= µ + F (z) où
F ∈ A(C) et F (1) = 0. Comme R̃(z) = R(z) dans un voisinage de 1, on a λ̃(1, t) = λ(1, t) =
1− (c+ b(t))Λ(|t|). Cela donne

λ̃(z, t) = 1− (c+ b(t))Λ(|t|) + (z − 1) (K(z, t) + F (z) + µ) .

Ainsi,

At(z) =
1− λ̃(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

= µ+
1− z

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

(F (z) +K(z, t) + cΛ(|t|)) +
Λ(|t|)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

b(t).

Par conséquent,

At(z)ψt(z)

= µψt(z) + C(z)F (z)ψt(z) + C(z)(K(z, t) + Λ(|t|)) +
Λ(|t|)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

b(t)ψt(z).
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On vérifie aisément que Λ(|t|)
1−(1− c

µ
Λ(|t|))z est borné dans A(C). De plus, µ = B(z) − F (z), et le

terme F (z)ψt(z) peut être inclus dans C(z)F (z)ψt(z). Finalement,

At(z)ψt(z)−B(z)ψt(z) = C(z)F (z)ψt(z) + C(z)(Λ(|t|) +K(z, t) + b(t)).

Dans le terme le plus à droite, tout tend vers 0 quand t → 0. De plus, (4.25) montre que
F (z)ψt(z)→ 0. Cela conclut la première étape.
Étape 2 (loin de z = 1) : At(z)ϕt(z)−B(z)ϕt(z) tend vers 0 dans A(C).
On part de

1− λ̃(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

− 1− λ̃(z)

1− z

=
1− λ̃(z)

1− z

(
1− z

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

− 1

)
+

1− z
1− (1− c

µ
Λ(|t|))z

λ̃(z)− λ̃(z, t)

1− z
.

On va voir que chaque terme à droite, multiplié par ϕt, tend vers 0 dans A(C) quand t→ 0.
On va utiliser le fait que |z − 1| > CG(|t|) sur le support de ϕt. Cela implique que |1− (1−
c
µ
Λ(|t|))z| > CG(|t|)−DΛ(|t|) > C ′G(|t|) puisque Λ(t) = o(G(t)). Dans la suite, C désignera

une constante générique.
Le premier terme.

Comme 1−λ̃(z)
1−z ∈ A(C), il suffit de montrer que f =

(
1−z

1−(1− c
µ

Λ(|t|))z − 1
)
ϕt(z) tend vers 0. On

va utiliser (4.24).
On a

|f(z)| 6
|c|
µ

Λ(|t|)
CG(|t|)

6 CΛ(|t|)2/3.

En particulier, |c0(f)| 6 CΛ(|t|)1/3.
Pour la dérivée, si on note f(θ) = h(θ)ϕt(θ), on a f ′ = h′ϕt + hϕ′t. Comme |h| 6 CΛ(|t|)2/3

et |ϕ′t| 6 1/G(|t|), on obtient |hϕ′t| 6 CΛ(|t|)1/3.
Pour estimer h′, on écrit

h(θ) = −
c
µ
Λ(|t|)

1− c
µ
Λ(|t|)

+

c
µ
Λ(|t|)

1− c
µ
Λ(|t|)

1

1− (1− c
µ
Λ(|t|))eiθ

.

Ainsi,

h′(θ) = i
cΛ(|t|)
µ

1

(1− (1− c
µ
Λ(|t|))eiθ)2

.

Sur le support de ϕt, le module du dénominateur est > (CG(|t|))2. On obtient donc |h′ϕt| 6
CΛ(|t|)1/3.
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On a montré que |f ′| 6 CΛ(|t|)1/3. Comme |c0(f)| 6 CΛ(|t|)1/3, (4.24) implique donc que
‖f‖A(C) 6 CΛ(|t|)1/3.
Le deuxième terme.
Comme 1−z

1−(1− c
µ

Λ(|t|))z est borné dans A(C), il suffit de montrer que g(z) = λ̃(z,t)−λ̃(z)
1−z ϕt(z) tend

vers 0 dans A(C).

Écrivons encore K(z, t) = λ̃(z,t)−λ̃(1,t)
z−1

− λ̃(z)−λ̃(1)
z−1

. Cette différence tend vers 0 quand t → 0.
On a

g(z) = K(z, t)ϕt(z) + (λ̃(1)− λ̃(1, t))
ϕt(z)

1− z
.

Le premier terme K(z, t)ϕt(z) tend vers 0. Pour le second, posons h(z) = ϕt(z)
1−z . On a |c0(h)| 6

1
CG(|t|) et

|h′(θ)| =
∣∣∣∣i ϕt(θ)

(1− eiθ)2
+

1

1− eiθ
ϕ′t(θ)

∣∣∣∣ 6 1

C2G(|t|)2
+

1

CG(|t|)
1

G(|t|)
.

L’équation (4.24) montre que ‖h‖A(C) 6
C

G(|t|)2 = O(Λ(|t|)−2/3). Comme λ̃(1) − λ̃(1, t) =

O(Λ(|t|)), on obtient finalement
∥∥∥(λ̃(1)− λ̃(1, t))ϕt(z)

1−z

∥∥∥
A(C)

= O(Λ(|t|)1/3), ce qui conclut la

deuxième étape de la preuve du lemme 4.3.6.

4.3.3 Conclusion de la preuve du théorème 4.3.1

Proposition 4.3.7. On a∥∥∥∥∥∥
(

I −R(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

)−1

−
(
I −R(z)

1− z

)−1

∥∥∥∥∥∥
A(A)

−−→
t→0

0.

Démonstration. Soit χ1, χ2 une partition C∞ de l’unité de S1 telle que R = R̃ sur le support

de χ1, et posons A(z, t) =
(

I−R(z,t)
1−(1− c

µ
Λ(|t|))z

)−1

.

La proposition 4.3.5 montre que χ1(z)A(z, t)→ χ1(z)A(z, 0). Pour le terme χ2(z)A(z, t), on
peut modifier R sur un petit voisinage de 1 pour que I −R(z) soit partout inversible, ce qui
ne change pas χ2(z)A(z, t). Le lemme de Wiener et la continuité de l’inversion donnent alors
que χ2(z)A(z, t)→ χ2(z)A(z, 0).

Preuve du théorème 4.3.1. Pour conclure la preuve, on va construire des fonctions ε(t) et
δ(n) qui satisfont (4.23).
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La proposition 4.3.7 montre qu’on peut écrire(
I −R(z, t)

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

)−1

=

(
I −R(z)

1− z

)−1

+ Ft(z)

où Ft(z) ∈ A(A) tend vers 0 quand t→ 0. De plus, la proposition 2.2.9 montre que(
I −R(z)

1− z

)−1

=
1

µ
P + (1− z)A(z)

où A(z) =
∑
Anz

n avec An → 0. On obtient∑
Tn,tz

n = (I −R(z, t))−1

=
1

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

1

µ
P +

1− z
1− (1− c

µ
Λ(|t|))z

A(z) +
1

1− (1− c
µ
Λ(|t|))z

Ft(z).

Dans le premier terme, le coefficient de zn est 1
µ

(
1− c

µ
Λ(|t|)

)n
P et correspond à (4.23). On

doit vérifier que les deux autres termes peuvent être majorés par ε(t) + δ(n).
Soit δ(n) le maximum pour t ∈ [−ε0, ε0] du coefficient cn(t) de zn dans 1−z

1−(1− c
µ

Λ(|t|))zA(z). On
va montrer que δ(n)→ 0 quand n→∞. On a

1− z
1− (1− c

µ
Λ(|t|))z

= 1− c

µ
Λ(|t|)

∞∑
n=1

(
1− c

µ
Λ(|t|)

)n−1

zn.

Ainsi,

cn(t) = An −
c

µ
Λ(|t|)

n−1∑
k=0

(
1− c

µ
Λ(|t|)

)n−k−1

Ak.

Comme Re(c) > 0 et Λ(t)→ 0 quand t→ 0, on a
∣∣∣1− c

µ
Λ(|t|)

∣∣∣ 6 1− Re c
2µ

Λ(|t|) si t est assez
petit. Soit C qui majore ‖An‖ pour n ∈ N. Fixons ε > 0, et N tel que ∀k > N , ‖Ak‖ 6 ε.
Alors, si n > N ,

‖cn(t)‖ 6 ‖An‖+
|c|
µ

Λ(|t|)
N−1∑
k=0

(
1− Re c

2µ
Λ(|t|)

)n−k−1

‖Ak‖

+
|c|
µ

Λ(|t|)
n−1∑
k=N

(
1− Re c

2µ
Λ(|t|)

)n−k−1

ε

6 ε+N
|c|
µ
CΛ(|t|)

(
1− Re c

2µ
Λ(|t|)

)n−N
+ Eε.
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Si ε0 est assez petit, Λ(|t|)
(

1− Re c
2µ

Λ(|t|)
)n−N

tend uniformément vers 0 sur [−ε0, ε0] quand
n→∞. Pour n assez grand, on obtient donc ‖cn(t)‖ 6 (2 + E)ε, et δ(n) 6 (2 + E)ε.
Majorons finalement les coefficients de 1

1−(1− c
µ

Λ(|t|))zFt(z), ce qui donnera le terme ε(t). Les

coefficients de Fourier de 1
1−(1− c

µ
Λ(|t|))z sont 6 1, ce qui implique que le coefficient de zn dans

le produit est au plus
∑n

k=0 ‖Ft(z)k‖ 6 ‖Ft‖A(A). Comme ‖Ft‖A(A) → 0 quand t → 0, on
peut prendre ε(t) = ‖Ft‖A(A) pour conclure.

4.4 Tours localement Gibbs-Markov : méthode spectrale

Dans cette partie, on s’intéresse à une tour localement Gibbs-Markov transitive T : X → X
de base Y et préservant une mesure de probabilité m. On n’utilisera que des distances sur
X de la forme dτ (x, y) = τ s(x,y) où τ < 1. Comme toute distance pour laquelle T est Gibbs-
Markov est majorée par une telle distance d’après la remarque 1.1.5, on ne perd pas en
généralité. On notera Dτf(a) la meilleure constante de Lipschitz de f sur a pour la distance
dτ . On notera ϕY : Y → N∗ le temps de retour à Y et α0 la partition induite sur Y par la
partition de Markov de T .
On dira qu’une fonction f : X → R appartient à I(X, Y ) si :

1. ∀N ∈ N, il existe des constantes CN et 0 < τN < 1 telles que, sur YN =
⋃N−1

0 T i(Y ),
on ait |f | 6 CN et, si x, y ∈ YN satisfont s(x, y) > 1, alors |f(x)− f(y)| 6 CNτ

s(x,y)
N .

2. Notons fY (x) =
∑ϕY (x)−1

k=0 f(T kx) l’application induite par f sur Y . Alors il existe τ < 1
tel que

∑
a∈α0

m[a]DτfY (a) <∞.
3. Il existe τ < 1 et 0 < η 6 1 tels que

∑
a∈α0

ϕY (a)m[a]DτfY (a)η <∞.
Les fonctions de I(X, Y ) induisent des “bonnes” fonctions sur la base Y , ce qui va permettre
de démontrer des théorèmes limites en utilisant les résultats spectraux de la partie 4.3.
Par exemple, si f est bornée et hölderienne et l’application induite fY est également hölde-
rienne sur Y , alors ces conditions sont satisfaites pour η = 1 car

∑
a∈α0

ϕY (a)m(a) = m(X) <
∞, par la formule de Kac. Les conditions plus faibles dans la définition de I(X, Y ) sont utiles
dans les applications, par exemple quand f est non bornée.
Si f est bornée et hölderienne et m[ϕY > n] = O(1/nβ) pour un certain β > 1, alors
f ∈ I(X, Y ) : la première condition est claire, la seconde résulte de la formule de Kac car
DτfY (a) 6 CϕY (a), et la troisième est satisfaite pour tout η < min(1, β − 1).

Théorème 4.4.1. Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov transitive de base Y ,
préservant une mesure de probabilité m. Soit f ∈ I(X, Y ) une fonction intégrable de moyenne
nulle. Alors
– Si fY ∈ L2(Y ), il existe une constante σ2 > 0 telle que 1√

n
Snf → N (0, σ2). De plus, σ2 = 0

si et seulement si il existe une fonction mesurable χ : X → R telle que f = χ − χ ◦ T
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presque partout.
– Si m(|fY | > x) = x−2l(x) avec L(x) := 2

∫ x
1
l(u)
u

du à variation lente et non bornée, soit
Bn → +∞ telle que nL(Bn) = B2

n. Alors
1
Bn
Snf → N (0, 1).

– Si m(fY > x) = (c1 + o(1))x−pL(x) et m(fY < −x) = (c2 + o(1))x−pL(x), où L est une
fonction à variation lente, p ∈]1, 2[, et c1, c2 > 0 satisfont c1 + c2 > 0, soit Bn → +∞ telle
que nL(Bn) = Bp

n. Alors
1
Bn
Snf → Zp,c,β où c = (c1 + c2)Γ(1− p) cos

(
pπ
2

)
et β = c1−c2

c1+c2
.

Ce théorème est analogue au théorème 4.2.4, au moins en ce qui concerne les conclusions : il
affirme que, si la distribution de fY est dans le domaine d’attraction d’une certaine loi normale
ou stable, alors les sommes de Birkhoff de f convenablement renormalisées convergent vers
cette loi, la normalisation étant la même que dans le cas indépendant.
Il y a cependant des différences entre ces deux théorèmes : le théorème 4.2.4 fait intervenir
des hypothèses sur le temps de retour, tandis qu’il n’y a aucune hypothèse de ce type dans le
théorème 4.4.1. D’un autre côté, les hypothèses de régularité sont un peu plus fortes dans le
théorème 4.4.1 : d’une part, il y a la condition supplémentaire

∑
a∈α0

ϕY (a)m[a]DτfY (a)η <
∞, et d’autre part la première condition dans la définition de I(X, Y ) requiert que f soit
bornée et hölderienne sur toute la tour (même si les constantes peuvent dépendre de la
hauteur dans la tour). Cependant, dans la pratique, toutes ces conditions sont vérifiées, si
bien qu’on peut souvent appliquer indifféremment les théorèmes 4.2.4 ou 4.4.1. Par exemple,
tous les exemples du paragraphe 4.2.3 peuvent être étudiés à l’aide du théorème 4.4.1.
En revanche, les techniques de preuve sont très différentes : dans les deux cas, on utilise
des informations sur l’application induite TY , mais c’est le seul point commun aux deux
arguments. Il ne faut donc pas s’étonner que les possibilités de généralisation soient très
différentes : on verra dans le chapitre 5 que l’approche du théorème 4.4.1 est très féconde
pour démontrer des résultats limites plus subtils, qui ne semblent pas accessibles par des
méthodes élémentaires comme celle du théorème 4.2.4.

Remarque 4.4.2. Le théorème reste en fait valable pour des classes de fonctions un peu
plus grandes que I(X, Y ) : au cours de la preuve, on verra que ce qui est important est qu’il
existe des parties de l’espace de mesure arbitrairement grandes sur lesquelles f induit des
fonctions assez régulières. Lorsque f ∈ I(X, Y ), on prend pour ces parties

⋃N−1
0 T i(Y ) pour

N →∞, mais d’autres choix sont possibles.

4.4.1 Réduction au cas mélangeant

Pour démontrer le théorème 4.4.1, on va appliquer le théorème 4.3.1 aux opérateurs de trans-
fert de premier retour. Pour cela, il faut qu’ils forment une suite d’opérateurs de renouvelle-
ment, ce qui n’est vrai que lorsque T : X → X est Markov-mélangeante. Dans ce paragraphe,
on va voir qu’il suffit de traiter le cas Markov-mélangeant puisqu’il implique le cas Markov-
transitif :
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Proposition 4.4.3. Si le théorème 4.4.1 est vrai pour les tours Markov-mélangeantes, alors
il est également vrai pour les tours Markov-transitives.

Démonstration. Soient T : X → X et f : X → R vérifiant les hypothèses du théorème 4.4.1.
D’après la proposition 1.3.14, il existe un entier d > 1 et une partition X0, . . . , Xd−1 de X
telle que T envoie Xi dans Xi+1 pour 0 6 i 6 d− 1, et telle que la restriction de T d à chaque
Xi est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante. La base de la tour T d : Xi → Xi est
obtenue en prenant les éléments de α contenus dans Xi et de hauteur au plus d− 1 dans la
tour X.
On traite tout d’abord le troisième cas du théorème 4.4.1, i.e. on suppose que m(fY > x) =
(c1 + o(1))x−pL(x) et m(fY < −x) = (c2 + o(1))x−pL(x). Soit 0 6 i 6 d − 1, et notons fYi
la fonction induite par Sdf =

∑d−1
0 f ◦ T k sur la base Yi de la tour Xi. Soit ϕi le temps de

retour de Yi à lui-même pour l’application T d, alors fYi(y) =
∑dϕi(y)−1

k=0 f(T ky). Soit a ∈ α0.
Si ϕY (a) < d, alors fY est bornée sur a× {0} par d ‖f‖∞, et fYi est également bornée par la
même constante sur l’éventuel élément de Yi de la forme a× {k} avec k < d− 1. Sinon, soit
k < d− 1 tel que a×{k} ⊂ Yi. Pour y ∈ a, on a fY (y, 0) = fYi(y, k)± d ‖f‖∞. Cela implique
que fYi vérifie aussi m(fYi > x) = (c1 + o(1))x−pL(x) et m(fYi < −x) = (c2 + o(1))x−pL(x).
De la même façon, on vérifie que fYi ∈ I(Xi, Yi) en utilisant que fY ∈ I(X, Y ). Ainsi, on
peut appliquer le théorème 4.4.1 à la fonction (Sdf)|Xi dans la tour localement Gibbs-Markov
mélangeante T d : Xi → Xi munie de la mesure de probabilité mi =

m|Xi
m(Xi)

, et on obtient que,
pour tout intervalle I de R,

m{y ∈ Xi | Sdnf(y)/Bdn ∈ I} → m(Xi)P (Z ∈ I)

où Z = Zp,c,β est comme dans la conclusion du théorème 4.4.1. En sommant sur les différents
Xi, on trouve que Sdnf/Bdn → Z sur X. On étend ensuite ce résultat à des temps arbitraires,
de la forme dn + r avec 0 6 r 6 d − 1, en remarquant que Sdnf et Sdn+rf sont à distance
bornée l’un de l’autre sur des ensembles de mesure arbitrairement proche de 1, tandis que
Bn → +∞.
Le deuxième cas du théorème est analogue.
Dans le cas du théorème central limite, on montre par le même type d’argument que fYi ∈
L2(Yi) pour tout i, si bien que Sdnf/

√
dn converge en loi sur Xi vers une gaussienne N (0, σ2

i ),
mais la variance dépend a priori de i. Pour x ∈ Xi, on a 1√

dn
Sdnf(Tx) = 1√

dn
Sdnf(x) +

f(T dnx)−f(x)√
dn

. Comme f(T dnx)−f(x)√
dn

tend vers 0 en probabilité, on en déduit que les lois limites
de Sdnf/

√
dn sur Xi et sur Xi+1 sont les mêmes, i.e. que σi = σi+1. En notant σ la valeur

commune des σi, on conclut comme plus haut que Snf/
√
n→ N (0, σ2).

Finalement, si σ2 = 0, alors Sdf est un cobord sur X0, i.e. il s’écrit χ − χ ◦ T d pour une
certaine fonction mesurable χ : X0 → R. On étend χ à tout X en posant, pour x ∈ X0 et
0 6 k 6 d− 1, χ(T kx) = χ(x)−

∑k−1
0 f(T kx). On vérifie alors que f = χ− χ ◦ T sur X, et

f est donc un cobord pour T .
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La suite de cette partie est consacrée à la démonstration du théorème 4.4.1 dans le cas
Markov-mélangeant. En fait, on va essentiellement s’intéresser au cas du théorème central
limite, i.e. le cas fY ∈ L2, et on verra dans un dernier paragraphe comment traiter les deux
autres cas. On va commencer par travailler sur Y , avant de voir qu’on peut en fait faire le
même raisonnement sur

⋃N−1
0 T i(Y ).

4.4.2 Le résultat local sur Y

Dans ce paragraphe, on suppose que f satisfait les hypothèses du premier cas du théorème
4.4.1, i.e. f ∈ I(X, Y ) et fY ∈ L2(Y ).
Rappelons que les opérateurs de transfert de premier retour Rn ont été définis dans la partie
2.1, où on a également vu qu’ils formaient une suite d’opérateurs de renouvellement puisque
T est Markov-mélangeante. On perturbe ces opérateurs en posant Rn(t) = Rn(eitfY ·) =
Rn(eitSnf ·). On perturbe également les opérateurs Tn de la partie 2.1 par Tn,t = Tn(eitSnf ·).
Comme les sommes de Birkhoff de f pour T et de fY pour TY coïncident, l’équation du
renouvellement (2.3) est encore valide pour ces perturbations, i.e.

Tn,t =
∑

k1+...+kl=n

Rk1(t) . . . Rkl(t).

Cette équation peut aussi s’écrire
∑
Tn,tz

n =
(
I −

∑
Rn(t)zn

)−1.
Pour des raisons techniques, on va faire agir les opérateurs non pas sur Lτ (Y ) l’espace des
fonctions lipschitziennes pour la distance dτ , mais plutôt sur Lτη(Y ) où η est comme dans
la définition de I(X, Y ). Comme τ η > τ , la distorsion de TY est également τ η-hölderienne,
si bien que l’application T est encore une tour localement Gibbs-Markov pour la distance
dτη . En particulier, toutes les estimées sur les tours localement Gibbs-Markov continuent à
s’appliquer. Par exemple, le lemme 2.1.2 implique que ‖Rn‖Lτη = O(m[ϕY = n]).

Lemme 4.4.4. Il existe des constantes rn et α > 0 telles que, ∀n > 1,∀t ∈ [−α, α],
‖Rn(t)‖Lτη 6 rn, avec

∑
nrn <∞.

De plus, pour tout n > 1, l’application t 7→ Rn(t) est continue en t = 0.

Démonstration. On va utiliser les opérateurs MaY ,t
introduits dans le paragraphe 4.1.1, pour

l’application Gibbs-Markov TY . On a Rn(t) =
∑
MaY ,t

où la somme porte sur tous les
cylindres aY = [a]Y avec ϕY (a) = n. En additionnant les estimées données par le lemme
4.1.2, on obtient

‖Rn(t)‖Lτη 6 ‖Rn‖Lτη +B

 ∑
a∈α0,ϕY (a)=n

m[a]DτfY (a)η +

∫
{ϕY =n}

|eitfY − 1| dm


6 Cm[ϕY = n] +B

∑
a∈α0,ϕY (a)=n

m[a]DτfY (a)η + 2Bm[ϕY = n] =: rn.
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On sait que
∑

a∈α0
ϕY (a)m(a)DτfY (a)η < ∞ par définition de I(X, Y ), et que

∑
nm[ϕY =

n] = m(X) <∞ par la formule de Kac. Cela montre que
∑
nrn <∞.

Finalement, pour obtenir la continuité de t 7→ Rn(t) en t = 0, on somme encore les estimées
du lemme 4.1.2, mais cette fois dans l’espace Lτη (i.e. les quantités τ et η du lemme sont
prises égales respectivement à τ η et 1). La somme

∑
m[a]DτηfY (a) est finie puisqu’elle est

majorée par
∑
m[a]DτfY (a) qui est elle-même finie par définition de I(X, Y ). On obtient

‖Rn(t)−Rn‖Lτη 6 B|t|.

On va appliquer le théorème 4.3.1 aux opérateurs Rn(t) agissant sur Lτη . Il faut pour cela
un contrôle de la norme de Rn(t), donné par le lemme 4.4.4, et d’autre part un contrôle de
la valeur propre λ(1, t) de R(1, t) =

∑
Rn(t) = T̂Y (eitfY ·). Comme TY est Gibbs-Markov et

fY ∈ L2, le théorème 4.1.4 assure que λ(t) = 1− σ2

2m(Y )
t2+o(t2) pour un certain σ2 > 0. Notons

que cette normalisation en σ2

2m(Y )
est la normalisation naturelle étant donné que m(Y ) < 1.

Si σ2 6= 0, toutes les hypothèses du théorème 4.3.1 sont satisfaites pour Λ(t) = t2 et c = σ2

2m(Y )
,

et on obtient :

Proposition 4.4.5. Supposons que σ2 > 0. Alors, ∀t ∈ R,∫
T−nY ∩Y

eitSnf/
√
n dm→ m(Y )2e−σ

2t2/2.

Démonstration. Si t est fixé, t/
√
n ∈ [−ε0, ε0] pour n assez grand, si bien qu’on peut appliquer

le théorème 4.3.1. La constante µ est égale à 1
m(Y )

d’après le lemme 2.1.5.
D’une part,∫

Tn,t/√n1 dm =

∫
1Y T̂

n(eitSnf/
√
n1Y ) dm =

∫
1Y ◦ T n · eitSnf/

√
n1Y dm

=

∫
T−nY ∩Y

eitSnf/
√
n dm,

et d’autre part∫
Tn,t/√n1 dm =

∫ (
1− σ2

2µm(Y )

t2

n

)n
1

µ
P (1) dm+ o(1) =

m[Y ]

µ
e−σ

2t2/2 + o(1)

en utilisant P (1) = 1Y , et 1/µ = m(Y ) donc µm(Y ) = 1.

Si σ2 = 0, on ne peut pas utiliser le théorème 4.3.1, mais on a néanmoins le résultat suivant :

Proposition 4.4.6. Supposons que σ2 = 0. Alors f est un cobord sur X, i.e. il existe une
fonction mesurable χ : X → R telle que f = χ− χ ◦ T .
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Démonstration. Le théorème 4.1.4 montre que, si σ2 = 0, alors fY est un cobord, i.e. on peut
l’écrire sous la forme fY = ψ − ψ ◦ TY pour une certaine fonction ψ : Y → R. Il faut revenir
de fY à f .
On étend ψ à tout l’espace X par ψ(x) = 0 si x 6∈ Y . Alors, en posant f̃ = f − ψ + ψ ◦ T ,
on a pour x ∈ Y

ϕY (x)−1∑
0

f̃(T ix) = fY (x)− ψ(x) + ψ(TY x) = 0.

Posons δ(x) =
∑ϕY (x)−1

0 f̃(T ix), où ϕY désigne le premier retour (respectivement la première
entrée) dans Y si x ∈ Y (respectivement x 6∈ Y ). Alors, si Tx 6∈ Y , on a f̃(x) = δ(x)−δ(Tx),
tandis que si Tx ∈ Y alors δ(Tx) = 0 et δ(x) = f̃(x) donc f̃(x) = δ(x) − δ(Tx). Ainsi,
l’égalité f̃ = δ − δ ◦ T a lieu partout, puis f = (ψ + δ)− (ψ + δ) ◦ T .

4.4.3 Le résultat local sur
⋃N−1

i=0 T i(Y )

On suppose encore que f ∈ I(X, Y ) et que fY ∈ L2. La proposition 4.4.5 décrit alors∫
T−nY ∩Y e

itSnf/
√
n, alors qu’on aurait besoin de connaître

∫
eitSnf/

√
n pour démontrer le pre-

mier cas du théorème 4.4.1. Pour estimer cette intégrale, on va utiliser des parties de plus en
plus grandes de X auxquelles on pourra encore appliquer (une version légèrement modifiée
de) la proposition 4.4.5.
Soit Z = ZN =

⋃N−1
i=0 T i(Y ) la réunion desN premiers étages de la tour. Alors l’application TZ

induite par T sur Z est markovienne pour la partition αN obtenue en restreignant α à Z, mais
elle n’est pas Gibbs-Markov, puisque les images des éléments de la base n’ont pas une mesure
uniformément minorée. Cependant, sur les éléments qui n’ont pas une grande image (i.e. ceux
qui ne reviennent pas à la base de la tour), il n’y a pas de distorsion : TZ est un isomorphisme
qui préserve la mesure entre chacun de ces éléments et leurs images. Cela permet de faire
marcher toutes les preuves sur les applications Gibbs-Markov, en distinguant à chaque fois les
éléments qui reviennent à la base et les autres. Plus précisément, en répétant avec de légères
variations les preuves dans le cas Gibbs-Markov, on peut démontrer les résultats suivants, qui
sont les analogues dans ce cadre des résultats valables pour les applications Gibbs-Markov.
Les preuves détaillées sont données dans [Gou04a].

1. [Corollaire 1.1.14] Notons Lτ (Z) les fonctions sur Z qui sont lipschitziennes pour la dis-
tance dτ (x, y) = τ s(x,y) sur chaque élément de αN , et bornées. Alors T̂Z agit continûment
sur Lτ (Z). De plus, pour tout n > N , T̂ nZ vérifie une inégalité de Doeblin-Fortet.
Pour la preuve de la continuité, on traite séparément les points qui reviennent à la base
et les autres. Pour l’inégalité de Doeblin-Fortet, on utilise le fait que tous les éléments
de la partition retournent à la base en temps < N , ce qui donne une grande image.

2. [Proposition 1.1.15] Soit u : Z → R intégrable avec
∑

a∈αN m[a]Du(a) <∞ et qui, sur
l’ensemble des points qui ne retournent pas à la base, est bornée et lipschitzienne pour
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dτ . Alors T̂Zu ∈ Lτ (Z).

3. [Proposition 1.1.17] L’opérateur T̂Z agissant sur Lτ (Z) a une valeur propre simple isolée
en 1, le projecteur spectral correspondant étant donné par Pu =

∫
Z u

m[Z]
.

4. Les opérateurs de premier retour Rn(Z) forment encore une suite d’opérateurs de re-
nouvellement.
La seule petite différence dans les arguments est que, dans la preuve du lemme 2.1.4,
R(z)n ne vérifie une inégalité de Doeblin-Fortet que pour n > N .

5. Le théorème 4.1.4 est valable pour toute fonction h : Z → R avec
∑

a∈αN m[a]Dh(a) <

∞, h ∈ L2(Z) et
∫
h = 0, et qui, sur l’ensemble des points qui ne retournent pas à la

base, est bornée et lipschitzienne pour dτ .
En effet, la même preuve s’applique encore, en notant que les hypothèses supplémen-
taires sur h impliquent que T̂Zh ∈ Lτ (Z) d’après le point 2.

Pour pouvoir appliquer les arguments du paragraphe 4.4.2, on aura en plus besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.4.7. Il existe τ < 1 tel que l’application fZ induite par f sur Z vérifie les propriétés
suivantes : ∑

a∈αN

ϕZ(a)m[a]DτfZ(a)η <∞

et ∑
a∈αN

m[a]DτηfY (a) <∞.

Démonstration. On sait que ces propriétés sont vérifiées par fY sur Y . On va démontrer la
première, la seconde étant analogue.
Soient A l’ensemble des éléments de la partition de Z qui ne retournent pas à la base Y de
la tour à la prochaine itération de TZ , et B l’ensemble de ceux qui reviennent à la base. Si
a ∈ A, alors ϕZ = 1 sur a et fZ = f est uniformément τN -hölderienne sur ces ensembles,
d’après la définition de I(X, Y ). Par conséquent, si τ > τN ,∑

a∈A

ϕZ [a]m[a]DτfZ(a)η 6 C
∑
a∈A

m[a] 6 Cm[Z] <∞.

Soient a ∈ B et x, y ∈ a. Soient x′ et y′ les points dans la base de la tour correspondant à x
et y, et a′ l’élément de partition correspondant : x = T ix′ et y = T iy′ pour un certain i < N .
Alors fY (x′) =

∑i−1
0 f(T jx′) + fZ(x), et on a la même expression pour y, donc si τ > τN

|fZ(x)− fZ(y)| 6 |fY (x′)− fY (y′)|+
i−1∑
j=0

|f(T jx′)− f(T jy′)|

6 CDτfY (a′)τ s(x
′,y′) + CNτ s(x

′,y′) 6 (CDτfY (a′) + CN)τ s(x,y)
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en utilisant s(x′, y′) = s(x, y). Comme ϕZ(a) 6 ϕY (a′), on obtient∑
a∈B

ϕZ [a]m[a]DτfZ(a)η 6
∑
a′∈α0

ϕY [a′]m[a′](CDτfY (a′) + CN)η.

Cette dernière somme est finie par la formule de Kac et l’hypothèse sur fY .

Les estimées du lemme 4.4.7 permettent alors de démontrer l’analogue sur Z du lemme 4.4.4.
De plus, on démontre de la même manière que fZ ∈ L2(Z). La fonction f , appartenant à
I(X, Y ), est bornée et lipschitzienne sur Z. Comme fZ(x) = f(x) si x ne retourne pas à la
base de la tour, fZ est bornée et lipschitzienne sur l’ensemble des points de Z dont l’image
par TZ n’est pas dans la base de la tour. Le théorème 4.1.4 s’applique donc à fZ , et il montre
que la valeur propre proche de 1 de T̂Z,t peut se mettre sous la forme λZ(t) = 1− σ2

N

2m(Z)
t2+o(1)

pour un certain σN > 0.
On a vérifié toutes les hypothèses nécessaires pour appliquer le théorème 4.4.1 aux opérateurs
de transfert de premier retour Rn(Z), dans le cas σN > 0. On démontre donc de la même
façon que dans le paragraphe 4.4.2 l’analogue suivant des propositions 4.4.5 et 4.4.6 :

Proposition 4.4.8. Si σN = 0, alors f est un cobord sur X.
Sinon,

∫
Z∩T−nZ e

itSnf/
√
n dm→ m(Z)2e−σ

2
N t

2/2.

4.4.4 Démonstration du théorème central limite

Dans ce paragraphe, on démontre le premier cas du théorème 4.4.1. Pour cela, on aura besoin
de voir que la variance σN sur ZN ne dépend pas de N :

Proposition 4.4.9. σN est indépendant de N .

Démonstration. On fixe N > 1, et on va montrer que σN = σ1. On écrira Z = ZN et
fZ(x) =

∑ϕZ(x)−1
0 f(x). Rappelons que fY désigne la même fonction, mais sur la base Y et

avec le temps de retour ϕY . On notera ϕ̃ le temps de retour de Y à lui-même pour l’application
TZ induite par T sur Z. Avec ces notations, pour x ∈ Y , fY (x) =

∑
j<ϕ̃(x) fZ(T jZx).

Le théorème 4.1.4 donne que σ2
1 =

∫
f 2
Y + 2

∫
afY où a = (I − T̂Y )−1(T̂Y fY ) et T̂Y est

l’opérateur de transfert associé à TY . De la même façon, σ2
N =

∫
f 2
Z + 2

∫
bfZ où b = (I −

T̂Z)−1(T̂ZfZ).
On définit une fonction c sur Z par c(x, i) = a(x) +

∑i−1
j=0 fZ(T jZx) pour x dans la base de la

tour et i < ϕ̃(x). Alors, si ψ est une fonction bornée sur Z, on va montrer que∫
Z

c · (ψ − ψ ◦ TZ) =

∫
Z

fZ · ψ ◦ TZ . (4.26)
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Notons que la définition de a implique que, pour toute fonction χ sur Y ,
∫
Y
a · (χ−χ◦TY ) =∫

Y
fY · χ ◦ TY . Ainsi,∫
Z

c · (ψ − ψ ◦ TZ) =

∫
Y

∑
i<ϕ̃(x)

(
a(x) +

∑
j<i

fZ(T jZx)

)
(ψ(T iZx)− ψ(T i+1

Z x))

=

∫
Y

a(x)(ψ(x)− ψ(TY x)) +
∑

j<i<ϕ̃(x)

fZ(T jZx)(ψ(T iZx)− ψ(T i+1
Z x))

=

∫
Y

fY (x)ψ(TY x) +
∑

j<ϕ̃(x)−1

fZ(T jx)(ψ(T j+1
Z x)− ψ(TY x))

=

∫
Y

∑
j<ϕ̃(x)

fZ(T jZx)ψ(TY x) +
∑

j<ϕ̃(x)−1

fZ(T jx)(ψ(T j+1
Z x)− ψ(TY x))

=

∫
Y

∑
j<ϕ̃(x)−1

fZ(T jZx)ψ(T j+1
Z x) + fZ(T

ϕ̃(x)−1
Z x)ψ(TY x)

=

∫
Y

∑
j<ϕ̃(x)

fZ(T jZx)ψ(T j+1
Z x) =

∫
Z

fZ(x)ψ(TZx).

L’équation (4.26) implique que (I − T̂Z)c = T̂ZfZ . Par définition de b, on a aussi (I − T̂Z)b =

T̂ZfZ . Ainsi, c− b est dans le noyau de I − T̂Z , c’est donc une constante K, et c = b+K.
On calcule finalement σ2

1, en utilisant
∫
fZ = 0 :

σ2
1 =

∫
Y

f 2
Y + 2fY a =

∫
Y

 ∑
i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)

2

+ 2
∑
i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)a(x)

=

∫
Y

∑
i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)2 + 2
∑

j<i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)fZ(T jZx)

+ 2
∑
i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)

(
c(T iZx)−

∑
j<i

fZ(T jZx)

)

=

∫
Y

∑
i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)2 + 2
∑
i<ϕ̃(x)

fZ(T iZx)c(T iZx) =

∫
Z

fZ(x)2 + 2fZ(x)c(x)

=

∫
Z

fZ(x)2 + 2fZ(x)(b(x) +K) =

∫
Z

fZ(x)2 + 2fZ(x)b(x) = σ2
N .

Conclusion de la preuve du premier cas du théorème 4.4.1. Soit σ2 le nombre égal à tous les
σN , comme le garantit la proposition 4.4.9.
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Si σ2 = 0, alors la proposition 4.4.6 montre que f est un cobord. Ainsi, Snf/
√
n tend vers 0

en probabilité, et le théorème est prouvé.
Supposons maintenant que σ2 > 0. Soit t ∈ R, on veut montrer que

∫
X
eitSnf/

√
n → e−σ

2t2/2.
Soit ε > 0. Soit Z = ZN avec N assez grand pour que m(Z) > 1 − ε. La proposition 4.4.8
appliquée dans ZN montre qu’il existe n0 tel que, pour n > n0,∣∣∣∣∫

T−nZ∩Z
eitSnf/

√
n −m(Z)2e−σ

2t2/2

∣∣∣∣ 6 ε.

De plus,∣∣∣∣∫
X

eitSnf/
√
n −

∫
T−nZ∩Z

eitSnf/
√
n

∣∣∣∣ 6 m(X\(Z ∩ T−nZ))

6 m(X\Z) +m(X\T−nZ) = 2m(X\Z) 6 2ε.

Finalement, ∣∣∣e−σ2t2/2 −m(Z)2e−σ
2t2/2

∣∣∣ 6 1−m(Z)2 6 2ε.

Ces trois inégalités montrent que
∣∣∣∫X eitSnf/√n − e−σ2t2/2

∣∣∣ 6 5ε, ce qui conclut la preuve.

4.4.5 Preuve des autres cas du théorème 4.4.1

La preuve est quasiment la même que celle du théorème central limite. On ne considère que
le cas p ∈]1, 2[, le dernier cas étant analogue.
On travaille sur Z = ZN la réunion des N premiers étages de la tour. En posant fZ(x) =∑ϕZ(x)−1

0 f(x), le lemme 4.4.7 montre que
∑
ϕZ [a]m[a]DτfZ(a)η < ∞ et

∑
m[a]DτfZ(a) <

∞. Pour appliquer le théorème 4.1.7 pour obtenir le développement de la valeur propre λ(t)

de T̂Z,t, on doit estimer m[fZ > x] et m[fZ < −x] pour x grand.
Sur la base Y de la tour, c1 est caractérisé par m[fY > x] = (c1 + o(1))x−pL(x). On va
montrer qu’on a aussi m[fZ > x] = (c1 + o(1))x−pL(x). Soient ∆ le dernier étage de la tour
dans Z, et Λ sa projection sur la base Y . Alors fZ est bornée sur Z\∆ et fY est bornée sur
Y \Λ, donc il suffit de considérer ∆ et Λ. Soient x ∈ Λ et y = TN−1x son image dans ∆. Alors
fZ(y) = fY (x) +

∑N−2
i=0 f(T ix). Comme la somme est bornée par C = N

∥∥f|Z∥∥∞, on obtient
fZ(y) = fY (x)±C. Ainsi, si x est assez grand, m[fY > x−C] > m[fZ > x] > m[fY > x+C].
Comme m[fY > x] = (c1 + o(1))x−pL(x), on obtient la même estimée pour m[fZ > x] en
utilisant la variation lente de L. De la même façon, m[fZ < −x] = (c2 + o(1))x−pL(x).
En utilisant le théorème 4.1.7 on obtient que λ(t) = 1− a|t|pL(1/|t|) + ib sgn(t)|t|pL(1/|t|) +
o(|t|pL(1/|t|)), pour a = c

m(Z)
et b = c

m(Z)
β tan

(
pπ
2

)
.

On utilise ensuite la remarque 4.3.2, avec Λ(t) = tpL(1/t), pour obtenir∥∥∥∥Tn,t − 1

µ

(
1− c|t|pL(1/|t|) + icβ tan

(pπ
2

)
sgn(t)|t|pL(1/|t|)

)n
P

∥∥∥∥ 6 ε(t) + δ(n).
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Si Bn est défini par Bp
n = nL(Bn), on a

n
|t|p

Bp
n
L

(
Bn

|t|

)
= |t|pL(Bn/|t|)

L(Bn)
→ |t|p

puisque L est à variation lente. Ainsi,

Tn,t/Bn →
1

µ
e−c|t|

p+icβ tan( pπ2 ) sgn(t)|t|pP.

En appliquant ce résultat à la fonction 1 et en intégrant, on obtient∫
T−nZ∩Z

eitSnf/Bn dm→ m(Z)2e−c|t|
p(1−iβ sgn(t) tan( pπ

2
)),

et l’exponentielle qui apparaît ici est la fonction caractéristique de la loi stable Zp,c,β.
On fait ensuite tendre N vers +∞ et on conclut la preuve comme celle du théorème central
limite.
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Théorèmes de la limite locale et de
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Dans le chapitre précédent, on s’est intéressé aux théorèmes limites les plus simples pour les
sommes de Birkhoff d’applications markoviennes, c’est-à-dire la convergence en loi de la suite

1
Bn
Snf pour une certaine normalisation Bn → +∞. En théorie des probabilités, il existe de

nombreux raffinements de ces théorèmes limites, par exemple donnant la vitesse de conver-
gence (théorème de Berry-Esseen), ou encore des renseignements plus précis sur certaines
probabilités (théorème de la limite locale). Dans le cas des applications Gibbs-Markov, ces

189
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théorèmes sont assez faciles à démontrer par des méthodes spectrales perturbatives en utili-
sant le développement de la valeur propre donné par le théorème 4.1.4 et le fait que toutes
les erreurs sont exponentiellement petites (voir par exemple [Bro96]).
Dans ce chapitre, qui correspond essentiellement à l’article [Gou05], on va démontrer ces
théorèmes dans le cas des tours localement Gibbs-Markov. Les preuves reposeront sur le
développement perturbatif des opérateurs de transfert de premier retour, comme dans la
partie 4.4, mais en contrôlant précisément les termes d’erreur. Ce contrôle proviendra d’une
version quantitative du théorème 4.3.1, qu’on va démontrer dans la partie 5.1. On l’appliquera
ensuite dans les parties 5.3 et 5.4 pour démontrer le théorème de la limite locale et le théorème
de Berry-Esseen dans certaines tours localement Gibbs-Markov. Enfin, dans une dernière
partie, on montrera comment en déduire le même type de résultats pour des applications
non-uniformément dilatantes générales : contrairement aux théorèmes limites démontrés dans
le chapitre précédent, la réduction au cas des tours localement Gibbs-Markov demande ici des
arguments non triviaux, particulièrement pour vérifier certaines hypothèses d’apériodicité.

5.1 Un résultat spectral perturbatif quantitatif

Si (an)n∈N et (bn)n∈N sont deux suites réelles, on note (an) ? (bn) la suite cn =
∑n

k=0 akbn−k.
Si (an)n∈Z et (bn)n∈Z sont deux suites sommables indexées par Z, on pose aussi (an) ? (bn) =∑∞

k=−∞ akbn−k.
Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant, qui nous permettra plus tard
d’estimer des fonctions caractéristiques de la forme

∫
eitSnf avec un terme d’erreur explicite.

Rappelons que les suites d’opérateurs de renouvellement ont été définies dans la définition
2.2.1.

Théorème 5.1.1. Soit β > 2. Soit (Rn)n>1 une suite d’opérateurs de renouvellement sur
un espace de Banach L, avec

∑∞
k=n+1 ‖Rk‖ = O(1/nβ). En particulier, soit µ > 0 tel que le

projecteur spectral P associé à la valeur propre 1 de R(1) =
∑
Rn satisfait PR′(1)P = µP .

Soit α > 0. Pour tous n > 1 et t ∈ [−α, α], soit Rn(t) un opérateur sur L tel que∑∞
k=n+1 ‖Rk(t)−Rk‖ 6 C|t|/nβ−1. Pour z ∈ D et t ∈ [−α, α], notons R(z, t) =

∑
znRn(t).

Soit λ(z, t) la valeur propre proche de 1 de R(z, t), pour (z, t) proche de (1, 0). On suppose
que λ(1, t) = 1− Ξ(t) avec Ξ(t) ∼ ct2 pour une certaine constante c telle que Re(c) > 0.
Alors, pour t assez petit, I − R(z, t) est inversible pour tout z ∈ D. Notons son inverse∑
Tn,tz

n. Alors il existe ε0 > 0, d > 0 et C > 0 tels que, pour tout t ∈ [−ε0, ε0], pour tout
n ∈ N∗, ∥∥∥∥Tn,t − 1

µ

(
1− 1

µ
Ξ(t)

)n
P

∥∥∥∥ 6 C

nβ−1
+ C|t|

(
1

nβ−1

)
?
(
1− dt2

)n
. (5.1)



5.1. UN RÉSULTAT SPECTRAL PERTURBATIF QUANTITATIF 191

5.1.1 Estimées techniques préliminaires

La preuve du théorème 5.1.1 se fera essentiellement en travaillant dans certaines algèbres de
Banach judicieusement choisies, qui satisferont le lemme de Wiener. Elles sont analogues aux
algèbres introduites dans la partie 2.2.4.
Soit A une algèbre de Banach (la plupart du temps, on prendra A = Hom(L,L)). Pour
γ > 1, on note Oγ(A) l’ensemble des séries

∑
n∈ZAnz

n où An ∈ A,
∑
‖An‖ < ∞ et

supn∈Z |n|γ ‖An‖ <∞. Cette définition est analogue à la définition 2.2.14 pour la suite un =
1/nγ, la différence étant qu’on exige également un contrôle en −∞. On montre comme dans la
proposition 2.2.15 qu’il existe sur Oγ(A) une norme équivalente à

∑
‖An‖+supn∈Z |n|γ ‖An‖

qui en fait une algèbre de Banach. De plus, cette algèbre de Banach satisfait le lemme de
Wiener, la preuve du théorème 2.2.16 s’adaptant immédiatement.
On aura également besoin de l’algèbre de Banach O+

γ (A) donnée par l’ensemble des séries∑
Anz

n ∈ Oγ(A) avec An = 0 pour n < 0. C’est une sous-algèbre fermée de Oγ(A), et
elle satisfait également un lemme de Wiener : si

∑
Anz

n ∈ O+
γ (A) et si cette somme est

inversible pour tout z ∈ D, alors cette série admet un inverse dans O+
γ (A). La preuve du

théorème 2.2.16 s’adapte en effet directement à ce cas.

Notation. Soient f : [−α, α]×Z→ R+ pour un certain α > 0 et A une algèbre de Banach.
On note OA(f(t, n)) l’ensemble des séries

∑∞
n=−∞ cn(t)zn où cn : [−α, α]→ A est telle qu’il

existe α′ > 0 et C > 0 tels que

∀t ∈ [−α′, α′],∀n ∈ Z, ‖cn(t)‖ 6 Cf(t, n).

On omettra souvent l’indice dans OA. Comme d’habitude, on écrira souvent
∑
cn(t)zn =

O(f(t, n)) au lieu de la notation formellement plus correcte
∑
cn(t)zn ∈ O(f(t, n)). On

écrira également O(g(n)) pour l’ensemble des séries de la forme
∑
Anz

n avec ‖An‖ 6 Cg(n)
pour une certaine constante C. C’est un cas particulier de la notation précédente, dans lequel
les fonctions f(t, n) sont indépendantes de t. Jusqu’à la fin de la partie 5.1, le symbole O se
référera exclusivement à cette notation.

Remarque 5.1.2. Il ne faut pas confondre les notations O et O : il y a des similarités, ce
qui explique qu’on ait utilisé la même lettre, mais la notation calligraphique O indique en
plus qu’on a affaire à une algèbre de Banach. En particulier, on peut y utiliser la continuité
de l’inversion ou le lemme de Wiener.

Avec ces notations, le lemme de Wiener dans l’algèbre Oγ(A) se reformule comme suit : si∑
Anz

n = O(1/(|n| + 1)γ) pour γ > 1 et
∑
Anz

n est inversible pour tout z ∈ S1, alors
(
∑
Anz

n)−1 = O(1/(|n|+ 1)γ). Le fait que Oγ(A) soit une algèbre de Banach implique aussi
que, pour γ > 1,

O

(
1

(|n|+ 1)γ

)
? O

(
1

(|n|+ 1)γ

)
⊂ O

(
1

(|n|+ 1)γ

)
, (5.2)
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i.e., si deux séries
∑

n∈ZAnz
n et

∑
n∈ZBnz

n (avec An, Bn ∈ A) vérifient supn∈Z(|n| +
1)γ ‖An‖ < ∞ et supn∈Z(|n| + 1)γ ‖Bn‖ < ∞, alors la série

∑
Cnz

n := (
∑
Anz

n) (
∑
Bnz

n)
satisfait aussi supn∈Z(|n|+ 1)γ ‖Cn‖ <∞.
Pour alléger les notations, on notera souvent t au lieu de |t| dans ce qui suit. De manière
équivalente, le lecteur peut considérer que les preuves sont écrites pour t > 0. On notera
aussi 1

|n|γ au lieu de 1
(|n|+1)γ

, en négligeant le problème en n = 0.
Lemme 5.1.3. Lorsque γ > 1 et d > 0,

O

(
1

|n|γ

)
? O

(
1n>0t

2(1− dt2)n
)
⊂ O

(
1

|n|γ
+ 1n>0t

2

(
1− d

2
t2
)n)

.

Démonstration. Pour n < 0, le n-ième terme de la convolution entre 1
|n|γ et 1n>0t

2(1− dt2)n

est majoré par
∑∞

k=0 t
2(1− dt2)k 1

|n|γ 6
C
|n|γ . Pour n > 0, il est majoré par

n/2∑
k=−∞

1

|k|γ
t2(1− dt2)n/2 +

n∑
k=n/2

1

(n/2)γ
t2(1− dt2)n−k 6 Ct2(1− dt2)n/2 +

C

nγ
.

Comme
√

1− dt2 6 1− d
2
t2, on obtient la conclusion.

Lemme 5.1.4. Soient γ > 1 et d > 0. Soit Gt(z) = O
(

t
|n|γ + 1n>0t

3(1− dt2)n
)
, et supposons

que F (z) = O(1/|n|γ) est inversible pour tout z ∈ S1. Alors
[
F (z) + Gt(z)

]−1
= F (z)−1 +

O
(

t
|n|γ + 1n>0t

3
(
1− d

64
t2
)n).

Démonstration. On suppose tout d’abord que F (z) = 1. Si on pose Ht(z) =
∑

n∈Z
t
|n|γ z

n +∑
n∈N t

3(1 − dt2)nzn, la norme du coefficient de zn dans [1 + Gt(z)]−1 est majorée par le
coefficient de zn dans [1−Ht(z)]−1. Ainsi, il suffit de considérer 1

1−tK(z)− t3

1−(1−dt2)z

où K(z) =∑
zn

|n|γ . Notons que

1

1− tK(z)− t3

1−(1−dt2)z

=
1

1− tK(z)− t3
1− (1− dt2)z

1− (1− dt2)
[
1 + t3

1−tK(z)−t3

]
z
. (5.3)

Pour t assez petit,
∣∣∣(1− dt2)

[
1 + t3

1−tK(z)−t3

]∣∣∣ < 1, donc

1− (1− dt2)z

1− (1− dt2)
[
1 + t3

1−tK(z)−t3

]
z

=
(
1− (1− dt2)z

) ∞∑
n=0

(1− dt2)n
[
1 +

t3

1− tK(z)− t3

]n
zn

= 1 +
tz(1− dt2)

1− tK(z)− t3
t2
∞∑
n=0

(1− dt2)n
[
1 +

t3

1− tK(z)− t3

]n
zn.

(5.4)
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Étudions tout d’abord la somme. Soit A = Oγ(C) l’algèbre de Banach des séries dont les
coefficients sont dans O(1/|n|γ). Comme K(z) ∈ A, on a 1 − tK(z) − t3 = 1 + OA(t).
Puisque l’inversion est lipschitzienne sur une algèbre de Banach, on obtient t3

1−tK(z)−t3 =

t3 +OA(t4). Par conséquent, pour t assez petit,
∥∥∥[1 + t3

1−tK(z)−t3

]n∥∥∥
A
6 C(1 + 2t3)n. Lorsque

t est assez petit pour que (1−dt2)(1+2t3) 6
(
1− d

2
t2
)
, le coefficient cp de zp dans t2

∑∞
n=0(1−

dt2)n
[
1 + t3

1−tK(z)−t3

]n
zn vérifie donc

cp = t2
∞∑
n=0

(1− dt2)n
([

1 +
t3

1− tK(z)− t3

]n)
−n+p

6 C

∞∑
n=0

t2(1− dt2)n
(1 + 2t3)n

| − n+ p|γ

6 C

∞∑
n=0

t2
(

1− d

2
t2
)n

1

| − n+ p|γ
.

On retrouve la même expression que dans la convolution entre O
(
1n>0t

2
(
1− d

2
t2
)n) et

O(1/|n|γ), qu’on a déjà estimée dans le lemme 5.1.3. Ainsi, on obtient

t2
∞∑
n=0

(1− dt2)n
[
1 +

t3

1− tK(z)− t3

]n
zn = O

(
1

|p|γ
+ 1p>0t

2

(
1− d

4
t2
)p)

.

Comme tz(1−dt2)
1−tK(z)−t3 = O(t/|n|γ), une autre convolution donne

(5.4) = 1 +O

(
t

|n|γ
+ 1n>0t

3

(
1− d

8
t2
)n)

.

En multipliant par 1
1−tK(z)−t3 = 1 +O

(
t
|n|γ

)
, on obtient

(5.3) = 1 +O

(
t

|n|γ
+ 1n>0t

3

(
1− d

16
t2
)n)

.

Cela conclut la preuve du cas F (z) = 1.
On traite maintenant le cas de F (z) arbitraire. Notons que[

F (z) +Gt(z)
]−1

=
[
1 + F (z)−1Gt(z)

]−1
F (z)−1.

Par le lemme de Wiener, F (z)−1 = O
(

1
|n|γ

)
, et le lemme 5.1.3 donne donc F (z)−1Gt(z) =

O
(

t
|n|γ + 1n>0t

3
(
1− d

2
t2
)n). Ainsi, le cas F (z) = 1 implique que

[
1 + F (z)−1Gt(z)

]−1
= 1 +O

(
t

|n|γ
+ 1n>0t

3

(
1− d

32
t2
)n)

.

On obtient le résultat en convolant une dernière fois avec F (z)−1.
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5.1.2 Démonstration du théorème 5.1.1

Soit Ξ(t) comme dans le théorème 5.1.1. On fixe une fois pour toutes d > 0 tel que |1− 1
µ
Ξ(t)| 6

1−dt2 pour t assez petit, et on restreint t à un intervalle dans lequel cette inégalité est vraie.
L’inversibilité de R(z, t) pour z ∈ D et t assez petit est démontrée dans la proposition 4.3.4.

On va utiliser la perturbation R̃(z, t) de R(z, t) définie dans le paragraphe 4.3.2. Étudions
tout d’abord sa valeur propre λ̃(z, t) proche de 1.

Lemme 5.1.5. On a

1− λ̃(z, t)

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

=
1− λ̃(z)

1− z
+O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

2
t2
)n)

.

Démonstration. SoientK(z, t) = λ̃(1,t)−λ̃(z,t)
1−z − 1−λ̃(z)

1−z et B(z) = 1−λ̃(z)
1−z . Rappelons que λ̃(1, t) =

λ(1, t) = 1− Ξ(t). On a alors

λ̃(z, t) = 1− Ξ(t) + (z − 1)(K(z, t) +B(z)).

Ainsi,

1− λ̃(z, t)

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

−B(z) =
Ξ(t) + (1− z)(K(z, t) +B(z))−

[
1− (1− 1

µ
Ξ(t))z

]
B(z)

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

= K(z, t)
1− z

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

+ Ξ(t)
1− zB(z)/µ

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

= I + II.

Étudions tout d’abord I. On a

1− z
1− (1− 1

µ
Ξ(t))z

= 1− 1

µ
Ξ(t)

∞∑
n=1

(
1− 1

µ
Ξ(t)

)n−1

zn = 1 +O(1n>0t
2(1− dt2)n). (5.5)

Soit A = Oβ−1(Hom(L,L)) l’algèbre de Banach des fonctions dont les coefficients de Fourier
sont dans O(1/|n|β−1) pour n ∈ Z. On a R̃(z,t)−R̃(1,t)

z−1
= R̃(z)−R̃(1)

z−1
+ OA(t). La preuve du

lemme 4.3.3 s’applique dans l’algèbre A et avec des tildes partout, en utilisant le lemme
de Wiener pour vérifier qu’on reste dans A quand on prend les inverses. Elle montre que
λ̃(z,t)−λ̃(1,t)

z−1
= λ̃(z)−λ̃(1)

z−1
+ OA(t), i.e. K(z, t) = O(t/|n|β−1). En multipliant cette estimée et

(5.5) et en utilisant le lemme 5.1.3, on obtient

I = O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

2
t2
)n)

.
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Comme R̃(z)−R̃(1)
z−1

= O
(

1
|n|β

)
, on montre que B(z) = O

(
1
|n|β

)
en répétant la troisième étape

de la preuve du théorème 2.2.5 dans l’algèbre de Banach Oβ(Hom(L,L)). Comme 1−zB(z)/µ

s’annule en 1 d’après l’équation (2.12) et est dans O
(

1
|n|β

)
, il peut s’écrire sous la forme

(1− z)D(z) avec D(z) = O(1/|n|β−1).
Comme Ξ(t) = O(t2), l’équation (5.5) montre que Ξ(t) 1−z

1−(1− 1
µ

Ξ(t))z
= O(t2 +1n>0t

4(1−dt2)n).

Le terme II est obtenu en multipliant cette expression et D(z) = O(1/|n|β−1). Le lemme
5.1.3 montre donc que

II = O

(
t2

|n|β−1
+ 1n>0t

4

(
1− d

2
t2
)n)

.

Corollaire 5.1.6. On a I − R̃(z, t)

1−
(

1− 1
µ
Ξ(t)

)
z

−1

=

(
I − R̃(z)

1− z

)−1

+O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

256
t2
)n)

.

Démonstration. Soient P̃ (z, t) le projecteur spectral associé à la valeur propre λ̃(z, t) de
R̃(z, t) et Q̃(z, t) = I − P̃ (z, t). Soit A = Oβ−1(Hom(L,L)). Alors R̃(z, t) = R̃(z) + OA(t)
puisque Rn(t) = Rn +O(t/nβ−1) par hypothèse. Comme A vérifie le lemme de Wiener, l’ex-
pression intégrale du projecteur spectral P̃ (z, t) montre que P̃ (z, t) = P̃ (z) +OA(t). De plus,
I − R̃(z, t)Q̃(z, t) = I − R̃(z)Q̃(z) +OA(t), donc (I − R̃(z, t)Q̃(z, t))−1 = (I − R̃(z)Q̃(z))−1 +

OA(t), puisque I − R̃(z)Q̃(z) est inversible dans A et l’inversion est lipschitzienne.
Comme

I − R̃(z, t) = (1− λ̃(z, t))P̃ (z, t) + (I − R̃(z, t)Q̃(z, t))Q̃(z, t),

les lemmes 5.1.4 et 5.1.5 impliquent que(
I − R̃(z, t)

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

)−1

=
1− (1− 1

µ
Ξ(t))z

1− λ̃(z, t)
P̃ (z, t) +

(
1−

(
1− 1

µ
Ξ(t)

)
z

)
(I − R̃(z, t)Q̃(z, t))−1Q̃(z, t)

=

[
1− z

1− λ̃(z)
+O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

128
t2
)n)][

P̃ (z) +O

(
t

|n|β−1

)]
+
[
(1− z) +O(1n=0t

2)
] [

(I − R̃(z)Q̃(z))−1 +O

(
t

|n|β−1

)][
Q̃(z) +O

(
t

|n|β−1

)]
=

1− z
1− λ̃(z)

P̃ (z) + (1− z)(I − R̃(z)Q̃(z))−1Q̃(z) +O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

256
t2
)n)
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=

(
I − R̃(z)

1− z

)−1

+O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

256
t2
)n)

.

Corollaire 5.1.7. On a I −R(z, t)

1−
(

1− 1
µ
Ξ(t)

)
z

−1

=

(
I −R(z)

1− z

)−1

+O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

512
t2
)n)

.

Démonstration. Soit χ1, χ2 une partition de l’unité C∞ de S1 telle que R(z) = R̃(z) sur le sup-

port de χ1. Comme χ1 est C∞, χ1(z) = O(1/|n|β−1). Si on note A(z, t) =

(
I−R(z,t)

1−(1− 1
µ

Ξ(t))z

)−1

,

le corollaire 5.1.6 implique donc que

χ1(z)A(z, t) = χ1(z)A(z, 0) +O

(
t

|n|β−1
+ 1n>0t

3

(
1− d

512
t2
)n)

.

En ce qui concerne χ2, on peut modifier R hors du support de χ2 de sorte que I −R(z) soit
partout inversible sur S1. Soit A = Oβ−1(Hom(L,L)). Comme I−R(z, t) = I−R(z)+OA(t),
le lemme de Wiener implique que (I −R(z, t))−1 = (I −R(z))−1 +OA(t), donc

χ2(z)A(z, t) = χ2(z)A(z, 0) +O

(
t

|n|β−1

)
.

Les fonctions apparaissant dans l’énoncé de ce corollaire sont en fait définies sur tout le disque
D, i.e. leurs coefficients s’annulent pour n < 0. Cependant, il était important dans la preuve
de travailler dans un contexte moins rigide, entre autres pour introduire des partitions de
l’unité.

Démonstration du théorème 5.1.1. Soit

Ft(z) =

 I −R(z, t)

1−
(

1− 1
µ
Ξ(t)

)
z

−1

−
(
I −R(z)

1− z

)−1

.

D’après le théorème 2.2.20, il existe A(z) = O
(

1
nβ−1

)
tel que(

I −R(z)

1− z

)−1

=
1

µ
P + (1− z)A(z).

Alors∑
Tn,tz

n = (I −R(z, t))−1

=
1

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

1

µ
P +

1− z
1− (1− 1

µ
Ξ(t))z

A(z) +
1

1− (1− 1
µ
Ξ(t))z

Ft(z)

= I + II + III.
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Le coefficient de zn dans I est 1
µ

(
1− 1

µ
Ξ(t)

)n
P . On doit donc estimer les coefficients de II

et III pour conclure.
Par (5.5) et le lemme 5.1.3, les coefficients de II sont de la forme[

1 +O
(
t2(1− dt2)n

)]
? O

(
1

nβ−1

)
= O

(
1

nβ−1
+ t2

(
1− d

2
t2
)n)

.

De plus, le corollaire 5.1.7 montre que le coefficient de zn dans III est de la forme

O
(
(1− dt2)n

)
? O

(
t

nβ−1
+ t3

(
1− d

512
t2
)n)

.

La convolution entre (1−dt2)n et t3(1− d
512
t2)n est bornée par la convolution entre (1− d

512
t2)n

et t3(1− d
512
t2)n, qui donne nt3(1− d

512
t2)n. Ce terme est majoré par Ct(1− d

1024
t2)n puisque,

pour tout c > 0,

nt2(1− ct2)n 6 2t2
n/2∑
k=0

(1− ct2)k(1− ct2)n/2 6
2

c
(1− ct2)n/2.

Comme t(1− d
1024

t2)n 6 t(1− d
1024

t2)n?
(

1
nβ−1

)
, on obtient bien une borne de la forme annoncée

dans l’énoncé du théorème.

5.2 L’estimée clé

Dans cette partie, on suppose que T : X → X est une tour localement Gibbs-Markov
mélangeante de base Y , qui préserve une mesure de probabilité m. On supposera également
que le temps de retour ϕY satisfait m[ϕY > n] = O(1/nβ) pour un certain β > 2.
Soit f ∈ Lτ (X) avec

∫
f dm = 0, on va estimer très précisément la fonction caractéristique

de Snf dans le théorème 5.2.1. Notons que la fonction fY (y) =
∑ϕY (y)−1

k=0 f(T ky) satisfait∫
Y

|fY |2 6 C
∑

n2m[ϕY = n] = C
∑

n2
(
m(ϕY > n− 1)−m(ϕY > n)

)
6 C

∑
nm(ϕY > n) <∞,

i.e. fY ∈ L2(Y ), et ∑
a∈α0

m[a]DfY (a) 6 C
∑
a∈α0

m[a]ϕY (a),

qui est fini par la formule de Kac. Ainsi, fY satisfait les hypothèses du théorème 4.1.4. La
valeur propre λ(t) de T̂Y,t = T̂Y (eitfY ·) peut donc s’écrire

λ(t) = 1− σ2

2m(Y )
Λ(t) (5.6)
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où Λ(t) = t2 + o(t2). De plus, 1√
n
Snf → N (0, σ2) d’après le théorème 4.4.1.

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Théorème 5.2.1. Sous les hypothèses ci-dessus, supposons que σ2 > 0. Alors il existe C >
0, α > 0 et d > 0 tels que, pour toutes fonctions u ∈ Lτ (X) et v ∈ L∞(X), pour tout n ∈ N∗,
pour tout t ∈ [−α, α],∣∣∣∣∫

X

eitSnf · u · v ◦ T n dm−
(

1− σ2

2
Λ(t)

)n ∫
X

u dm

∫
X

v dm

∣∣∣∣
6 C

[
1

nβ−1
+ |t|

(
1

nβ−1

)
? (1− dt2)n

]
‖u‖Lτ ‖v‖∞ .

En prenant t = 0, on obtient que les corrélations de u et v ◦ T n décroissent en O(1/nβ−1),
i.e. on retrouve l’estimée (optimale) du théorème 2.3.6 dans le cas un = 1/nβ.
Dans la suite de cette partie, les hypothèses seront toujours celles du théorème 5.2.1.

5.2.1 Perturbation des opérateurs de transfert

Dans cette partie, on va utiliser tous les opérateurs de transfert définis dans le paragraphe
2.1.1, à savoir Rn, Tn, An, Bn et Cn. On va ensuite les perturber, en posant, pour U =
R, T,A,B,C, Un(t) = Un(eitSnf ·). On a déjà utilisé les perturbations Rn(t) et Tn,t de Rn et
Tn dans le paragraphe 4.4.2, et on a vu qu’elles vérifiaient l’équation du renouvellement

Tn,t =
∑

k1+...+kl=n

Rk1(t) · · ·Rkl(t). (5.7)

De la même façon, l’équation (2.4) subsiste après perturbation, i.e.

T̂ nt = Cn(t) +
∑

a+k+b=n

Aa(t)Tk,tBb(t). (5.8)

Comme fY = Snf sur {y ∈ Y | ϕY (y) = n}, on a Rn(t)(u) = Rn(eitfY u). Soient R(z) =∑
Rnz

n et

R(z, t) =
∞∑
n=0

Rn(t)zn. (5.9)

Cela correspond à considérer toutes les préimages d’un point de Y par TY , donc R(1) est
l’opérateur de transfert T̂Y associé à TY et

R(1, t)(u) = T̂Y (eitfY u). (5.10)
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On va récapituler dans le lemme suivant toutes les propriétés des opérateurs Rn(t) qu’on a
déjà plus ou moins établies dans les chapitres précédents et qui nous serviront dans la suite.
Pour des raisons techniques, on ne va pas faire agir ces opérateurs sur Lτ , mais plutôt sur
Lτη avec η = 1/2.

Lemme 5.2.2. Les opérateurs Rn et Rn(t) agissant sur Lτη avec η = 1/2 satisfont les
propriétés suivantes :

1.
∑∞

k=n+1 ‖Rk‖ = O(1/nβ).
2. L’opérateur R(z, t) satisfait une inégalité de Doeblin-Fortet

‖R(z, t)nu‖ 6 C(1 + |t|)(τ η|z|)n ‖u‖+ C|z|n ‖u‖1 .

Ainsi, son rayon spectral est 6 |z| et son rayon spectral essentiel est 6 τ η|z|. En
particulier, si I − R(z, t) n’est pas inversible, alors 1 est une valeur propre de R(z, t),
et cela ne peut se produire que pour |z| = 1.

3. R(1) a une valeur propre simple en 1, les fonctions propres correspondantes étant les
fonctions constantes, et I −R(z) est inversible pour z 6= 1.

4. Il existe C > 0 tel que, pour tout t assez petit, pour tout n ∈ N∗,
∞∑

k=n+1

‖Rk(t)−Rk(0)‖ 6 C
|t|
nβ−1

.

5. Pour tout réel t, il existe une constante C qui dépend de t telle que, pour tout réel t′,
pour tout n ∈ N∗, ‖Rn(t′)−Rn(t)‖ 6 C |t

′−t|η
nβ−1 .

Démonstration. La première assertion découle du lemme 2.1.2 qui donne ‖Rn‖ = O(m[ϕY =
n]).
La deuxième assertion découle des preuves du lemme 2.1.4 et du corollaire 4.1.3.
La troisième assertion est une reformulation des lemmes 2.1.3 et 2.1.4.
Pour la quatrième assertion, on applique le lemme 4.1.2 dans l’espace Lτη , i.e., les quantités
τ , η, s et t du lemme 4.1.2 sont prises égales respectivement à τ η, 1, t et 0 dans le contexte
actuel. On somme les estimées données par ce lemme sur les éléments a ∈ α0 avec ϕY (a) = k,
et on obtient

‖Rk(t)−Rk‖ 6 C

 ∑
ϕY (a)=k

m(a)|t|DτηfY (a)

+ C

∫
{ϕY =k}

|eitfY − 1|.

Mais DτηfY (a) 6 CϕY (a) = Ck et |eitfY − 1| 6 |t||fY | 6 C|t|ϕY = C|t|k. Ainsi,

‖Rk(t)−Rk‖ 6 C|t|km(ϕY = k).
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Finalement,
∞∑

k=n+1

‖Rk(t)−Rk‖ 6 C|t|
∞∑

k=n+1

km(ϕY = k)

= C|t|

(
(n+ 1)m(ϕY > n) +

∞∑
k=n+1

m(ϕY > k)

)
,

ce qui permet de conclure puisque m(ϕY > n) = O(1/nβ).
Finalement, pour la cinquième assertion, on somme encore les inégalités données par le lemme
4.1.2, mais cette fois sur l’espace Lτ , et on majore 1 + |t|ηDτf(a)η par CϕY (a)η. On obtient

‖Rn(t+ s)−Rn(t)‖ 6 C
∑

ϕY (a)=n

(
m(a)|s|ηDτfY (a)ηϕY (a)η +

∫
a

|eisf − 1|ϕY (a)η
)
.

On majore |eisf − 1| par C|sf |η 6 C|s|ηϕηY , et on obtient au final une majoration en
C|s|η(nη)2m(ϕY = n) = C|s|ηnm(ϕY = n). Cela conclut la preuve car m(ϕY = n) 6
m(ϕY > n− 1) = O(1/nβ).

On aura aussi besoin des estimées suivantes sur Aa(t), Bb(t) et Cn(t) ; elles étendent au cas
perturbatif les lemmes 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5.

Lemme 5.2.3. Soient u, v ∈ L∞(X). Alors
∫
Aa(t)(u) · v =

∫
Aa(u) · v+O

(
|t|

aβ−1

)
. De plus,∫

Aa(u) · v = O(1/aβ) et ∑
a∈N

∫
Aa(1Y ) · v =

∫
v. (5.11)

Ici, le O
(
|t|

aβ−1

)
est uniforme sur R : il existe C > 0 tel que ∀t ∈ R, ∀a ∈ N∗,∣∣∣∣∫ Aa(t)(u) · v −

∫
Aa(u) · v

∣∣∣∣ 6 C|t|
aβ−1

‖u‖∞ ‖v‖∞ .

Démonstration. Un changement de variables donne
∫
Aa(t)(u) · v =

∫
{ϕY >a}

eitSafuv′, où v′

est défini par v′(y, 0) = v(y, a) si ϕY (y) > a et v′(y, 0) = 0 sinon. Ainsi,∣∣∣∣∫ Aa(t)(u) · v −
∫
Aa(u) · v

∣∣∣∣ 6 ∫
{ϕY >a}

|t||Saf | ‖u‖∞ ‖v‖∞

6 |t|m[ϕY > a]a ‖f‖∞ ‖u‖∞ ‖v‖∞ .

Comme m[ϕY > a] = O(1/aβ), cela conclut la preuve du premier point. De plus, comme∑
Aa(1Y ) = 1X , (5.11) est immédiat.
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Lemme 5.2.4. Pour t ∈ R, Bb(t) = Bb+O
(
|t|
bβ−1

)
où ‖Bb‖ = O(1/bβ). De plus, ∀u ∈ L(X),

on a
∞∑
b=0

∫
Y

Bbu dm =

∫
X

u dm.

Démonstration. Soit Λb l’ensemble des points qui arrivent dans la base après exactement
b itérations, si bien que Bb(t)(u) prend en compte les valeurs de u sur Λb. On vérifie en
utilisant le lemme 4.1.2 que ‖Bb(t)−Bb‖ 6 C|t|m(Λb)DSbf(Λb). Comme DSbf 6 Cb et
m(Λb) = m[ϕY > b] = O(1/bβ), on obtient que ‖Bb(t)−Bb‖ 6 C |t|

bβ−1 .
De plus, ‖Bb‖ = O(m(Λb)) = O(1/bβ) d’après le lemme 2.3.4. Comme

∫
Y
Bbu dm =

∫
Λb
u dm,

on obtient finalement
∑

b

∫
Y
Bbu dm =

∫
X
u dm.

Lemme 5.2.5. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n ∈ N∗ et pour tout t ∈ R,
‖Cn(t)(u)‖1 6

C
nβ−1 ‖u‖∞.

Démonstration. Pour tout x ∈ X, |Cn(t)(u)(x)| 6 |Cn(u)(x)|. Ainsi, le lemme est une consé-
quence directe du lemme 2.3.5.

5.2.2 Démonstration du théorème 5.2.1

On veut appliquer le théorème 5.1.1 à R(z, t) =
∑
Rn(t)zn. On sait déjà que la valeur propre

proche de 1 de R(1, t) se met sous la forme 1− σ2

2m(Y )
Λ(t) avec Λ(t) ∼ t2, d’après le théorème

4.1.4. De plus, le lemme 5.2.2 implique les estimées requises sur les normes de Rn et Rn(t).
Finalement, le projecteur spectral P de R(1, 0) associé à sa valeur propre 1 est la projection
sur les fonctions constantes sur Y , donnée par Pu =

∫
Y u

m(Y )
. Il satisfait PR′(1)P = 1

m(Y )
P

d’après le lemme 2.1.5.
Ainsi, on peut appliquer le théorème 5.1.1 avec Ξ(t) = σ2

2m(Y )
Λ(t) et µ = 1

m(Y )
. Comme∑

Tn,tz
n = (I − R(z, t))−1 par (5.7), on en déduit qu’il existe un terme d’erreur E(n, t) tel

que Tn,t = m(Y )
(

1− σ2

2
Λ(t)

)n
P + E(n, t), avec

‖E(n, t)‖ 6 C

[
1

nβ−1
+ |t|

(
1

nβ−1

)
?
(
1− dt2

)n]
=: e(n, t). (5.12)

Dans la suite, on notera C et d des constantes génériques qui pourront varier un nombre fini
de fois. En particulier, on pourra écrire des inégalités comme 10e(n, t) 6 e(n, t). Avec cette
convention, le lemme 5.1.3 implique que(

1

nβ−1

)
? e(n, t) = O(e(n, t)). (5.13)
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Soient u ∈ L(X) et v ∈ L∞(X). Pour simplifier les expressions, on supposera que ces deux
fonctions sont de norme au plus 1. Alors (5.8) implique que∫

X

eitSnf · u · v ◦ T n =

∫
X

T̂ n(eitSnfu)v =

∫
X

T̂ nt (u)v

=
∑

a+k+b=n

∫
X

Aa(t)Tk,tBb(t)(u)v +

∫
X

Cn(t)(u)v

=
∑

a+k+b=n

∫
X

Aa(t)m(Y )

(
1− σ2

2
Λ(t)

)k
PBb(t)(u)v

+
∑

a+k+b=n

∫
X

Aa(t)E(k, t)Bb(t)(u)v +

∫
X

Cn(t)(u)v.

(5.14)

D’après le lemme 5.2.5,
∣∣∫
X
Cn(t)(u)v

∣∣ 6 C
nβ−1 ‖u‖∞ ‖v‖∞.

Bornons ensuite d’abord la deuxième somme. Si h ∈ L(X), la fonction Aa(t)h est sup-
portée par T a

(
{y ∈ Y | ϕY (y) > a}

)
, dont la mesure est m[ϕY > a] = O(1/aβ). Ainsi,∣∣∫

X
Aa(t)(h)v

∣∣ 6 C
aβ
‖h‖∞ ‖v‖∞ 6

C
aβ−1 ‖h‖. De plus, ‖E(k, t)Bb(t)(u)‖ 6 e(k, t) ‖Bb(t)‖ 6

e(k, t) C
bβ−1 d’après le lemme 5.2.4. Ainsi,∣∣∣∣∣ ∑
a+k+b=n

∫
X

Aa(t)E(k, t)Bb(t)(u)v

∣∣∣∣∣ 6 ∑
a+k+b=n

C

aβ−1
e(k, t)

C

bβ−1

6 C

(
1

nβ−1

)
? e(n, t) ?

(
1

nβ−1

)
6 e(n, t)

(5.15)

d’après (5.13).
On peut écrire la première somme de (5.14) comme

I =
∑

a+k+b=n

(∫
X

Aa(t)(1Y )v

)(
1− σ2

2
Λ(t)

)k (∫
Y

Bb(t)(u)

)
.

En utilisant les lemmes 5.2.3 et 5.2.4 et en convolant, on obtient une suite wc telle que
wc = O(1/cβ),

∑
wc =

(∫
u
) (∫

v
)
, et

I =

(
wc +O

(
|t|
cβ−1

))
?

(
1− σ2

2
Λ(t)

)k
.

Comme Λ(t) ∼ t2 quant t → 0, le terme venant de O
(
|t|
cβ−1

)
?
(

1− σ2

2
Λ(t)

)k
est borné par

|t|
(

1
nβ−1

)
? (1− dt2)n 6 e(n, t). De plus, pour x, y ∈ R,

|ex − ey| 6 |x− y|emax(x,y). (5.16)
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Ainsi,∣∣∣∣∣
n∑
k=0

wn−k

(
1− σ2

2
Λ(t)

)k
−

n∑
k=0

wn−k

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n∣∣∣∣∣
6

n/2∑
k=0

C

(n− k)β
+

n∑
k=n/2

C

(n− k)β
(n− k)

∣∣∣∣ln(1− σ2

2
Λ(t)

)∣∣∣∣ (1− σ2

2
Λ(t)

)k
6

C

nβ−1
+

n∑
k=n/2

C

(n− k)β−1
t2(1− dt2)n/2 6 e(n, t).

Ainsi, à O(e(n, t)) près, l’intégrale
∫
eitSnf · u · v ◦ T n est égale à

∑n
k=0 wn−k

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n
.

Finalement,∣∣∣∣∣
(

1− σ2

2
Λ(t)

)n(∫
X

u

)(∫
X

v

)
−

n∑
k=0

wn−k

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n∣∣∣∣∣
=

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n ∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

wk

∣∣∣∣∣ 6 C
∞∑

k=n+1

1

kβ
6

C

nβ−1
6 e(n, t).

Cela conclut la preuve.

5.3 Le théorème de la limite locale

5.3.1 Problèmes de périodicité

Ce paragraphe est à rapprocher de la fin de la partie 3 de [AD01b].
Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov mélangeante préservant une mesure de
probabilité m, de base Y , et f ∈ Lτ (X). Pour t ∈ R, on dit que eitf est cohomologue à une
constante λ ∈ S1 s’il existe ω : X → S1 mesurable telle que eitf = λω◦T

ω
presque partout.

Proposition 5.3.1. Soient t ∈ R et z ∈ S1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. eitf est cohomologue à z−1.
2. 1 est valeur propre de l’opérateur R(z, t) agissant sur Lτ (Y ).

Démonstration. Supposons tout d’abord qu’il existe ω ∈ Lτ (Y ) non nul tel que R(z, t)ω =

ω. Comme R(z, t)(v) = T̂Y (zϕY eitfY v), l’opérateur adjoint dans L2 de R(z, t) est W (v) =
z−ϕY e−itfY v ◦ TY . Alors ‖Wω − ω‖2

2 = ‖Wω‖2
2 − ‖ω‖

2
2 . Comme TY préserve la mesure, on

a ‖ω‖2 = ‖Wω‖2, donc ‖Wω − ω‖2 = 0. Par conséquent, ω = z−ϕY e−itfY ω ◦ TY presque
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partout. En prenant le module, on obtient |ω| = |ω| ◦ TY , et l’ergodicité de TY implique que
|ω| est presque partout constant. Comme ω n’est pas la fonction nulle, on peut supposer que
|ω| = 1. On étend ω à X en posant

ω(x, k) = ω(x, 0)eitf(x,0) · · · eitf(x,k−1)zk.

Alors, pour k < ϕY (x) − 1, on a par construction ω ◦ T (x, k)/ω(x, k) = zeitf(x,k). De plus,
pour k = ϕY (x)− 1,

ω ◦ T (x, k)/ω(x, k) = ω ◦ TY (x, 0)/ω(x, k) = eitfY (x,0)zk+1ω(x, 0)/ω(x, k) = eitf(x,k)z.

Ainsi, eitf = z−1ω ◦ T/ω presque partout.
Réciproquement, supposons qu’une fonction mesurable ω sur X satisfasse eitf = z−1ω ◦
T/ω. Le calcul précédent montre qu’en ce cas eitfY = z−ϕY ω ◦ TY /ω. L’opérateur R(z, t) =

T̂Y (zϕY eitfY ·) agit sur L1(Y ) et

R(z, t)(ω) = T̂Y
(
zϕY eitfY ω

)
= T̂Y (ω ◦ TY ) = ω.

Mais, dans le point 2 du lemme 5.2.2, on a vu que R(z, t) satisfait une inégalité de Doeblin-
Fortet entre les espaces Lτ (Y ) et L1(Y ). D’après la proposition 1.1.12, cela implique que les
fonctions propres de R(z, t) dans L1(Y ) sont en fait dans Lτ (Y ). Ainsi, ω ∈ Lτ (Y ).

Corollaire 5.3.2. L’ensemble A := {t ∈ R | eitf est cohomologue à une constante} est un
sous-groupe fermé de R. De plus, pour tout t ∈ A, il existe un unique z(t) ∈ S1 tel que eitf
soit cohomologue à z(t). Finalement, l’application t 7→ z(t) est un morphisme continu de A
dans S1.

Démonstration. L’ensemble A est clairement un sous-groupe de R. Si eitf est cohomologue
simultanément à z et z′, alors z′ = eih◦T

eih
z pour une certaine fonction h : X → R. Comme T

est mélangeante d’après le théorème 1.3.15, toute constante s satisfaisant g ◦ T = sg pour
une fonction non nulle g est nécessairement égale à 1. Cela implique que z = z′. L’application
t 7→ z(t) est donc bien définie, et c’est un morphisme de groupe.
Il reste à vérifier que A est fermé et que z(t) est continue. Soit tn une suite de A qui converge
vers T ∈ R. Soit Z une valeur d’adhérence de la suite z(tn). Par le point 5 du lemme 5.2.2,
(z, t) 7→ R(z, t) est une application continue à valeurs dans Hom(Lτ1/2(Y ),Lτ1/2(Y )). Si
I − R(Z−1, T ) était inversible, alors I − R(z−1

n , tn) serait également inversible pour n assez
grand, ce qui est absurde d’après la proposition précédente (appliquée dans Lτ1/2). Ainsi,
I − R(Z−1, T ) n’est pas inversible, donc 1 est une valeur propre de R(Z−1, T ) par quasi-
compacité. Cela implique que T ∈ A et que Z = z(T ), encore une fois par la proposition
précédente.

Par conséquent, il y a trois possibilités : A est soit R, soit {0} (auquel cas on dit que f est
apériodique), soit un sous-groupe discret de R. Si c’est R, [MS80] implique que f peut être
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écrite sous la forme χ− χ ◦ T , donc σ2 = 0 dans le théorème central limite et il n’y a rien à
démontrer. Si A = {0}, alors f ne peut pas s’écrire sous la forme ρ+ g− g ◦T +λq où ρ ∈ R,
g : X → R est mesurable, λ > 0 et q : X → Z. On verra dans le théorème 5.3.3 comment
obtenir un théorème de la limite locale dans ce cas. Finalement, si A est un sous-groupe
discret non trivial de R, par exemple A = 2πZ, alors on peut écrire f = ρ+ g − g ◦ T + q où
q prend des valeurs entières, mais il n’existe pas de telle décomposition de f où q prendrait
ses valeurs dans nZ avec n > 2. Ce cas est traité dans le théorème 5.3.4.

5.3.2 Le cas apériodique

Lorsque la fonction f est apériodique, on peut démontrer le théorème de la limite locale
suivant :

Théorème 5.3.3 (Théorème de la limite locale, cas apériodique). Soit T : X → X une tour
localement Gibbs-Markov mélangeante de base Y , qui préserve une mesure de probabilité m.
On suppose que m[ϕY > n] = O(1/nβ) pour un certain β > 2. Soit f ∈ Lτ (X) d’intégrale
nulle, et soit σ2 la variance dans le théorème central limite pour f , donnée par le théorème
4.4.1.
On suppose que f est apériodique, c’est-à-dire qu’elle ne s’écrit pas sous la forme ρ+ g− g ◦
T +λq où ρ ∈ R, g : X → R est mesurable, λ > 0 et q : X → Z. Cela implique en particulier
que σ2 > 0.
Alors, pour tout intervalle borné J ⊂ R, pour toute suite kn avec kn/

√
n → κ ∈ R, pour

toutes fonctions u ∈ Lτ (X) et v : X → R mesurable,

√
n m {x ∈ X | Snf(x) ∈ J + kn + u(x) + v(T nx)} → |J | e

− κ2

2σ2

σ
√

2π
.

La fonction à droite est la densité de N (0, σ2) : lorsque u = v = 0 et kn = κ
√
n, ce théorème

signifie que

m

{
1√
n
Snf ∈ κ+

J√
n

}
∼ P

(
N (0, σ2) ∈ κ+

J√
n

)
.

Autrement dit, 1√
n
Snf se comporte non seulement globalement comme N (0, σ2) comme l’af-

firme le théorème central limite, mais également localement.
L’hypothèse d’apériodicité est importante. Autrement, f pourrait par exemple ne prendre
que des valeurs entières, et le théorème ne pourrait pas être valide par exemple pour kn = 0,
u = v = 0 et J = [1/3, 2/3].

Démonstration. Pour tout (z, t) ∈ (D× R)\{(1, 0)}, I −R(z, t) est inversible : pour |z| < 1,
le rayon spectral de R(z, t) est au plus |z| < 1 d’après le point 2 du lemme 5.2.2, et pour
|z| = 1 cela vient de la proposition 5.3.1 et du corollaire 5.3.2 puisque A = {0}.
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Soit α > 0 donné par le théorème 5.2.1. Ce théorème permet de contrôler le comportement
des fonctions caractéristiques de Snf pour |t| 6 α. Soit K > 0. On va montrer l’affirmation
suivante : il existe C > 0 tel que, pour tout |t| ∈ [α,K], pour tout n ∈ N∗, pour toutes
fonctions u ∈ Lτ (X) et v ∈ L∞(X),∣∣∣∣∫

X

eitSnf · u · v ◦ T n
∣∣∣∣ 6 C

nβ−1
‖u‖L ‖v‖∞ . (5.17)

Soit A = O+
β−1(Hom(Lτ1/2(Y ),Lτ1/2(Y ))) l’algèbre de Banach des séries

∑∞
0 Anz

n avec
‖An‖ = O(1/nβ−1), muni de la norme ‖

∑
Anz

n‖ = sup(n + 1)β−1 ‖An‖. L’application
t 7→ R(z, t) est continue de [−K,−α] ∪ [α,K] dans A d’après le point 5 du lemme 5.2.2. De
plus, I −R(z, t) est inversible sur D pour t dans ces intervalles. Le lemme de Wiener montre
donc que (I −R(z, t))−1 ∈ A, et la continuité de l’inversion implique que t 7→ (I −R(z, t))−1

est continue. Par compacité, il existe C tel que ‖(I −R(z, t))−1‖A 6 C pour |t| ∈ [α,K].
Comme (I −R(z, t))−1 =

∑
Tn,tz

n, cela implique que ‖Tn,t‖ 6 C
nβ−1 , uniformément en n et t.

On a ∫
X

eitSnf · u · v ◦ T n =

∫
X

Cn(u)v +
∑

a+k+b=n

∫
X

Aa(t)Tk,tBb(t)(u) · v.

D’après le lemme 5.2.5,
∣∣∫
X
Cn(u)v

∣∣ 6 C
nβ−1 ‖u‖∞ ‖v‖∞. D’après les lemmes 5.2.3 et 5.2.4,∣∣∣∣∫ Aa(t)Tk,tBb(t)(u)v

∣∣∣∣ 6 C

aβ−1
‖Tk,tBb(t)(u)‖∞ ‖v‖∞ 6

C

aβ−1
‖Tk,t‖ ‖Bb(t)‖ ‖u‖ ‖v‖∞

6
C

aβ−1

C

kβ−1

C

bβ−1
‖u‖ ‖v‖∞ .

Ainsi,∣∣∣∣∫
X

eitSnf · u · v ◦ T n
∣∣∣∣ 6 C

(
1

nβ−1

)
?

(
1

nβ−1

)
?

(
1

nβ−1

)
‖u‖ ‖v‖∞ 6

C

nβ−1
‖u‖ ‖v‖∞ ,

et l’équation (5.17) est démontrée.
On prouve maintenant le théorème de la limite locale en utilisant la méthode de Breiman
([Bre68]). Soient u, v et kn comme dans les hypothèses du théorème. Soit ψ ∈ L1(R) dont
la transformée de Fourier ψ̂ est continue et à support inclus dans [−K,K]. Alors ψ(x) =
1

2π

∫ K
−K ψ̂(t)eitx dt donc

√
nE(ψ(Snf − kn − u− v ◦ T n)) =

√
n

2π

∫ K

−K
ψ̂(t)E

(
eit(Snf−kn−u−v◦T

n)
)

dt

=

√
n

2π

∫ α

−α
ψ̂(t)e−itknE(eitSnfe−itue−itv◦T

n

) dt

+

√
n

2π

∫
α6|t|6K

ψ̂(t)e−itknE(eitSnfe−itue−itv◦T
n

) dt.

(5.18)
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Pour α 6 |t| 6 K, les normes ‖e−itu‖ et ‖e−itv‖∞ restent bornées donc l’équation (5.17)
montre que

∣∣E(eitSnfe−itue−itv◦T
n
)
∣∣ 6 C

nβ−1 . Par conséquent, la deuxième intégrale dans (5.18)
tend vers 0. Pour la première intégrale, le théorème 5.2.1 montre qu’on peut approcher
E(eitSnfe−itue−itv◦T

n
) par

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n ∫
e−itu

∫
e−itv. L’erreur est bornée par

C
√
n

∫ α

−α

(
1

nβ−1
+ |t|

(
1

nβ−1

)
? (1− dt2)n

)
dt.

Montrons que cette intégrale tend vers 0. C’est clair pour le premier terme. Pour le deuxième,
on coupe l’intégrale en deux morceaux. Pour |t| 6 1√

n
, la convolution est bornée puisque 1

nβ−1

est sommable et (1−dt2)n 6 1, donc l’intégrale est 6 C
√
n
∫
|t|61/

√
n
|t| → 0. Pour |t| > 1√

n
, le

lemme 5.1.3 montre que la convolution est majorée par 1
|t|nβ−1 + |t|(1− dt2)n, donc l’intégrale

vaut au plus

C
√
n

∫
1/
√
n6|t|6α

1

|t|nβ−1
+ |t|(1− dt2)n 6 C

√
n

lnn

nβ−1
+ C
√
n

[
(1− dt2)n+1

−2d(n+ 1)

]α
1/
√
n

→ 0.

Finalement, on a montré que

√
nE(ψ(Snf−kn−u−v◦T n)) =

√
n

2π

∫ α

−α
ψ̂(t)e−itkn

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n
E(e−itu)E(e−itv) dt+o(1).

Mais
√
n

2π

∫ α

−α
ψ̂(t)e−itkn

(
1− σ2

2
Λ(t)

)n
E(e−itu)E(e−itv) dt

=
1

2π

∫ α
√
n

−α
√
n

ψ̂

(
t√
n

)
e−itkn/

√
n

(
1− σ2

2
Λ

(
t√
n

))n
E(e

−i t√
n
u
)E(e

−i t√
n
v
) dt

→ 1

2π

∫
R
ψ̂(0)e−itκe−

σ2

2
t2 dt,

par convergence dominée. On a utilisé le fait que Λ(t) ∼ t2 près de 0, si bien qu’en particulier(
1− σ2

2
Λ
(

t√
n

))n
6
(

1− σ2t2

4n

)n
6 e−

σ2t2

4 si α est assez petit, ce qui donne la domination.

Soit χ(κ) = e
− κ2

2σ2

σ
√

2π
= 1

2π

∫
R e
−itκe−

σ2

2
t2 . On a prouvé que, pour toute fonction ψ ∈ L1 dont la

transformée de Fourier est continue à support compact,

√
nE(ψ(Snf − kn − u− v ◦ T n))→ χ(κ)

∫
R
ψ(x) dx. (5.19)

L’équation (5.19) peut alors être étendue à une classe plus large de fonctions par des argu-
ments de densité (voir [Bre68]), et cette classe plus large contient en particulier les fonctions
caractéristiques d’intervalles bornés. Cela conclut la preuve.
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5.3.3 Le cas périodique

Le théorème suivant donne le théorème de la limite locale quand le groupe A du paragraphe
5.3.1 est un sous-groupe discret de R, par exemple 2πZ.

Théorème 5.3.4 (Théorème de la limite locale, cas périodique). Soit T : X → X une tour
localement Gibbs-Markov mélangeante de base Y , qui préserve une mesure de probabilité m.
On suppose que m[ϕY > n] = O(1/nβ) pour un certain β > 2. Soit f ∈ Lτ (X) d’intégrale
nulle, et soit σ2 la variance dans le théorème central limite pour f donnée par le théorème
4.4.1.
Supposons que f = ρ+ q où q est à valeurs entières et ρ ∈ R, et que f ne peut pas être écrite
sous la forme f = ρ′ + g − g ◦ T + λq′ où λ ∈ N\{0, 1} et q′ : X → Z. Cela implique en
particulier que σ > 0. Alors, pour toute suite kn avec kn− nρ ∈ Z telle que kn/

√
n→ κ ∈ R,

√
n m {x ∈ X | Snf(x) = kn} →

e−
κ2

2σ2

σ
√

2π
.

Démonstration. La preuve est essentiellement la même que celle du théorème 5.3.3, sauf
qu’on va utiliser la transformée de Fourier sur Z, c’est-à-dire les séries de Fourier, au lieu de
la transformée de Fourier sur R.
Si k et l sont deux entiers,

1k=l =
1

2π

∫ π

−π
eit(l−k) dt.

En appliquant cette équation à kn − nρ et Snf(x)− nρ et en intégrant, on obtient

m {x ∈ X | Snf(x) = kn} =
1

2π

∫ π

−π
e−itknE(eitSnf ) dt.

C’est un analogue de (5.18). À partir de là, la preuve du théorème 5.3.3 s’applique. Le seul
problème est de montrer que, sur [−π,−α]∪ [α, π], I−R(z, t) est inversible pour z ∈ D. Cela
vient des hypothèses sur f qui assurent que I −R(z, t) est inversible dès que t 6∈ 2πZ d’après
la proposition 5.3.1 et le corollaire 5.3.2, puisque A = 2πZ.

5.4 Le théorème de Berry-Esseen

Théorème 5.4.1 (Vitesse dans le théorème central limite). Soit T : X → X une tour
localement Gibbs-Markov mélangeante de base Y , qui préserve une mesure de probabilité m.
On suppose que m[ϕY > n] = O(1/nβ) pour un certain β > 2. Soit f ∈ Lτ (X) d’intégrale
nulle, et soit σ2 la variance dans le théorème central limite pour f donnée par le théorème
4.4.1.
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Supposons que σ2 > 0 et qu’il existe 0 < δ 6 1 tel que E(|fY |21|fY |>z) = O(z−δ) quand
z → +∞. Si δ = 1, supposons de plus que E(f 3

Y 1|fY |6z) = O(1). Alors il existe C > 0 tel que
∀n ∈ N∗,∀a ∈ R, ∣∣∣∣m{x | 1√

n
Snf(x) 6 a

}
− P

(
N (0, σ2) 6 a

)∣∣∣∣ 6 C

nδ/2
.

Lorsque fY ∈ Lp pour un certain 2 < p 6 3, alors les conditions du théorème sont satisfaites
pour δ = p− 2. En particulier, quand fY ∈ L3, on obtient une convergence en O(1/

√
n), ce

qui est le théorème de Berry-Esseen habituel. On a donné un résultat un peu plus précis dont
les hypothèses correspondent aux conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir une vi-
tesse en O(n−δ/2) dans le théorème central limite pour des variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées, d’après [IL71, théorème 3.4.1]. En effet, dans les applications, une
hypothèse fY ∈ Lp ne serait pas toujours suffisante, par exemple dans le cas des applica-
tions LSV dans le paragraphe 5.5.4. Notons aussi que, pour toute fonction f ∈ Lτ (X), les
hypothèses du théorème sont satisfaites pour δ = β − 2 si 2 < β < 3 et pour δ = 1 si β > 3.

Démonstration du théorème 5.4.1. L’inégalité de Berry-Esseen ([Fel66, lemme XVI.3.2]) im-
plique que le résultat sera prouvé si l’on montre que, pour un certain c > 0,∫ c

√
n

−c
√
n

1

|t|

∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )− e−

σ2

2
t2
∣∣∣ = O

(
1

nδ/2

)
.

On estime tout d’abord l’intégrale entre −1/n et 1/n :∫ 1/n

−1/n

1

|t|

∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )− e−

σ2

2
t2
∣∣∣ 6 ∫ 1/n

−1/n

1

|t|

∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )− 1

∣∣∣+

∫ 1/n

−1/n

1

|t|

∣∣∣e−σ22 t2 − 1
∣∣∣

6
∫ 1/n

−1/n

1√
n
E(|Snf |) +

∫ 1/n

−1/n

σ2

2
|t|.

Mais E(|Snf |) 6 nE(|f |), donc on obtient O(1/
√
n) pour ce terme.

Soit Λ(t) comme dans le théorème 5.2.1. Alors, si c est assez petit,∫
1/n6|t|6c

√
n

1

|t|

∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )− e−

σ2

2
t2
∣∣∣ 6 ∫

1/n6|t|6c
√
n

1

|t|

∣∣∣∣(1− σ2

2
Λ

(
t√
n

))n
− e−

σ2

2
t2
∣∣∣∣

+

∫
1/n6|t|6c

√
n

1

|t|

∣∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )−

(
1− σ2

2
Λ

(
t√
n

))n∣∣∣∣ .
Montrons que le deuxième terme satisfait∫

1/n6|t|6c
√
n

1

|t|

∣∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )−

(
1− σ2

2
Λ

(
t√
n

))n∣∣∣∣ = O

(
1√
n

)
.
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Soit e(n, t) = C
[

1
nβ−1 + |t|

(
1

nβ−1

)
? (1− dt2)n

]
. Par le théorème 5.2.1,∣∣∣∣E(e

i t√
n
Snf )−

(
1− σ2

2
Λ

(
t√
n

))n∣∣∣∣ 6 e(n, t/
√
n).

Ainsi, il suffit de démontrer que∫
1/n6|t|6c

√
n

e(n, t/
√
n)

|t|
= O

(
1√
n

)
.

Pour le terme 1
nβ−1 , l’intégrale vaut lnn

nβ−1 , qui est en O(1/
√
n).

Pour l’autre terme c(n, t) = |t|
(

1
nβ−1

)
? (1− dt2)n, on coupe l’intégrale en deux. Pour |t| 6 1,

la convolution est bornée puisque 1
nβ−1 est sommable et (1− d t2

n
)n 6 1. Il reste

∫
1
|t|
|t|√
n

= 1√
n
.

Pour |t| > 1, on utilise le lemme 5.1.3, qui donne que c(n, t) 6 1
|t|nβ−1 + |t|

(
1− d

2
t2
)n. Ainsi,∫ √n

1

1

|t|

∣∣∣∣c(n, t√
n

)∣∣∣∣ dt 6
∫ √n

1

√
n

t2nβ−1
+

1√
n

∫ √n
1

e−dt
2/2 dt = O

(
1√
n

)
.

On a donc démontré que∫ c
√
n

−c
√
n

1

|t|

∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )− e−

σ2

2
t2
∣∣∣ 6 ∫

|t|6c
√
n

1

|t|

∣∣∣∣(1− σ2

2
Λ

(
t√
n

))n
− e−

σ2

2
t2
∣∣∣∣+O

(
1√
n

)
.

(5.20)
On s’est ramené à l’étude des puissances d’une fonction, et on va donc pouvoir appliquer les
mêmes méthodes que celles utilisées en probabilités. Plus précisément, l’étude de la vitesse
dans le théorème central limite dans [IL71, théorème 3.4.1] repose sur les deux faits suivants :

1. Si une variable aléatoire Z vérifie E(|Z|21|Z|>z) =+∞ O(z−δ) avec 0 < δ 6 1 et, dans le
cas δ = 1, E(Z31|Z|6z) = O(1), alors il existe une constante λ2 > 0 telle que E(eitZ) =

1− λ2

2
t2(1 + γ(t)), avec

∫ x
−x t

2|γ(t)| = O(x3+δ) quand x→ 0.
2. Si une fonction γ̃(t) vérifie

∫ x
−x t

2|γ̃(t)| = O(x3+δ) avec 0 < δ 6 1, et σ2 > 0, alors∫
|t|6c

√
n

1
|t|

∣∣∣(1− σ2t2

2n
(1 + γ̃(t/

√
n))
)n
− e−σ

2

2
t2
∣∣∣ = O(n−δ/2).

Comme m[ϕY > n] = O(1/nβ) avec β > 2, on vérifie aisément que fY vérifie (4.6), si bien que
le lemme 4.1.6 s’applique. Ainsi, la valeur propre λ(t) de T̂Y,t s’écrit EY (eitfY ) + αt2 +O(t3)
pour une certaine constante α. De plus, le fait 1 rappelé ci-dessus, appliqué à la variable
aléatoire fY : Y → R, montre que EY (eitfY ) = 1− λ2

2
t2(1 + γ(t)) pour une certaine fonction

γ(t) avec
∫ x
−x t

2|γ(t)| = O(x3+δ). Comme λ(t) = 1 − σ2

2m(Y )
Λ(t), on en déduit que Λ(t) =

t2
(
1+m(Y )λ

2

σ2γ(t)+O(t)
)
. Ainsi, on peut écrire Λ(t) = t2(1+γ̃(t)) avec

∫ x
−x t

2|γ̃(t)| = O(x3+δ),

et le fait 2 montre alors que
∫
|t|6c

√
n

1
|t|

∣∣∣(1− σ2

2
Λ
(

t√
n

))n
− e−σ

2

2
t2
∣∣∣ = O(n−δ/2).

D’après (5.20), on a donc
∫ c√n
−c
√
n

1
|t|

∣∣∣E(e
i t√

n
Snf )− e−σ

2

2
t2
∣∣∣ = O(n−δ/2), ce qui conclut la preuve.
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5.5 Applications

Dans cette partie, on montre comment les théorèmes de la limite locale et de Berry-Esseen,
démontrés dans le cas des tours localement Gibbs-Markov mélangeantes, peuvent en fait
s’appliquer à toutes les applications qui admettent des modèles localement Gibbs-Markov
(définies dans le paragraphe 1.3.4). La réduction pose des problèmes essentiellement au ni-
veau des hypothèses d’apériodicité, car il n’est pas évident qu’une fonction apériodique pour
une application T : X → X reste apériodique dans une extension de X. En général, la
période peut effectivement varier d’un facteur multiplicatif fini, comme on le verra dans
l’exemple 5.5.4. Pour cette raison, on se restreindra pour le théorème de la limite locale au
cas apériodique.

5.5.1 Le cas Markov-transitif

Les preuves des théorèmes des deux parties précédentes ont reposé de façon importante sur
le fait que les opérateurs de transfert de premier retour forment une suite d’opérateurs de
renouvellement, et donc sur le fait que la tour était Markov-mélangeante. On peut en fait
affaiblir cette hypothèse, de manière analogue au paragraphe 4.4.1 :

Proposition 5.5.1. Les théorèmes 5.3.3 et 5.4.1 restent vrais si on y remplace l’hypothèse
“Markov-mélangeant” par “Markov-transitif ”.

Démonstration. Soit T : X → X une tour localement Gibbs-Markov transitive. Comme dans
la preuve de la proposition 4.4.3, on décompose X = X0∪. . .∪Xd−1 où T envoie Xi dans Xi+1

pour 0 6 i 6 d− 1, et T d : Xi → Xi est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante.
Soit f : X → R appartenant à Lτ , apériodique. Pour 0 6 i 6 d − 1, soit fi = (Sdf)|Xi .
Montrons qu’elle est apériodique pour T d. Sinon, fi = ρ + g − g ◦ T d + λq, où g et q sont
définies sur Xi. On étend g et q à tout X en posant, pour x ∈ Xi et 0 < r < d, g(T rx) =
g(x) −

∑r−1
0

(
f(T jx)− ρ

d

)
+ λq(x) et q(T rx) = 0. Alors f = ρ

d
+ g − g ◦ T + λq, ce qui est

absurde. Ainsi, toutes les fonctions fi sont apériodiques. On peut leur appliquer le théorème
5.3.3 dans la tour mélangeante (Xi, T

d) et on obtient que, si J est un intervalle borné de R
et kn/

√
n→ κ ∈ R,

√
dn m

{
x ∈ Xi | Sdnf(x) ∈ J + kdn + u(x) + v(T dnx)

}
→ m(Xi)|J |

e−
κ2

2σ2

σ
√

2π
,

où la variance σ2 est indépendante de i, comme on l’a vu dans la preuve de la proposition
4.4.3. En sommant sur i, on obtient la conclusion du théorème 5.3.3 pour f , et pour les temps
de la forme dn. Pour des temps dn+r avec 0 < r < d, on utilise le même résultat pour f ◦T r,
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u− Srf , v ◦ T r et la suite kdn+r, et on obtient que

√
dn+ r m

{
x ∈ X | Sdnf ◦ T r(x) ∈ J + kdn+r + u(x)− Srf(x) + v(T dn+rx)

}
→ |J | e

− κ2

2σ2

σ
√

2π
.

Comme Sdnf ◦T r(x) +Srf(x) = Sdn+rf(x), cela conclut la preuve du théorème 5.3.3 dans le
cas Markov-transitif.
De la même façon, le théorème central limite avec vitesse se déduit du même résultat sur
chaque Xi, pour des temps de la forme dn. On étend ensuite le résultat à des temps arbi-
traires : pour un temps dn + r avec r < d, on a 1√

dn
|Sdn+rf − Sdnf | 6 r‖f‖∞√

dn
, donc cela

introduit une erreur d’au plus O(1/
√
n).

5.5.2 Apériodicité et extensions

Dans tout ce paragraphe, T ′ : X ′ → X ′ sera une application préservant une mesure de
probabilité m′ sur un espace X ′. Soient également (X,m) un espace probabilisé standard,
T : X → X une application ergodique qui préserve m et π : X ′ → X une projection à fibres
dénombrables telle que m = π∗(m

′) et T ◦ π = π ◦ T ′.
On va alors relier les propriétés d’apériodicité d’une fonction f : X → R à celles de f ′ =
f ◦ π : X ′ → R.

Proposition 5.5.2. La fonction f est un cobord pour T , i.e. elle s’écrit sous la forme f =
χ− χ ◦ T , si et seulement si f ′ est également un cobord pour T ′.

Démonstration. Si f = χ − χ ◦ T alors, en posant χ′ = χ ◦ π, on a f ′ = χ′ − χ′ ◦ T ′. En
revanche, la réciproque n’est pas immédiate car, si f ′ = χ′ − χ′ ◦ T ′, il n’est pas évident que
χ′ soit constante sur les fibres de π, ce qui impliquerait qu’elle se factoriserait en χ ◦ π.
On utilise la caractérisation suivante des cobords : soit T un endomorphisme d’un espace
probabilisé (X,m). Alors une fonction mesurable f sur X peut s’écrire comme χ − χ ◦ T
presque partout si et seulement si

∀ε > 0,∃C > 0,∀n > 1,m{x ∈ X | |Snf(x)| > C} 6 ε. (5.21)

Cette caractérisation, due à Schmidt, est prouvée par exemple dans [AW00].
Comme (5.21) ne fait intervenir que les distributions des sommes de Birkhoff et que Snf
et Snf ′ ont la même distribution respectivement pour m et m′, la proposition en découle
immédiatement.

L’hypothèse de dénombrabilité des fibres ne sert pas dans la proposition 5.5.2. En revanche,
elle sera essentielle dans le théorème qui suit :
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Théorème 5.5.3. La fonction f est apériodique sur X pour T (i.e. elle ne s’écrit pas sous
la forme ρ + g − g ◦ T + λq où ρ ∈ R, g : X → R est mesurable, λ > 0 et q : X → Z) si et
seulement si f ′ est apériodique sur X ′ pour T ′.

Démonstration. Si f est périodique surX, i.e. f = ρ+g−g◦T+λq, alors f ′ = ρ+g′−g′◦T ′+λq′
où g′ = g ◦ π et q′ = q ◦ π. Ainsi, f ′ est périodique. La réciproque est plus compliquée.
Supposons que f ′ est périodique, on va montrer que f l’est également en utilisant des idées
de [AW00]. On peut supposer par exemple que λ = 2π. Quitte à remplacer m′ par une de ses
composantes ergodiques, on peut la supposer ergodique.
Comme la projection π est à fibres dénombrables, il existe une partie mesurable A de X ′
telle que π est un isomorphisme entre A et X, avec m′(A) > 0. On définit une fonction g̃
sur X par g̃(x) = g′(x′) où x′ est l’unique préimage de x dans A. Quitte à remplacer f par
f − g̃ + g̃ ◦ T − ρ′ et g′ par g′ − g̃ ◦ π, on peut supposer sans perte de généralité que g′ = 0
sur A et que ρ′ = 0.
Pour x ∈ X, soit Wn(x) la mesure sur S1 donnée par

Wn(x) =
1

n

n∑
k=1

δ(eiSkf(x))

où δ(y) est la masse de Dirac en y. Pour u ∈ C0(S1), on peut trouver, par compacité, une
sous-suite nk telle que

∫
S1

u dWnk(x)→ L(u)(x) en topologie faible ∗ dans L∞(X).

Par procédé diagonal, on peut garantir cette convergence pour un ensemble dénombrable
dense de fonctions de C0(S1). Quitte à prendre encore une sous-suite, on peut même demander
que 1

n

∑n
k=1

∫
S1 u dWnk(x)→ L(u)(x) ponctuellement sur un ensemble Y ⊂ X avec m(Y ) =

1, par le théorème de Komlos ([Kom67]). Par densité, on obtient la même convergence pour
tout u ∈ C0(S1).
Pour x ∈ Y , l’application u ∈ C0(S1) 7→ L(u)(x) ∈ R est une forme linéaire continue
positive envoyant 1 sur 1, et est donc donnée par une mesure de probabilité Px. De plus,
ces mesures satisfont PTx(S) = Px(e

if(x)S) pour tout borélien S de S1, car Wn(Tx)(S) =
Wn(x)(eif(x)S)± 2

n
.

Pour un certain ε > 0, on va montrer que

m{x | Px({1}) > ε} > ε. (5.22)
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Si x′ ∈ A ∩ T ′−k(A), alors eiSkf◦π(x′) = ei(g
′(x′)−g′◦T ′k(x′)) = 1, i.e. Skf ◦ π(x′) ∈ 2πZ. Ainsi,∫

X

Wn(x)({1}) dm(x) =
1

n

n∑
k=1

∫
X

1(Skf(x) ∈ 2πZ) dm(x)

>
1

n

n∑
k=1

∫
X′

1(A ∩ T ′−kA) dm′(x′)

=

∫
X′

1A ·

(
1

n

n∑
k=1

1A ◦ T ′k
)

dm′(x′)→ m′(A)2 > 0

par le théorème de Birkhoff. Ainsi, si n est assez grand,
∫
X
Wn(x)({1}) > 3ε > 0. Par consé-

quent,
∫ (

1
n

∑n
k=1Wnk(x)

)
({1}) > 2ε pour n assez grand. Comme

(
1
n

∑n
k=1 Wnk(x)

)
({1}) 6

1, on obtient

m

{
x |

(
1

n

n∑
k=1

Wnk(x)

)
({1}) > ε

}
> ε.

Ainsi, l’ensemble C =
{
x | lim sup

(
1
n

∑n
k=1Wnk(x)

)
({1}) > ε

}
satisfait m(C) > ε. Finale-

ment, Px({1}) > ε sur C, et cela démontre (5.22).
On définit une mesure µ sur X × S1 par µ(U × V ) =

∫
U
Px(V ) dm(x). Alors µ est inva-

riante sous l’action de Tf : (x, y) 7→ (T (x), e−if(x)y). [AW00] montre que, pour presque toute
composante ergodique P de µ, il existe un sous-groupe compact H de S1 et une application
ω : X → S1 telle que, si mH est la mesure de Haar sur H,

∀U × V ⊂ X × S1, P (U × V ) =

∫
U

mH(ω(x)V ) dm(x).

De plus, il existe alors une fonction ψ à valeurs dans H telle que eif(x) = ω(Tx)
ω(x)

ψ(x).

Si, pour toute composante P de µ, on avait H = S1, alors P = m⊗ Leb pour tout P , donc
µ = m⊗ Leb. C’est impossible puisque µ(C × {1}) > 0 tandis que (m⊗ Leb)(C × {1}) = 0.
Ainsi, pour un certain choix de P , H = Z/kZ, donc ψ(x)k = 1, et eikf(x) = ω(Tx)k

ω(x)k
. Ainsi, f

est périodique sur X.

La preuve montre seulement que la période de f sur X divise la période de f ◦ π sur X ′,
et pas qu’elles sont égales. L’exemple qui suit montre que les périodes peuvent effectivement
différer, même lorsque X ′ est une tour de Young.

Exemple 5.5.4. Construction d’un exemple où les périodes diffèrent : on prend X = {0, 1}N
muni de la mesure de Bernoulli qui donne un même poids 1/2 à 0 et 1, avec f(x) = x0 et T
le décalage à gauche.

Fait : f est de période exactement 1.
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Démonstration. Supposons que f = ρ + g − g ◦ T + q où q est à valeurs dans NZ, N > 2.
Alors e2iπf/N = λe2iπg/Ne−2iπg◦T/N . La fonction e2iπf/N est α-mesurable, où α est la partition
de X en cylindres [0], [1]. Ainsi, [AD01b, théorème 3.1] assure que e2iπg/N est α∗-mesurable,
où α∗ est la partition engendrée par les images des éléments de α. Autrement dit, e2iπg/N est
constante, puis e2iπf/N = λ est également constante, ce qui est absurde puisque f prend les
valeurs 0 et 1. ♦

Fait : il existe une tour de Young X ′ au-dessus de X dans laquelle f ′ est de période au moins
2.

Démonstration. L’idée est de partir d’un produit gauche X ′ = X × {−1, 1}, avec T ′(x, ε) =
(T (x), eiπf(x)ε). Si g(x, ε) = ε et h est telle que g = eiπh, alors f ′ = h − h ◦ T ′ + l où l est à
valeurs dans 2Z.
X ′ est muni d’une structure markovienne avec 4 éléments de partition : les [i] × {ε} pour
i = 0, 1 et ε = ±1. Cette structure est transitive et même mélangeante puisque [0] × 1 est
envoyé sur lui-même. On construit une tour X ′′ de base [0] × 1 en considérant les retours à
[0]× 1. Comme la base de X ′′ se projette injectivement dans X, c’est en particulier une tour
au-dessus de [0] dans X, dans laquelle f n’est plus de période 1. ♦

5.5.3 Applications ayant un modèle localement Gibbs-Markov

Dans ce paragraphe, T sera une application sur un espace métrique mesuré (X, d,m) ad-
mettant un modèle localement Gibbs-Markov, comme dans la définition 1.3.17 : il existe un
nombre fini de parties bornées deux à deux disjointes U1, . . . , UN de X, une partition (modulo
0) finie ou dénombrable (Wj)j∈J de

⋃
Ui dont chaque élément est inclus dans l’un des Ui, et

des temps ϕj ∈ N∗ tels que
– Pour tout j ∈ J , Tϕj est un isomorphisme mesurable entreWj et l’un des Ui, et sa distorsion
g(x) = dm

d(m◦Tϕj )
(x) vérifie : pour presque tous x, y ∈ Wj,∣∣∣∣1− g(x)

g(y)

∣∣∣∣ 6 Cd(Tϕjx, Tϕjy)

où C est une constante indépendante de j.
– Il existe C > 0 tel que, pour tout j ∈ J , pour presque tous x, y ∈ Wj, pour tout k < ϕj,

d(T kx, T ky) 6 Cd(Tϕjx, Tϕjy).

– Il existe λ > 1 tel que, pour tout j ∈ J , pour presque tous x, y ∈ Wj,

d(Tϕjx, Tϕjy) > λd(x, y).

–
∑
ϕjm(Wj) <∞.
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D’après la proposition 1.3.18, T admet alors un nombre fini de mesures invariantes absolument
continues ergodiques m1, . . . ,mk sur Λ =

⋃
n>0

⋃N
i=1 T

n(Ui).
Dans ce cadre, on obtient les théorèmes suivants :

Théorème 5.5.5. Supposons que
∑

ϕj>n
m(Wj) = O(1/nβ) pour un certain β > 2. Soit

f : X → R une fonction hölderienne, avec
∫
f dmi = 0 pour un certain i.

Alors il existe σ2 > 0 tel que 1√
n
Snf → N (0, σ2) pour la probabilité mi. De plus, σ2 = 0 si et

seulement si il existe χ : X → R telle que f = χ − χ ◦ T sur un ensemble de mesure pleine
pour mi.

Théorème 5.5.6. Supposons que
∑

ϕj>n
m(Wj) = O(1/nβ) pour un certain β > 2. Soit

f : X → R une fonction hölderienne, avec
∫
f dmi = 0 pour un certain i. Supposons qu’il

n’existe pas ρ ∈ R, g : X → R, λ > 0 et q : X → Z tels que f = ρ + g − g ◦ T + λq sur un
ensemble de mesure pleine pour mi.
Soit σ2 > 0 donné par le théorème 5.5.5. Soient J ⊂ R un intervalle borné, u, v : X → R deux
fonctions respectivement hölderienne et mesurable, kn une suite telle que kn/

√
n → κ ∈ R.

Alors
√
n mi {x ∈ X | Snf(x) ∈ J + kn + u(x) + v(T nx)} → |J | e

− κ2

2σ2

σ
√

2π
.

Théorème 5.5.7. Supposons que
∑

ϕj>n
m(Wj) = O(1/nβ) pour un certain β > 2. Soit

f : X → R une fonction hölderienne, avec
∫
f dmi = 0 pour un certain i. Soit σ2 > 0 donné

par le théorème 5.5.5, et supposons que σ2 > 0.
Pour x ∈ Wj, soit fY (x) =

∑ϕj−1
0 f(T kx). Soit U la réunion des ensembles Uk sur lesquels

mi est équivalente à m. Supposons que
∫
U
|fY |21|fY |>z dm = O(z−δ) quand z → +∞, pour un

certain 0 < δ 6 1. Supposons de plus que
∫
U
|fY |3 dm < +∞ si δ = 1.

Alors il existe C > 0 tel que ∀n ∈ N∗,∀a ∈ R,∣∣∣∣mi

{
x | 1√

n
Snf(x) 6 a

}
− P

(
N (0, σ2) 6 a

)∣∣∣∣ 6 C

nδ/2
.

Les hypothèses de ce dernier théorème sur fY sont automatiquement vérifiées si fY ∈ Lp,
pour δ = p − 2. De plus, elles sont vérifiées pour δ = β − 2 si 2 < β < 3, et pour δ = 1 si
β > 3.

Démonstration. Ces trois théorèmes sont des conséquences immédiates des théorèmes équi-
valents dans l’extension X ′ de X en forme de tour localement Gibbs-Markov construite dans
le paragraphe 1.3.4. Pour montrer dans le théorème 5.5.5 que σ2 = 0 si et seulement si f est
un cobord, on utilise la proposition 5.5.2. Enfin, pour montrer que l’apériodicité de f dans
X implique celle de f ′ dans X ′ (pour qu’on puisse appliquer le théorème 5.3.3), on utilise le
théorème 5.5.3.
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5.5.4 Exemples

L’application de Viana (3.7) admet un modèle localement Gibbs-Markov qui satisfait de plus∑
ϕj>n

m(Wj) = O(e−c
√
n) pour un certain c > 0, d’après le chapitre 3. Ainsi, les théorèmes

du paragraphe 5.5.3 s’appliquent : les fonctions hölderiennes satisfont un théorème de la
limite locale, et un théorème central limite avec vitesse en 1/

√
n.

De la même façon, les applications LSV (1.25) de paramètre α ∈]0, 1/2[ sont localement
Gibbs-Markov, et elles vérifient les hypothèses du paragraphe précédent pour β = 1/α >
2. Ainsi, on obtient un théorème de la limite locale pour ces applications. Il faut noter
que l’hypothèse d’apériodicité peut parfois être vérifiée de façon concrète en utilisant les
informations sur les points périodiques du système, car le théorème 1.3.19 assure que les
cobords sont nécessairement assez réguliers. Par exemple, le corollaire 1.4.4 montre que log |T ′|
est apériodique pour l’application LSV, si bien que cette fonction vérifie le théorème de la
limite locale.
On obtient également une vitesse dans le théorème central limite en 1/

√
n pour toutes les

fonctions hölderiennes lorsque α < 1/3, et en 1/n
1
2α
−1 lorsque 1/3 < α < 1/2, d’après le

théorème 5.5.7 et les commentaires qui le suivent. De plus, lorsque f(0) = 0, la fonction fY
gagne en intégrabilité, si bien que la vitesse de convergence augmente. Par exemple, même
lorsque 1/3 < α < 1/2, une fonction lipschitzienne de moyenne nulle et avec f(0) = 0 donne
lieu à une convergence en 1/

√
n dans le théorème central limite.

Finalement, ces résultats s’appliquent encore aux applications de Holland, ou au produit
gauche étudié dans la partie 1.5 lorsque αmin < 1/2, d’après la proposition 1.5.18.
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux propriétés de mélange des applications non unifor-
mément dilatantes, par exemple les applications en dimension 1 ayant un point fixe neutre.
Après un premier chapitre introductif rappelant des résultats bien connus sur les applications
Gibbs-Markov, nous établissons au chapitre deux des résultats très précis sur la vitesse de
décorrélation des applications localement Gibbs-Markov (bornes inférieures et supérieures),
en appliquant des techniques d’algèbres de Banach aux opérateurs de transfert de premier
retour. Dans le chapitre trois, nous montrons en utilisant des techniques de temps hyperbo-
liques qu’une large classe d’applications admet un modèle localement Gibbs-Markov, ce qui
permet de leur appliquer les résultats du deuxième chapitre.

Les deux derniers chapitres sont consacrés à des théorèmes de type probabiliste pour les
sommes de Birkhoff de fonctions hölderiennes, dans le cadre des applications localement
Gibbs-Markov. En étendant à un cadre perturbatif les techniques spectrales du chapitre deux,
nous montrons d’une part la convergence des sommes de Birkhoff vers des lois normales ou des
lois stables (suivant le système considéré), et d’autre part des théorèmes limites fins comme
le théorème de Berry-Esseen (avec vitesse optimale) ou le théorème de la limite locale, sous
des hypothèses légèrement plus fortes.

Abstract

In this thesis, we study the mixing properties of non uniformly expanding maps, for example
maps in dimension 1 with a neutral fixed point. After an introductory chapter recalling well
known facts on Gibbs-Markov maps, we establish in chapter 2 very precise results on the
speed of decay of correlations of locally Gibbs-Markov maps (lower and upper bounds), by
applying Banach algebra techniques to the first return transfer operators. In chapter 3, we
show – using hyperbolic times techniques – that a large class of maps admit locally Gibbs-
Markov models, which makes it possible to apply the results of the previous chapter to these
maps.

The last two chapters are devoted to probabilistic limit theorems for the Birkhoff sums of
Hölder functions, in the setting of locally Gibbs-Markov maps. We extend to a perturbative
setting the spectral results of chapter 2, and prove on the one hand the convergence of the
Birkhoff sums to normal laws or stable laws (depending on the system we are considering),
and on the other hand fine limit theorems, the Berry-Esseen theorem (with optimal speed)
and the local limit theorem, under slightly stronger assumptions.
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