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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux propriétés de mélange des applications non unifor-
mément dilatantes, par exemple les applications en dimension 1 ayant un point fixe neutre.
Aprés un premier chapitre introductif rappelant des résultats bien connus sur les applications
Gibbs-Markov, nous établissons au chapitre deux des résultats trés précis sur la vitesse de
décorrélation des applications localement Gibbs-Markov (bornes inférieures et supérieures),
en appliquant des techniques d’algébres de Banach aux opérateurs de transfert de premier
retour. Dans le chapitre trois, nous montrons en utilisant des techniques de temps hyperbo-
liques qu’une large classe d’applications admet un modéle localement Gibbs-Markov, ce qui
permet de leur appliquer les résultats du deuxiéme chapitre.

Les deux derniers chapitres sont consacrés a des théorémes de type probabiliste pour les
sommes de Birkhoff de fonctions holderiennes, dans le cadre des applications localement
Gibbs-Markov. En étendant & un cadre perturbatif les techniques spectrales du chapitre deux,
nous montrons d’une part la convergence des sommes de Birkhoff vers des lois normales ou des
lois stables (suivant le systéme considéré), et d’autre part des théorémes limites fins comme
le théoréme de Berry-Esseen (avec vitesse optimale) ou le théoréme de la limite locale, sous
des hypothéses légérement plus fortes.

Abstract

In this thesis, we study the mixing properties of non uniformly expanding maps, for example
maps in dimension 1 with a neutral fixed point. After an introductory chapter recalling well
known facts on Gibbs-Markov maps, we establish in chapter 2 very precise results on the
speed of decay of correlations of locally Gibbs-Markov maps (lower and upper bounds), by
applying Banach algebra techniques to the first return transfer operators. In chapter 3, we
show — using hyperbolic times techniques — that a large class of maps admit locally Gibbs-
Markov models, which makes it possible to apply the results of the previous chapter to these
maps.

The last two chapters are devoted to probabilistic limit theorems for the Birkhoff sums of
Holder functions, in the setting of locally Gibbs-Markov maps. We extend to a perturbative
setting the spectral results of chapter 2, and prove on the one hand the convergence of the
Birkhoff sums to normal laws or stable laws (depending on the system we are considering),
and on the other hand fine limit theorems, the Berry-Esseen theorem (with optimal speed)
and the local limit theorem, under slightly stronger assumptions.
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Dans cette thése, tous les espaces métriques mesurables sont standards, c¢’est-a-dire polonais
(autrement dit complets séparables) et munis de leur tribu borélienne. Cela permet d’utiliser
le théoréme de Lusin ([Aar97, théoréme 1.0.0]), qui assure qu’une fonction mesurable entre
un espace polonais muni d’une mesure de probabilité et un autre espace polonais est continue
sur des compacts de mesure arbitrairement grande.

Quand on dira qu’il existe une unique mesure p vérifiant certaines propriétés, I'unicité sera
toujours a normalisation prés, c’est-a-dire qu'une mesure ' vérifiant les mémes propriétés
sera nécessairement multiple de p. Souvent, quand les mesures seront de masse finie, on les
supposera normalisées de masse 1.

OnnoteraD = {2 € C | |z| <1} et D= {z € C | |2] < 1}. Pour t € R, la partie entiére de ¢
sera notée |t].



Introduction

Décorrélations et théorémes limites

L’objet d’étude principal en systémes dynamiques discrets est le comportement asymptotique
des itérés d'une application 7' d’un compact X dans lui-méme. Lorsque 1" préserve une mesure
i, on s’intéresse en particulier a la suite T"(x) pour presque tout point z. Par exemple, si
f X — R est continue, est-il possible de décrire le comportement asymptotique des sommes
Suf(x) = 32320 F(TH () ?

Supposons que p(X) = 1. Alors les fonctions Z;, = f o T* sont des variables aléatoires sur
I'espace probabilisé (X, i), de méme loi puisque p est invariante. Ainsi, on peut espérer au
moins formellement démontrer pour les sommes S, f(x) des résultats analogues aux théorémes
limites probabilistes, comme la loi forte des grands nombres ou le théoréme central limite, le
probléme étant que les Z; ne sont en général pas indépendants (sauf pour des applications
T trés particuliéres).

Le résultat le plus simple dans cette direction, analogue a la loi forte des grands nombres, est
le théoréme de Birkhoff : si T est ergodique (i.e. A =T"1(A) = u(A)=0oul)et f: X - R
est intégrable, alors la moyenne %ZZ;& (T*(x)) tend presque partout et dans L! vers [ f.

Pour obtenir des résultats plus fins, il faut faire des hypothéses plus fortes sur 7'. En parti-
culier, on est souvent amené a quantifier le “défaut d’indépendance” entre f et f o T%. On
définit les corrélations de f et f o T* par

(bmﬁfoTﬂ;:/jﬂfoTh—(/f).</foTﬁ.

Lorsque f et f o T* sont indépendantes, ces corrélations sont nulles. Un outil technique
essentiel pour étudier les corrélations est [‘opérateur de transfert T' (aussi appelé opérateur
de Ruelle-Perron-Frobenius), défini par dualité sur L? par

/fﬂoTz/fﬁg

Si f est bornée et d’intégrale nulle, alors Cor(f, foT*) = [f-fo Tk = ffkf - f, donc
| Cor(f, foT*)| < HkaHl | fllo- On peut alors énoncer le théoréme suivant (| ]), qui

7



8 INTRODUCTION

affirme essentiellement que, si les f o T* sont suffisamment indépendants (plus précisément
si Y |Cor(f, foT")| < 0o), alors les sommes de Birkhoff S, f satisfont un théoréme central
limite :

Théoréme (Gordin—Liverani). Soit T : X — X wune application ergodique préservant une
mesure_de probabilité p. Soit f : X — R mesurable bornée et d’intégrale nulle telle que
ZEO:OHTkﬂh < 00. Alors \/LﬁSnf tend en loi vers une gaussienne N(0,0%), ou 0% > 0 est

donné par
02:/f2+22/f«foTk.
k=1

De plus, 0® = 0 si et seulement si il existe une fonction mesurable x : X — R telle que
f=x—xoT presque partout.

La preuve de ce théoréme est essentiellement probabiliste : les hypothéses permettent de se
ramener a une martingale inverse dans L2, pour laquelle le théoréme central limite est bien
connu (méthode de Gordin).

Il est donc important pour obtenir des théorémes limites d’estimer la vitesse de décroissance
des corrélations. Lorsque le spectre de T, agissant sur un certain espace de fonctions, est
constitué d’une valeur propre simple en 1 et d’une partie d’un disque B(0,1 — §) avec 6 > 0
(on dit que T a un trou spectral), alors T* f tend exponentiellement vite vers la fonction
constante égale a [ f, ce qui implique que Cor(f, f o T*) décroit exponentiellement vite.
Ainsi, le théoréme de Gordin—Liverani s’applique, et on obtient un théoréme central limite
dans ce cadre.

Cette méthode est extrémement féconde dans les systémes qui ont une dynamique expo-
nentiellement mélangeante, et en particulier pour les applications uniformément dilatantes,
c’est-a-dire les applications lisses (mettons C?) sur une variété riemannienne compacte M
telles qu’il existe des constantes C' > 0 et A > 1 telles que, pour tous x € M et v € T, M,
pour tout n € N,

|1 DT (z).0]| = CA" [Jv]] -

En effet, on vérifie alors que T agissant sur l'espace de Banach des fonctions de classe C!
admet un trou spectral.

Plus généralement, cette méthode s’applique aux applications uniformément hyperboliques,
ou l'espace tangent se décompose en chaque point en somme directe de deux sous-espaces
supplémentaires, 'un correspondant & des vecteurs qui sont contractés par la différentielle de
T et lautre a des vecteurs dilatés, toutes les constantes étant uniformes sur la variété. En
effet, on peut alors se ramener par un codage symbolique (une partition de Markov finie) & un
modéle abstrait possédant des propriétés analogues aux applications uniformément dilatantes
décrites ci-dessus; en particulier, 'opérateur de transfert agissant sur un espace fonctionnel
bien choisi a un trou spectral.
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Applications non-uniformément dilatantes

L’objet de cette thése est ’étude des applications non-uniformément dilatantes : pour presque
tout point x, il existe des constantes A(z) > 1 et C'(z) > 0 telles que, pour tout n € N, pour
tout v € T, M, ||DT"(x).v|| = C(z)A(x)" ||v]|. Comme la dilatation est non-uniforme (i.e. les
constantes dépendent de ), 'opérateur de transfert n’a en général plus de trou spectral. En
particulier, les corrélations peuvent ne pas décroitre exponentiellement vite.

Plus précisément, on étudie dans cette thése des modeéles abstraits d’applications, appelés
tours localement Gibbs-Markov (définition 1.3.12). Ces tours sont analogues aux modéles
des applications uniformément hyperboliques construits par I'intermédiaire d’une partition
de Markov, la différence principale étant que, dans le cas non-uniforme, les partitions de
Markov sont dénombrables et non plus finies. Comme on le montre dans le chapitre 3, les
applications non-uniformément dilatantes peuvent, sous des hypothéses trés générales, se
ramener a des tours localement Gibbs-Markov (le probléme est de construire une partition
de Markov adéquate, et en particulier de controler la mesure des points dont le temps de
retour est grand, voir le théoréme 3.3.1). Cependant, pour la simplicité de cette introduction,
on va se contenter dans la suite de décrire sur un exemple les résultats qu’on obtient dans
des tours localement Gibbs-Markov générales.

Soit a €]0, 1], on définit une application 7" sur le segment [0, 1] par

[ 2(142°%) si0<w<1/2,
T(x)_{ 201 sil/2<z<1. (*)

Cette application, introduite dans | |, présente un point fixe en 0 avec 7"(0) = 1, ce
qui introduit de la non-uniformité dans la dilatation. En particulier, plus « est grand, et
plus les points mettent de temps a s’éloigner du point fixe, ce qui rend la dynamique de
plus en plus pathologique. Il existe quand méme une unique mesure de probabilité invariante
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, mais sa densité tend vers +oo en
0 (la condition o < 1 sert & assurer que cette mesure invariante soit de masse finie).

Vitesse de décorrélation

Dans | |, Young a montré, en utilisant des méthodes de couplage probabiliste, que les
corrélations des fonctions holderiennes pour 'application () décroissaient au moins aussi
vite que # (ce qui améliorait les résultats précédents de | |). En particulier, quand
a < 1/2, cette estimée est sommable, si bien que les sommes \/Lﬁ ZZ;(I) f o Tk(x) vérifient un
théoréme central limite d’aprés le théoréeme de Gordin—Liverani. En utilisant une méthode
spectrale, Sarig a montré dans | | que cette estimée sur la vitesse de décorrélation est
optimale lorsque o < 1/2, pour une large classe de fonctions : si f est holderienne et nulle
sur [0,1/2], alors Cor(f, foT") = % + O(1/nl/l) pour une certaine constante ¢ non
nulle.
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Dans le chapitre 2, je généralise et je renforce ces résultats, tant du point de vue des bornes
inférieures que des bornes supérieures, pour des tours localement Gibbs-Markov générales.

Pour l'application (x), on obtient par exemple le résultat suivant dans la proposition 2.3.9 et
le théoréeme 2.4.14 :

Théoréme. Soient 0 < a < 1, T Uapplication (x) et f :[0,1] — R hélderienne.
1. On a toujours Cor(f, foT") = 0O (ﬁ)

2. Il existe ¢ > 0 tel que, si f est nulle au voisinage de 0, alors Cor(f, foT") = %

O(Eq(n)), ot Eq(n) = == sia <1/2, logn gio=1/2, et e sia > 1/2.

n2

3. 8i f(0) =0 et [ f=0, supposons aussi que |f(x)] < Cx pour un certain v > 0. Alors
Cor(f7 f © Tn) - O (nmin(l/a,(llﬁ»'y)/afl))'

La premiére assertion avait déja été démontrée par Young. Elle implique en particulier que,
lorsque o < 1/2, toute fonction holderienne vérifie un théoréme central limite.

La deuxiéme assertion montre que, pour une large classe de fonctions, la vitesse de décorré-
lation est exactement nl/—}l_l, ce qui étend les résultats de Sarig au cas 1/2 < o < 1.

La troisiéme assertion montre de plus qu’il y a un gain dans la vitesse de décorrélation pour
les fonctions qui s’annulent au point fixe neutre (ce n’est pas trés surprenant : ce point fixe est
la source de non-uniformité, et son influence diminue s’il n’est pas “vu” par la fonction f). En
particulier, si f est lipschitzienne, on obtient que les corrélations Cor(f, foT™) décroissent en
# il y a un gain de 1/n par rapport a une fonction générique. Cette estimée est toujours

sommable, si bien que f vérifie encore un théoréme central limite méme dans le cas av > 1/2.

Ces résultats sont encore valables pour d’autres applications, et d’autres vitesses de décrois-
sance. Par exemple, en remplagant 1" par une application du méme type mais qui a un point
fixe encore plus neutre en 0, on obtient qu’il existe des applications pour lesquelles les cor-
rélations décroissent arbitrairement lentement. A Iopposé, on peut obtenir une vitesse de
décorrélation exponentielle gauche (en e=" avec 0 < n < 1) ou exponentielle. Par exemple,
dans le chapitre 3, ces résultats sont appliqués entre autres a application de Viana (3.7), et
impliquent que ses corrélations décroissent en eV,

La méthode de preuve est essentiellement spectrale, en considérant les opérateurs de transfert
de premier retour R, introduits par Sarig. Il s’agit alors de comprendre précisément la série
> z"R,, pour |z| < 1, ainsi que son inverse. Pour cela, j'utilise des techniques d’algébre
de Banach (et plus précisément des généralisations du lemme de Wiener) dans certaines
algebres qui contiennent des informations sur la vitesse de décroissance des coefficients (alors
que Sarig utilisait des méthodes plus élémentaires sur la régularité de certaines fonctions, qui
ne s’appliquent plus dans le cas 1/2 < o < 1).
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Théorémes limites

Soit T': X — X une application préservant une mesure de masse 1 et f : X — R une fonction
continue. Pour étudier la convergence en loi de Binzz;é o T* (pour une normalisation
B, — +oo bien choisie), on peut utiliser la méthode de Gordin lorsque les corrélations
Cor(f, f oT™) sont sommables, pour obtenir un théoréme central limite (correspondant a la
normalisation B,, = y/n), en se ramenant a une martingale. Cependant, cela ne traite pas tous
les cas (par exemple 'application () pour 1/2 < a < 1 et f(0) # 0, puisque Cor(f, f o T™)
n’est alors pas sommable, d’aprés ce qui précede), et cela ne permet pas d’accéder a des
raffinements du théoréme central limite qui ne sont pas vérifiés par des martingales.

Une méthode permettant d’obtenir des résultats plus fins (mais s’appliquant dans moins
de situations) est la méthode spectrale de Nagaev et Guivarc’h (| |), qui consiste a
considérer des perturbatlons Tt de l'opérateur de transfert T pour obtenir une description
précise de f eit oo foT* . Cependant, cette méthode ne peut fonctionner que lorsque T a un
trou spectral, et ne s’applique donc pas dans les cas non uniformes (par exemple les tours
localement Gibbs-Markov).

Dans le chapitre 4, on démontre des théorémes limites pour les tours localement Gibbs-Markov
en appliquant cette idée perturbative non pas a 'opérateur de transfert, mais aux opérateurs
de transfert de premier retour. Moyennant un résultat de perturbation dans certaines algébres
de Banach, obtenu par des techniques d’analyse de Fourier, cela permet de démontrer non
seulement des théoréemes de la limite centrale dans certains cas, mais également la convergence
vers des lois stables (des lois apparaissant en théorie des probabilités comme limites de
moyennes de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées) dans d’autres cas.
Pour les applications (x), on obtient par exemple dans le théoréme 4.2.5 le résultat suivant
(qui avait été conjecturé dans les années 80 par les physiciens qui avaient introduit des
applications analogues a (*) comme modéles pour des flots turbulents) :

Théoréme. Soient 0 < o < 1, T Uapplication (%) et f :[0,1] — R une fonction lipschit-
zienne d’intégrale nulle.
- Si o < 1/2, alors il existe o® tel que \/Lﬁ Zz;é o T* converge en loi vers N'(0,0?), i.e.
cette suite satisfait un théoréme central limite.
- Sia>1/2, iy a deux cas :
1. Si f(0) =0, alors f satisfait un théoréeme central limite, comme ci-dessus.

2. Si f(0) #0, alors & Zz;é o T* converge en loi vers une loi stable explicite.

En utilisant le méme type d’idées de perturbation des opérateurs de transfert de premier
retour, et en poussant la précision des estimées techniques un cran plus loin, on peut aussi
obtenir des raffinements du théoréme central limite qui ne sont pas vérifiés par les martingales,
et ne sont donc pas accessibles par la méthode de Gordin.

Le théoréme de la limite locale décrit le comportement de p{x € X | 33320 foT*(x) € [a, 0]}
pour [a, b] intervalle borné de R (alors que le théoréme central limite décrit le comportement
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de p{z € X | 5=y f o T*(x) € v/nla,b]}), et affirme que cette mesure se comporte comme
b—

\/Lﬁg \/;Lﬂ (sous certaines hypothéses d’apériodicité : par exemple, si f est a valeurs entiéres et
a,bl = , , le résultat ne peut étre valable tel quel). Dans le chapitre 5, je démontre
b 1/3,2/3], le résultat t &t lable tel 1). D le chapitre 5, je dé t

le théoréme de la limite locale dans de nombreuses tours localement Gibbs-Markov. Cela
s’applique par exemple & Papplication (x) lorsque o < 1/2 : le résultat suivant se déduit du
théoréeme 5.5.6.

Théoréme. Soient 0 < a < 1/2, T Uapplication (x) et f : X — R holderienne, qui ne
s’écrit pas presque partout sous la forme f =g —goT + p+ q ot p est une constante, et q
est a valeurs dans un sous-groupe discret de R. Alors les sommes Zz;é f o TF vérifient un
théoréeme de la limite locale.

Notons qu’en pratique, il est difficile de vérifier que f ne s’écrit pas sous la forme f =
g—goT + p+q, car cette égalité n’aurait lieu que presque partout. Cependant, le théoréme
1.3.16 assure alors que g est nécessairement réguliére, et on peut parfois en déduire que
I’égalité a lieu partout. Les informations sur les points périodiques du systéme peuvent alors
permettre de conclure. Par exemple, le corollaire 1.4.4 assure que, pour 7" donné par (), la
fonction f = log|T”’| ne s’écrit pas presque partout sous la forme g —go T + p + g.

Le méme type de technique (et en fait les mémes estimées) permet de démontrer le théoréme
de Berry-Esseen dans ce contexte : lorsque aw < 1/3, la vitesse de convergence dans le théoréme
central limite est en O(1/4/n). Des résultats analogues (avec une vitesse un peu moins précise,
en O(1/n'/27¢) pour tout € > 0) avaient déja été démontrés, par des techniques différentes
et plus directes. En revanche, ces techniques ne permettaient pas d’arriver au théoréme de la
limite locale (puisque, méme dans le cas probabiliste, la preuve de ce théoréme requiert des
techniques de Fourier élaborées).

Plan de la thése

Cette thése n’est pas directement une compilation d’articles, car il m’a semblé plus judicieux
de tout formuler dans le cadre unifié des tours localement Gibbs-Markov. Cependant, les
chapitres autres que le premier correspondent chacun plus ou moins & un article.

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler des résultats classiques sur les applica-
tions Gibbs-Markov. Ces applications sont des analogues des décalages de type fini, mais sur
un ensemble de symboles dénombrable. Les opérateurs de transfert correspondants ont un
trou spectral sur un certain espace de fonctions hélderiennes, ce qui permet de décrire trés
précisément les propriétés ergodiques de ces applications. Ces résultats font plus ou moins
partie du folklore, et se trouvent en partie dans | |. On définit ensuite les tours locale-
ment Gibbs-Markov, qui sont des analogues des tours de Young mais avec une combinatoire
éventuellement plus complexe, avant de donner plusieurs exemples. On décrit en particu-
lier un produit gauche en dimension 2, étudié dans | |. Dans ce chapitre, on démontre
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également un résultat de régularité automatique des fonctions cobords (théoréme 1.2.1), qui
s’applique aux transformations non uniformément dilatantes.

Dans le chapitre 2, on expose les résultats de | | (ainsi que quelques extensions) sur
la vitesse de décorrélation des tours localement Gibbs-Markov. On obtient en particulier des
bornes inférieures (théoréme 2.3.1) et supérieures (théoréme 2.4.13) trés précises.

Dans le chapitre 3, correspondant a | |, on montre que de nombreuses applications
non-uniformément dilatantes admettent un modéle localement Gibbs-Markov, dont on peut
controler explicitement les caractéristiques (théoréme 3.3.1). En particulier, on peut alors
appliquer les résultats du chapitre 2, et obtenir une majoration de la vitesse de décorrélation,
méme pour des décorrélations rapides (par exemple exponentielles gauches ou exponentielles).

Dans le chapitre 4, correspondant & | |, on commence par décrire les perturbations
spectrales des opérateurs de transfert pour les applications Gibbs-Markov, et les théoréemes
limites qui s’en déduisent (convergence vers des gaussiennes dans le théoréme 4.1.4 ou des lois
stables dans le théoréme 4.1.7). On en déduit ensuite des théorémes limites du méme type
pour des tours localement Gibbs-Markov générales, de deux maniéres différentes : on peut
soit utiliser un argument élémentaire (partie 4.2, théoréme 4.2.4), soit utiliser un argument
spectral (partie 4.4, théoréme 4.4.1), plus susceptible de généralisations.

Enfin, dans le chapitre 5, correspondant a | |, on montre comment les arguments spec-
traux précédents permettent de démontrer le théoréme de la limite locale et le théoréme de
Berry-Esseen dans les tours localement Gibbs-Markov, avant de 'appliquer aux transforma-
tions non-uniformément dilatantes (théorémes 5.5.6 et 5.5.7).
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L’objet de cette thése est I’étude de propriétés fines des applications markoviennes. Dans ce
chapitre, on s’intéresse a des propriétés ergodiques générales de plusieurs classes d’applica-
tions markoviennes, avant de donner plusieurs exemples.

Dans la premiére partie, on décrit le comportement des applications Gibbs-Markov (i.e. mar-
koviennes et uniformément dilatantes en un certain sens). Les résultats de cette partie font
plus ou moins partie du folklore (certains résultats sont démontrés par exemple dans | D,
mais il est intéressant de les rappeler ici, d’'une part parce qu’ils seront systématiquement
utilisés dans le reste de cette thése, et d’autre part parce qu’ils montrent 1'utilité de certains
résultats spectraux, rappelés dans le paragraphe 1.1.4. Dans la deuxiéme partie, on montre un
résultat de régularité automatique des solutions de 1’équation cohomologique pour les appli-
cations Gibbs-Markov. Dans la troisiéme partie, on s’intéresse aux applications qui induisent
une application Gibbs-Markov sur une partie de 'espace, et on montre comment démon-
trer & leur sujet certains résultats a partir des résultats correspondants pour les applications
Gibbs-Markov. Dans la quatriéme partie, on décrit des exemples de telles applications en
dimension 1, ayant un point fixe neutre. Enfin, dans la cinquiéme partie, qui reprend une
partie de larticle | |, on développe en détail un exemple analogue, mais en dimension
2, possédant toute une courbe neutre.

1.1 Définition des applications markoviennes

Une application markovienne est une transformation d’un espace qui préserve une partition
finie ou dénombrable, i.e. I'image d’un élément de partition est une union d’éléments de la
partition. Cette notion permet (sous certaines hypothéses de dilatation) de coder la trajectoire
d’un point en regardant dans quels éléments de la partition ses itérés successifs se trouvent,
et donc de se ramener & un systéme symbolique, souvent plus simple & étudier que le systéme
initial.

Une légére variante de cette notion (séparant le cas des directions stables et instables) s’est
révélée extrémement féconde dans ’étude des systémes uniformément hyperboliques, dans les
années 1970 : un tel systéme admet toujours une partition de Markov finie, si bien qu’on peut
le coder par un décalage de type fini. Cela permet de comprendre plus ou moins complétement
les propriétés ergodiques de ces applications (existence et unicité des mesures d’équilibre pour
des potentiels Holder, existence de mesures SRB...)

Dans le cas non uniformément dilatant, ou plus généralement non uniformément hyperbo-
lique, il n’existe en général pas de partition de Markov finie, et il faut donc utiliser des
partitions dénombrables. Comme les décalages correspondants sont beaucoup moins bien
compris que les décalages de type fini, les conclusions qu’on peut en tirer sont plus faibles,
et il faut en général des hypothéses supplémentaires sur la forme de la partition de Markov
pour obtenir des informations intéressantes.
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1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soient (X, d, B) un espace métrique polonais borné muni de sa tribu boré-

lienne, et m une mesure de probabilité sur X. Une application non-singuliere T : X — X est

dite markovienne s’il existe une partition o de X (modulo 0) par des ensembles de mesure

non nulle telle que :

— pour tout a € o, T'(a) est une réunion (modulo 0) d’éléments de o et T : a — T'(a) est un
1somorphisme mesurable.

— le complété pour m de la tribu engendrée par \/" T "(a) est B.

On notera cette application markovienne par (X, d, B, m, T, a), ou par un sous-ensemble de
ce 6-uplet, en fonction du contexte.

On peut coder une application markovienne, en associant a un point = la suite des éléments
a,(z) de a tels que T"(z) € a,(z) (qui est bien définie de fagon unique pour presque tout
z). L’application ¢ : X — o ainsi définie est alors un isomorphisme mesurable entre (X, m)
et (Y, p,m) qui conjugue T et I'application décalage & gauche sur une partie de oN. Dans
la suite, on n’utilisera pas ce codage (car on voudra par exemple garder des informations
sur la distance d), mais il est utile de le garder a 'esprit, par exemple pour comprendre
les définitions suivantes. Parfois, on utilisera des applications markoviennes sur des espaces
probabilisés abstraits, non munis d’une distance, et ce codage permettra alors de se ramener
au cadre de la définition 1.1.1, avec un espace polonais (puisque o est complet séparable
pour la distance d((uy), (v,)) = > 7" 1(u, # vy), lorsque 7 < 1).

Définition 1.1.2. On dit qu’une application markovienne (X,d,B,m,T,«) est Markov-
transitive si, pour tous a,b € a,In € N, a C T"(b) mod 0.

Définition 1.1.3. On dit qu’une application markovienne (X,d,B,m,T,«) est Markov-
mélangeante si, pour tous a,b € «,AN € N,Vn > N, a C T™(b) mod 0.

Pour ay,...,a,_1 € a, on notera

n—1

[CL07 e ,CLn_l] = ﬂ T_l(CLZ)

0

On dira que les ensembles [ay, . . . , a,_1] de mesure non nulle sont des cylindres de application
T. Ainsi, presque tout point de X est dans un unique cylindre de longueur n. Notons que,
une fois qu’on a codé, on n’a plus besoin de ce “presque tout”, mais qu’en général il faut
faire attention aux points qui sont dans plusieurs éléments de la partition de Markov (les
“bords” de la partition de Markov). Soit F,, la sous-tribu de X engendrée par les cylindres
de longueur n, le théoréme de convergence des martingales assure que, pour f : X — R
intégrable, alors E(f|F,)(z) — f(x) presque partout. En particulier, si K est un ensemble
mesurable, presque tous ses points en sont des points de densité : pour presque tout z € K,

soit a,(z) élément de « contenant T"(x), alors m(nf[r; Ea(‘;()x.)""éfi‘l‘(;()xm — 1.
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Pour x,y € X, on appellera temps de séparation de x et y par T' 'entier
s(v,y) =inf{n € N | fa € o, T"(2) € a,T"(y) € a}.

Ainsi, s(x,y) est la longueur du plus grand cylindre contenant x et y. Pour presque tous x
et y, s(z,y) est fini. Pour 0 < 7 < 1, on peut alors définir une distance d, par

d(z,y) = 7@V, (1.1)

(En fait, ce n’est une distance que sur une partie de X de mesure pleine). Toutes les distances
d, induisent la méme topologie, dont une base d’ouverts est donnée par les cylindres.

1.1.2 Applications Gibbs-Markov

Définition 1.1.4. Une application markovienne (X, d,B,m,T,«) est Gibbs-Markov si
1. T a la propriété de grande image : inf,eo, m(Ta) > 0.
2. Dilatation : il existe A > 1 tel que Ya € «, pour presque tous x,y € a, d(Tz,Ty) >
Ad(z,y).
3. Distorsion lipschitzienne : pour a € «, soit g linverse du jacobien de T sur a, i.e.
g(x) = (ﬂrs—o%(x), défini et positif presque partout. Alors il existe C' tel que, pour tout
a € «a, pour presque tous x,y € a,

-

o) < Cd(Tx, Ty). (1.2)

Remarque 1.1.5. Si T est une application markovienne, elle dilate toujours la distance d.
de 771, pour tout 0 < 7 < 1.

Dans le cas d'une distance générale d, supposons T' Gibbs-Markov. Pour presque tous z, y, la
dilatation donne d(T°@¥) g, T*@¥)y) > A\*@¥)d(x,y). Comme on a supposé X borné, disons
par une constante K, on obtient d(z,y) < KX@Y) e d < Kdy-1. Ainsi, T est également
Gibbs-Markov pour la distance dy-1.

Remarque 1.1.6. Il y a a priori deux interprétations possibles du point 2 de la définition :
— Il existe U C a x a de mesure pleine tel que, pour tous (z,y) € U, d(Tz, TY) > Ad(zx,y).
— Il existe V' C a de mesure pleine tel que, pour tous z € V, y € V., d(Tz, TY) > Ad(x,y).
Pour une propriété générale, la seconde exigence est en général plus forte que la premiére.
Cependant, ici, les deux hypothéses sont équivalentes.

Supposons en effet la premiére exigence vérifiée. Par le théoréme de Lusin, soit K, une
suite croissante avec m(|J K,) = 1 telle que T soit continue sur K,. Soit L, l’ensemble
des points de densité de K, qui vérifie m(K,\L,) = 0 par le théoréme de convergence des
martingales. Posons V' = |J L,, alors m(V) = 1. Soient x,y € V, on vérifie alors aisément
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(en utilisant le fait que le diameétre des cylindres tend vers 0, et en approchant (z,y) par
(', y) e UN (K, x K,,)) que d(Tz,Ty) > \d(z,y).

De la méme facon, on peut interpréter le point 3 de la définition de deux maniéres, mais elles
sont équivalentes (en considérant les points de continuité mesurable de g).

Dans la suite, toutes les propriétés portant sur des couples de points qu’on considérera seront
du méme type, et on pourra donc négliger cette subtilité.

Un intérét des applications Gibbs-Markov est qu’elles se comportent presque comme des
décalages de type fini, en particulier du point de vue spectral. Ainsi, on peut aisément obtenir
des résultats d’existence de mesure invariante ou de mélange. Dans la suite de cette partie,
on va démontrer un tel résultat, classique (cf. | , théoréme 4.7.4]), essentiellement pour
illustrer les méthodes spectrales qu’on va utiliser plus loin dans cette thése, et pour mettre
en place quelques outils.

1.1.3 Propriétés ergodiques élémentaires

Le lemme suivant permet de controler la distorsion des itérés d’une application Gibbs-Markov,
et sera essentiel dans la suite.

Lemme 1.1.7 (Lemme de distorsion). Soit ¢/ (z) = g(z)---g(T" 'x) (c’est linverse du
jacobien de T™). Il existe une constante C' > 0 telle que pour presque tous x,y, on a s(x,y) =

n = ‘1 — 9@ < cd(Tre, ).

En particulier, il existe une constante D > 0 telle que, si a = [ag,...,a,_1] est un cylindre

de longueur n, pour presque tout v € a, D~'¢™(z) < TLT[Z[] Dg™ )( ).

Démonstration. Soient z,y tels que s(x,y) > n, et dont tous les itérés vérifient (1.2) (cette
derniére propriété étant vraie presque partout). Alors

‘log(g( () —log(9"(y Z‘log (T"x)) —log(g(T"y))|

< ZC’d(Tix,Tiy) < Z CA~=Dd(Tmz, Ty)
i=1 i=1
C mn n
< e /\_ld(T x, T"y).
En prenant I’exponentielle, on obtient la premiére partie du lemme.

N . . (n)
En particulier, si a est un cylindre de longueur n et x,y € a, on a ngi < D pour un

certain D. Comme 1/g(™ (y) est le jacobien de T™, on obtient en intégrant sur y € a que
g™ (z)m[T"a] < Dmla). L’inégalité opposée est analogue. O
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Ce lemme implique en particulier que les itérés d’applications Gibbs-Markov sont encore
Gibbs-Markov.

Théoréme 1.1.8. Soit (X, T, m,«) une application Gibbs-Markov. Il existe alors un nombre
fini (éventuellement nul) de parties deux a deuz disjointes Xy, ..., Xy de X, chacune étant
une réunion d’éléments de o, avec T(X;) = X;, et des mesures de probabilité jiy, . ..,
vérifiant les propriétés suivantes :

La mesure p; est invariante, ergodique, et équivalente a la restriction de m a X;. De plus,
toute mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport a m est combinaison
linéaire des ;.

Enfin, pour 1 <i < k, le systeme dynamique (X;, T, mx,, ox,) est Gibbs-Markov, Markov-
transitif et ergodique.

En particulier, pour étudier les propriétés des mesures invariantes des applications Gibbs-
Markov, on peut sans perte de généralité se restreindre au cas transitif. Dans la proposition
1.1.17, on verra que k > 1, i.e., il existe effectivement des mesures de probabilité invariantes
absolument continues.

Démonstration. Soit p une mesure de probabilité invariante par 71" et absolument continue
par rapport & m. Montrons que, si a € « satisfait p(a) > 0, alors p et m sont équivalentes
sur a, i.e. la densité f = Edr% est presque partout positive sur a.

Soit A = {x € a| f(z) > 0} : il vérifie m(A) > 0. Notons F,, la tribu engendrée par les
cylindres de longueur n. Le théoréme de convergence des martingales assure que, pour toute
fonction ¢ € L'(m), E(¢ | F,) tend presque siirement et dans L! vers ¢. Ainsi, pour presque
tout x, E(1a | Fo)(x) = 1a(z). De plus, le théoréme de récurrence de Poincaré assure que
(-presque tout point de a reviendra infiniment souvent dans a. On choisit une fois pour toutes
un point x de A satisfaisant ces deux convergences.

Notons [ag, . .., a,] le cylindre de longueur n+ 1 contenant = (avec ag = a). Comme z revient
une infinité de fois dans a, on a a, = a pour une infinité d’indices n. De plus, le choix de =
m([ao,...,an]ﬁA)

m([ao,...,an])
par le lemme précédent, on obtient que 7"(A) occupe une proportion arbitrairement proche
de 1 de a, puis

assure que — 1. En appliquant 7™ et en utilisant la distorsion bornée donnée

aC G T"(A) mod 0. (1.3)

Par la formule du changement de variables, I'invariance de p s’écrit ainsi : pour m-presque
tout x,
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De plus, g > 0 presque partout. Comme T est non-singuliére, presque tout point z a donc
toutes ses préimages y qui satisfont g(y) > 0. Soit z satisfaisant ces deux propriétés. Si
x € T(A), alors il existe y dans A tel que T'(y) = z. Alors f(x) > g(y)f(y) > 0. Cela montre
que T(A) C A mod 0. Ainsi, (1.3) assure que a C A mod 0, ce qui démontre ’assertion
initiale.

Soit maintenant p une mesure de probabilité invariante ergodique absolument continue par
rapport & m. Ce qui précéde montre que 'ensemble A(pu) = {Hdn% > 0} est une réunion
d’éléments de «, et est invariant par 7. Le théoréme de récurrence de Poincaré assure que
T est Markov-transitive sur A(u). Ainsi, le systeme (A(u), Tja(u)s M)A(u), @A) est Gibbs-
Markov transitif, et ergodique puisque m et p sont équivalentes sur A(u).

Montrons qu’il y a un nombre fini de telles mesures ergodiques. Soient ay, ..., ay un nombre
fini d’éléments de «, avec Y m(a;) > 1 —n, ot 1 est tel que I'image de tout élément de o par
T soit de mesure au moins 7. Ainsi, pour tout a € «, T'(a) contient I'un des a;. Si 1, .. ., fig
sont invariantes, ergodiques et deux a deux distinctes, alors les ensembles A(y;) sont deux &
deux disjoints, car deux mesures invariantes ergodiques sont mutuellement singuliéres. Mais
chacun contient un élément de o et est invariant, donc chacun contient un des a;. Cela montre
donc que k < N.

Montrons finalement que toute mesure de probabilité v invariante absolument continue par
rapport & m est combinaison linéaire des p;. Si v est ergodique, le résultat est clair. Sinon,
soit A un ensemble invariant avec 0 < u(A) < 1, il permet de décomposer v en vy + vy
ou vy = vja et 1y = Vx\a- Si ces deux mesures sont ergodiques, on a terminé. Sinon, on
continue la décomposition de la méme maniére. Si le processus se termine avant le rang N,
on a encore terminé, et sinon on a réussi a écrire v = Zgjll v; ol les v; sont invariantes et
mutuellement singuliéres. C’est absurde, car les ensembles A(y;) doivent étre deux a deux

disjoints, et chacun contient un des ensembles a;, avec 1 < j < V. O]

1.1.4 Rappels de théorie spectrale

Les résultats de ce paragraphe sont démontrés par exemple dans | |.

Soient £ un espace de Banach complexe, et Hom(L, £) 'ensemble des applications linéaires
continues sur L. Pour @) € Hom(L, £), on note Sp(Q) le spectre de @), donné par

Sp(Q) = {\ € C | AT — @ non inversible}.

C’est un compact de C, toujours non vide. On note aussi R(Q) le rayon spectral de @), défini
par

R(Q) = sup{|z| | = € Sp(Q)}.

11 vérifie

R(Q) =lim [|@Q"[|""" = inf Q""" (1.4)
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Si A est un ouvert fermé de K := Sp(Q), on peut définir le projecteur spectral IT14(Q)
correspondant, de la fagon suivante : soit v un chemin dans C qui entoure A dans le sens

direct, on pose
dz
IT = .

Cet opérateur est indépendant du choix de 7. Le projecteur IIx\4(Q) associé au reste du
spectre vérifie alors Id = IT4(Q) + IIx\a(Q), et HA(Q)Ix\a(Q) = g\ a(A)14(Q) = 0. De
plus, ces projecteurs commutent avec (). Ainsi, en posant £ = ImII4(Q) et F' = Im I\ 4(Q),
onal =E®F, et Q stabilise E et F. De plus, Sp(Q|F) = A et Sp(Q|F) = K\A. En ce
sens, F et F' sont les deux sous-espaces de L associés respectivement aux parties A et K\ A
du spectre de Q.

En particulier, si A est un élément isolé du spectre de (), on peut considérer le sous-espace
spectral correspondant E(A) := ImII;(Q). On dit que X est une valeur propre isolée de
multiplicité finie si cet espace est de dimension finie, et on appelle multiplicité de \ sa di-
mension. Alors F(\) coincide avec Ker(AId —Q)™ pour tout n assez grand. En particulier, A
est une vraie valeur propre de Q).

Remarque 1.1.9. Si E()\) n’est pas de dimension finie, ces résultats ne sont plus valables.
Par exemple, on peut avoir Ker(A — Q)" = {0} pour tout n sans que E()) ne soit réduit a
Z€ro.

Le spectre ne dépend en général pas continiment de l'opérateur. Cependant, les valeurs
propres isolées de multiplicité finie se perturbent bien :

Proposition 1.1.10. Soit Q € Hom(L, L), et soit \g une valeur propre simple isolée de Q.
Il existe alors un voisinage U de QQ dans Hom(L, L) et un voisinage V' de Ay dans C tels que
tout élément R € U ait un unique élément A\(R) de son spectre dans V', qui est en fait une
valeur propre simple isolée (avec AN(Q) = Ao)

De plus, la fonction R +— A(R) est lipschitzienne sur U.

Le méme résultat est valide avec une valeur propre de multiplicité n de (), mais elle peut
donner naissance a plusieurs valeurs propres de R dans V' (dont la somme des multiplicités fera
toujours n). De plus, la valeur propre dépend réguliérement de I'opérateur : si on considére
par exemple une perturbation holomorphe de @), la valeur propre perturbée sera également
holomorphe.

On note Res(Q) le rayon spectral essentiel de @, défini comme suit :

Ress(@) = inf{r > 0 | YA € Sp(Q) Nn{|z] > r},

A est une valeur propre isolée de multiplicité finie de @Q}.
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Par exemple, le rayon spectral essentiel d’un opérateur compact est nul. Lorsque Regs(Q) <
R(Q), on a donc une généralisation du cas compact, et les termes dominants dans Q" vien-
dront d’un nombre fini de valeurs propres (les éléments du spectre de () de module maximal) :
on dit que Q) est quasi-compact, ou encore que () a un trou spectral. Cette situation permet
essentiellement de traiter Q" comme une matrice. On a un analogue de la caractérisation
dynamique (1.4) du rayon spectral pour le rayon spectral essentiel :

Ress(Q) = inf{||Q" — K||V™ | n € N*, K opérateur compact sur £}. (1.5)
Ce résultat est a rapprocher du théoréme suivant de Hennion (| B

Théoréme 1.1.11. Soient L et M deux espaces de Banach, i : L — M une application
compacte, et () € Hom(L, L). On suppose qu’il existe r > 0,C > 0 et une suite C,, > 0 tels
que, pour tout n € N, pour tout x € L,

1Q" (@)l < Cr* ]l + Culli(@)]] o4 - (1.6)

Alors Ress(Q) < 7.

En effet, la partie bornée par C, ||i(x)|| ,, correspond moralement a une partie compacte
de lopérateur @), et ne doit donc pas intervenir au niveau du rayon spectral essentiel. Les
inégalités du type (1.6) sont appelées inégalités de Doeblin-Fortet, ou inégalités de Lasota-
Yorke.

La proposition qui suit est due a | |.

Proposition 1.1.12. Soient L C M deux espaces de Banach, avec L dense dans M, et
Q) € Hom(M, M) qui induit un élément de Hom(L, L) par restriction. On suppose que :

— il existe M > 0 tel que Vn € N, ||Q"]| \, < M.

— il emiste C' > 0 et r < 1 tels que Vo € L,Vn € N,

1@ 2, < Cr* [lz]lz + Cllzl o - (1.7)

— toute suite x, bornée de L admet une sous-suite qui converge dans M vers un élément de
L.
Alors, si v € M vérifie Q(x) =z, on ax € L.

Démonstration. Soient E ={zx € L | Q(x) =z} et F ={y € M| Q(y) = y}. Montrons que

E est dense dans F' pour la norme de M. Soit y € F. Par densité de £ dans M, soit x € L
proche de y & ¢ prés. Alors * Zg_l Q%(x) est borné dans £ (par la deuxiéme hypothése),

n
donc on peut en extraire une sous-suite qui converge dans M vers z € L. De plus,

n—1

lZQ'C(CU) —y

n
0

n—

1
< S 2NQ @ =)l < Ml =yl < Me.
M

1
0
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En passant & la limite, on obtient ||z — y|| ,, < Me. Comme z € E, cela conclut la preuve de
la densité de £ dans F'.

Soit maintenant y € F', qu’on écrit comme limite d’une suite x,, de E. Alors z,, est une suite
de Cauchy dans (E, || ||,,). Mais E est de dimension finie par le théoréme 1.1.11, donc toutes
les normes y sont équivalentes. En particulier, z,, est de Cauchy, donc convergente, pour || ||,.
Par conséquent, y € L. n

1.1.5 Propriétés spectrales des applications Gibbs-Markov

On va appliquer les méthodes spectrales du paragraphe précédent a 1’étude des applications
Gibbs-Markov. Les espaces considérés seront des espaces d’applications lipschitziennes sur
chacun des éléments de partition, avec une condition globale de bornitude ou d’intégrabilité.
En fait, le jeu de changements de distance décrit dans la remarque 1.1.5 montre que les
résultats qui suivent s’appliqueront aussi & des espaces de fonctions holderiennes.

Dans tout ce paragraphe, (X,d, B, m, T, «) désignera une application Gibbs-Markov.

On définit 'opérateur de transfert T associé a T par

Tu(z) = > gy)uly) (1.8)
T(y)=z

ol ¢ est 'inverse du jacobien de T', comme dans la définition 1.1.4. La formule du changement
de variables assure que, siu € L' et v € L™, on a

/fu-vdm:/u-vonm.

Ainsi, l'opérateur de transfert est le dual de I'opérateur de composition par 7. Il agit sur
L' par construction (et c’est une isométrie), mais on va voir qu'il agit sur des espaces de
fonctions lipschitziennes dans le cas Gibbs-Markov. On vérifie aisément que

Tru(z) = > g™ @uly), (1.9)

T (y)=x
ot ¢ est défini dans le lemme 1.1.7.
Pour u: X — C, et a C X, on notera
Du(a) = inf{C > 0 | pour presque tous z,y € a,|u(z) — u(y)| < Cd(x,y)}. (1.10)

C’est la meilleure constante de Lipschitz de u sur a. Soit

Looo = {u : X = C| vl < oo, sup Du(a) < oo} .

aco
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C’est l'espace de Banach des fonctions lipschitziennes sur chaque élément de la partition,
muni de la norme ||ul|, = [[ul|, +sup Du(a). Notons que cette norme vérifie

lwvllg, . < lullg, . 10l - (1.11)

On notera souvent simplement £ au lieu de £, «. On utilisera également des variations de
cet espace, en remplacant oo par p (la condition sera alors u € LP(m)) et en changeant la
partition a. Par exemple, 'espace L, 1 est I'espace des fonctions lipschitziennes sur chaque
élément de la partition «, et intégrables. De méme, si § est la partition triviale § = {X},
alors L3 est 'espace des fonctions lipschitziennes sur tout X. En fait, les éléments de ces
espaces ne sont pas des fonctions, mais des classes de fonctions (i.e. on identifie deux fonctions
égales presque partout). On travaillera en général avec des représentants, sans détailler.

Dans la formule (1.9), presque tout point x a au plus un antécédent dans chaque cylindre
a = [ao, ..., a,_1] de longueur n, qu’on note az. Posons Myu(z) = ¢ (ax)u(ax) si ce point
est défini, et 0 autrement. Ainsi, T = > M, ou la somme porte sur tous les cylindres de
longueur n.

On notera a, la partition engendrée par les images des éléments de « : c’est une partition,
éventuellement moins fine que «, et tous les T'(a), pour a € «, sont a,-mesurables. Rappelons
que A est le coefficient de dilatation de T

Lemme 1.1.13. [l existe une constante B telle que Va = [ag, ..., a,_1], Yu: X — C,

mla]

1
M, <B————(\"D — d .
[Mgull,, miTd ( u(ap) + mid] /[a] |ul m>

Démonstration. Soient x et y dans le méme élément a, de la partition a,. Si cet élément
n’est pas dans I'image T'(a,—1), (Myu)q, = 0 et il 0’y a rien a faire. Sinon, soient 2’ = ax et
y = ay.

Pour presque tout 2’ € a, on a |u(y") — u(z')| < Du(ao)d(y',2") < C Du(ag)A~". On obtient
en intégrant sur 2’ que |u(y’)| < C Du(ag)\™" + ml[a} [ lu] dm. L’inégalité g™ (y) < Dmr[yép[%}a]
(lemme 1.1.7) donne la borne annoncée sur ||Mqul|_.

D’aprés le lemme 1.1.7; on a

(n) (0 / / / (n) ¢,/ g(n) (3:,)
| Myu(z) = Myu(y)| < [ ()| Ju(z") = u(y)| + |uly)lg™ (Y] |1 = T ()
m[g] - mla]
<D D A "d(x, D Cd(z,y),
ce qui donne la conclusion en utilisant la borne précédente sur |u(y')|. O

Corollaire 1.1.14. L’opérateur de transfert agit continiment sur L. En fait, il envoie L1
dans L, - Finalement, on a une inégalité

|17, < CX" |Jull, + C full, (1.12)
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Démonstration. Comme T a la propriété de grande image, les mesures m[T"a| (pour a cy-
lindre de longueur n) sont uniformément minorées. En sommant les estimées données par le
lemme 1.1.13, on trouve

|7

u||[:a*7oo <O\ ilelg Du(a) + C'||ull; -

Comme ||v]|, < |[v]|, <|[vl;, _ pour toute fonction v, cela donne la conclusion. O

On a méme un résultat un peu plus précis :

Proposition 1.1.15. Soit u : X — C intégrable telle que ., mla]Du(a) < oco. Alors
Tu € Le, -

Démonstration. 11 suffit de sommer les estimées données par le lemme 1.1.13 sur tous les
cylindres de longueur 1 : la condition ) m[a]Du(a) < oo assure qu’on obtient une borne finie

pour Hquc . ]

QU , 00

L’équation (1.12) est du méme type que les équations (1.6) et (1.7). Pour en déduire des
résultats, il faut vérifier la compacité de injection de £ dans L', qui est donnée par le
lemme suivant (c’est une version du théoréme classique d’Ascoli-Arzela) :

Proposition 1.1.16. Soit f, une suite bornée de L. Elle admet alors une sous-suite qui
converge dans L'(m) vers un élément de L.

Démonstration. Soit M une borne sur || f,|| .. Soit X’ une partie de X de mesure pleine telle
que, pour tout n € N, pour tous points z et y de X’ dans un méme élément de la partition
a, on ait |f,(z) — fo(y)| < Md(z,y) et |f,(z)| < M (par définition de £).

Pour tout cylindre a de mesure positive, considérons un point z, de ce cylindre, appartenant
a X'. La suite f,(z,), étant bornée, admet une sous-suite convergente. Par procédé diagonal,
on peut supposer qu’on a convergence de toutes les suites f,(z,) pour tous les cylindres a de
mesure non nulle. Soient z € X', et a = [ay, . .., a,] le cylindre de longueur n+1 le contenant.
Alors

|fo(@) = fo(2)| < [fo(7) = fo(za)]| + [ fp(2a) = fo(ma)| + | fo(7a) — fo()]. (1.13)

Les premier et troisiéme termes sont majorés par CA™", tandis que le second est arbitraire-
ment petit si p et ¢ sont assez grands. Ainsi, (f,(z)) est une suite de Cauchy, qui converge
donc. Autrement dit, f, converge sur X’ vers une fonction f. En passant a la limite simple
dans les inégalités |f,(z) — f,(y)| < Md(x,y), on obtient que f est lipschitzienne. De plus, f
est bornée sur X’ par M. Ainsi, f € L.
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Montrons la convergence de f, vers f dans L'. Soient € positif, et n tel que le diamétre de
tout cylindre de longueur n soit majoré par €. Pour x € a de longueur n, (1.13) donne (en
passant a la limite sur q)

|fp(z) — f(@)] < 2M diam a + | fp(74) — f(7a)| < 2Me + [ fp(2a) — f(74)]-

Soient @, ..., a; un nombre fini de cylindres de longueur n, remplissant au moins une mesure
1 —¢. Pour p assez grand, on a |f,(2,,) — f(24,)| < € pour tout 1 <14 <k, et on obtient

[15=01< 3 [ 1= fiv2nmm (3\Ja) € S@M-+Demia)+2Me < (4M+ 1), O

On peut alors décrire précisément le comportement spectral de T

Proposition 1.1.17. On reprend les hypothéses et les notations du théoréeme 1.1.8.

L’opérateur de transfert T agissant sur L a un trou spectral : il a un nombre fini de valeurs
propres de modules 1, et le reste de son spectre est inclus dans un disque de rayon < 1.

De plus, 1 est une valeur propre de T\, et une base du sous-espace propre correspondant est
donnée par les densités 3‘;}; des mesures de probabilité ergodiques absolument continues (qui

sont donc en particulier dans L, et méme dans L, o )-

Enfin, les autres valeurs propres de module 1 de T sont des racines de l'unité. Si u est une
fonction propre correspondante, alors |u| est une fonction propre pour la valeur propre 1 et,
sur chaque élément de partition a, il existe un compleze €®) de module 1 tel que u = € |u].

Démonstration. Comme le plongement de £ dans L'(m) est compact d’aprés la proposition
1.1.16, l'inégalité (1.12) et le théoréme 1.1.11 impliquent que T' a un trou spectral. De plus,

la proposition 1.1.12 montre que les fonctions de L' satisfaisant Tu = u sont en fait dans L.
Ceci s’applique en particulier aux densités f; = 3’7‘; . En fait, comme T envoie £ dans L, ~

(corollaire 1.1.14), ces fonctions propres sont méme dans L, -

Montrons que ces densités forment une base du sous-espace propre associé a la valeur propre
1. Soit u une fonction propre, qu'on décompose comme u = u; — us + iuz — iuy ou les
fonctions ug sont dans £ et a valeurs dans R, . Pour tout s, en utilisant la décomposition
spectrale correspondant aux valeurs propres de module 1 et au reste du spectre, on obtient
la convergence de % gil T*(uy) vers une fonction vy, qui vérifie Tv, = v,. La mesure v, dm
est donc invariante, si bien que le théoréme 1.1.8 assure qu’il existe des coefficients A} tels
que v, = > AL f;. Ainsi, il existe des coefficients \; tels que v := vy — vg + fv3 — ivy s'écrive
> Nifi. Mais v est la limite de %23—1 T ku, par construction. Comme Tu = u, on obtient
v = u, ce qui conclut.

Soit maintenant v une fonction propre non nulle de T pour une valeur propre A de module
1 : on a presque partout
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Comme g > 0, on obtient

(@) < > g)luly)l,

T(y)=z

ie. Jul < Tlu|l. Comme [|u| = [T|ul, on obtient |u] = Tu| presque partout, i.e. |u| est une
fonction propre pour la valeur propre 1.

Notons 0 'argument de u lorsque u # 0, et montrons que 6 est presque partout constant sur les
éléments de la partition . Tout d’abord, comme |u| est combinaison linéaire des f;, 'ensemble
{u # 0} est réunion d’éléments de la partition. Soit a € a sur lequel u # 0. Le théoréme de
récurrence de Poincaré et le théoréme de convergence des martingales assurent I'existence de
x € a dont une infinité d’itérés appartiennent a a et tel que, en notant [ay, . . ., a,| le cylindre
de longueur n + 1 contenant z, on ait pour tout € > 0

m{y € [ap,. .%[Zn] | w%)]— b@) >

Par distorsion bornée, on obtient pour n assez grand

m{y € a| Iy € [ag,...,a,], T"(y) =y et |0(y) — O(x)| > e}

<e
m|a]
Si y' n’est pas dans cet ensemble U,, il admet un antécédent dans [ay,...,a,] avec |0(y) —

0(x)] < e. Mais AN"u(y') = D gn(z)—y g™ (2)u(z), et on a égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, donc tous les points qui interviennent dans la somme ont méme argument. En
particulier, \"e?®) = @, Comme |0(y) — 0(z)| < &, on en déduit que 0 est constant a 2e
prés sur a\U,, qui occupe une proportion 1 — ¢ de a. En passant a la limite, 6 est constant
presque partout sur a.

Montrons maintenant que A est une racine de l'unité. Soit a € a avec |u| > 0 sur a. Par
le théoréme de récurrence de Poincaré, il existe un entier n avec 7™(a) D a. Si € a, on a
ANU(T) = D g (y)=a g™ (y)u(y), et tous les points du membre de droite de cettg égalité' ont
méme argument. En prenant pour y un antécédent de = dans a, on obtient A\"e?(®) = ()
Comme 6 est constant sur a, cela montre que \" = 1.

Montrons finalement que 1 est effectivement une valeur propre de T (i.e. qu’on n’a pas
raisonné sur du vide). Si T admet une valeur propre de module 1, de fonction propre cor-
respondante u, alors |u| est une fonction propre pour la valeur propre 1, et on a terminé.
Sinon, par quasi-compacité, le spectre de T est inclus dans un disque de rayon < 1, si bien

que T"u tend exponentiellement vite vers 0 pour toute fonction u € L. Cependant, comme
JT"1 = [1=1, c’est absurde. O

Cette description implique les corollaires suivants :
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Corollaire 1.1.18. Soient (X, T, m) une application Gibbs-Markov, et X1, ..., Xy les sup-
ports des mesures de probabilité invariantes iy, ..., iy, donnés par le théoreme 1.1.8. Alors

LNJ UJT (X)) =X modo.

i=1n=>0

En particulier, toute mesure invariante absolument continue est combinaison linéaire des p;,
et est donc de masse finie.

Démonstration. Pour toute fonction u € L, la proposition 1.1.17 implique que la suite
1 S 02 T*(u) converge dans £, et donc dans L. Par densité, on obtient la méme convergence
pour toute fonction de L!.

Soit A = X\ U,,, T7"(X;). Alors %ZZ;& T*(14) converge dans L' vers une fonction u, qui
satisfait Tu = w. Ainsi, par la proposition 1.1.17, u est combinaison linéaire des densités
des mesures invariantes, si bien que u est supportée par |JX;. Mais, comme T'(A4) C A,

les fonctions T\k(l 4) sont toutes supportées par A, donc wu est supportée par A. Comme
ANUX; =0, u=0. Mais [u=m(A), donc m(A) = 0.

Soit maintenant p une mesure invariante absolument continue, mais pas nécessairement de
masse finie. Soit X! = [JT"(X;). Alors T1(X]) = X/, et la restriction de m a X/ est
ergodique : si B C X/ vérifie T~ (B) = B et m(B) > 0, alors m(BNT~"(X;)) > 0 pour un
certain n, puis m(B N X;) > 0 par invariance. Comme p; est ergodique, on obtient X; C B
mod 0, puis X] C B mod 0. Ainsi, y; est 'unique mesure invariante absolument continue sur
X!, par | , théoréme 1.5.6]). En particulier, x: est proportionnelle a ;. En sommant
(et comme | J X! =X mod 0), on obtient que p est combinaison linéaire des ;. O

Corollaire 1.1.19. Si (X, T, m) est une application Gibbs-Markov transitive, elle admet une
unique mesure de probabilité p invariante ergodique absolument continue par rapport a m.
De plus, il existe un entier s > 1 et une décomposition = vy + ...+ v, telle que T,v; = vy
pouri < s, Tyvs = 1y, et T® est une application Gibbs-Markov mélangeante sur le support de
v;, pour 1 <1 < s.

En particulier, si tous les itérés de T" sont Markov-transitifs, alors 1" est Markov-mélangeante.

Démonstration. Par le théoréme de récurrence de Poincaré, T est transitive sur le support
de chaque mesure j; donnée par la proposition 1.1.17. Comme T est transitive, il existe donc
une seule mesure j;, qu’on note p. Soient Ay, ..., Ay, les autres valeurs propres de module 1 de
T : ce sont des racines de I'unité, donc il existe N tel que AN = 1 pour tout i. L’application
TN est donc Gibbs-Markov, et son opérateur de transfert a 1 pour unique valeur propre de

—~k
module 1. Ainsi, pour k& > 1, toute fonction propre de TV pour la valeur propre 1 est déja
fonction propre de TV pour la méme valeur propre.
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Soient v, ..., les mesures ergodiques invariantes de TV, de densités respectives fi,..., fi.
La mesure T,v; est encore invariante par TV et ergodique, c’est donc I'une des v,. On applique
T, a cette mesure, ce qui redonne une mesure v,. On continue a itérer ainsi, et on retombe
sur une mesure déja vue, ce qui donne un cycle. Quitte & renuméroter les mesures, on peut
supposer que ce cycle est (vy,...,vs). Alors la mesure v + ... 4+ v, est invariante par Ty, et
c’est donc p par unicité.

Comme T7(v;) = v; pour tout ¢, T est une application Gibbs-Markov sur le support Y; de v;,
on va montrer qu’elle est mélangeante. Soit a un élément de « avec v;(a) > 0, et montrons
que d := pged{n | a C T*"(a)} = 1. Sinon, définissons des ensembles A;, pour 0 < j < d —1,
par

Ay =0 (a).

Ces ensembles forment une partition de Y;. Soit v/ la restriction de v; & Ay : cette mesure
est invariante par 7°?, et donc par TV*?. Mais toutes les mesures invariantes par T7*? sont
invariantes par 7%, ce qui est absurde car le support de v} est strictement inclus dans celui
de v;. Cela montre que d = 1.

On en déduit que, pour tout n assez grand, 7°"(a) D a. La transitivité de 7 sur le sup-
port de v; (due au théoréme de récurrence de Poincaré) implique alors aisément que T est
mélangeante sur ce support. O

Corollaire 1.1.20. Si T est Markov-transitive, le projecteur spectral associé a la valeur
propre simple 1 de T est donné par Pu(z) = (fudm) f(z), ot f est la densité de l'unique
mesure de probabilité invariante .

Démonstration. La suite u, = %2871 Tru converge vers Pu, qui est un multiple Af de f.
Mais [u,dm = [wdm, donc en passant a la limite, et en utilisant [ fdm = 1, on obtient
A= f wdm. O]

Corollaire 1.1.21. §i T est une application Gibbs-Markov mélangeante, alors elle admet
une unique mesure de probabilité invariante absolument continue et ergodique i, qui est mé-
langeante. De plus, les corrélations décroissent exponentiellement vite pour cette mesure : il
existe p < 1 et C' > 0 tels que, pour toutes fonctions u € L et v € L™,

Démonstration. Comme T est mélangeante, la décomposition de la mesure invariante u don-
née par le corollaire 1.1.19 est nécessairement triviale. De plus, le méme argument montre
que 1 est 'unique valeur propre de module 1 de T, et qu’elle est simple. Soit f la fonction
propre correspondante (c’est en fait la densité de p), normalisée pour que  soit une mesure
de probabilité, et P le projecteur spectral associé a la valeur propre 1 de T



1.1. DEFINITION DES APPLICATIONS MARKOVIENNES 31

Si u € £, alors T"(u) converge exponentiellement vite (a une vitesse p", avec p < 1) vers
P(u) = (f udm) f. En appliquant ce résultat & uf, on obtient

)= ( [uram) 1406 = ( [udn) 14060,

Finalement,

/umoT"d,u:/ufon”dm:/T\"(uf)vdm:/</udu) Fodm + O(o")
_ (/ud,u) </vd,u>—|—0(p”). D

Ces corollaires permettent de réduire I’étude des mesures invariantes des applications Gibbs-
Markov d’abord au cas Markov-transitif, puis au cas Markov-mélangeant, dans lequel on a
des propriétés de mélange trés fortes, comme le montre le corollaire 1.1.21. Il serait également
intéressant de pouvoir se restreindre au cas ot m est la mesure invariante, mais ce n’est pas
toujours possible (voir cependant la proposition 1.1.24) :

Remarque 1.1.22. Si T' est une application Gibbs-Markov mélangeante pour une mesure
m, elle n’est plus nécessairement Gibbs-Markov pour la mesure invariante.

Exemple 1.1.23. On considére la marche aléatoire sur N*, avec les probabilités de transition
P(n —n+1) =2 et P(n— 1) =1— %, et la distribution initiale P(Xy = n) = 5

T2 n2”
Dynamiquement, cela correspond & considérer X = {(ng,n1,...) | Vi,n;1 =n;+1 ou njpq =
1}, muni de la mesure m définie sur les cylindres par

mlng,ni,...,ng] = P(Xo =no)P(ng — ny) -+ P(ng_1 — ny).

Comme m[ny,...,ng] =Y mng, ..., n| par construction, le théoréme de prolongement
de Kolmogorov assure que m définit bien une mesure sur X. On considére enfin pour T le
décalage a gauche. Le systéme (X, m,T) est alors markovien pour la partition constituée des
[n], pour n € N*. La distorsion g est donnée par

_omfng,.ng]  P(Xo = ng)P(ng — na)
g(ng,ny,...) = lim =
k=00 MMy, . .., Nk P(Xo=mn)
("07:51)2 - sing =ng+ 1,
— 0
#61-%) sing = 1.
0 0

Ainsi, g(x)/g(y) = 1 si s(x,y) > 2, et g(x)/g(y) est borné si s(z,y) = 1. Cela montre que T’
est Gibbs-Markov.



32 CHAPITRE 1. APPLICATIONS MARKOVIENNES

On vérifie aisément que la mesure stationnaire pour la chaine de Markov est donnée par
(/)"

P(X =n)= ( )2 . Autrement dit, la mesure m’ définie par
(n—1)!
m/[ng,...,ng] = P(X =ng)P(ng — nq) -+ P(ng—_1 — ng)
est invariante par 7', et absolument continue par rapport a m, de densité %, qui tend

vers 0 quand ny — oo. La distorsion ¢’ de m’ est donnée par

1 sing =ng+ 1,

g'(no,na,...) = { ((no — 1)[)2 (1 — n_13> sin; = 1.

et n’est donc pas lipschitzienne. Ainsi, (X, T, m’) n’est pas Gibbs-Markov.

La mesure invariante se comporte mieux dans le cas ot les éléments de la partition de Markov
n’ont qu’un nombre fini d’images possibles (| , lemme 4.4.1]) :

Proposition 1.1.24. Supposons que (X, T,a,m) est une application Gibbs-Markov mélan-
geante, et que Card(aw) < 00, 0U ay est la partition engendrée par les images des éléments
de a. Alors il existe une constante C' > 0 telle que la densité f de la mesure de probabilité
invariante | satisfasse presque partout é < f(x) < C.

En particulier, (X, T, a,p) est une application Gibbs-Markov mélangeante, qui préserve la
probabilité p.

1.2 Cobords pour les applications Gibbs-Markov

Il sera plus tard important de savoir caractériser les fonctions qui sont des cobords, ¢’est-a-dire
qui s’écrivent presque partout sous la forme f = v —uoT" pour une certaine fonction u. Sous
des hypothéses de régularité sur f, on va voir que u est nécessairement également réguliére.
Ainsi, on pourra parfois montrer que 1’égalité f = u — u o T a en fait lieu partout, ce qui
permettra d’utiliser le comportement de f le long des orbites périodiques. En particulier, si
T"(x) = =, alors le fait que la somme de Birkhoff S, f(x) = 27—y f(T*z) soit non nulle sera
une obstruction au fait que f =u —uoT.

On aura dans la suite besoin de ce type de résultats pour des fonctions a valeurs dans R ou
dans S!. On énonce donc le théoréme pour des fonctions a valeurs dans un groupe G abélien
localement compact polonais, muni d’une distance invariante pour 1’addition et l'inversion,
qu’on notera |z — y|.

Théoréme 1.2.1. Soit (X, T, m,«) une application Gibbs-Markov qui préserve une mesure
de probabilité m. Soient f : X — G satisfaisant ) . mla]Df(a) < +oo, et u: X — G une
fonction mesurable telle que f =u —wo T presque partout.
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Alors sup,, ¢, Du(a,) < 00, ot o, est la partition engendrée par les images des éléments de
a.

La preuve montrera en fait qu’il existe une constante C' qui ne dépend que de T telle que
SUPq, co. Du(as) < CY m(a)Df(a). En particulier, quand D f(a) = 0 pour tout a, i.e. f est
constante sur les éléments de la partition, on trouve que Du(a,) = 0, i.e. u est constante sur
les éléments de . Dans le cas G = S', on retrouve | , théoréme 3.1], avec une preuve
totalement différente.

Le théoréme serait beaucoup plus facile & démontrer sous ’hypothése plus forte

sup D f(a) < 0. (1.14)
acx
Cependant, cette hypothése est trop restrictive car elle n’est pas compatible avec le processus
d’induction qu’on décrira dans la partie 1.3. Elle ne permettrait en particulier pas d’obtenir

des extensions du théoréme 1.2.1 a des cas ou la dilatation est non uniforme, comme le
théoréme 1.3.16.

1.2.1 Preuve du théoréme 1.2.1

D’apreés le théoreme 1.1.8, I'espace X se décompose en un nombre fini de sous-systémes sur
lesquels T' est Gibbs-Markov transitive. Il suffit de prouver le théoréme sur chacun de ces
sous-systémes, et on peut donc supposer sans perte de généralité que T est transitive.

L’étape la plus importante de la preuve est le lemme suivant :

Lemme 1.2.2. [ existe oy € « tel que Du(ay) < 0.

Démonstration. Soit X > 1 le coefficient de dilatation de f. Ainsi, pour presque tous z,¥y
dans le méme élément de la partition «, on a d(Tx, Ty) > Ad(z,y).

Soit @ la fonction définie par ®(x) = Df(a) lorsque = € a : par hypothése, cette fonction
est intégrable. En particulier, sur un ensemble X; de mesure pleine, la somme de Birkhoff
Sp®(z) est un O(n).

Il existe également X, de mesure pleine tel que tous les itérés d'un point x € X, vérifient :
pour presque tout y dans le méme élément de partition a que T"z, |f(y) — f(T"x)| <
Df(a)d(y,T"z).

Enfin, le théoréme de convergence des martingales assure que presque tout point est un point
de continuité mesurable de u : il existe X3 de mesure pleine tel que, si z € X3 et ag,aq, ...
désigne la suite des éléments de « qui contiennent x,T(z), ..., alors pour tout € > 0

iy € oo, ... a] | Iuly) — ule)] >}
mlag, ..., 0, 1] '
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Comme T est Gibbs-Markov, la distorsion de tous ses itérés est bornée d’aprés le lemme
1.1.7. 1l existe donc une constante B telle que, pour tout ensemble mesurable Z et pour tout
cylindre de longueur £,

m([ag, ..., ax_1|NT*Z) m(T (ag-1) N Z)
mlag, - .., ax_1] sB m(Tay_1)

Comme T a la propriété de grande image, on en déduit l'existence d’une constante B’ telle

que
m([ao, c. ,ak_l] N T_kZ)

mlao, - ar] < B'm(2). (1.15)

Soient K un nombre assez grand pour que
Klog\ > 3, (1.16)
puis aq,...,ay un nombre fini d’éléments de la partition o dont le complémentaire est de

mesure gy assez petite pour que K log(1l — B’eg) > —1/2. Notons
Zn={x|Vn®<k<n®+|Klogn|,TF(z) €y U...Uay}.
Soit enfin X, I’ensemble des points qui sont dans une infinité de Z,,.

Lemme 1.2.3. L’ensemble X4 est de mesure non nulle.

Démonstration. On notera A = a; U... U ay.

Minorons tout d’abord m(Z,). Pour tout cylindre [ag, ..., ax_1], on applique (1.15) au com-
plémentaire de A, de mesure g, et on obtient

m(lag, ..., a, 1] NT*A) > (1 — B'eg)mla, ..., ar_1].
En additionnant ces inégalités pour a;_; parcourant aq, ..., ay, on obtient
m([ag, ..., ax_ o] NTFANT*A) > (1 — Beg)m([a, ..., ap_o] NTFA).

Cette derniére expression majore (1 — B/E 2m ap,...,0p—2|, €NCOre d’aprés (1.15). On dé-
0 05 s Wk )
montre ainsi par récurrence que

m([ag, e ,al] N TﬁlilA n---N TikA) = (1 — B/é‘g)kilm[ao, e ,CL[].

En particulier, pour [ = —1 et k = | K logn| — 1, on trouve en utilisant I'invariance de m que

m(Zn) > (1 N B/€0)K10gn _ nKlog(l—B’ao) > L

B

grace au choix de ¢g.
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Ainsi, > m(Z,) = oo. On va appliquer une version du lemme de Borel-Cantelli pour conclure.
Comme les ensembles Z,, ne sont pas indépendants, on va utiliser la version suivante de ce
lemme, due & Lamperti (| , proposition 6.26.3]) :
Si Yy - m(Z,) = oo et

g (20 Z)

lim inf — 5

nroo (3 iy m(Zk))
alors ’ensemble des points appartenant a une infinité d’ensembles Z, est de mesure non
nulle.

Il faut donc estimer m(Z; N Z;). On va utiliser 'opérateur de transfert f, qui agit sur £
I’espace des fonctions lipschitziennes sur chaque élément de la partition, par le corollaire
1.1.14.
Soient Xgla fonction caractéristique de A, St T = 3H0<k<LKlognJ x o TF : ainsi, m(Z,) =
JmoT™ = [y, et m(Z,NZ,) = [ 0T™ -v,0T? . La fonction y est dans £. Ainsi, pour
k>j

m(Z] N Zk) = /’7] e} TjS * Yk © jjk3 = /fkg_jg(/yj) * Vi < kag_j3<’}/j>

Lm(zk). (1.17)

Comme T agit continiment sur £, la fonction

0y = THWEI () = T(XT(x -+~ T(x) )
vérifie ||6;]] , < CF°89. L'inégalité (1.12), appliquée a k* — j° — [ K logj| et 6;, donne

Hj;kg,jg% <C <)\7(k37j37Klogj) 16,11 + H(SJHI> <C (Af(k3—j37Klogj)CKlog]' 4 m(Zj)>
(1.18)
puisque ||§;]], = [d; = [, toutes ces fonctions étant positives. Ainsi, (1.17) et (1.18)

donnent

im(Z; 0 Z)| < O F =) (O N K8d 4 Cm(Z;Ym(Zy,).

Finalement,

> m(ZNZy) <CYm(Zy)m(Zy) +OZ>\J (C\)Klogd Z A

j<k<n j<k j=1 k=j+1
<C (Zm(zk)> +CZ>\J (C\)Klogd Z N
k<n =(j+1)3
La derniére somme est majorée par
OZAJ oo 2
1— A"t ’

j=1
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ce qui montre qu’on peut appliquer le lemme de Borel-Cantelli énoncé ci-dessus. Cela conclut
la preuve du lemme. O

On fixe maintenant xg € X7 N X5 N X3 N Xy, ce qui est possible puisque cet ensemble est de
mesure non nulle. Soient my — oo telle que © € Z,,,, et ny = mj + | Klogmy] — 1. Alors
T (xq) est dans un ensemble parmi «, . .., ay. En particulier, un de ces ensembles est utilisé
une infinité de fois. Quitte a prendre une sous-suite de my, on peut supposer que T (z) est
toujours dans le méme ensemble «;, mettons a;. On va montrer que u est lipschitzienne sur
a1. On notera ag, ay, ... la suite des éléments de a qui contiennent les itérés successifs de xg.

Soit € > 0. Comme zy € X3,

m{y € [ao, - - ., an—1] | |u(y) —ulzo)| > €}
mlag, ..., Qny—1]

— 0.

Quitte a prendre encore une sous-suite de my, on peut méme supposer que

T miy € lag, .- an, ] | July) = ulzo)| > e}

mlag, - .., any—1]

< 00

Pour tout k£ € N, le controle de la distorsion implique que

m{y € X | Y € ag,...,an,1], Ty =y, |u(y') — u(zo)| > €}
m[Tay,, 1]

_ iy €lag, - an, ] | [uly) — ulzo)| > e}

- mlag, ..., 0n, 1] '
Ainsi, Y, m{y € X |3y € [ag, ..., @n—1], T™Y =y, |u(y') —u(zo)| > e} < 4o00. Ainsi, U, :=
{y € X | Ic,Vk > K, siy € lag,...,an1] est tel que Ty =y, alors |u(y') — u(xg)| < &}
est de mesure pleine.

Soient y1,ys dans U. N ;. Si k est assez grand, les préimages y; et vy, de y; et yo dans

[ag, . .., an,—1] satisfont |u(y]) — u(xo)| < €, si bien que |u(y]) — u(ys)| < 2¢. Alors
uyr) — w(y2)| = [uwo T™ (y1) — uwo T ()]
iy (1.19)

< Z |foT () — foTHyh)| + lulyy) — u(yh)l-

Rappelons que ng = m3 + | Klogmy] — 1, et que ® est définie par ®(z) = Df(a) lorsque
x € a. Alors
m%—l mi—l
Mo (W) — FoT () < Y B(T (w0))d(Ty}, T'yh)
i=0 1=0
mi-1 (1.20)
<Y (T (o)) N (T oy, T yh)
i=0
< )\_KIOgmk+QSmicI)({E0)d(y1,yg).
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Mais g € X7, si bien qu’il existe C' tel que S, ®(xg) < Cn pour tout n. Comme —K log A <
—3 par (1.16), on obtient que (1.20) tend vers 0.

Finalement, soit D = sup D f (a;) pour 1 < j < N. Par définition de la suite my, on a
T'(z0) € Ujvzl a; pour tout mj < i < ng, si blen que

ng—1 ng—1 ni—1
Z |f OTz (1) OTZ (y3)] Z Dd( Tl?/p o) < D Z NTd(ys, ya)
1= mk = mk i:m%

D

< ——d(y1,y2).
)\ 1 (yl y?)
Ainsi, l’équation (119) donne

lu(y1) — u(y2)| < o(1) + %d(yl, Yo) + 2¢.

Finalement, sur a; N[ Ue, de mesure pleine dans oy, on a [u(y:) — u(y2)| < 225d(y1,v2). O

Lemme 1.2.4. On a ), mla]Du(a) < oo.

aco

Démonstration. Soit a € «, montrons que Du(a) < co. Comme T est transitive, il existe n

tel que a C T"(ay), et soit alors [ay, . .., a,—1] un cylindre inclus dans a; (avec ay = ) avec
a C T(ay,_1). Pour y;,ys € a, soient y] et y, leurs antécédents par 7™ dans [ag, ..., @, 1].
Alors

) — )| < Y LS = ST + o) — ()

- (1.21)
<Y Df(a)XN"d(yr, y2) + A" Dulon)d(ys, v2),
i=0
ce qui prouve que Du(a) < oo.
Soit maintenant § une partie finie non vide de a. Soit a € o\, montrons que
m(a) = Z mlag, a1, ..., a1, al. (1.22)

ap€f,a1,...,an—1€\f

Soit Y = (J,c5 b On notera Ay = a, puis A,y =T~ (A)\Y et B,y =T7'(A,) NY. Ainsi,

on a
A, = U [ag, ..., an_1,a] et B, = U [ag, ..., an_1,0].

ag,...,an—1€a\f ap€P,a1,..,an—1€\f

On veut donc montrer que m(a) =, m(B,). Ona T (A,) = A,+1 U By, donec m(A,) =
m(An+1) +m(B,41). Par récurrence, on obtient m(a) = m(By) +...+m(B,) +m(A,). Pour
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conclure, il faut donc voir que m(A,) — 0. Mais A, C C, = {z | VO < k < n,T*(x) € Y}.
On va montrer que m(C,,) — 0. Il suffit pour cela de voir que C' = () C}, est de mesure nulle.
On a C C T7!(C), donc par invariance de la mesure C' = T~'(C') mod 0, donc m(C) = 0
ou 1 par ergodicité (car T est transitive). Mais C' ne rencontre pas Y, de mesure positive,
donc m(C') = 0. Cela démontre (1.22).

Si [ag, . .., an_1,a] est un cylindre de mesure positive, on a d’aprés (1.21)

[y

n—

Du(a) <Y N ""Df(a;) + X "Du(ay).

S
Il
o

Ainsi, (1.22) implique que
n—1
m(a)Du(a) < Z mlag, ..., a1, 0l (Z )\i"Df(ai)) + m(a) sup Du(b).
ap€B,at,...,an—1€a\B =0 bep

Comme ) m(a)sup,es Du(b) < oo, on va montrer que Y m(a)Du(a) < oo en vérifiant que

> > mlao, . .., an1] (Z /\i_”Df(ai)) (1.23)

n=1 aqp€p,a1,....,an—1€x\

est fini. Dans cette expression, pour a € a\f3, le facteur d'un terme A"*D f(a) est

E mlag, ..., Qn_1,0, Qpi1y -y pip—1] < E mlag, ..., a1, 0.
ap€f,a1,..,an—1€\B ap€p,a1,...,.an—1€0\f
Ant1yees@npk—1€0\B

Mais, d’aprés (1.22), ce dernier terme est égal a m(a). On vérifie de méme que, dans (1.23),
le facteur d’un terme A™"D f(a) avec a € B est majoré par m(a). Ainsi,

(1.23) sz A Df(a),

aca k=1

qui est fini puisque > m(a)D f(a) < co par hypothése. ]

Démonstration du théoréme 1.2.1. Pour presque tout x, la conservation de la mesure im-

plique que Zqu g(y) = 1. Notons g, z1, ... les antécédents de x, qui sont dans des élé-
ments ag, ap, ... de la partition «. Par distorsion bornée, on a g(z,) < B m”?g?:g) pour une

certaine constante B. Comme T a la propriété de grande image, m(T'a,) est uniformément
minoré, si bien qu’il existe B’ > 0 tel que g(z,,) < B'm(a,). Comme ) g(x,) = 1, on obtient
B> m(a,) > 1.
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Soit a, un élément de ., majorons Du(a,). Soient x,y € a.. Leurs antécédents par T', qu’on
notera xg, x1,... et Yo, y1, ..., sont dans les mémes éléments ag, aq, ... de «, par définition de
ay. Comme f =u—wuoT, on a pour tout n

lu(z) — uy)| < [f(zn) = fyn)] + [u(zn) — w(yn)| < (Df(an) + Du(an))d(zn, yn)
< (Df(an) + Du(a,)) A\ td(z, y).

Ainsi,
[u(z) = u(y)l < B"Y_m(an)lu(z) — uly)l < B'Y_m(a.)(Df(an) + Du(a))A " d(x, y).
Finalement, Du(a.) < £ 3" m(a)(Df(a) + Du(a)), qui est fini par le lemme 1.2.4. O

1.2.2 Le cas intégrable

Le critére suivant peut également étre utile pour assurer qu'une fonction n’est pas un cobord :
il affirme qu’un cobord intégrable est nécessairement borné (sous des hypothéses de régularité
suffisantes).

Proposition 1.2.5. Sous les hypothéses du théoreme 1.2.1, supposons que f est intégrable.
Alors u est essentiellement bornée.

Démonstration. Montrons tout d’abord que u est intégrable. Soient aq,...,ay des éléments
de o dont la mesure dépasse 1 — 1, si bien que I'image de tout élément de o contient I'un des
a;. Comme u est lipschitzienne sur les a;, elle y est en particulier bornée par une constante

C.

Soit z € a € a. Il existe y € a dont I'image est dans 'un des a;. Alors u(y) = f(y) + u(Ty)
donc [u(y)] < |(y)| + C, puis

u(x)] < Dula) + |u(y)| < Dufa) + C + [f(y)| < Du(a) + C + Df(a) + [ f(x)]

Le membre de droite est intégrable, d’aprés le lemme 1.2.4, donc u est également intégrable.

Montrons que u est en fait bornée. Soit x € X, dont les antécédents xg, x1, ... sont dans des
éléments ag, ay, ... de «, avec B’ > m(a,) > 1 d’aprés la preuve du théoréme 1.2.1. Alors,
pour tout n, u(z) = u(z,) — f(x,). De plus, pour y € a,, |u(y) — u(x,)| < Du(a,), donc en
intégrant |u(z,)| < Du(a,) + m J. |u]. La fonction f satisfait la méme équation. Ainsi,

u(@)] < B'Y mia)u(x)] < B'S mian)(fulz)] + 1)
< B (Z m(aa)(Duan) + DSan)) + [ (ol + !f|)> .

Ce dernier terme est majoré par B'>" m(a)(Du(a)+Df(a))+B" [ (Ju|+|f]), quiest fini. O
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Remarque (post-soutenance) : I'hypothése d’intégrabilité de f est en fait inutile, la fonction u

est toujours essentiellement bornée. En effet, d’apreés | |, une application Gibbs-Markov
préservant une mesure de probabilité a automatiquement la big preimage property : il existe
un nombre fini d’éléments de partition aq,...,a, tels que, pour tout a € «, il existe i avec

a C T'(a;) (modulo 0). Si f =u—wuoT, les fonctions f et u sont holderiennes, donc bornées,
sur chacun des a;, et cela implique que u est bornée sur tout ’espace.

Pour démontrer le résultat de Sarig, on note que la distorsion bornée implique 'existence
d’une constante C' > 0 telle que, pour tout cylindre [b, a] non vide,

C~'m[blm[a] < m[b, a] < Cm[b]m]a].

Soit a € «, notons by, ... les éléments de « tels que a C T'(b;). Alors T~ [a] = |J[b;, a], puis

mla] = m(T[a]) =Y mlb;,a] < C>_ mlb;Jmla].

On obtient donc > m[b;] > C~'. Pour conclure, il suffit donc de prendre des éléments
ai,...,a, de « tels que > mla;] > 1 — C~'. En effet, I'un des b; sera alors nécessairement
égal & I'un des a; (sans quoi on aurait m(X) >1—C~!+C~! =1, ce qui est absurde).

1.3 Applications induites et constructions de tours

Dans la suite, on va s’intéresser a des applications qui ne seront pas Gibbs-Markov, a cause
de singularités en lesquelles on n’aura pas de dilatation uniforme. Pour pouvoir malgré tout
utiliser les outils disponibles pour les applications Gibbs-Markov, I'idée (classique) sera de
travailler sur une partie de ’espace qui ne verra pas les singularités, et d’utiliser les premiers
retours des points dans cette partie : c’est le processus dtnduction.

1.3.1 Induction
Les preuves des résultats de cette partie se trouvent dans | , partie 1.5].

Définition 1.3.1. Sotent T' : X — X wune application conservative sur un espace X muni
d’une mesure m, et Y wune partie de X de mesure non nulle. Pour y € Y, soit py(y) =
inf{n > 1| T"(y) € Y} le temps de retour de y dans Y. On définit une application Ty sur
Uensemble {y € Y | py(y) < oo} par

Ty (y) = T#*W(y). (1.24)

C’est 'application induite par 7" sur Y.
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L’hypothése de conservativité (| , partie 1.1]) assure que presque tout point de Y revient
une infinité de fois dans Y, ce qui va permettre d’itérer Ty . Elle est satisfaite en particulier
dés que T préserve la mesure m et que celle-ci est de masse finie.

On a une correspondance entre les mesures invariantes pour 7" et pour Ty :
Proposition 1.3.2. §i T préserve une mesure de probabilité m, alors Ty préserve la restric-
tion my de cette mesure 'Y, et m =" TM(my|{py > n}).

Réciproquement, si Ty préserve une mesure de probabilité my , alors T préserve la mesure

m =Y Trmy|{py >n}).

n=0

Il faut noter que la mesure m donnée par cette derniére formule n’est pas toujours une mesure
de masse finie : il est donc important d’étudier la proportion des points qui mettent longtemps
a revenir, i.e. la taille des queues my{py > n}.

On a un lien entre 'ergodicité de T et de Ty :

Proposition 1.3.3. Supposons que m est une mesure de probabilité invariante et ergodique
pour T'. Alors myy est ergodique pour Ty .

Réciproquement, si my est invariante et ergodique pour Ty, soit m = Y>> T (My{ey >n})-
Alors m est ergodique pour T .

De plus, on peut estimer le nombre moyen d’itérés nécessaires pour revenir a Y : si 1" préserve
une mesure de probabilité ergodique m, alors un point passe en moyenne une proportion du
temps 1/m(Y) dans Y, par le théoréme de Birkhoff, donc le temps de retour doit en moyenne
étre égal a 1/m(Y’). On a effectivement la proposition suivante (formule de Kac) :

Proposition 1.3.4. Si T préserve une mesure de probabilité m, et Y est une partie de X de

mesure non nulle, alors
/ py dm = 1.
Y

1.3.2 Le processus inverse : construction de tours

On va décrire le processus inverse de celui du paragraphe précédent, qui va consister a partir
d’une transformation S sur un espace Y et d’une fonction a valeurs entiéres qui représentera
le temps de retour, et & construire une extension (dont Iapplication induite sur Y sera
exactement S).

Plus précisément, soient S une transformation d’un espace probabilisé (Y, u) et ¢ : Y — N*
une fonction mesurable. On définit un espace X = {(y,7) |y € Y, < ¢(y)}, et une application
T sur X par T(y,i) = (y,i+ 1) sii < p(y) — 1, et T(y,o(y) —1) = (S(y),0). On définit
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également une mesure m sur X, en partant de p dans la base et en la poussant vers le haut,
ie. m|Y x {i} = p.

Dans X, on identifiera Y x {0} avec Y. La proposition qui suit est alors une conséquence
directe des définitions.

Proposition 1.3.5. L’application Ty induite par T surY est S.

Un intérét de l'application T ainsi définie est que deux points distincts de la base Y gardent
des images distinctes avant le premier retour a la base.

Supposons maintenant que l'on parte d’une application 71" conservative sur un espace pro-
babilisé (X, m). Soit Y C X une partie de mesure non nulle. Soit Y3, Y5, ... une partition
finie ou dénombrable de Y (& un ensemble de mesure nulle prés) et ¢ : Y — N* une fonc-
tion constante sur chacun des ensembles Y, telle que T¢3)(Y,) C Y. On peut alors faire
la méme construction que ci-dessus, avec 'application S = T, le temps de retour ¢, et la
mesure j = mjy. On obtient ainsi un espace X', une application 7" : X’ — X' et une mesure
m’ sur X’.

Par exemple, on peut prendre pour ¢ le temps de premier retour & Y. Méme en ce cas,
I’application T” n’est pas toujours conjuguée a 7' : il se peut que deux points différents de Y’
soient envoyés par un itéré de 7' sur le méme point de X avant le premier retour a Y, tandis
que ce ne sera pas le cas pour 7" : par construction, deux points distincts de Y ont des itérés
par T" qui restent distincts avant le premier retour a Y. Ainsi, (X’,T”) peut étre vu comme
une extension de (X, T), qui sépare les orbites avant le premier retour a Y.

Pour préciser ceci, on introduit une application 7 : X’ — X en posant 7 (y,7) = T%(y).

Proposition 1.3.6. On a un diagramme commutatif

X! T b 'd

X—=X
Démonstration. Soit (y,i) € X'. Si i < p(y) — 1, alors T'(y,i) = (y,i + 1), si bien que
moT'(y,1) =m(y,i+1) =T (y) = T om(y,1). Supposons maintenant que i = ¢(y) — 1, si
bien que T"(y,i) = (T*W (y),0). Ainsi,

mo T (y,oly) — 1) =T*W(y) = T(T*W" (y)) = T o m(y, o(y) — 1). m

Ce diagramme implique en particulier que, si 7" préserve une mesure v/, alors T" préserve la
mesure v = m,(¢/). On a une réciproque partielle dans le cas ol ¢ est le temps de premier
retour.

Proposition 1.3.7. Supposons que T préserve la mesure de probabilité ergodique m, et que
@ est le temps de premier retour a Y. Alors m,(m') = m, et T' préserve la mesure m/'.
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Démonstration. Si T préserve m, alors T¥ = Ty préserve la mesure yu = my, d’aprés la
premiére implication de la proposition 1.3.2. Mais 7y, = Ty, donc T3, préserve p. Ainsi, T"
préserve la mesure » o (T")7(u|{p > n}), c’est-a-dire m/.

Montrons maintenant que m.(m’) = m. Soit K C X, et montrons que m/(7 ' K) = m(K).

Soient Ay = K\Y et By = K NY. On définit par récurrence A, = T '(A;_1)\Y et By =
T 1(A;_1)NY : les points de A, n’ont pas encore été traités au temps k, alors que les points
de By, sont traités exactement au temps k. On a alors 7 '(K) = {(z,7) | i € N,z € B;}.
Ainsi, m/(77'K) = > m(By).

Comme m(K) = m(Ag) + m(By) et, par construction, m(Ak 1) =m(T A1) = m(Ax) +
m(By), on obtient pour tout n que m(K) =m(By) + ...+ m(B,) + m(A,). Pour conclure,
il suffit de montrer que m(A4,) — 0 quand n — co.

Soit C,, = {x | Vi < n,T'z € Y}. Alors A,, C C,,. De plus, C,, décroit. Soit C' = C,. 1l
suffit de montrer que m(C) = 0, car cela impliquera que m(C,) — 0. Comme C C T~'C et
T préserve la mesure, on a C' = T~'C mod 0. Par ergodicité de T, m(C) = 0 ou 1. Mais
CNY =0et m(Y) >0, donc m(C) = 0. O

Ceci implique que, si on part d'une application ergodique 71" qui préserve une mesure m mais
qui peut avoir un comportement mal contrélé entre deux retours successifs & une partie Y de
X, alors on peut la comprendre en étudiant une application plus simple qui aura les mémes
propriétés ergodiques que 71" mais sera en plus gentille entre deux retours a Y. Par exemple,
si on s’intéresse a des théorémes limites pour une fonction f : X — R sous l'itération de T,
il suffira de démontrer les mémes théorémes pour f' = fonw : X’ — R sous 'action de T”, ce
qui se révélera plus facile.

1.3.3 Applications induisant des applications Gibbs-Markov

On va appliquer les techniques qui précedent a des applications qui induisent des applications
Gibbs-Markov sur une partie de ’espace.

Soient (X, T, m, «,d) une application markovienne, et ¥ une réunion d’éléments de . Mon-
trons que l'application induite Ty est automatiquement markovienne. Soit v C « tel que
Y = Uaev a. Pour a € y et &,...,&,—1 € a\, notons

[a,&1,. . &1, Y]={y€a|VI<i<n—1,T(y) €&, et T"y €Y}
C’est une réunion de cylindres de T'. Notons

0= {[a,fl,...,gn_l,y] | ac 77517'--7§n—1 S a\’y,m[a,gl,._.,gn_l,}/] > 0}

C’est une partition (modulo un ensemble de mesure nulle) de I'ensemble des points de Y
qui reviennent dans Y. En particulier, lorsque T est conservative, cet ensemble est de mesure
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pleine. L’application Ty est alors une application de Y dans lui-méme définie presque partout,
markovienne pour la partition 9.

On notera les cylindres de la partition § par [dy, ..., d, 1]y, avec dy,...,d,—1 € §. Si d =
[a,&1, ... ,&1,Y] € 6, son image par Ty est Ty (d) = T'(§,-1) NY, et est donc a-mesurable.
En particulier, si v est fini, alors Ty a automatiquement la propriété de grande image.

Définition 1.3.8. Soit (X,T,m,«a,d) une application markovienne conservative. On dit

qu’elle est localement Gibbs-Markov si elle satisfait les deux conditions suivantes :

— Il existe une partie Y de X, réunion d’éléments de o, avec |JT (V) = X mod 0, telle
que Ty soit Gibbs-Markov pour la partition & correspondante sur'Y .

— Il emiste C' > 0 vérifiant la condition qui suit. Soient x,y € X, notons xo = z,r; =
T(x),...,2, =T"x) €Y etyo=y,y1 = T(Y),...,ym = T™(y) € Y les premiers itérés
de ces points, jusqu’a la premiére entrée dans Y. On suppose que m = n, et que pour
0<i<n, x; ety; sont dans le méme élément de a.. Alors, pour presque tous x,y vérifiant
cette propriété, d(x,y) < Cd(Tn, yYn).

La deuxiéme condition affirme que la distance ne se comporte pas trop mal vis-a-vis de
I'induction, et permet d’assurer que des fonctions lipschitziennes sur tout I’espace induisent
des fonctions assez réguliéres sur Y.

Remarque 1.3.9. Quand l'espace X n’est pas muni d’une distance au départ, ou quand
cette distance ne vérifie pas la deuxiéme condition, on peut définir une distance d sur X de
la fagon suivante : soient s(x,y) le temps de séparation de x,y € Y sous l'action de Ty, et
7 < 1. On pose alors, pour z,y € X, d(z,y) = 1 si z et y ne restent pas dans le méme
élément de la partition a avant leur premiére entrée dans Y, et d.(z,y) = 75@n:Yn) sinon, ot
x, et y, sont les premiéres entrées de = et y dans Y. Cette distance est une extension a X de
la distance définie en (1.1). Si Ty est Gibbs-Markov pour une certaine distance, alors T est
localement Gibbs-Markov pour la distance d, si 7 est assez proche de 1, d’aprés la remarque
1.1.5.

On peut aisément relier les propriétés de transitivité de 7" et Ty (mais il n’y a pas d’analogue
pour les propriétés de mélange) :

Lemme 1.3.10. St T est Markov-transitive, alors Ty est Markov-transitive.

On peut alors déduire des résultats sur les mesures invariantes des applications localement
Gibbs-Markov, en utilisant les résultats correspondants pour les applications Gibbs-Markov.

Proposition 1.3.11. Soit (X, T, m) une application localement Gibbs-Markov. Il existe alors
un nombre fini non nul de mesures my, . .., my invariantes, absolument continues par rapport
a m, ergodiques. Elles satisfont m;(Y") < oo. Il existe également des ensembles X1,..., Xy
tels que m; est équivalente a m sur X;, avec X = Uf\il Un>0 T-"(X;). De plus, toute mesure
W invariante absolument continue est combinaison linéaire des m;.
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Enfin, si T est Markov-transitive, alors N = 1, i.e. il existe une unique mesure invariante
absolument continue u, et cette mesure est ergodique et satisfait p(Y) < oo.

Démonstration. SiT est localement Gibbs-Markov pour une partie Y de X, alors Ty préserve
un nombre fini non nul de mesures de probabilité py, ..., uy invariantes absolument continues
par rapport & m, par la proposition 1.1.17 et le théoréme 1.1.8. De plus, si T" est transitive,
alors Ty est transitive par le lemme 1.3.10, donc N =1 par le théoréme 1.1.8.

Soient my, ..., my obtenues & partir de py, ..., uy par le processus d’induction décrit dans
la proposition 1.3.2. Comme les u; sont ergodiques, les mesures m; sont également ergodiques
d’apres la proposition 1.3.3.

Soit Y; tel que p; est équivalente & m sur Y;. Alors m; est équivalente & m sur X; = (JT"(V;).
D’aprés le corollaire 1.1.18, [ JY, Uz Ty (Vi) = Y mod 0. Comme (JT7(Y) = X, on en
déduit que JY, Uz T7"(X;) = X mod 0.

Soit finalement p une mesure invariante non nulle, absolument continue par rapport a m.
Alors la restriction de p a Y est invariante par Ty et absolument continue par rapport a
m. Par le corollaire 1.1.18, 1y est combinaison linéaire des ;. En induisant (et en utilisant
X =T ™)), on en déduit que p est combinaison linéaire des m;. O

Cependant, les mesures m; obtenues de cette fagcon ne sont pas nécessairement de masse finie :
pour 'assurer, il faut de plus imposer une condition de sommabilité.

On peut également définir les tours localement Gibbs-Markov, qui sont des applications
localement Gibbs-Markov avec une combinatoire simple entre deux retours successifs :

Définition 1.3.12. On dit qu’une application markovienne conservative (X, T, m,a,d) est
une tour localement Gibbs-Markov sl existe une partie oy de o et une application ¢ : oy —
N* (le temps de retour) telles que

1. X ={(z,i) | z € a € ap,t € {0,...,p(a) — 1}}, et la partition o est donnée par
{ax{i} | a € ap,i < ¢(a) — 1}.

2. Pour a € ag et 1 < p(a) — 1, T envoie a X {i} dans a x {i + 1} en agissant comme
Videntité sur la premiére coordonnée (i.e. T'(x,1) = (x,i+1)) et Tumyox (i) est équivalente
a Mg {it1}-

3. Pour a € ag, T#Y envoie a x {0} sur une réunion d’éléments de oy, avec une image

de mesure uniformément minorée et une dilatation d’au moins X > 1. De plus, il existe

C > 0 tel que la distorsion g(x) = W vérifie : pour presque tous x,y € a X {0},
mo |CL

< C’d(T‘P(“)x, T«P(a)y)_
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4. 1l existe C > 0 tel que, pour tout a € g, pour tout i < p(a), pour presque tous
z,y € a x {0}, -
d(T'z, T'y) < Cd(T? W, T¥@y).

En particulier, une tour localement Gibbs-Markov est une application localement Gibbs-
Markov, par définition, mais les retours a la base vérifient également une combinatoire trés
simple : deux points distincts de la base ne peuvent pas étre envoyés sur un méme point
avant le premier retour a la base. Ainsi, il sera souvent plus facile de démontrer des théorémes
pour des tours localement Gibbs-Markov que pour des applications localement Gibbs-Markov
générales. On pourra alors tirer profit du résultat suivant :

Proposition 1.3.13. Soit (X,T,m,a,d) une application localement Gibbs-Markov sur une
base Y C X, préservant la mesure de probabilité m. Il existe alors une tour localement
Gibbs-Markov (X', T',m’, o/, d") préservant une mesure de probabilité m', et une projection
m: X' — X, telles que m,(m') = m, moT" = T om, et la restriction de la projection
a un élément a' de o est une isométrie, dont l'image est incluse dans un élément de «.
Finalement, 7 est un isomorphisme entre (Y', o) et (Y, 46).

Démonstration. Si T est localement Gibbs-Markov, on peut lui appliquer la construction
décrite dans le paragraphe 1.3.2, en prenant pour ¢ le temps de premier retour. On définit
une partition o/ sur X', en poussant § dans chaque étage de la tour. Plus précisément, o’ est
donnée par {d x {k} | d € 0,k < ¢(d)}. Notons Ay, = {(y, k) | y € Y,o(y) > k} le k-éme
étage de la tour. On définit aussi une distance d’ sur X', de la fagon suivante : pour (z, k)
et (y, k) dans le méme étage A, de la tour, on pose d'((x, k), (y,k)) = d(T*z, T*y). De plus,
pour k # [, on pose d'((x, k), (y,1)) = supy, x d. Par construction, I'application 7" est alors
markovienne pour la partition o’ et la distance d’, et 'application induite sur la base de la
tour est Ty. Finalement, 7" vérifie clairement toutes les propriétés annoncées. O]

Ainsi, pour étudier les applications localement Gibbs-Markov, on peut se restreindre au cas
transitif, puis aux tours localement Gibbs-Markov transitives. On poursuit la réduction dans
la proposition qui suit :

Proposition 1.3.14. Soit (X, T, m) une tour localement Gibbs-Markov transitive. Il existe
alors un entier d et une partition Xy, ..., Xq4-1 de X (moins fine que a) telle que T envoie X;
dans Xiy1 pour 0 <i<d—1, et Xq—1 dans Xo. De plus, pour 0 <i<d—1, (X;,T% mx,)
est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante.

Démonstration. Pour a € «, soit d = pged{n | a C T™(a)}. Par transitivité, on vérifie qu’il
est indépendant de a. Fixons alors a € «, et posons, pour 0 < i < d—1, X; = {T"(a) | n=1
mod d}. Ces ensembles forment une partition de X, et T est Markov-mélangeante sur chacun
d’eux (voir | , proposition 4.2.2] pour plus de détails). Finalement, on vérifie aisément
que (X;, T?) est une tour localement Gibbs-Markov, de base X; N Ug_l A;, ou A; désigne les
points de la tour d’altitude j. O
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On a l’analogue suivant du corollaire 1.1.21 :

Proposition 1.3.15. Soit (X, T, m) une application localement Gibbs-Markov mélangeante.
Elle est alors exacte : si A C X s’écrit sous la forme T~ "(A,) mod 0 pour tout n, alors
m(A) =0 ou 1.

En particulier, si T préserve une mesure de probabilité absolument continue par rapport a m,
alors cette mesure est mélangeante.

Démonstration. La preuve du théoréme 4.4.7 de | | s’applique directement & ce cas. [

Pour montrer 1'utilité de I’extension donnée par la proposition 1.3.13, on va démontrer I’ana-
logue suivant du théoréme 1.2.1. Rappelons que D f(a) est défini dans (1.10).

Théoréme 1.3.16. Soient (X,T,m,«) une application localement Gibbs-Markov qui pré-
serve une mesure de probabilité m, et G un groupe abélien localement compact polonais. Soit
f X — G satisfaisant ), ., mla]Df(a) < +oo. Soit u: X — G une application mesurable
telle que f =u — woT presque partout.

Alors il existe C' > 0 tel que, pour tout d € 6 inclus dans Y, pour presque tous x,y € d,
lu(z) — u(y)| < CA(T? Dz, T Dy).

Autrement dit, une solution de I’équation cohomologique est nécessairement réguliére sur Y.
On peut ensuite utiliser ’équation f = u—woT pour en déduire que u est réguliére sur tout
I'espace X.

En particulier, ce résultat s’applique aux fonctions lipschitziennes.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il suffit de démontrer le résultat dans une tour
pour conclure.

Soient X’ 'extension de X en forme de tour décrite dans la proposition 1.3.13, 7 : X' — X
la projection canonique et f* = f o w. Un élément a’ de o’ se projette sur une partie d’un
élément a de «, et on a alors Df'(a’) < Df(a). En particulier, pour a € «,

Y. m(d)Df(a)< Yy m(d)Df(a) =m'(x"(a)Df(a) = m(a)Df(a).
a’'€a’ a'Ea
m(a')Ca m(a')Ca
Ainsi, Y m/(a')Df'(a’) < > m(a)Df(a) < oco. Les hypotheéses du théoréme sont donc vé-
rifiées pour X', f’ et ' = u o 7. Il suffit alors de montrer le théoréme dans ce cadre pour
conclure.

On peut donc supposer que X est une tour localement Gibbs-Markov, c’est-a-dire que X =
{(y,7) | y € Y,i < p(y)}. Notons fy la fonction définie sur Y par fy(z) = Zg(x)_l f(T*x).
Elle vérifie fy = u — u o Ty, par construction, mais n’est en général pas lipschitzienne. On
définit une distance d’ sur Y en posant d'(x,y) = d(Tyx, Tyy) si x et y sont dans le méme
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élément de la partition ag de Y, et d'(x,y) = Asupy.y d sinon. Alors les propriétés de
dilatation de Ty assurent que d’ > d. Comme Ty est Gibbs-Markov pour la distance d, on en
déduit qu’elle est également Gibbs-Markov pour la distance d’ et la partition ay.

Pour b € ag, et z,y € b, on a

w(b)— o(b)—1
| fv(x) Z |f(z, k) k)<Y Db k)A((x, k), (y, k)
0
w(b)—l @(b)—1
<C Y Df(b, k)d(Tyz, Tyy) =C Y Df(b,k)d (z,y).
0 0

Ainsi, Dfy(b) < 3250 Df(b, k), puis

S m®DAG < S mBDbE) = S mb kDb, k)

bep bep,k<yp(b) bep,k<p(b)
=> m( ) < 0.
acx
Ainsi, le théoreme 1.2.1 s’applique, et donne le résultat. O

Alinsi, certains résultats sur les applications Gibbs-Markov se généralisent bien aux applica-
tions localement Gibbs-Markov, mais ce n’est pas le cas de tous. Par exemple, le corollaire
1.1.21 sur la vitesse exponentielle de mélange ne s’étend pas, et on verra en fait dans le
chapitre 2 de cette thése que la vitesse de mélange est reliée a la mesure des points qui
reviennent en un temps plus grand que n a la base Y. En particulier, la décroissance peut
étre polynomiale. Un des objectifs de cette thése sera également d’étendre a certaines ap-
plications localement Gibbs-Markov des théorémes limites bien connus pour les applications
Gibbs-Markov, et qui peuvent se démontrer dans ce cas par des méthodes spectrales (qui ne
fonctionnent plus dans le cas localement Gibbs-Markov).

1.3.4 Modélisation d’applications réelles

De nombreuses applications réelles admettent des extensions en forme de tour localement
Gibbs-Markov, ce qui permet de leur appliquer les théorémes du paragraphe précédent. Dans
ce paragraphe, on décrit plus précisément sous quelles hypothéses on peut construire ce type
d’extension.

Définition 1.3.17. Soient (X, m,d) un espace métrique mesuré et T : X — X une appli-
cation mesurable non-singuliére. On dit que T admet un modéle localement Gibbs-Markov
s’il existe un mombre fini de parties bornées deuxr a deux disjointes Uy, ..., Uy de X, une
partition (modulo 0) finie ou dénombrable (W;),c; de |JU; dont chaque élément est inclus
dans l'un des U;, et des temps p; € N* tels que
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— Pour tout j € J, T¥ est un isomorphisme mesurable entre W; et l'un des U;, et sa

distorsion g(x) = %(m) vérifie : pour presque tous x,y € W,
‘1 _ (@) < Cd(T% z, T%y)
9(y)

ot C est une constante indépendante de j.
— Il existe C' > 0 tel que, pour tout j € J, pour presque tous x,y € W;, pour tout k < ¢,

(T z, Try) < Cd(T%ix, Ty).
— Il emiste A > 1 tel que, pour tout j € J, pour presque tous x,y € W,
d(T%x, T?y) = Md(z,y).
- > pm(W;) < oo.

Ces propriétés signifient que, aprés une attente éventuellement longue (le temps de retour
©;j), on a dilatation et controle de la distorsion. Dans des cas pratiques, on peut construire
explicitement Uy, ..., Uy et la partition W, pour montrer qu'une application admet un modele
localement Gibbs-Markov (voir par exemple le paragraphe 1.4.1), mais il est aussi possible
d’utiliser des arguments abstraits de temps hyperboliques pour les construire (voir le chapitre
Lorsque N = 1, i.e. il n’y a qu'un seul ensemble U;, on dit qu’on a affaire & une tour de Young

([You99]).

Lorsque T admet un modéle localement Gibbs-Markov, on peut construire une tour loca-
lement Gibbs-Markov X' = {(z,k) | * € W,,k < ¢;} et une application 7" définie par
Tz, k) = (x,k+1)sik <¢; —1, et T'(x,p; — 1) = (T%x,0), comme dans le paragraphe
1.3.2. On obtient une projection 7 : X’ — X telle que moT” = Tom, et les résultats sur la tour
localement Gibbs-Markov abstraite (X', T") permettent d’obtenir les résultats correspondants
suivants pour (X, T) :

Proposition 1.3.18. Soit T : X — X wune application admettant un modeéle localement
Gibbs-Markov, de partition {Uy,...,Un}. Soit A = U, 5, UN, T(U;). Il existe alors un
nombre fini de mesures de probabilité m, . .., my invariantes ergodiques absolument continues
par rapport a m supportées par A. De plus, toute mesure p invariante absolument continue
supportée par A est combinaison linéaire des m;, et presque tout point de A est dans le bassin
d’une des mesures m;.

De plus, chaque mesure m; a un support qui contient l'un des U;, et sa densité est alors
minorée sur U;. Finalement, m; se décompose comme pjo+ ...+ pja—1 (0 d peut dépendre
de j), avec Ti(pjs) = pjss1 pour s € Z/dZ, et u;, mélangeante pour T°.
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Démonstration. Soient X' la tour localement Gibbs-Markov décrite ci-dessus, et 7 : X' — X
la projection canonique. Alors X’ admet un nombre fini de mesures invariantes m/, ..., m},
par la proposition 1.3.11. Par la proposition 1.1.24, leurs densités sont majorées et minorées
sur la base. La condition ) ¢;m(W;) < oo assure de plus que ces mesures sont de masse
finie, et on peut donc supposer que ce sont des mesures de probabilité. La proposition 1.3.11
garantit alors que la réunion de leurs bassins recouvre presque tout X'.

Les mesures m(m;) ne sont pas nécessairement toutes différentes. Soient myq,...,my ces
mesures, sans répétition. Leurs bassins recouvrent alors presque tout A, donc il n’y a pas

d’autre mesure invariante.

La seule assertion qu’il reste a vérifier est la décomposition en composantes mélangeantes.
Soit m; = m.(m}) 'une des mesures. Il existe une décomposition m} = vy + ... + 4,1 ol
les mesure v, sont invariantes par (7")% et mélangeantes, d’aprés les propositions 1.3.14 et
1.3.15. Les mesures m.(v,) sont invariantes et ergodiques par T%, donc elles sont deux &
deux égales ou singulieres. On en déduit qu'il existe d (qui divise dy) tel que m.(vs) = m. (1)

si et seulement si s = ¢ mod d. On obtient la conclusion en prenant p;, = m.(v,) pour
s<d-—1. O

Notons que, dans le cas d’une tour de Young, il existe un unique ensemble U;, et donc une
unique mesure 1m;.

On obtient le résultat suivant sur la régularité des cobords :

Théoréme 1.3.19. : Soient T : X — X wune application admettant un modéle localement
Gibbs-Markov de partition {Uy,...,Unx} et G un groupe abélien localement compact polonais.
Soient f : X — G une fonction lipschitzienne (ou plus généralement 0-holderienne) et u :
X — G telle que f = u —uoT presque partout. Alors f est lipschitzienne (respectivement
-hélderienne) sur l'un des Uj.

Démonstration. Quitte a remplacer d par d?, il suffit de traiter le cas o1 f est lipschitzienne.

On travaille dans I'extension X’ de X. Soit p une des mesures de probabilité invariantes

ergodiques données par la proposition 1.3.11. Elle est équivalente & m’ sur un certain nombre
des U;, mettons Uy, ..., U,. Notons Z = Ulf U;.

Le théoréeme 1.3.16 donne une constante C' telle que, pour presque tous x,y dans le méme
élément de la partition « et inclus dans Z, |u(z) — u(y)| < Cd(T%z, T%y).

Soit a C Z un élément de «, de temps de retour n. Alors T"a est I'un des U; (avec j < k), si
bien que presque tous z,y € U, ont des antécédents «’,y" € a. Alors, comme fy =u—uoTy
(avec les notations de la preuve du théoréme 1.3.16), et | fy (z) — fy (y)| < C'd(T™z, T"y), on
a

u(z’) — u(y)| < fu(z) —u(y)| + [fr(z) = fry)] < Cdla'y) + Cd(, ). B

Il est aussi possible d’utiliser les tours localement Gibbs-Markov abstraites pour modéliser
des applications non-uniformément hyperboliques, en suivant la construction de | | :
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dans ce cas, on obtient une partition de Markov au sens hyperbolique du terme, c’est-a-dire
qu’il y a, en plus de la direction dilatante, une direction contractante. En identifiant les points
d’une méme feuille contractante, on obtient un espace quotient, qui est une tour de Young
au sens précédent, et dans lequel on peut donc appliquer la proposition 1.3.18 ou le théoréme
1.3.19.

Montrons en particulier comment utiliser le théoréme 1.3.19 dans ce cadre. Supposons que
f =wu—wuoT sur un espace X dans lequel on peut construire une tour de Young hyperbolique
X' de base Y C X. La fonction ' = fom sur X' s’écrit alors f' =« —u' oT’, ou v =uom.
De plus, il existe une fonction f”, constante le long des feuilles stables et holderienne, et une
fonction v holderienne, telles que f/ =v—voT’'+ f”. On a alors f” = (v —v) — (v —v) o T".
Comme f” est constante le long des feuilles stables, on en déduit par un argument de points
de continuité mesurable que c’est aussi le cas de u' — v. On quotiente par les feuilles stables
et on applique le théoréme 1.3.19 dans le quotient, ce qui donne que v’ — v est holderienne
sur Y. Comme v est holderienne par construction, ' est donc aussi holderienne.

1.4 Exemples en dimension 1

Dans ce paragraphe, on donne des exemples d’applications en dimension 1 auxquelles on peut
appliquer les résultats qui précédent. Ces applications ne seront pas uniformément dilatantes
(sans quoi on pourrait appliquer des méthodes spectrales directes, voir par exemple | D).
La non uniformité dans la dilatation proviendra de la présence d’un point fixe ot la dérivée est
égale a 1. Ainsi, les points proches du point fixe vont mettre longtemps a s’en éloigner, et c’est
le comportement précis au voisinage du point fixe qui dictera le comportement asymptotique
de la dynamique.

1.4.1 L’application de Liverani-Saussol-Vaienti

Soit a €]0, 1[. On consideére I'application T' définie sur le segment [0, 1] par

(e Ns ' 3 < <
T(x):{x(1+2x) si0<x<1/2,

20 — 1 sil/2<x< 1 (1.25)

Cette application (LSV) envoie chacun des deux intervalles [0,1/2] et ]1/2,1] sur [0,1] (en
négligeant les bords des intervalles, qui ne joueront aucun role dans la suite puisqu’on s’in-
téressera au comportement presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue). Sur la
branche de droite, elle est affine, et en particulier uniformément dilatante, tandis qu’elle a
un point fixe en 0 qui est topologiquement répulsif mais ou la dérivée vaut 1. De plus, le
comportement du point fixe dépend du coefficient « : plus il est élevé, et plus le point fixe
est neutre, i.e. plus les autres points mettent de temps a s’éloigner du point fixe. Notons
que la dérivée seconde de T' tend vers +o0 en 0 : le comportement précis du point fixe est
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en  + cx'™ pour une certaine constante ¢ sans importance (ajustée ici de telle sorte que
T(1/2) =1).

Cette application a été introduite par Liverani, Saussol et Vaienti dans | |. Cest un
modéle simple pour d’autres applications, dont I’étude a débuté avec Pomeau et Manneville.
Citons par exemple l'application donnée sur [0, 1] par x — {x(1 + x)}, ot {z} est la partie
fractionnaire de z : elle a exactement le méme comportement que ’application LSV, avec deux
branches dont I'image est tout U'intervalle [0, 1], celle de droite étant uniformément dilatante,
et celle de gauche admettant un point fixe neutre en x + 2'**. On peut aussi considérer les
applications données par {z/(1 — x)*} ou {z(1 — 2*)~"/*}, qui ont un point fixe neutre du
méme type et une infinité de branches uniformément dilatantes (qui ne changent rien ni aux
problémes qui se posent, ni aux résultats).

Tous les résultats qu’on va décrire dans la suite restent valables pour ces transformations,
avec les mémes preuves. Par souci de simplicité, on ne les formulera cependant que dans le
cadre des applications LSV.

On ne donnera pas de preuves détaillées dans ce paragraphe, puisqu’on traitera en détail un
cas plus général dans le paragraphe 1.4.2

Théoréme 1.4.1. Soient « €]0,1[, et T Uapplication LSV correspondante. Alors l’applica-
tion induite Ty sur'Y =]1/2,1] est Gibbs-Markov. Par conséquent, T admet une mesure m
mvariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. De plus, cette mesure
est de masse finie, et sa densité h est lipschitzienne strictement positive sur tout intervalle
e, 1].

Finalement, soit @y le temps de premier retour de Y a lui-méme. Alors m(py > n) ~ 4(ho%f3a )
Ce théoréme se trouve dans | |. Pour construire une partition markovienne pour Ty,

on pose T = 1, puis on définit par récurrence z,, 1, = T~ '(z,) N [0,1/2]. On vérifie alors que
T, ~ 3(an)~Y/*. Soit ensuite y, = T~ (2,-1)N|1/2,1]. Ainsi, J, :=]yn+1,ys] est Pensemble
des points de Y qui reviennent & Y en exactement n itérations. On vérifie alors en contrélant
explicitement la distorsion que Ty est Gibbs-Markov pour la partition {J,}. De plus, en
utilisant I'estimée sur z,,, on vérifie que

an(Jn) < C’ZnLeb(Jn) < C’Zn# < 00

car a« < 1. Ainsi, application 7" admet un modéle localement Gibbs-Markov (définition
1.3.17). Par la proposition 1.3.18, elle admet donc une mesure de probabilité invariante m,
dont la densité h est lipschitzienne sur Y.

Il reste a vérifier que h est localement lipschitzienne partout, et en particulier continue en
1/2, ce qui n’est a priori pas évident. | | le prouve en construisant h comme un élément
d’un cone de fonctions continues. Dans la partie 1.5, on verra sur un autre exemple comment
on peut démontrer ce type de continuité, sans hypothése a priori sur la forme de la densité.
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Remarquons qu’on s’est restreint au cas a < 1 puisque, lorsque « > 1, la mesure invariante

absolument continue obtenue de cette fagcon est de masse infinie. On montre en fait que,
1 n—1 .

pour Lebesgue presque tout x, la mesure - 0" dpr(,) converge faiblement vers dy la masse

de Dirac au point fixe neutre. Il ne peut donc exister de mesure de probabilité invariante

absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

On peut appliquer dans ce cadre le théoréme 1.3.19 sur les cobords :

Proposition 1.4.2. Soient T lapplication LSV de paramétre o €]0,1[ et G = S ou R. Soit
f:]0,1] = G une application hélderienne d’exposant v > 0 sur les deuz intervalles [0,1/2] et
11/2,1]. Siw:[0,1] — G est mesurable et vérifie f = u—uoT Lebesgue presque partout, alors
il existe une fonction u égale a u sur un ensemble de mesure de Lebesque pleine, holderienne
d’exposant vy, et telle que f =u —wuoT partout.

Démonstration. Le théoréme 1.3.19 donne que, si f est holderienne sur [0,1/2] et |1/2,1] et
s'écrit f = u—wuoT, alors u est presque partout holderienne sur |1/2,1]. Comme T :]1/2,1] —
10, 1] est lipschitzienne et d’inverse lipschitzienne, I’équation de cobord donne donc que u est
presque partout holderienne sur [0, 1], i.e. il existe un ensemble V' de mesure de Lebesgue
pleine et une constante C' tels que, pour tous x,y € V, |u(x) — u(y)| < Clz — y|?. On peut
aussi supposer que f =u —u ol partout sur V.

En particulier, 'application u est uniformément continue sur V', si bien qu’elle se prolonge
de facon unique en une application continue (et méme 7-hélderienne) @ sur V = [0, 1]. Sur
VNT~YV), de mesure de Lebesgue pleine et par conséquent dense, on a f(x) = u(x)—uoT(x).
Comme les deux membres de cette égalité sont continus sur les deux intervalles [0,1/2] et
11/2, 1], cette égalité s’étend a [0, 1]. O

En particulier, si f est holderienne sur [0,1/2] et |1/2,1] et est un cobord mesurable, on a
pour tout z périodique de période n que S0 f(T*x) = u(T"z) — u(x) = 0.

Corollaire 1.4.3. Si f : [0,1] — R est holderienne sur [0,1/2] et |1/2,1] et vérifie f(0) # 0,
alors f n’est pas un cobord mesurable pour ’application LSV.

Cela résout une conjecture de | | : dans cet article, les auteurs ont besoin d’admettre
que f =log|T'| — [log|T’| n’est pas un cobord, pour obtenir une variance non nulle dans
le théoréme central limite. Comme f est a-hdlderienne sur [0,1/2] et ]1/2,1] et f(0) =
— [log |T"| < 0, le corollaire garantit que ce n’est effectivement pas le cas.

En utilisant le résultat pour G = S*, on peut méme prouver un résultat plus fort :

Corollaire 1.4.4. Soit f(z) = log|T"| — [log|T’|. Il n’existe pas de fonction mesurable
u: [0,1] = R, de fonction mesurable q : X — Z et de réels p, A tels que f = u—uoT +Ag+p
presque partout.
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Démonstration. Supposons que f = u—uoT+Ag+p. Dans G = R/\Z,ona f = u—1uoT +p.
Ainsi, la proposition 1.4.2 assure que @ est hélderienne presque partout. On la prolonge en une
fonction holderienne, puis on la reléve sur [0, 1] simplement connexe. Cette nouvelle fonction
u coincide presque partout avec u, & un élément de A\Z prés. Quitte & remplacer ¢ par une
fonction ¢, on peut supposer que u = u presque partout.

Ainsi, w : [0,1] — R est continue et f = uw —u o T + Aq + p presque partout, ¢ étant a
valeurs entiéres. Cette équation donne que ¢ admet une version continue, et donc constante,
sur [0,1/2] et |1/2,1]. En identifiant les valeurs en 0 et en 1, on obtient finalement que

f=u—uoT+ f(0) sur [0,1/2],

f=u—uoT+ f(1) sur]1/2,1]. (1.26)

Dans l'intervalle ]1/2, 1], Papplication T2 a deux points fixes zo et 1. Alors (1.26) donne que
flzo) + f(Txo) = f(0) + f(1). Mais f(zo) = f(1) et f(0) < f(Txg), c’est donc absurde. [

Ce corollaire est un résultat fort d’apériodicité de la fonction f. On verra dans la partie 5.5
qu’il implique un théoréme limite fort pour f, le théoréme de la limite locale.

1.4.2 Points fixes trés neutres

Dans ce paragraphe, on étudie une classe d’exemples introduite dans | |. Ce sont des
analogues des applications LSV, mais ou le point fixe peut étre encore plus neutre. Cela
donnera des vitesses de décorrélation arbitrairement lentes.

Définition 1.4.5. On dit qu’une fonction | : R%, — R’ est a variation lente en +o0 si, pour

I(\x)
tout A > 0, 1)

On dit que p : R — R% est a variation lente en 0 si l(x) = p(1/x) est a variation lente en
+00.

— 1 quand x — oo.

On dira qu'une application T : [0,1] — [0,1] est une application de Holland si elle s’écrit
sous la forme

z(l+z%p(x)) si0<z<1/2,

T(x) = .
2x —1 sil/2 <ax<1,

ou a > 0et p: Ry — RY est une fonction a variation lente en 0, de classe C?, avec
zp' (z) = o(p(x)) et 22p"(x) = o(p(x)), normalisée de telle sorte que T'(1/2) = 1. On suppose
de plus que, pour tout = # 0, T"(x) > 1.

Remarque 1.4.6. Les conditions zp'(z) = o(p(x)) et 22p"(x) = o(p(z)) interviennent dans

le controle de la distorsion. En général, pour toute fonction p a variation lente, il existe une
fonction p qui lui est équivalente et vérifie ces conditions, par | , théoréeme 1.8.2]. Ainsi,
on ne restreint pas les comportements asymptotiques possibles en faisant cette hypothese.
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Par exemple, les applications LSV sont des applications de Holland, pour p(z) = 2%,
On définit une suite x,, par zo = 1 et z, 1 =T (z,) N[0, 1/2].

Proposition 1.4.7. On a
1

o p(Tn)

Démonstration. La suite x,,, étant strictement positive et décroissante, converge vers le point
fixe de la branche gauche de T, c’est-a-dire 0.

~ an. (1.27)

Comme xp'(z) = o(p(z)), la fonction p(z) est une fonction a variation lente normalisée, c’est-

a~dire qu’on peut I’écrire sous la forme p(x) = exp ( f du), ou ¢ tend vers 0 quand z
tend vers 0 (on peut prendre e(z) = xg (()) sur un voisinage de 0). Pour n assez grand, on a
alors

/ HOY
Tn+1 U

puisque z%p(z) tend vers 0 quand z tend vers 0, car & > 0 et p est a variation lente. Ainsi,

Tn « «
<ot (5] = ehul1 4 aaplon) ~ soaplonen)
n+1

ff:ﬂ L;‘) = o(x 1 p(Tp41)). En prenant 'exponentielle, on trouve que

p(xn-&-l)
Arntl) .
P(iﬂn) + O( n—l—lp(x +1))
On calcule alors
1 _ p(Tnt1) 1 1
wap(zn) — plan) @ 1p(@nrn) (1+ 20,1 p(204))°
1 (0% o (0%
(1t o(a%p(@ns))) (1= a2 p(Esr) + 0@y plEns1))
L1 P(Tnt1)
1
=———a+o(1).
L1 P(Tnt1)
On obtient la conclusion en sommant les équivalents. O

Remarque 1.4.8. Dans la preuve, on a utilisé le fait que p est normalisée, et donc que
zp'(x) = o(p(x)). La proposition reste en fait vraie sans cette hypotheése : on peut encadrer p
par deux fonctions p; et ps normalisées qui lui sont équivalentes (| , théoreme 1.8.2|),
appliquer le résultat pour les deux applications T} et T, correspondantes, et obtenir ainsi deux
suites y, et z, qui encadrent x,, avec ,Ol(ynf no et ! ~ na. Comme p; ~ py, on en

z5p2(zn)
déduit que y,, ~ z,. Comme y, < z, < Zn, cela implique donc le comportement asymptotique
désiré pour x,,.

Proposition 1.4.9. Il existe C' > 0 tel que, pour tout n € N, pour tous x,y € [x,11,Ty),

(™)

(T (y) < O[T (z) = T"(y)|.
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Démonstration. Les hypotheses sur p garantissent que ?,'((j)) ~ (a+1)ax®1p(r) quand z — 0.
De plus, comme z,,1 ~ x, et p est & variation lente, on en déduit que, pour tout point z

dans [T,41, 25, % ~ (a+ Daz ip(Tni1).

Fixons maintenant = < y € [z,41, x,]. L’égalité des accroissements finis donne, pour tout 0 <

: log T'(T*z "
k <n—1,unpoint & € [T*(z), T*(y)] C [Tni1_r, Tn_i] tel que loiT,ETky; = T/(%:)) (TFx—T"y).

Ainsi,

o () < o (L) - £ ey

-1

o <« 7" (&)

X Z T,—lxn—k - xn—k+1|‘
=0

2 7(g,)
Mais ?H < Cad” k+1p(xn ki1)s €6 Ty g — Ty g1 = xifiﬂp(:cn_kﬂ), donc
n—1 n—1 n—1
" (&)
S vl OS5  pptrn i) <O S  <o
k=0 k=0 k=0

par (1.27).

On a montré que la distorsion de T™ : [z,41,%,] — [21, 20| est bornée uniformément, par
une constante indépendante de n. En appliquant ce résultat a T*(z), T*(y) € [Xpn_ki1, Tn_k]

et T" % on obtient w < C|T™x — T™y|. Cela permet de reprendre les calculs

[Zn—k =T k41|
précédents, en remplacant la majoration de |[T*z—T"%y| en |2, _r—n_rs1| par une majoration

en C|T"x — T"y||%p—k — Tpn—k+1|. On obtient donc ’10g ( (I") (@) >’ <C"C|IT'e —Try|l. O

)" (y)

Théoréme 1.4.10. Soit T une application de Holland. Alors elle admet une mesure m
mvariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque, qui est unique a mul-
tiplication par un scalaire pres. De plus, la densité h de cette mesure est lipschitzienne et
strictement positive sur tout intervalle [e, 1] avec € > 0.

De plus, si py désigne le premier temps de retour oY =]1/2,1], on am(py > n) ~ h(1/2)%.
En particulier, m est de masse finie si et seulement si Y x, < o0o. Dans ce cas, m est
mélangeante.

Démonstration. Notons y, = T (x,_1)N|1/2,1] : ainsi, J,, :=]y,11,Yn] est I'ensemble des
points qui reviennent en temps n dans Y =|1/2,1]. De plus, la proposition 1.4.9 permet
de controler la distorsion de 7™ sur cet intervalle, et 7" y est dilatante d’au moins A :=
min(2,inf,,<,<,, 7"(x)) > 1. Ainsi, les propositions 1.1.17 et 1.1.24 assurent que 7y admet
une mesure invariante absolument continue, dont la densité h est lipschitzienne sur |1/2,1],
majorée et minorée. En induisant, on obtient la mesure invariante absolument continue de
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T'. De plus, elle est ergodique d’aprés la proposition 1.3.3. Cela implique donc qu’elle est
unique, par | , théoréme 1.5.6]. On verra dans un cadre plus compliqué (la preuve du
théoréeme 1.5.11) une technique permettant de vérifier que h est en fait continue, et méme
lipschitzienne sur tout intervalle [, 1] lorsque € > 0.

n

De plus, m(ey > n) = m(]1/2,yn+1]) = f1y/2+1 hdLeb. Comme h est continue et y,1; =

% + T2t avec T,41 ~ Tp, on trouve donc que

2
1\ z,
m(py >n) ~h (5) -

De plus, m est de masse finie si et seulement si Y nm(py =n) < oo, i.e. Y m(py >n) < oo.
En ce cas, la proposition 1.3.18 montre que m est mélangeante. L]

Pour estimer z,,, on peut utiliser la notion de conjuguée de de Bruijn :

Définition 1.4.11. Soit | une fonction a variation lente en +oo. Il existe une unique (a
équivalence asymptotique prés) fonction I & variation lente en +oo, appelée conjuguée de
de Bruijn de I, satisfaisant I(x)I¥ (zl(z)) — 1 et I# (2)l(2l(z)) — 1.

On a en particulier [## ~ [. Cette notion est utile pour définir un inverse asymptotique : si
f(x) = zl(z) avec [ & variation lente, alors la fonction g(z) = xl#(z) vérifie f(g(x)) ~ z et

g(f(@)) ~ .

Proposition 1.4.12. On a
1

(an)l/al# (nl/a> ’

Ty ~ (1.28)

De plus, > x, < oo si et seulement si v < 1, ou aa =1 et fol #(m) < 00.

Remarque 1.4.13. On en déduit que, pour toute fonction [ & variation lente en 400, il
-«

existe un choix de p pour lequel x,, ~ —=— : il suffit de choisir p(z) ~ [[ofl/ O‘lN(x_a)} #]

nl/«l(n)

Démonstration. La suite z,, satisfait m ~ an. Alors, pour u,, = 1/z,, on a u,l(u,) ~

n

(an)¥/®, donc u, ~ (an)"*I#(n'/*), ce qui donne (1.28).

Lorsque o < 1, la suite x, est toujours sommable. Lorsque o > 1, ce n’est jamais le cas.

On peut donc se concentrer sur le cas o = 1 pour étudier la sommabilité de x,,. On a alors

. . 1 ., . N ) 1
Yo x, < oo siet seulement si ) wEm < 00, ce qul équivaut encore a f1 @) dz < oo.

Le lemme suivant et un changement de variables en 1/z donnent donc la conclusion de la
proposition. O
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Lemme 1.4.14. Soient | une fonction a variation lente en +oo et I sa conjuguée de de
Bruijn. Alors foo l(g‘f dz < oo st et seulement si fl xl# dx < 00.

Démonstration. La finitude des intégrales ne dépend que de la classe asymptotique de [ (et
[#). On peut donc sans perte de généralité supposer que I € SRy (| , paragraphe 1.8]).
En ce cas, f(z) = xl( ) admet un véritable inverse g(z) = x{#(z) au voisinage de +o00. On
calcule alors fl g(x) par le changement de variables © = f(y). Notons que yf'(y) ~ f(y) car
f € SRy. Ainsi,

[ awm = aw = Lation™ = L = L,

Par conséquent, I'une des intégrales est finie si et seulement si 'autre 'est. O

Remarque 1.4.15. En général, la conjuguée de de Bruijn peut étre trés compliquée a cal-
culer, mais, dans les cas pratiques, on a souvent [#(z) ~ 1/I(x). C’est par exemple le cas
quand I(z) = []](log), x)**, ou log,, désigne le log itéré k fois (| , appendice 5]). Ainsi,
pour p(z) = [];(log,(1/x))*, on trouve que

1
(an )/ T} logy (nt/e)ar/e

T ™~

1.5 Un produit gauche en dimension 2

Dans cette partie, on étudie un exemple en dimension 2 qui présente le méme type de proprié-
tés que les applications LSV en dimension 1. Contrairement & | | ou | |, qui étudient
le cas des points fixes isolés, il y aura dans notre exemple toute une courbe neutre. On va
voir que les résultats valables en dimension 1 restent quand méme essentiellement vrais.

Plus précisément, soit T, l'application LSV de paramétre «, donnée par (1.25). Pour mé-
langer les comportements de différents T,,, on va considérer un produit gauche, analogue a
I'application d’Alves-Viana (| |) mais ou les applications unimodales sont remplacées
par des T,,. Soit o : ST —]0, 1[ une application de minimum a,;, et de maximum ayac. On
suppose que

1. o est C2

2. 0 < amin < Omax < 1.

3. a prend la valeur oy, en un unique point zy, avec o’ (zg) > 0.
4. Qpax < %ozmin (ce qui implique aypax < Qmin +1/2).

Ces conditions sont par exemple satisfaites par a(w) = qupin +€(1 + sin(27w)) ot amin €0, 1]
et € est assez petit.
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On définit une application T sur St x [0, 1] par
T(w,z) = (F(w), Tow)(z)) (1.29)

ou F(w) = 4w.

Dans la suite, on va généraliser & ce produit gauche les résultats en dimension 1 sur les
applications T,. On va montrer qu’il existe une unique probabilité m invariante absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, dont la densité h sera en fait Lipschitz sur
tout compact de S'x]0,1] (théoréme 1.5.11). Pour cela, on induira sur ¥ = S1x]1/2,1],
et on verra que l'application induite est Gibbs-Markov. On étudiera ensuite précisément
le comportement asymptotique de m(py > n), ou ¢y est le temps de retour a Y. Cela
permettra, dans le chapitre 4 de cette thése, d’obtenir des théorémes limites, plus précisément
la convergence des sommes de Birkhoff de fonctions hélderiennes vers une loi normale ou une
loi stable, suivant la valeur de au;, (théoréme 4.2.6). L’étude précise de m(py > n) utilisera
des propriétés trés fortes de mélange de application F sur S*, et en particulier des propriétés
de décorrélation multiple, dont I'importance a été notée dans | |.

Remarque 1.5.1. La forme particuliére de F' n’a pas d’importance, tous les résultats restent
vrais lorsque F est C? avec |F'| > 4 (par exemple F(w) = dw, pour d > 4). De la méme
facon, la seule propriété importante des applications T,, est leur comportement prés de 0 et
le fait qu’elles soient markoviennes. Finalement, I'hypothése a//(zy) (qui n’est utile que pour
I'estimation précise de m(py > n)) peut étre remplacée par : il existe k tel que a® () # 0
(mais les facteurs de normalisation doivent alors étre modifiés en conséquence). Par souci de
simplicité, on se limitera dans la suite au cas évoqué plus haut.

1.5.1 Estimées préliminaires

Pour appliquer la proposition 1.3.11, on va construire une partition de Markov pour 'appli-
cation Ty induite par T sur Y = S1x]1/2,1], et on va controéler la distorsion des différentes
branches de Ty .

On écrira T} = Ty(pn-14) © -+ - © Toy, si bien que T"(w,x) = (F"w, T} (x)). On pose aussi
d((w1, 1), (wa, T2)) = |w1 — wa| + |r1 — 22|. Un point de S' x [0, 1] sera noté x = (w,z).
Finalement, soit dyey((w1, 1), (we, 2)) = |x2 — x1].

On définit Xo(w) = 1, X;(w) = 1/2 et, pour n > 2, soit X, (w) la préimage dans [0,1/2] de
Xn-1(Fw) par Ty, Ces X,, serviront a construire une partition de Markov pour 7" dans le
paragraphe 1.5.2.

Proposition 1.5.2. Il existe C' > 0 tel que Vn € N*,Vw € S,

! < Xp(w) < ¢

C/)’L]-/ Amin = = nl/ QAmazx ’
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Démonstration. Soit V(z) = (1 4 2%mexgmin) On définit une suite 7, par Z; = 1/2 et
V(Zp41) = Z, pour n = 1. Comme V(z) = Ty, (x) pour tout w, on vérifie par récurrence
que Z, < X, (w) pour tout w. Ainsi, il suffit d’estimer Z,, pour obtenir la minoration. Comme
V(z) > z, la suite Z,,, décroissante et positive, tend vers le point fixe 0 de V.

On a

1 1 1

— Qmax 77Omin) ~ Ymin __ Qmax 77 ®min Qmin
7 %min - 7 Qmin (1 4 2%me Zn+1 ) - 7 Omin (1 — Quin 277 Zn-‘rl + O(Zn—H ))
n n+1 n+1
1
Omax
= e O'min 2 +o(1)
n+1
En sommant, on trouve # ~ M Qyin 29 done Z,, ~ C'/m!/@min Cela montre la mino-
ration.
La majoration est analogue, en utilisant une suite Z! avec 7/ > X, (w). ]

On fize une fois pour toutes une constante D assez grande. La définition qui suit est analogue
a une définition de Viana (| D).

Définition 1.5.3. Soit ¢ : K — [0,1], ou K est un intervalle de S*. On dit que le graphe de
1Y est une courbe admissible si v est C! avec [¢'| < D.

Proposition 1.5.4. Soit ¢ une courbe admissible, définie sur K avec |K| < 1/4, et incluse
dans K x [0,1/2] ou Kx]1/2,1]. Alors l'image du graphe de v par T est encore une courbe
admissible.

Démonstration. Soit (u,v) un vecteur tangent a (w, ), avec |v| < D|u|. On doit vérifier que
son image (v',v") par DT (w, z) vérifie encore |v'| < Dlu/|.
Supposons tout d’abord que z < 1/2, si bien que v/ = 4u et v’ = (1 + (22)*@ (a(w) + 1))v +
r1In(27)a/ (w)(22)*“u. Comme a(w) < amax < 1, on obtient [v| < 3|v| + Clu| pour une
certaine constante C' qui ne dépend que de ||o'|| . Ainsi,

[ 3l €
<o+ =
| = Aful 4

Cela donne [v/|/|v/| < D si 3D+ £ < D, ce qui est vrai si D est assez grand.

Supposons maintenant que z > 1/2. Alors ' = 4u et v' = 20, et il n’y a rien a faire. O

Corollaire 1.5.5. Soient (wy, 1) et (wq, z2) deux points de S* x [0,1/2] avec |z — 2| <
Dlwy — wsl et |wy — wo| < 5. Alors leurs images satisfont |2} — 24| < Dlw} — wh|.

Démonstration. On utilise un segment entre les deux points : c¢’est une courbe admissible,
donc son image est encore admissible. O]
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1.5.2 La partition de Markov

Soit Y = S1x]1/2,1]. Pour x € Y, soit ¢y(x) = inf{n > 0 | T"(x) € Y} : c’est le temps
de premier retour a Y, partout fini. L’application Ty (x) := T%¥®)(x) est I'application in-
duite par T sur Y. On va montrer que 7Ty est Gibbs-Markov, en construisant une partition
appropriée.

Si I est un intervalle de S', on notera abusivement I x [X,, 1, X,] pour {(w,z) |w € I,z €
(X1 (w), Xn(w)]}-

Soit I,(w) = [Xnt1(w), Xp(w)] (ou {w} X [Xpi1(w), X, (w)], en fonction du contexte). Par
définition de X,,, T" envoie {w} x I,(w) bijectivement sur { Fw} x I,_; (Fw). Ainsi, 'intervalle
I,(w) retourne a [1/2,1] en exactement n itérations.

Soit Y,(w) la préimage dans [1/2,1] de X, 1(Fw) par Ty,,. Ainsi, l'intervalle J,(w) =
[Yoi1(w), Yy (w)] retourne a [1/2, 1] en n étapes.

On fixe une fois pour toutes 0 < gy < %, assez petit pour que Deg minore la longueur de tout

intervalle I;(w). (Cette condition sera utile dans les estimées de distorsion).

s s+1

Soit q assez grand pour que 4% < g9, et considérons A, = HW, W} X Jn, pourn € N* et

0 < 5 < 497" —1: cet ensemble est envoyé par T" sur [-%, £E1] x [1/2,1]. Soient Ko, ..., K1
les ensembles [4%, ’I—ql} x [1/2,1]. Alors Ty est un isomorphisme entre chaque A, et 'un des
K;. Par conséquent, I'application Ty est markovienne pour la partition {A;,}, et elle a la

propriété de grande image.

Pour obtenir une mesure invariante pour Ty (et donc pour T'), on va vérifier que Ty est Gibbs-
Markov. On aura donc besoin de dilatation et de contréle de la distorsion. La dilatation est
donnée par la proposition qui suit, tandis que la distorsion est estimée dans le prochain
paragraphe.

Sur les intervalles [X3(w), X (w)], la dérivée de Ty est strictement plus grande que 1. Elle
est donc minorée par une constante A €]1, 2|, indépendante de w.

Pour (wy, 1) et (wg,x9) € ST x [0, 1], posons
d’((wl,xl), (Mg,l’g)) = a]xl — I2| + |w1 — w2| (130)

1-)/4
5

ou a =
Proposition 1.5.6. Sur chaque As,,, Uapplication T™ dilate la distance d' d’au moins \.

Démonstration. Pour n = 1 (les points reviennent directement dans Y'), tout est linéaire et
le résultat est clair. Supposons n > 2.

Soient (wy, 1) et (wa,x3) € Ag,, avec par exemple xo > x;. Les points (wq,x1) et (wa, x1)
retournent a S' x [1/2, 1] aprés au moins n itérations (par hypothése pour le premier point,
et le second est en dessous de (wsq, x3)). On peut utiliser n — 1 fois le corollaire 1.5.5, et obte-
nir qu’en distance verticale, dyest (7" (w1, 21), T" (w2, 1)) < D|F"w; — F™ws|. En particulier,
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17 (1) = 17 (x1) — Deg > 1/2 — Deg. Ainsi, par définition de o, T™(wg, x1) € I;(F"ws)
pour ¢ = 0 ou 1, donc T" *(wy, 1) € [X3(F" 'wy), X1(F" 'wy)]. Notons que T" ! (ws, z2)
appartient au méme intervalle (en fait, T ! (22) € [Xo(F™ 'wa), X1 (F™ 'wy)]). De plus, les
T,, sont dilatants, donc dyer (T (wa, z1), T (ws, T2)) = |21 — x3|. On applique T une fois
de plus, ce qui dilate d’au moins A sur [X3(F" 1wy), X;(F" 'wy)] par définition de A, et on
obtient dyer; (7" (w2, 1), T™(wa, x2)) = A|x1 — 23]

Finalement,

d (T (w1, 21), T (wa, 2)) = a dyers (T (w1, 1), T (w2, 22)) + |F"wy — F"ws|
2 adyert (T" (w2, 71), T" (w2, 22)) — a dyers (T (w1, 21), T" (w2, 71))
+ | F"wy — F"w,
> al|x; — xo] — aD|F"w; — F ws| + |F"w; — F"ws)|.

La proposition sera prouvée si (1 — aD)|F"wy — F"wy| > Aw; — we|. Mais

(1 —aD)|F"w; — F"ws| = (1 — aD)4"|wy — wa| = (1 — aD)4|w; — we| = Mwy —ws|. O

Dans la suite, on aura également besoin du lemme suivant qui garantit que 7" vérifie I’hypo-
théses 4 de la définition des applications localement Gibbs-Markov.

Lemme 1.5.7. Il existe une constante C' telle que, pour tout ensemble As ,,, pour tout k < n,
pour presque tous T,y € As,,, d(T*z, TFy) < Cd(T"z, T™y).

Démonstration. Soient (wi,z1) et (w2, z2) € As, avec par exemple x5 > z. Cela im-
plique que, pour 0 < k < n, d(T*(wy,21), TF(wy, 22)) < (1 + D)|F*fw, — F¥w,|. De plus,
d(T*(wa, 1), TF (w2, 22)) < d(T™(w2, 1), T™ (w2, 72)) (puisque, & w fixé, I'application T, est
dilatante).
Ainsi, pour 0 < k < n,
d(Tk(wl,Il),Tk(WQ,QIQ)) é d(T (wl,xl) Tk(wg,xl)) + d(Tk((UQ,ZUl) Tk(w2,:c2))
< (1+D)’kal ka2| +d( n(w27$1) ( ))
< ( D)|F"wy = Flws| + d(T" (w1, 1), T (wzaxl))
( n(whiﬁ) (w2,$2))
(1+D)’anl an2|+<].+D)|FnW1 an2|
+ d(T"(wl,xl) (WQ,Z'Q))
NS (3—|—QD)d(Tn(UJl,Il),Tn(WQ,CEQ)). UJ
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1.5.3 Bornes sur la distorsion

Lemme 1.5.8. [l existe une constante E > 0 telle que

€0 n—1
— Vo, € Jp(wy) avec T 21 < 1/2,
oo V0 € nlen) sl (1.31)

(7)) (1) = In(T2) (21)| < E|F"wy — Fws.

Vn > 0,Vwi,wy € ST avec |w; — wy| <

Démonstration. On utilise le corollaire 1.5.5 n fois et on obtient que |TF 2y — T% 24| <
D|F*w; — F*w,| pour 0 < k < n.

En particulier, pour k = n, [T} x1| > 1/2, donc |1} x1| = 1/2 — Dey. Ainsi, T"(ws, 1) €
I;(F"wy) pour un certain i € {O 1}, par définition de €. Une récurrence inverse donne
T*(wg, 1) € In_pyi(FFwg).

Pour z < 1/2 et w € S*, posons G(w,z) = In T} w(x) =In (1+ ((w) + 1)(22)*«)). Alors

oG ~ (a(w) + 1)ar(w)20@) gow) =1 o —1
2" T T )+ Do <
et
oG e (w)(22)*@) + (a(w) + 1)/ (w) In(2z) (2x) )
’a_w(“’x) - 1+ (a(w) + 1)(22)°®) sC

Le lemme 1.5.2 et le fait que T%(wy, 1) € I, _x(F*wy) et T*(wa, 71) € I jri( FFwsy) aveci < 1

impliquent que les deuxiémes composantes de T%(wy, z1) et T*(w,, 1) sont > m

Sur I’ensemble des points (w, z) avec x > les estimées sur les dérivées partielles

1

C(n—k+1)1/ @min ’
de G montrent que cette fonction est C(n — k + 1)/ @min ~1_lipschitzienne, si bien que

|G(T* (wr,21)) = G(TH(w, 21))] < Cln — k+ 1)V @i L d(TH (wr, 1), T (ws, 1))

< CO(n—k+1)Yomn=1(1 4 D)[FFw, — Fruw,|

< CO(n —k+ 1)V omin =11 4 D)4F|w) — wyl.

Finalement,

—_

n—

In(T%,) (1) = In(TZ,) (21)| < ) 1G(T*(wr,21)) = G(T*(wa, 21))]

0

b
Il

n—1

< C4™wy — wo Z(n — k4 1)1/ cmin —1gk-n

k=0
< C|F"wy — Flws| Y (14 1)1 omin 71470
=1

La derniére somme est finie, ce qui conclut la preuve. O
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Posons I} (w) = [Xta(w), X, (w)] et JF (w) = [Ynio(w), Yo (w)] pour n > 1. Ainsi, J,7, | (w) est
la préimage de I, (Fw). Ces intervalles vont apparaitre naturellement dans les controles de
distorsion, puisqu’on a vu dans la preuve du lemme 1.5.8 que, si on s’écarte horizontalement
d’un point de J,(wy), on trouve un point de J,,4;(ws) avec ¢ € {0, 1}, i.e. de J,/(ws).

Lemme 1.5.9. I existe une constante C' telle que

¥n > 0,%w € §'Va,y € J (w), [In(T7) (z) — In(T3) (y)] < CIT () — TS (y)l.

Démonstration. On rappelle que la dérivée schwarzienne d'un difféomorphisme croissant ¢

117 11 2
de classe C? est Sg(z) = 9g, ((;;) -3 ( 5; ; ((;C)) ) . La composée de deux fonctions avec une dérivée

schwarzienne négative a encore une dérivée schwarzienne négative.

Si I C I’ sont deux intervalles et 7 > 0, on dit que I’ contient un voisinage 7-dilaté de I si
les intervalles a gauche et a droite de I dans I” sont de taille au moins 7|I|. Pour 7 > 0, le
principe de Koebe (| , théoréme IV.1.2|) affirme que, si Sg < 0, et J C J' sont deux
intervalles tels que g(.J') contienne un voisinage 7-dilaté de g(.J), alors il existe une constante
K(7) telle que

|z —y|

/1]
Ceci implique que la distorsion de g est bornée sur J, si bien qu’on peut remplacer la borne

de droite par K’(ﬂ%‘

Pour 0 < a < 1, la branche de gauche de T, a une dérivée schwarzienne négative, puisque
T} < 0et T}, > 0. Soit g la composition des branches de gauche de T, (pr-10y, ..., Ta(ruw), €t
de la branche de droite de Tj,(,. Alors, sur J;7, on a T = g, et g a une dérivée schwarzienne
négative.

On veut voir que |[In(77) (z) — In(T7)'(y)| < C|T7(xz) — T (y)|. Pour cela, on applique le
principe de Koebe a J = Jf et J' = [1/24 6, 2], pour § trés petit. Alors g(J) = [Xo, 1] tandis
que g(J') contient [¢’, 2] pour ¢’ > 0, arbitrairement petit si ¢ est assez petit. Comme Xo(w)
est uniformément minoré, il existe une constante 7 > 0 (indépendante de w et n) telle que
g(J') contienne un voisinage 7-dilaté de g(.J). Le principe de Koebe donne alors la conclusion
recherchée. O

Vr,y € J,[Ing'(z) —Ing'(y)| < K(7)

Proposition 1.5.10. Il existe une constante C' telle que, pour tout As,, pour tous (wy,x1)
et ((A)Q, x2> € As,n;

det DT"(wl, Il)
det DT™(ws, x2)

—1 § Cd(T"(wl,xl),T"(wg,xQ)).

Démonstration. La matrice DT™(w,z) est triangulaire supérieure, avec 4™ dans le coin en
haut & gauche. Il faut donc montrer que

|1I1(T£1),(l'1) — IH(T‘Z)/(ZL‘Q)‘ < Cd(Tn(CU1, 1‘1), Tn(CUQ, 1‘2))
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Supposons par exemple que x5 > 1, ce qui implique que T (z1) < 1/2pour k =0,...,n—1
Le lemme 1.5.8 peut étre appliqué & z1, wy et wo, et il donne en particulier que 21 € J (ws).

n
On a

(7)) (1) = In(T2) (z2) | < In(TL) (21) — In(T7, ) (1) | + |In(T7,) (22) — In(T,) (1)

<
< E|FnCU2 FnCU1|+Cd( (Wg,l’g),T ((UQ,J}l))
par les lemmes 1.5.8 et 1.5.9. Pour le second terme,

d(T™(wa, z2), T" (w2, 1)) < d(T" (w2, x2), T" (w1, 21)) + d(T" (w1, 21), T" (w2, 1))
< d(Tn(w27ZIZ2),Tn(w17ZIZ1)) + (D + 1>|an1 - an2|

en utilisant les courbes admissibles.

Comme |F"wy — F"wy| < d(T™(wq,x1), T™(we, 22)), cela permet de conclure. O

1.5.4 Construction de la mesure invariante

Les estimées de distorsion et de dilatation qui précédent montrent que Ty est Gibbs-Markov,
et qu’elle admet dont une mesure invariante, avec une densité lipschitzienne. En induisant, on
trouve une mesure invariante pour 7', dont la densité est lipschitzienne sur chaque ensemble
St x (Xp41, X,). Cependant, il n’est pas exclu qu'il y ait des discontinuités sur S* x X,,, ce
qui n’est pas surprenant puisque 7' lui-méme a des discontinuités sur S' x {1/2}, qui vont
ensuite se propager aux autres X,, puisque la mesure est invariante.

Cependant, en dimension 1, Liverani, Saussol et Vaienti (| |) ont montré que la densité
était continue partout, en la construisant comme élément d’un céone de fonctions continues
(voir le paragraphe 1.4.1). On va démontrer un résultat analogue ici, par une méthode com-
plétement différente :

Théoréme 1.5.11. L’application T' admet une unique mesure de probabilité invariante ab-
solument continue par rapport a la mesure de Lebesque. De plus, cette mesure est ergodique.
dm

Finalement, la densité h = g7+ est lipschitzienne sur tout compact de S1x]0,1].

Démonstration. Considérons I'application Ty induite par T sur Y = S'x]1/2,1]. Elle est
markovienne pour la partition o = { A, }, et transitive puisque 7% (a) = Y pour tout a € a.
De plus, elle est dilatante pour d’ sur chaque élément de partition (proposition 1.5.6), et sa
distorsion est lipschitzienne (proposition 1.5.10).

Ainsi, le corollaire 1.1.19 montre que 7y admet une unique mesure de probabilité my inva-
riante absolument continue, qui est ergodique. De plus, sa densité h est lipschitzienne (pour
la distance d’, et dont pour la distance usuelle) sur chaque élément de la partition v, engen-
drée par les éléments Ty (a), i.e. sur les ensembles K; = [4%, T—ql] x [1/2,1]. De plus, par la
proposition 1.1.24, h est majorée et minorée.
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On obtient la mesure invariante pour m par la proposition 1.3.2. Pour vérifier que cette
nouvelle mesure est de masse finie, on va montrer que Y my(¢y > n) < co. Comme dmy
et dLeb sont équivalentes, il suffit de le vérifier pour dLeb. On a

1 1 C

Leb(@y > n) = Leb(Sl X [1/27Yn+1]) = 5 Leb(Sl X [O,Xn]) < 51/7’

n max
par le lemme 1.5.2. Comme o, < 1, cette estimée est sommable.
On sait que h est lipschitzienne sur les ensembles [%,T—ql] x [1/2,1]. Tl n’est pas diffi-
cile de montrer la continuité en {i/49} x [1/2,1] : ces nombres /49 sont artificiels, puis-
qu’ils dépendent du choix d’une partition de Markov pour F sur S!. On peut faire la
méme construction en utilisant d’autres ensembles que les A, ,. Par exemple, soient A, =
[+ o s+ S ] x Jp et K[ =[5+ 4,5 + 5], Comme 1/3 est un point fixe de F', 'ap-
plication Ty est markovienne pour la partition {A] ,}, et chacun de ces ensembles est envoyé
sur I'un des ensembles K. Ainsi, les mémes arguments s’appliquent, et montrent que h est
lipschitzienne sur chaque ensemble K. Comme les frontiéres des ensembles K; et K| sont

disjointes, on en déduit que h est en fait lipschitzienne sur S x [1/2,1].

On montre maintenant que h est lipschitzienne sur S! x [X5, 1]. Notons que h n’est définie
que presque partout, si bien qu’il est légérement incorrect de dire que A est lipschitzienne.
Cependant, si on montre que |h(x) — h(y)| < Cd(x,y) pour presque tous x et y, alors il
existera une unique version de h qui sera vraiment lipschitzienne. Ainsi, toutes les égalités
qu’on écrira jusqu’a la fin de cette preuve ne seront vraies que presque partout, ce qui ne

posera pas de probléme.
Soit A, = [757, 55k ] X J,7 - T est un diffcomorphisme entre A, et K" = [, ] x[ X5, 1].
On fixe KT égal a 'un des K;' = I x [X,1], et on va montrer que h est lipschitzienne sur

K*. Notons Af, , A} ... les ensembles A dont I'image par T" est K, . Soit ensuite

Uj: K — Ajj’n], I'inverse de la restriction de 7™ & Ajj,nj. Soit Ty l'application induite par

T surY =S x [1/2,1]. Alors hdLebyy est invariante par Ty, ce qui signifie que, pour tout
x €1 x[1/2,1],

h(x) = Z JU;(x)h(U;x)

ou JUj est le jacobien de Uj.

Soit Z = S' x [X», 1], et T 'application induite par 7" sur Z. Comme h dLeb,z est également
invariante par Tz, on a le méme type d’égalité que ci-dessus. Pour x € I x [X5,1/2], toutes
ses préimages par T sont dans S' x [1/2,1], et 'invariance donne

h(x) =Y JU;(x)h(U;x).
On a montré que, pour tout x € St x [Xy, 1],

h(x) = JU;(x)h(U;x).
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Cela signifie que h est invariante par une sorte d’opérateur de transfert (méme si ce n’est pas
un vrai opérateur de transfert, puisque les images des applications U; ne sont pas disjointes
et puisqu’elles ne recouvrent pas tout 'espace). En particulier, les images des U, sont incluses
dans S' x [1/2,1], et on sait déja que h y est lipschitzienne.

Les bornes des paragraphes précédents s’appliquent encore a la distorsion des U; et a leur

JUE )’ < Cd(x,y) pour une constante C' indépendante de 7,

et |h(U;x) — h(U;y)| < Cd(U;x,Ujy) < C'd(x,y) puisque h est lipschitzienne sur I'image de
U;. Ainsi,

dilatation. En particulier, ‘1 —

[h(x) = h(y)| < D [TU;(x)h(U;x) - JU'( )h(U;y)]

< Tt |1 - 74
< Cd(x,y)) |JUj<x>\ +Cd(x,y) Y |[TUs(y)l.

\rh O+ 3 10,0 |(U) — h(U,)]

Il reste & prouver que > |JU;(x)| est borné. Comme la distorsion est bornée, on a JU;(x) <
Leb(Im Uj;), si bien que > JU;(x) < C) Leb(ImUj), qui est fini puisque chaque point de
St x [1/2,1] est dans I'image de au plus deux applications Uj.

On a montré que h était lipschitzienne sur S* x [X,, 1], sauf peut-étre sur {4} x [X, 1].
Comme ci-dessus, en utilisant une autre partition de Markov, on montre que h est continue
sur cet ensemble. Ainsi, h est lipschitzienne sur S' x [X5, 1].

Pour montrer que h est lipschitzienne sur S' x [Xj, 1], on raisonne exactement de la méme
fagon, sauf qu’on consideére Y, 1, Y,] au lieu de JI = [V,,12, Y,,]. Comme ci-dessus, en notant

Uy, Us, ... les inverses des branches de 7™ définies sur un ensemble |5, S5L] X [V, Vo et
dont l'image est K’ = [, %] x [X}, 1] = I x [X}, 1], on montre que h(x) = Y JU;(x)h(U;x)

pour x € K’. En fait, pour x € I x[X), X;_1], on utilise I'invariance de h dLeb par I’application
induite par T' sur S' x [Xj,1]. On conclut finalement comme plus haut, en utilisant le fait
que h est lipschitzienne sur S* x [1/2, 1], qui contient I'image de tous les U;.

Cela termine la preuve, puisque tout compact de S'x]0,1] est inclus dans S* x [X},, 1] pour
k assez grand. O]

1.5.5 Décorrélations multiples de ’application F, et bornitude L?

Dans ce paragraphe, on expose divers résultats techniques concernant 1’application F' : S —
St donnée par F(w) = 4w, qui nous seront utiles plus tard pour estimer précisément X,.

Théoréme 1.5.12. Soit F: w — 4w sur le cercle S*. Alors, pour tout p € [1,00], il existe
une constante K, telle que, pour tout n € N, pour toutes fonctions fo,..., fo1 : ST = R
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bornées par 1, de moyenne nulle et 1-lipschitziennes,

n—1
Z fro F*| < K,/n.
k=0

p

Ce résultat a été essentiellement prouvé par Francoise Péne, dans un contexte beaucoup plus
général. Sa preuve dépend d’une propriété de décorrélations multiples, qui est impliquée par
le trou spectral de 'opérateur de transfert :

Lemme 1.5.13. Soit || f|| la norme de Lipschitz de la fonction f sur S*. Alors, pour tous
m,m' € N, il existe C' >0 et § < 1 tels que, pour tout N € N, pour toutes suites croissantes
(k1,... kn) et (l1,..., L), pour toutes fonctions lipschitziennes Gy, ..., Gy, Hy, ..., Hyy,

e (H ||Gi||> (HIIHjII) SV (132)

/

Cov (ﬁ G, o Fk",ﬁHj o FN+lj>

i=1 j=1

Ici, Cov(u,v) = [uv — [u [v.

Démonstration. Soit F I'opérateur de transfert associé a F', agissant sur les fonctions lip-
schitziennes. Il admet un trou spectral et ses itérés sont bornés, c’est-a-dire qu'’il existe des
constantes M > 0 et 0 < 1 telles que ||[F"f|| < M ||f]], et ||F"f|| < Md™||f| si [ f=0.

On peut supposer que N > k,,, (sinon, V=% > 1, et 'inégalité (1.32) devient triviale). Alors,
en écrivant ¢ = [[}2, Gj o F* et ¢ = [[7, H; o F'5, on obtient

Caoteve | =| [ (o= [ ) vor|=| [ 7 (o= [ )
<[[# (o= f¢) ot

F¥(g) = PY ([T GF) = BN o (G Pt (Gl Pl b (PR (G) )
= PN~Fkm (x)-

Mais

Comme les itérés de F' sont bornés sur les fonctions lipschitziennes, on obtient une borne sur
la norme de Lipschitz de x : [|x|| < M™ [T ||Gi||. De plus, [ x = [ ¢, donc

P (o [2)= [ (o )] < e [

< MM TG - O
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Quand p est un entier pair, le théoréme 1.5.12 est alors une conséquence de | , lemme
2.3.4]. L'inégalité de Holder permet d’en déduire le cas général.

Remarque 1.5.14. On a le méme résultat pour des fonctions seulement holderiennes, avec
la méme preuve.

On aura aussi besoin du résultat suivant :

Théoréme 1.5.15. Soient X un espace muni d’une mesure de probabilité et T : X — X
une application qui préserve cette mesure. Soient f: X — R et p > 2 tels que

3C > 0,¥n € N, ||S, f, < Cv/n.

Notons M, f(x) = sup,cpe, |Skf(x)|. Alors il existe une constante K telle que
Vn > 2,||Mofl|, < K(lnn)'5 v/,

Démonstration. Soit n € N*. Soit k < 2", écrivons sa décomposition binaire k = Z?;g £;20,
avec ¢; € {0,1}. Soit ¢; = Zl":_]l 2" en particulier, qo = k et ¢, = 0. Alors Sif =
Z?:_&(quf — Sy, f)- L'inégalité de convexité (ag + ... + ap—1)? < 0?7 a4+ ... +da}_,)
donne alors

n—1
|Skf’p < npil Z ‘quf - S%Hflp'
=0
Notons que g;;1 est de la forme A27T! avec 0 < A < 277771 — 1, et ¢; est égal & g;11 ou
qj+1 + 27, Ainsi,

n—1 f[2or—i-1_1

S f|? < nP ™ Z Z |Sxai+iqoi f — Sxaier fI

7=0 A=0

Le membre de droite est indépendant de k. Il borne donc |Myn_4 f|P. De plus,

[ 18008 = S fF = [ 18047 <OV

On obtient
n—1
/ |Man_1 f|P < nP7! Z on—i=lCpgril2 & rpp=lgno(5—Un — [pp—ly/on”
§=0

p—1

Pour des temps de la forme 2" — 1, c’est une borne de la forme [|M[|, < K(In t) 7 +/t. Pour
obtenir la méme estimée pour un temps ¢ arbitraire, il suffit de choisir n avec 2"~! <t < 27,
et de noter que M; < Man_1. O
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Corollaire 1.5.16. Soient F' : w — 4w sur le cercle S*, x : St — R une fonction hélderienne
de moyenne nulle, et p > 2. Soit M, X(x) = sup,<,<,, |Sex(x)|. 1l existe alors une constante
K telle que

Vi > 2, || M|, < K(nn) 7 /n.

Démonstration. Le théoréme 1.5.12 (ou plutét la remarque 1.5.14, pour le cas holderien)
montre que ||Syx||, < Cy/n. Par conséquent, le théoréme 1.5.15 permet de conclure. O

1.5.6 Comportement asymptotique de X,

Le but de cette section est d’estimer précisément le comportement de X,,. Cela permettra
de trouver un équivalent de m(py > n), ce qui sera utile pour obtenir des théorémes limites
(théoréme 4.2.6).

Théoréme 1.5.17. On a

n 1/ qmin 1
X, (w) —
( V ].n TL) ( ) < ) I/O‘min
2amin a7 3/2 T
min 20/ (x0)

presque partout et dans L.

On en déduit le comportement asymptotique de m(¢y > n). On notera

1
A= - / hdLeb, (1.33)
) min fo1y(1/2}

L 3/2 [/ Tm
4 (amm / 20’ (o)

ou h est la densité de la mesure de probabilité invariante m.

Proposition 1.5.18. On a

n

1/ amin
V1
m(py >n) ~ ( nn) A.

Démonstration. On a

n+1 Xn FUJ
m(ey >n) = / / wududw—/ / (w 1/2 + u) dudw
St J1/2 g1

_ (QF“’> h(w,1/2) dw + / /OXH(FWW [M(w,1/2 +u) — h(w,1/2)] dudw

s1 s
=I+11.
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]-/amm
Comme (ﬁ) Xn(Fw) — ( 1 7a— dans L' et presque partout
2%min oy: 3/2 L)
min QQ,I(IO)

1/ Qmin
(théoréme 1.5.17) et h(w,1/2) est borné, I ~ (@) A. De plus, si n est assez grand,

1/Ofmin
h(w, 1/2 +u) — h(w,1/2)| < &, donc H_o(@> . O

n

La preuve du théoréme 1.5.17 utilisera le lemme suivant.

Lemme 1.5.19. On a

™

mw>¢—

:[C]7 E(e_(a—amm ) deSIgne fsl Oé(w)—amn)u) d(,u

E(e~(@mamm)wy quand w — o0. (1.34)

Démonstration. Soient = & — Qumin, €t f(b) = Leb{w | B(w) € [0,b)}. Dans un voisinage
de z¢ lunique point ol « atteint son minimum Qmin, @ Se comporte comme la parabole

ow0) (1 — )2, donc f(b) ~ ,,(w \/_ b quand b — 0.

En notant Ps la distribution de 3, une intégration par parties donne
E (e~ (omommv) = / v dPy(b) = w / e " f(b)db = / e " f(u/w) du
0 0

- = [ e astu)

Mais e (Vwf(u/w)) — e \/_ quand w — oo. Il existe une constante E telle

//(x
que f(u) < Ey/u : c’est clair sur un voisinage de 0, et ailleurs car f est bornée. Ainsi,
e (Vwf(u/w)) < Ee "y/u intégrable. Par convergence dominée,

e (T N T Ty
/0 e (Vwf(u/w)) du — a”(xo)/o Vaud ) 2 O

Preuve du théoréeme 1.5.17. Comme dans la proposition 1.5.2, on écrit

05m1n _'_

[e.e]

1 1
— — Qin 9%min 2Xn a(w)—aumin O Xn 20(w)—amin )
Xn(F(.U)amin Xn+1(w)alnin a ( +1 (UJ)) + ( +1 (CL)) )

La proposition 1.5.2 donne

s . C C
Xn+1<w)2a(w) min Xn+1(w) min <

< <
(n + 1)amin/0‘max 'n + 1
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car Quin / Omax = 1/2 par hypothése. Ainsi,

1 1
XTL+1 (w)amin Xn(Fw)amin

= 2amin amin(QXn+1 (w>>a(w)famin + O(l/\/ﬁ>

En sommant de 1 & n, on obtient une constante P (indépendante de w) telle que

n

1

e > 2% gy | (2K () )T ) i P\/_ . (1.35)
Xn(w> min -k:1 |
1 & ]
X, (o) < 2% aygy, Z(QXk(F"_kW))O‘(F W) mamin P /pl (1.36)
n w Omin
| k=1 i

L’équation (1.35) et la proposition 1.5.2 impliquent que

Yoo 1 s Yngs (20 R P\/ﬂ =t Au(w). (137)
no 20min iy X (w)@min ~ o — 1/ Gmin n nW). (L.

Etudions tout d’abord la convergence de A,. Les fonctions a et a o F™ % ont la méme
distribution puisque F' préserve la mesure de Lebesgue. Ainsi, par le lemme 1.5.19,

o ( 201 )“"F"_”min T 1 Tamn 1
k1/ amin \/ 20 () V/In(kY/ emin) — In(2C-1) 20" (xo) /Ink

En additionnant ces estimées, on obtient

E(4,) — Cy = (1.38)

n

puisque Y _, \/% ~ =

On aura besoin d’estimées L”, pour p > 1. On notera ||g|| la norme Lipschitz d’une fonction
g: St =R

_ a(w)—0min
On définit fi(w) = 20" ,et gp = fr — E(fx). Ainsi, A, */F froFnF
pet f

kl/ Ymin

P4/ ln—” Comme g, = In (ﬁ%) o fi, il existe une constante L telle que, pour tous k < n

llgr|] < Llnn. Ainsi, le théoréme 1.5.12 appliqué & gx/(LInn) donne

Vi N
|4, = E(A)], = *——Lln <Y ko,
n
P

ngoF”*k/(Llnn)

k=1

1.e.

In®n

”An - E(An)Hp < Lp

- (1.39)
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Cela implique en particulier que A, converge presque partout vers C;. En effet, pour § > 0,

4/2
|A, — E(An)|4 Li (In*n
Leb{|A, — E(A,)| > 6} < / PAIE (e
qui est sommable, et E(A,) — Ch.
On a
Vinn | [ 2071 M T Amin Vinn _ ‘
= 55 () ~PVi| > SRt e = P
k=1
2 K/ ln nn2*amax/amin
n

car Omax / Omin < 3/2. Ainsi,

OCmax / Qmin —1
‘ <K (A—— (1.40)
Inn
Comme FE(A,) tend vers Cy # 0, E(A 7 est borné, donc
1 namax / Qmin —1 lng n ln n
— AN, « K"——L,\| — = M,—,
HAn ‘ E(A)], < ——Ly\[ =, s
ol K = % — @max > (). En particulier, —n tend vers C% dans tout LP. L’équation (1.37) montre
que
1/amin
n 1
X, < . 1.41
<‘ /ln n> (2amin Qnin An)l/ Omin ( )
Le membre de droite tend vers
1

1/amin
(20tmin O[min?)/2 20[//721.0))

dans tout LP, et en particulier dans L'. Ainsi,

1/ amin
— n
lim & X, | <. 1.43
((\/lnn) > ? ( )

De plus, A, converge presque partout vers C7, donc (1.41) donne que, presque partout,

1/am1n
— n
i X, < O, 1.44
o <¢m> (@) < (1.44)
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Soit @ = sup,, (ﬁ) + 1, on estime Leb {A% > Q} Sip>1,
1

1 1 1 1
Leb{ — > < Lebl |— — 21, <E||l— -
o> @) <t - o> 1) <2 (|5 -
En particulier, si p est assez grand, on obtient

Leb{i 2@} < M.

p p
)< (W)
nl{

A, n®
Soit Q' = ﬁ L’équation (1.41) implique alors que
ovimn | M
Leb{ X, > <—> <= (1.45)
n n

/ 1/ Qmin
Ainsi, U,, := {w | 3v/n < k < navee Xp(F"Fw) > (Q— klnk> } a une mesure majorée

par Z?/ﬁ % < JT\L/I—Q/ (car Leb est invariante par F"~*). Finalement, le lemme de Borel-Cantelli
assure qu’il existe un ensemble de mesure pleine de S! sur lequel w € U,, pour n assez grand.

Soit

A (w) =

a(F" *w)—amin
Nl BN N
- > ( kl/am)m +(P+1vn

k=1
Comme pour A,,, on montre que A;, — C; dans tout LP et presque partout.
oit w tel que w » pour n assez grand, e w) — C (ces propriétés sont vraies presque
Soit w tel que w & U, p grand, et Aj (w) — C1 (ces propriétés sont vraies presq
’ 1/amin
partout). Pour n assez grand, 1’équation (1.36) et le fait que Xj(F"*w) < (Q— klnk)
pour /n < k < n donnent

1 R Y7o Vs TR S
<D o1+ ( ) + Py/n

2amin O X w Omin kl/ Omin
min n( ) k=1 k=/7

< Al (w) ~ Ch.
Vinn nw) Inn !

Ainsi,

]-/amin
n
lim X (w) = Cs. 1.46

(\/lnn) () 2 ( )

1/ Qmin
Les équations (1.44) et (1.46) montrent que (ﬁ) X, tend presque partout vers Cs.

On obtient la convergence dans L' grace a I'inégalité (1.43) et au lemme suivant. O
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Lemme 1.5.20. Soient f, des fonctions positives ou nulles sur un espace de probabilité, avec
fn — [ presque partout et lim E(f,) < E(f) < co. Alors f, — f dans L.

Démonstration. Soit g, = fu + f — |f — fu| = 0. Le lemme de Fatou donne E(limg,) <
lim (g,), donc o o
2B(f) < lm E(fo) + E(f) = Im E([f — ful).

Ainsi, les hypothéses impliquent que lim E(|f — f,|) < 0. ]
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Chapitre 2

Décorrélation des tours localement
Gibbs-Markov
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Dans ce chapitre, qui reprend et étend les résultats de larticle [Gou04b], on s’intéresse a la
vitesse de décroissance des corrélations dans les tours localement Gibbs-Markov mélangeantes.
Comme on I’a vu dans le paragraphe 1.3.3, cela aura des conséquences pour des applications
localement Gibbs-Markov générales puisqu’on peut toujours ramener leur étude a I’étude de
tours localement Gibbs-Markov mélangeantes.

7
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Soit (X, T, m) une tour localement Gibbs-Markov mélangeante, de base Y C X, préservant
la mesure de probabilité m. Soient u, v : X — R deux fonctions holderiennes. On définit leurs

corrélations par
Cor(u,voT") :z/uon"dm—(/udm) </Udm>. (2.1)

Lorsque T' est Gibbs-Markov, ces corrélations décroissent exponentiellement vite (corollaire
1.1.21). Dans le cas localement Gibbs-Markov, on va voir que la vitesse est plus lente, et
dépend en général de la mesure des points qui mettent “longtemps” & revenir a la base. Plus
précisément, pour y € Y, soit ¢y (y) = inf{n > 1,7"(y) € Y} le temps de retour de y a Y.
On va voir que la décroissance de Cor(f, g o T™) est essentiellement dictée par la vitesse de
décroissance de m{y € Y | py(y) > n}. Des bornes supérieures (dans le cas des tours de
Young) ont été démontrées dans | |), mais on va s’intéresser ici a des vitesses exactes,
c’est-a-dire qu’on cherchera également des bornes inférieures sur la vitesse de décorrélation,
ou méme des équivalents. La méthode sera essentiellement spectrale, et utilisera les opérateurs
de transfert de premier retour introduits par Sarig dans | |

2.1 Opérateurs de transfert de premier retour

Dans toute cette partie, (X, T, m) sera une tour localement Gibbs-Markov mélangeante pré-
servant la mesure de probabilité m. Comme dans le paragraphe 1.3.3, on notera « la partition
de X pour laquelle T" est markovienne, et ay C a un ensemble d’éléments de partition tel
que l'application induite par 7" sur Y := a soit Gibbs-Markov.

Quitte a remplacer la distance d sur X par d, définie dans la remarque 1.3.9, avec 7 assez
proche de 1, les fonctions hélderiennes avec un certain exposant pour la distance d initiale
deviendront lipschitziennes pour la nouvelle distance. On pourra donc sans perte de généralité
se restreindre a 1’étude des fonctions lipschitziennes.

acap

2.1.1 Définition des opérateurs

On notera g l'inverse du jacobien de 7', donné sur un élément a de « par g(z) = d(n‘j—:,}‘)(x).
De méme, soit g™ (z) = [[o~ " g(T"x). Ainsi, Vopérateur de transfert associé a T s'écrit

T(u) () = Ypyey 9(W)u(y), et

T(w)(@) = > g™ y)uy). (2.2)

Trhy=x

On travaillera également avec ’application Ty induite par 7" sur Y. Soit gy l'inverse de son
jacobien. Ainsi, pour ¥ € Y de temps de retour ¢y (y), on a gy (y) = ¢ ®)(y). Comme X



2.1. OPERATEURS DE TRANSFERT DE PREMIER RETOUR 79

est une tour et que la mesure m est invariante, tous les jacobiens avant le premier retour a
la base sont égaux a 1, et on a donc en fait gy (y) = g(T¥ ¥ ~1y).

Dans I’équation (2.2), on va décomposer la somme suivant les instants auxquels les itérés de
y tombent dans Y. Plus précisément, on introduit les opérateurs suivants :

Ryu(z) = > 9" (y)uly),

Try=x
yeY,Ty,... T" lygY,TrycY

Tou) = > g™ (yuly),
Thy=z
yeY, T"yeY

Aue) = > g (yuly),
Try=x
yeY,Ty,....T"y¢Y

Byu(z) = Z 9" (y)uly),
Try=x
Yy, T Ly @Y, T yeY
Cou(z) = > g™ (@)uly),
Try=x
Yy Ty EY
Les interprétations de ces opérateurs sont les suivantes : R, prend en compte les premiers
retours a Y, tandis que T}, prend tous les retours en compte, si bien qu’on peut écrire T),(u) =
1yT"(1yw). En décomposant une trajectoire suivant les instants ot elle tombe dans Y, on
obtient I’équation suivante, appelée équation de renouvellement :

T.= >  Riy..Ri. (2.3)

Remarque 2.1.1. Cette équation est classique en probabilités, mais avec des nombres a la
place des opérateurs : typiquement, R, est la probabilité qu’une ampoule casse au bout d'un
temps n, et T, est la probabilité qu’on doive remplacer une ampoule au temps n (en ayant
éventuellement fait plusieurs remplacements auparavant).

Les opérateurs B,, et A, tiennent compte respectivement des débuts et des fins des trajec-
toires, hors de Y. Ainsi, si x € X est fixé et y € X satisfait 7"(y) = z, on peut considérer les
b premiers itérés de y, jusqu’a ce qu'il rentre dans Y (ce qui correspond & By), puis un certain
nombre de retours successifs & Y, durant un temps k (cela correspond a T}), et finalement a
itérés hors de Y (correspondant a A,). Ainsi,

T"=Co+ > AJiBy (2.4)

a+k+b=n

L’opérateur C,, prend en compte les trajectoires qui ne rentrent jamais dans Y.
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Pour étudier les corrélations Cor(u,v o T™), qui s’écrivent également sous la forme

Cor(u,v o T") :/f”(u) cvdm — </udm) (/vdm)

par définition de l'opérateur de transfert, on va utiliser (2.4). Comme A, et B, sont quasiment
explicites, tout le probléme va étre de comprendre T},. On va pour cela utiliser I’équation (2.3).
Notons que cette équation peut se réécrire

00 0o -1
» T2 = (I -y an") . (2.5)
n=0 n=1

Pour tirer parti de cette égalité, on aura besoin d’une description spectrale fine des opérateurs
R,.

2.1.2 Etude spectrale de R,

Les opérateurs R,, agissent sur les fonctions définies sur Y. Comme Ty est Gibbs-Markov,
on va pouvoir utiliser les techniques spectrales concernant les opérateurs Gibbs-Markov pour
étudier R,. On notera |[ag,...,a,_1]y les cylindres sur Y, pour I'application Ty : ils sont
définis par ﬂg_lT;i(ai), pour ag,...,a,_1 € ag. Lorsque a, = [ag,...,a, 1]y est un tel
cylindre, rappelons que M, désigne I'opérateur donné par M, u(z) = g;n ) (y)u(y), ot y est
I'unique préimage de = dans a, par Ty, si ce point existe, et M, u(z) = 0 sinon. Il vérifie

|0yl < Brn(ay) (wuuuﬁ@ [ ru\dm) 6)

d’aprés le lemme 1.1.13 et la propriété de grande image. Ici, £ désigne I'espace des fonctions
définies sur Y, bornées et lipschitziennes sur chaque élément de o, comme dans le paragraphe
1.1.5.

Lemme 2.1.2. Les opérateurs R, agissent contindment sur L, avec ||R,| = O(m[py = n]).

Démonstration. On a Ry = 32, _u. oy (a)=n Ma, - Ainsi, (2.6) montre que [[R,[ < B(1 +
A Y mlay] =1+ A‘l)Bm[wy =n]. O

Par (2.3), on en déduit que T, agit également continiment sur £. Comme ) m[py = n|] =
m(Y) < oo, on peut définir un opérateur R(z) = > R,2", pour z € D = {z € C| |z| < 1},
qui agit sur L.

Lemme 2.1.3. L'opérateur R(1): L — L a une valeur propre simple isolée en 1. Le projec-

teur spectral correspondant est donné par Pu(z) = m[Y] fy udm.



2.1. OPERATEURS DE TRANSFERT DE PREMIER RETOUR 81

Démonstration. Comme R(1) tient compte de tous les retours a Y, il n’est pas difficile de
vérifier que R(1) est opérateur de transfert Ty associé a Ty. Comme Ty est transitive (car
T est transitive), la proposition 1.1.17 montre que 1 est valeur propre simple isolée de R(1),
la fonction propre correspondante étant 1 puisque m est invariante. Enfin, 1’expression du
projecteur spectral découle du corollaire 1.1.20. O

Lemme 2.1.4. Vz € D\{1}, I — R(2) est inversible sur L.

Démonstration. En sommant les estimées (2.6) sur tous les cylindres ay = [ag, . .., an-1]y de
longueur n, on obtient

1
“)p AT — d
IRyl < 3 m%»< mm+m@ﬂlﬁwm>

ol I(ay ) désigne la longueur de a, vu comme cylindre pour 7', et vérifie donc l(ay) > n.
Alinsi,

[R(2)"ull, < Blz["(A™" [Jull £ + [lull,)- (2.7)
Comme 'injection £ — L'(m) est compacte (proposition 1.1.16), le théoréme 1.1.11 implique
que, ¥z € D, le rayon spectral essentiel de R(z) sur £ est < A7|z| < 1. Ainsi, pour obtenir
I'inversibilité de I — R(z), il suffit de vérifier que 1 n’est pas une valeur propre de R(z). Il
n’y a un probléme possible que pour |z| = 1 puisque, autrement, le rayon spectral de R(z)
est majoré par |z| < 1, par (2.7).
Soit donc z de module 1, et supposons que R(z)f = f pour un élément f non nul de L.
On notera, pour u,v € L*(Y), (u,v) = [wvdm. Soit W : L®(Y) — L>(Y) défini par
Wu =z?uoTy. Comme R(z)v = R(1)(2¥¥v), cet opérateur W est 'adjoint de R(z). Ainsi,

W= flls=WFl;—2Re(W £, £) + Ifll; = W £l — 2Re(f, R(2) f) + |1 fII5
= \W£ll; —2Re(f, £) + I Il = W FIl2 — || £]I2.

Comme Ty préserve la mesure, on a |[Wf|5 = [|f[2oTy = [|fI*> = || fIl5, si bien que
W £ — fl|2 = 0. En particulier,

2@ f(a) = f(Tyx) (2.8)

presque partout.
On définit une fonction f sur X ainsi : soient y € Y et i < @y (y), posons f(T'y) = 2'f(y).
Alors, f(Tz) = zf(z) sur X (par construction lorsque T'x ¢ Y', et par (2.8) lorsque Tz € V).

La fonction f est non nulle et vérifie f o T = zf. Le mélange de T (proposition 1.3.15)
implique donc que z = 1. O

Comme ) nmlpy = n] = m(X) = 1 par la formule de Kac (proposition 1.3.4), on a
S~ n||R,|| < co. Ainsi, on peut définir R'(z) = >_nR,2""! pour z € D.
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Lemme 2.1.5. On a PR'(1)P = —=P.

m[Y]

Démonstration. Comme Pu = %, un changement de variables donne que, pour tout cy-
lindre ay, PM,, P = 7:1%;))]3' En sommant, on obtient PR,P = %P. Le lemme en
découle par la formule de Kac. O

2.2 Algébres de Banach et résultats spectraux

Définition 2.2.1. Soient £ un espace de Banach, et (R,),>1 une suite d’opérateurs sur L.

On dit que c’est une suite d’opérateurs de renouvellement si

=~ Y n||Ry|| < 0o. Ainsi, R(z) =Y R,2" et R'(2) = Y. nR,z""" sont définis pour z € D.

— 1 est une valeur propre simple isolée de R(1), et le projecteur spectral associé P vérifie
PR'(1)P = pP avec > 0.

~ Pour tout z € D\{1}, I — R(z) est inversible.

Par exemple, lorsque les R,, sont les opérateurs définis dans le paragraphe 2.1.1, les lemmes
2.1.2, 2.1.3, 2.1.4 et 2.1.5 montrent qu’ils constituent une suite d’opérateurs de renouvelle-
ment.

Lorsque R, est une suite d’opérateurs de renouvellement, la série I — R(z) est analytique et
inversible sur D. Par | , lemme VII.6.13|, son inverse est encore analytique sur D, et il peut
donc s’écrire ) | T,,2". En fait, T,, peut s’obtenir directement par T, = >, |, Ry, -+ Ry,
Le but de cette partie va étre de comprendre précisément le comportement de 7}, en fonction
de celui de R,,. L’outil technique principal de I’étude sera la description précise de S(z) :=
I—-R(z)

11—z °
Dans le cas des opérateurs R,, associés a une tour localement Gibbs-Markov, ces T, coincident
avec les T,, définis dans le paragraphe 2.1.1. Ainsi, les résultats de cette partie permettront
d’obtenir des informations trés précises sur la vitesse de décorrélation.

2.2.1 Algébres de Banach et lemme de Wiener

Pour étudier précisément les suites d’opérateurs de renouvellement, on aura besoin d’utiliser
des techniques d’algebres de Banach.

Rappelons qu'une algébre de Banach A est un espace de Banach complexe muni d’un produit
associatif A x A — A tel que | AB|| < ||A||-||B]| et admettant un élément neutre. L’ensemble
des éléments inversibles de A est alors un ouvert de A, sur lequel I'inversion est continue et
méme localement lipschitzienne.
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Soit A une algébre de Banach. On notera A(A) ensemble des fonctions continues f : ST — A
dont les coefficients de Fourier, définis par

1
Y

27
alf) = 5= [ e as,

sont sommables en norme.

Proposition 2.2.2. Si f : St — A est continue et satisfait Y., ||c.(f)|| < +oo, alors f(e?) =
S cen(f)e™?, la série convergeant normalement.
inf

Démonstration. Quitte a remplacer f par f — > ¢,(f)e™, on peut supposer que ¢,(f) =0

pour tout n, et on veut montrer que f = 0.

Supposons qu’il existe z € S* tel que f(z) # 0. Il existe alors une forme linéaire continue
¢ sur A, avec £(f(2)) # 0. Comme ¢ est linéaire, ¢, (£ o f) = &(c,(f)) = 0 pour tout n.
Comme & o f est continue et a valeurs complexes, un résultat classique (prouvé par exemple
en utilisant 1’égalité de Parseval) montre que £ o f = 0, ce qui est absurde. O]

On vérifie alors aisément que, si les coefficients de Fourier de f et g sont sommables en
norme, il en va de méme de ceux de fg. Plus précisément, si on munit A(A) de la norme

[f L acay = 2nez llea( )], alors A(A) est une algébre de Banach.

Pour f: S* — A, on notera aussi || f]| ; = sup{|| f(2)|| | z € S'}. Ona ||f]|, < [ £ 114y mais
I'inégalité inverse est fausse.

Dans le cas ot A = C, le lemme de Wiener affirme que, si f : S' — C appartient a A(C) et
ne s’annule pas sur S', alors 1/f appartient aussi a A(C). On a un résultat analogue pour
une algebre de Banach A générale :

Théoréme 2.2.3. Soit f € A(A) telle que, pour tout z € S*, f(z) est inversible dans ’algébre
de Banach A. Alors, en posant g(z) = f(2)™', on a aussi g € A(A).

Démonstration. Lorsque B est une algébre de Banach commutative, les caractéres de BB sont
les morphismes d’algébre de B dans C. Le théoréme de Gelfand (] , théoréme 11.5 (c)])
affirme que, si un élément b de B vérifie x(b) # 0 pour tout caractére x, alors b est inversible
dans B.

Pour A € S, on définit un caractére x, sur A(C) par x\(f) = f(A). Ce sont en fait les
seuls caractéres de A(C) (| , théoréme 11.6]). Ainsi, le théoréme de Gelfand permet de
conclure dans le cas A = C.

On en déduit le résultat pour A générale grace a | |. O

Dans la suite, on utilisera d’autres algébres de Banach que A(A), prenant en compte la vitesse
de décroissance des coefficients de Fourier. Pour obtenir un analogue du lemme de Wiener
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dans ces algébres, il suffira donc d’identifier les caractéres de ’algébre obtenue en remplacant
A par C, par le méme argument.

On peut déduire du théoréme précédent un résultat plus général. Soient 2 un ouvert de C

et h: 0 — C une fonction holomorphe. Si z € A est tel que son spectre o(x) est inclus dans
1 h(u)
2im vy ul—z

(2, on peut définir h(z) € A en utilisant la formule de Cauchy, par h(z) := du, ou
~ est un chemin entourant o(z) dans 2. Cette expression est indépendante de v (cf. | ,
VIL3]). Par exemple, si h(z) = 2" avec n € Z, alors h(x) = 2" (pour la multiplication dans
'algeébre A). Pour un autre exemple, soient A = Hom(L, £) ou £ est un espace de Banach,
et z € A pour lequel 1 est isolé dans o(z). Si h est égale & 1 dans un petit voisinage de 1 et &

0 hors de ce voisinage, alors h(z) est le projecteur spectral associé a la valeur propre 1 de x.

Théoréme 2.2.4. Soient Q@ un ouvert de C et h : Q — C holomorphe. Soit f € A(A) telle
que, pour tout z € S, o(f(2)) C Q. En notant g(z) = h(f(z)), on a encore g € A(A).

Le lemme de Wiener précédent est le cas particulier correspondant a h(z) = 1/z.

Démonstration. Comme le spectre dépend semi-continiiment de 1'opérateur, il existe un che-

min 7 dans © qui entoure o(f(z)) pour tout z € S. Ainsi, g(z) = ;- ., ul}i(;%z) du. Pour

u € v fixé, M, : z — ulfi(i;zz) appartient & A(A) par le théoréme 2.2.3. Comme 'inversion
est continue dans l'algebre de Banach A(A), u — M, est continue sur le compact . Comme

g= fA/ M, du, cela permet de conclure. O

Ce résultat s’applique en particulier aux projecteurs spectraux.

2.2.2 Sommabilité des T,

Dans ce paragraphe, on va démontrer le résultat suivant :

I—R(z)
e 1—z
pour z € D\{1}. Alors S(z)~! se prolonge contindment en 1 par iP, et ses coefficients de
Fourier sont sommables.

En particulier, si T,, est donné par > T,z" = (I — R(2))™", alors >_ | T;, — T,_1]| < oo.

Théoréme 2.2.5. Soit R,, une suite d’opérateurs de renouvellement, et soit S(z) =

Démonstration. On notera A = Hom(L, £). Le probléme principal de la preuve est le suivant :
R(z) a une valeur propre A(z) proche de 1 pour z proche de 1, par la proposition 1.1.10, mais
il n’y a pas de raison que cette valeur propre puisse se définir pour tout z € S*, si bien qu’on
ne peut pas lui appliquer directement de technique d’analyse de Fourier (et en particulier le
lemme de Wiener). L’idée va étre de perturber R(z) en R(z) de maniére a obtenir une valeur
propre définie sur tout S?.

Etape 1 : S(2)™" s’étend continiment o D, et se prolonge par iP en 1.
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Le probléme est 'extension a 1 puisque, ailleurs, / — R(z) est inversible par hypothése. Pour
z € D proche de 1, soit A(z) la valeur propre proche de 1 de R(z). On note P(z) le projecteur
spectral correspondant, et Q(z) = I — P(z). Alors

1—=2

SO =130

P(2) + (1= 2)(I = R(2)Q(2))"'Q(2). (2.9)

Comme I — R(z)Q(z) est inversible, le second terme s’étend continiiment en 1, par 0. Comme
(I = R(1))P(1) =0,

%A(ZZ)P(z) = P(Z)wP(z) + P(2)(I — R(l))@, (2.10)
Notons que
RB(x) = R() _ 5 ( S Rk)
-1 nZ:; k;zn—:l—l

Comme Y, ||Ry|| est sommable, cette somme converge en norme. En particulier, elle
converge en 1 vers R/(1).

Si 0 > 0 est assez petit, alors, pour z assez proche de 1,

1 1
P(z) = % s TR R du.
Al P(z)—P(1) 1 1 R(z)—R1) 1
z) — z) —
_L%iiilzzﬁ%/;”ﬂuj—zu@ (2—1()u1—RU)mL (2.11)
Comme w a une limite en 1, on obtient que w converge également en 1, vers

une limite notée P’ (1).
Dans (2.10), quand z tend vers 1, le terme de droite tend vers P(1)R'(1)P(1) — P(1)({ —
R(1))P'(1) = P(1)R'(1)P(1) puisque P(1)({ — R(1)) = 0. Par hypothése, P(1)R'(1)P(1) =
1P pour un certain p > 0.

Soit ¢ une forme linéaire continue sur Hom(L, £) telle que £(P(1)) = 1. On applique £ aux

deux membres de (2.10) et on fait tendre z vers 1. On obtient
1—A(2)

— . 2.12

. H (2.12)

Comme p # 0, cela montre que, dans (2.9), le premier terme de droite converge vers iP.
Finalement, dans (2.9), tous les termes a droite ont une limite en 1, ce qui conclut.

Etape 2 : Construction d’une fonction ﬁ(z) sur S, qui coincide avec R(z) pour z proche de

1, qui a partout une valeur propre simple A(z) proche de 1, différente de 1 pour z # 1, et
avec %f(l) € A(A).
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On construit R en trois étapes : on définit d’abord deux approximations F' et G, et on les
recolle pour obtenir R.

Soit v > 0 trés petit. Soit ¢ + ¢ une partition de l'unité C> sur S!, subordonnée aux
ensembles {6 € [0,7)} et {8 € (v —n,m/2]}, o 6 désigne l'angle sur S* et n est positif et
beaucoup plus petit que 7. On définit F(2) = p(2)R(2) + ¥(2)R(e?) sur {0 € [0,7/2]} : F
est égal & R sur {0 € [0,7 — n]} et & R(e") sur {0 € [y,7/2]}. En particulier, le spectre de
F(z) est “presque le méme” que celui de R(1), si v est assez petit.

On définit de la méme fagon F sur {0 € [—7/2,0]}, égal & R(e™") sur {0 € [-7/2,—7]} et
a R sur {6 € [—y+n,0]}.

Finalement, on étend F au demi-cercle restant en symétrisant, i.e. F(e/(7/2+2)) = [(¢i(m/2=a)),
pour s’assurer que tout se raccorde bien.

Si 7y est assez petit, F'(z) a une unique valeur propre proche de 1 pour tout z, qui dépend
contintiment de z ; on la note p(z). Le probléme serait résolu si on avait p(z) # 1 pour z # 1,
ce qui n’est pas le cas puisque p(—1) = p(1) = 1. 1l faut donc perturber un peu p. Soit v
une fonction C* a valeurs complexes sur {6 € [r/2,37/2|}, arbitrairement proche de p et
qui ne prend pas la valeur 1 (par transversalité). Sur {0 € [r/2 + n,37/2 — 1|}, on définit
G(z) = %F(z) : sa valeur propre proche de 1 est v(z) # 1. Finalement, pour obtenir R, on
raccorde F' et G sur {0 € [71/2,7/2+n|} et {0 € [37/2 —n,37/2]} en utilisant une partition
de I'unité comme plus haut. Comme le spectre de F(e™/2?) = R(e") ne contient pas 1, cela
ne donnera pas de valeur propre 1 si n est assez petit et v est assez proche de p.

Finalement, comme (Z)—R € A(A), on a aussi % € A(A) : pour obtenir R(z), on a
juste multiplié par des fonctlons C*, qui sont dans A(C).

Etape 3 : Soit S(z) = %12) sur S*. Alors S(z)~' € A(A).

1

Par construction, ('i—f € A(A), et R(z) € A(A). Léquation (2.11) (avec des tildes

partout) implique alors que P(Z) 1) € A(A) (en utilisant d’abord le lemme de Wiener 2.2.3

sur ul — R( ), puis en multlphant et en intégrant, comme dans la preuve du théoréme 2.2.4).

En particulier, P(z) € A(A).

Soit ¢ une forme linéaire continue sur A, avec £(P(1)) = 1 et, Vz € S%, £(P(z)) # 0 (on peut
d’abord fixer £ avec £(P(1)) = 1, puis choisir «y assez petit dans la construction de é(z) pour
assurer que &(P(z)) # 0 pour tout z). Alors £(P(z)) € A(C), donc 1/£(P(z2)) € A(C) par
le lemme de Wiener 2.2.3. On appliqug § aux deux membres de (2.10) (avec des tildes), et

on divise par £(P(z)), ce qui donne =2 1_’\ ) ¢ A(C). Comme cette fonction ne s’annule pas, le

€ A(C).

lemme de Wiener donne encore que - )\ ( )

Finalement, on utilise (2.9) (avec des tildes). Par le lemme de Wiener, (I — R(2)Q(z))™" €

A(A), puisque I — R(2)Q(z) est dans A(A), et partout inversible. Ainsi, le membre de droite
de cette équation est dans A(A), ce qui conclut.
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Etape 4 : S(2)7' € A(A).
Soit ¢ + 9 une partition de I'unité C*° de S! telle que R=Rsurle support de ¢. Alors

Le premier terme du membre de droite est dans A(.A), par I'étape 3. Pour le deuxiéme terme,
on peut modifier sziz)
utilisant les mémes techniques que dans la construction de ﬁ) D’apreés le lemme de Wiener,

son inverse est alors dans A(A), ce qui conclut la preuve.

hors du support de ¢ de maniére a le rendre partout inversible (en

Etape 5 : conclusion.

Par définition de Ty, on a (I — R(z))"! = >_T,z" sur D. En multipliant par 1 — z, on
obtient S(z)™t = > (T, — Tn_l)z_". Ainsi, pour r < 1, T}, = T,o1 = 52 [ e S (re®®) =1 d6.
Comme S(z)~! est continue sur D (premiére étape), on peut faire tendre r vers 1 et obtenir
que T, — T;,_1 est le n-iéme coefficient de Fourier de S(z)~! sur S'. D’apres I'étape 4, ces

coeflicients de Fourier sont sommables. O

Remarque 2.2.6. La preuve du théoréme 2.2.5 montre essentiellement que S(z)~! € A(A)

deés lors que @ € A(A). La preuve marche en fait pour des algébres de Banach plus gé-

nérales que A(A), et on utilisera plus loin le méme résultat pour des algébres dont la définition
contiendra en plus des informations sur la vitesse de décroissance des suites considérées.

Remarque 2.2.7. L’énoncé du théoréme 2.2.5 ne fait intervenir que des fonctions définies
sur tout D, et pas seulement sur S'. Cependant, dans la preuve, il a été important de sortir
de ce cadre analytique et de travailler sur S* pour pouvoir utiliser des partitions de I'unité (et
obtenir E(z) ayant une valeur propre définie partout pour appliquer des techniques d’analyse
de Fourier & cette valeur propre).

2.2.3 Construction d’'une approximation analytique
Dans ce paragraphe, on démontre le lemme suivant, da a Sarig (| D :

Lemme 2.2.8. Soient R, une suite d’opérateurs de renouvellement, et R(z) = > R,z". 1

existe alors un polynéme Rp : C — Hom(L, L) tel que :

- Rp(1) = R(1) et R5(1) = R'(1).
Rp(1)=Rp(2) 1 (Rs(1)-Rp(2)

e

~ I-Rp(»)

1—2

par }_1LP'

(1)) sont des polynomes.

est inversible pour tout z € ﬁ\{l}, et son inverse se prolonge contintiment en 1
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-1

- VzeD, (LB()) = 1P+ (1-2) Y, 2" B, 00 E, € Hom(L, £) vérifie | E,|| = O(")
pour un certain K < 1.

Démonstration. Le théoréme 2.2.5 montre que S(z)~! est continu sur D. Soit M qui borne

sa norme. Soit N assez grand pour que 2Y % n||R,| < 5.

On pose Rp(2) = S0 ' Rz + % Ry + (2 — 1) X nR,,. Ainsi, Rp(1) = R(1) et Riz(1) =

R'(1). De plus, M et T (W R(1 )> sont des polynomes.
I-Rp(2)

== est inversible. On a

Pour z € D\{1}, montrons que Sp(z) :=

I-Rp(z) I—R(z) <I+ <I—R(z))_1 R(2) —RB(Z)> |

1—2 1—=z 1—-2 1—-2
Mais -

}2(17 ZnR ;Rn(1+z+...+z”—1). (2.13)
Ainsi, sa norme est bornée par 23 3 n||R,|| < 57, donc (ﬁf@)l R(z)l__iB(z) < 1, si bien

que I + (1—15,2) )7 R(Z)I__ZB (2) est inversible. Finalement,

1 R(2) — Rp(2) o -1
?) S

Sp(z) = (1 +5(2)

ce terme étant défini sur tout D\ {1}.

L’opérateur Rg(1) = R(1) a une valeur propre simple en 1 si bien que, pour z € C proche de
1, Rp(z) a encore une valeur propre Ag(z) proche de 1, qui dépend holomorphiquement de z.
En notant Pg(z) et Qp(z) les projecteurs spectraux de Rp(z) correspondant respectivement
a Ap(z) et au reste du spectre, on a comme en (2.9)

1—=2
1—/\3(2)

Ainsi, Sp(z)~! admet une extension méromorphe a un voisinage de 1 dans C ; cette extension
est en fait holomorphe, puisque Sp(z)~! converge en 1 vers TILP7 par les mémes arguments
que dans la premiére étape de la preuve du théoréme 2.2.5. De plus, comme les inversibles de
Hom(L, £) sont ouverts et comme Sg(2) est inversible pour z € D\{1}, on obtient finalement
un prolongement holomorphe de Sg(z)~! & une couronne {|z| < a} pour un certain « > 1.

Sp(z)~" = Pp(z) + (1 — 2)(I — Rp(2)Q5(2)) ' Qxr(2).

Enfin, - <S p(2)t — iP) est encore holomorphe dans cette couronne. Il s’écrit donc sous
la forme ) E,z", avec | E,|| = O(k™) pour tout x > 1/a. O



2.2. ALGEBRES DE BANACH ET RESULTATS SPECTRAUX 89

Le théoréme 2.2.5 montre que T, est une suite de Cauchy, donc convergente. Le lemme 2.2.8
va permettre d’identifier sa limite :

Proposition 2.2.9. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement. Alors T, converge

vers LP.
I

Démonstration. On écrit S(z)™t = Sp(2)~! + Sp(2) " 1(Sp(2) — S(2))S(2)7!, et Sp(z)~t =
iP + (1 — 2)E(z) ou les coefficients de E(z) tendent vers 0 (et décroissent méme exponen-
tiellement vite). Comme Y- 7,,2" = £-5(z)~*, on obtient

ZTnz” - lp + E(2) + SB(Z)_l—SB(Z) —5()

-1
1—2z2pu 1—2 S

—1 SB(Z)*S(Z)S

= (2)7* tend vers 0, cela démon-

Si on montre que le coefficient de 2™ dans Sp(z)
trera donc le résultat annoncé.

On a Sp(z) — S(z) = R'(1) — w + (1 — 2)H(2) ou H est un polyndme, par le lemme

2.2.8. De plus, R'(1) — B&=ED) _ > (O Ry) (1 —2m), done

z—1

1 ) R(z) — R(1 g .
1_Z(R(1)—%):Z<Z 3 R>

n p=n-+1q=p+1

Comme Y n||R,|| < oo, le coefficient de 2™ dans cette série tend vers 0 quand n — oo. Ainsi,
Sp(2)=5(
1-z

le coefficient de 2™ dans %) tend vers 0.

On sait aussi que les coefficients de Sp(2) ™! et de S(2) ! sont sommables par le théoréme 2.2.5
et le lemme 2.2.8. Pour conclure, il suffit donc de montrer que, si A,, — 0 et B,, est sommable,

alors le coefficient (AB),, de 2" dans (D> A,2") (> Bn2") tend vers 0 quand n — oc.

On a (AB), =Y ;_o AxB,_i. Soient € > 0, et N tel que, si k > N, [|Ax]| < e. Si K majore
| Akl et >_ || Bk|l, on obtient pour n > N

N-1 n [e's)
HAB)All < Y NARNIBakll + Y e IBuill S K ) [|Bil| + Ke.
k=0 k=N

l=n—N

Pour n assez grand, c’est majoré par 2Ke. [

2.2.4 Classes de vitesse de décroissance

Dans ce paragraphe, on introduit des ensembles de suites, qui seront les vitesses de décrois-
sance de ||R,|| pour lesquelles on pourra décrire précisément le comportement de 7,.

Pour w,,, v, deux suites réelles, on notera u*v leur produit de convolution, défini par (u*v),, =
n
Zk:O UrUn—k-
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La prochaine définition regroupe essentiellement les propriétés qui seront utiles pour faire
marcher les démonstrations qui suivront. Cependant, ces propriétés ne sont pas si artificielles
qu’il y parait, puisqu’elles sont satisfaites par beaucoup de suites, comme on le verra plus
loin.

Définition 2.2.10. Soit (uy)nen une suite de RY. sommable. On dit qu’elle est convolutive
S1

1. Il eziste C > 0 tel que, pour tous n < m, Uy, < Cu, (i.e. “u, est presque décroissante”).
2. Pour tout e >0, (1 —¢)" = O(uy).

3. Pour tous Iy, I, intervalles ouverts de S* avec I, U I, = S*, il existe des fonctions
fi, f2: St = [0,1] avec fi + fo =1 et C > 0 tels que, pour i = 1,2, f; soit nulle hors
de I;, et Vn € Z |cn(fi)| < Cuppy.

4. 1l existe C' > 0 tel que, pour tout n € N, (u*u), < Cu,.

5. Pour toute > 0, il existe N € N tel que la suite v, = 1,,>yu, vérifie : ¥Vn € N, (vxv), <
Ely,.

6. Soit wy, =D 1 Up. Alors wxw + w* (nuy,) = o(nwy,), et u, = o(w,).

On dit que u,, est fortement convolutive si on a en plus ww +w*(nu,) = O(max(nu,, wy,)).

La troisiéme condition, d’existence de partitions de I'unité, est essentiellement une condition
de décroissance non exponentielle de u,,, analogue a la deuxiéme condition : si u,, décroissait
exponentiellement vite, alors une fonction non nulle f vérifiant |c,(f)| < Cuy, serait analy-
tique, et ne pourrait donc étre nulle sur un intervalle non trivial. Par contre, de nombreuses
vitesses “presque exponentielles” laissent assez de liberté pour avoir des partitions de I'unité
(voir par exemple la preuve de la proposition 2.2.13).

Définition 2.2.11. Soit (u,)nen une suite de R’.. On dit qu’elle est a décroissance polyno-
miale sl existe C' > 0 tel que, pour tous n/2 < k, ur, < Cuy,.

Cela implique que wu, ne décroit pas trop vite : il existe v > 0 tel que ni = O(u,) (par

=
lli’)gg g) Les suites u,, = m avec v > 0 sont a décroissance polynomiale. Plus
P . . N c . L(n)
généralement, si L est une fonction & variation lente en 400 et v > 0, alors )7

décroissance polynomiale.

exemple v =

est a

Proposition 2.2.12. Une suite sommable u,, a décroissance polynomiale est convolutive. De

plus, st w, = ZZOH u, est sommable, alors u, est fortement convolutive.

Démonstration. Soit u,, sommable a décroissance polynomiale. Par définition, elle est presque
décroissante. De plus, des partitions de 'unité C'* vérifient |c,(f)] < ‘S—"; pour tout p, donc

en particulier |c,(f)] < Cup.



2.2. ALGEBRES DE BANACH ET RESULTATS SPECTRAUX 91

Il reste & vérifier les conditions sur la convolution de w,. Soit C' tel que, ¥n/2 < k,uy < Cu,.
Alors, pour n € N,

(u*u), Zukun <2 Z UpUp—t < 2 Z uCu,, < 2C (iuk> Uy,
0

0<k<n/2 0<k<n/2

Soit maintenant ¢ > 0. Soit N tel que 2C' Y Y u; < e. Le méme calcul montre que v, =
L Nuy, satisfait (v *v), < eu, pour tout n € N.

Soit w,, = ZZOH u,. Alors w,, est encore & décroissance polynomiale. Ainsi,

(w*xw), <2 Z WWy—pp < 20 Z wy | w,. (2.14)

0<k<n/2 0<k<n/2

Comme w,, — 0,0na ) o, wi = 0(n), donc wxw = o(nw,). De plus, nu, < C Zp i1 Uk
par décroissance polynomiale, donc nu,, = O(w,), ce qui implique que w x (nu,) = o(nw,).
Cela montre que u est convolutive.

Finalement, si w, est sommable, la somme ), <k<ny2 Wk €5t bornée dans (2.14), si bien que
wHw = O(wy,). O

La suite u, = e ™ n’est pas convolutive, puisqu’elle n’autorise pas de partition de 'unité.

Cependant, les suites qui tendent un peu moins rapidement vers 0 peuvent étre convolutives :

Proposition 2.2.13. Soient 0 < n < 1 et ¢ > 0. Alors la suite u,, = e~“"" est fortement
convolutive.

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence de partitions de 'unité. Soient I, Iy deux
intervalles ouverts recouvrant S', on va utiliser le résultat suivant (| , théoreme 4.1.VI]).

Soit €1, 9, ... une suite strictement positive satisfaisant » | &; < oo. Il existe alors une parti-
tion de 'unité fy, fo subordonnée aux intervalles I et Iy et une constante C > 0 telles que,
vneN, vi=12, [ /"] <5

Soit 1 < v < 1/n. On applique ce théoréme a ¢,, = n%, et on obtient f1, fo et C'. Soient f = f;
ou fa, et n € N* estimons |c,(f)|. Soit p = L(%)IMJ. Alors

€n "

(») TP e\ PP 5\ P
‘Cn(f>| < ”f HOO < (p!) ¢ < D\/F% :D\/]_ﬂ (]ﬁ) o

np np n

Par définition de p, ’an < 1, si bien qu’on obtient une majoration

2,1/
lea(£)] < D'\/me @™
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Comme 1/v > n, cela montre que |c,(f)] = O(e™"). Comme |c_,(f)| = |c.(f)| puisque f
est a valeurs réelles, on obtient la méme estimée pour n < 0.

Vérifions finalement les inégalités de convolution. Soient € > 0 et N entier. Notons v, =
1> NUp, o0 va montrer que (vxv), < €u, si N est assez grand. La démonstration de (uxu), <
C'u,, est analogue, et méme plus facile.

Notons que, sur [0, 1/2], la fonction (2" + (1 —2)" — 1) /2" est continue (elle se prolonge par 1
en 0) et strictement positive, donc plus grande qu’une constante p > 0. Ainsi, 27+ (1 —1z)" >
1+ pa.
Pour n < 2N, on a (v*v), = 0. Soit donc n > 2N. Alors

(U*?} <2 Z —ck” —cn B -9 Z —cn" ((k/n)"+(1— k/n)")

N<k<n/2 N<k<n/2
Le réel z = k/n appartient a [0,1/2], donc
(U*U <2 Z —cn” (14+p(k/n)m) < 2€—cn" Z e—c,uk”.

N<k<n/2 k>N
Il suffit donc de prendre N assez grand pour que 2 Zk> . e~k L e pour conclure.

: _ 1-
Soit wy,, = Y >° 1 U En comparant a une intégrale, on vérifie que w,, ~ Cn'~"u,. Le méme
argument que ci-dessus pour estimer les convolutions donne alors wxw = O(w,,) et wx(nu,) =
O(nu,,), ce qui montre que u,, est fortement convolutive.

U

Lorsque u,, est convolutive, on peut lui associer une algébre de Banach :

Définition 2.2.14. Soient u, une suite convolutive et A une algébre de Banach. On note
Ou(A) Uensemble des fonctions continues f : S — A dont les coefficients de Fourier sont
sommables et satisfont c,(f) = O(uy) lorsque n — +o0o0. On le munit de la norme ||f|, =

> nez llen(H) + sup,=o ”Cf;_(fc)\\

Proposition 2.2.15. Il existe une norme équivalente a | ||, sur Ou(A), qui fait de O,(A)
une algebre de Banach pour le produit des fonctions (ou, de maniére équivalente, pour la
convolution des coefficients de Fourier).

Démonstration. Notons P,(f) = sup,,- W et [[flly =D llen(f)]]- Pour f,g € Ou(A) et
k > 0, notons fr = ||cx(f)|| et gr = ||ck(9)||- Comme u est presque décroissante, on a sin > 0

leall Ol T s kagn Y A

Unp

-1

()

k=—00 k=—00 n

. Pu(f)Pu(g) + I fl 4 Pu(9)C + llgll s Pu(f)C
< C[Pu(£)Pulg) + 1f11s Pulg) + gl 4 Pulf)]-

o (u*u)n
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Ona [|fgll4 < If]l4 llgll4- On peut supposer que C' > 1, et on obtient || fgll, < ClI ], 9l
Soit finalement || f||" = C||f]|,, elle vérifie bien ||fgl|" < [|f]|'[lg]l', et est équivalente & la
norme initiale. O

Ces algebres vérifient encore un lemme de Wiener :

Théoréme 2.2.16. Soient u, une suite convolutive et A une algébre de Banach. Soit f :
St — A appartenant a O,(A) telle que Vz € S*, f(2) est inversible dans A. Alors la fonction
g:S* — A donnée par g(z) = f(2)" appartient aussi @ O,(A).

Démonstration. On suit le méme schéma de preuve que pour le théoréeme 2.2.3. 11 suffit donc
de montrer que tous les caractéres de 'algebre O, (C) sont de la forme f — f(\) pour un

certain A € S?, car | | s’appliquera alors. On suit la preuve de | , théoréme 1.2.12].
Rappelons que, si y est un caractére, il vérifie automatiquement |x(f)| < ||f]| pour toute
norme d’algebre sur O,(C), par | , théoréme 10.7 (c)]. En particulier, il existe K tel

que |x(f)| < K| f]|, pour tout f € O,(C).

Soit x un caractére sur O,(C), et notons A = x(z — z). Comme x est un morphisme
d’algebre, on obtient x(f) = f(\) pour tout f(z) = 32, anz". Si on avait |\| < 1, alors
X(z — z7") tendrait vers +oo alors que z — 27" reste borné dans O, (C), ce qui est absurde.
Si on avait [A| > 1, alors |A]" = |x(z — 2")| < K ||z — 2"||, ~ K/u,, donc u, tendrait
exponentiellement vite vers 0, ce qui contredit la définition des suites convolutives. Ainsi,
e st

On veut montrer que x(f) = f(A) pour tout f € O,(C), sachant que cette formule est vraie
pour les sommes finies. Soit donc f(2) = 3.°°_a,2" € O,(C). Notons fn(2) = SN a,2"
C’est la limite dans O, (C) de Z]_VM a,2z" quand M — oo donc, par continuité des caracteéres,
X(fn) = fn(A). On va montrer que x(fy) — x(f) quand N — oo, ce qui conclura.

Le point 5 de la définition des suites convolutives assure que P,((f — fn)?) < ePu(f) si N
est assez grand. Ainsi, ||(f — fn)?|, — 0. Mais

IX(f = f)1P = IX((f = I S K ||(f = )], = 0,
done [x(f) — x(fn)| — 0. O

On pourrait introduire de nombreuses autres classes de suites, et les algebres de Banach cor-
respondantes (voir | | pour une multitude de possibilités). Dans 'optique de I'application
a la décroissance des corrélations, les suites convolutives semblent cependant les plus utiles.
On pourrait certainement affaiblir certaines hypothéses dans la définition des suites convo-
lutives, au prix de complications dans les démonstrations; cela ne semble pas utile, puisque
toutes les applications dans la suite feront intervenir des suites a décroissance polynomiale
ou de la forme e~"".

Donnons pour finir un lemme élémentaire qui nous servira plus loin :
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Lemme 2.2.17. Soient u,, une suite convolutive, et wy, = Y % u,. Alors (wxu), = O(wy).

Démonstration. On a

(wHu), = Z Uplly < Z <Z upuq> = Z uxu) < C Z w = Cw,. O

pHg>n,g<n l=n+1 \p+q=I l=n+1 l=n+1

2.2.5 Estimées de T,,

Lorsque || R, || est estimé par une suite convolutive, on peut obtenir un développement asymp-
totique de T;, :

Proposition 2.2.18. Soit R, une suite d’opérateurs de remouvellement. On suppose que

Yot I1Rpll = O(uy), ot uy est une suite convolutive. Notons
R(z) -
o
6(2) = (1) - BB Z(ZR) (12
n=0 \n+1
Alors, pour tout N € N, il existe une suite F,, € Hom(L, L) avec ||F,|| = O(uy,) telle que
N-1 k
1 1 1 1 1
Tn n o _ _P . _P _P . F 2 1
Z 2 S [M G(z)] . —i—l_ZLL G(z } +Z 2" 5)

Le terme en k = 0 donne lP qui est la limite de 7). Les autres termes tendent vers 0,

puisqu’on vérifie aisément que 7 G ) a ses coefficients qui tendent vers 0 car G(1) = 0. L’équa-
tion (2.15) donne donc un developpement perturbatif de T,,, qui est d’autant plus précis que

N
[ﬁP : G(z)] S(z)~! + > F,2" donnent le terme

d’erreur.

Démonstration. Soit Sp(z) = IﬁﬁBZ(Z), ou Rp est donné par le lemme 2.2.8. Alors

=2

-1

S(2)7 =3 [Sp(2)"(Ss(2) — S(2)]“Sp(2) 7 + [Se(2) N (Ss(2) — S(2))] T S(2) . (2.16)

0

=
Il

Mais Sp(z)~! = iP + (1 — 2)E(2), ou les coefficients de E(z) décroissent exponentiellement
vite, par le lemme 2.2.8. En notant A = Hom(L, L), on a donc E(z) € O,(A). De plus,
Sp(z) — S(2) = G(2) + (1 — 2)H(2) ou H est un polynéme, par définition de Sp. Par
hypothese, G(z) € O,(A).
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Dans le membre de droite de (2.16), on remplace tous les Sg(z)—S(z) par G(2)+(1—2)H(2),
et tous les Sp(z)~! par ﬁP + (1 — 2)E(z). En développant, on obtient

S(z)! = g EP . G(z)} k %P + [ip - G@)} S 4 (1 )R ()

ou F(z) est une combinaison linéaire de produits d’éléments de O,(.A), et est donc encore
dans O,(A) puisque c’est une algeébre. On en déduit (2.15) en divisant par 1 — z. O

La proposition qui suit est essentielle pour estimer le terme d’erreur qui fait intervenir S(z)~*
dans (2.15).

Proposition 2.2.19. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement. On suppose que
Yoot IRl = O(uy), o u,, est une suite convolutive. Alors S(z)~' € O,(Hom(L, £)).

Démonstration. On va utiliser la preuve du théoréeme 2.2.5 : conformément a la remarque
2.2.6, cette preuve fonctionne dans d’autres algebres de Banach. Plus précisément, les seules
propriétés utilisées dans la preuve sont le lemme de Wiener, et 'existence de partitions de
I'unité a coefficients dans cette algébre. Ces propriétés sont vraies dans O,(Hom(L, L)),
d’aprés le théoréme 2.2.16 pour le lemme de Wiener, et la définition des suites convolutives
pour la partition de 1'unité.

Dans la deuxiéme étape de la preuve, il est également important de s’assurer que la fonction
auxiliaire v est a coefficients dans O, (C). Il suffit pour cela de prendre un polynéme pour
v. 0

En utilisant le développement de la proposition 2.2.18 pour N = 2, on obtient :

Théoréme 2.2.20. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement, avec Y > | |Ry|| =
O(uy,) ot u, est une suite convolutive. Alors

1 1 oo oo o0
Tn:pP—i—E > P(ZRq>P+O<Zup>. (2.17)
p=n+1 p+1 n+1

De plus, quand u, est fortement convolutive, on peut remplacer dans cette équation le terme
d’erreur o}, up) par O (max (un, 2 3% u,)).

Quand ) | R, est vraiment de l'ordre de u,, alors le terme ) | P (Z;ﬁrl Rq> P est de

I'ordre de Z;’OH u,, donc (2.17) donne vraiment le premier terme du développement asymp-
totique de T,,.
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Démonstration. On utilise (2.15) pour N = 2. Le terme en k£ = 0 donne /%P. Le terme en
k =1 donne iP : % Lp. Mais G(z) =Y, (X0 Ry) (1 — 2™), donc

o (x (3w )

n p=n+1 \p+1

et on obtient le deuxiéme terme de (2.17).

Il reste & estimer le terme d’erreur, correspondant & H(z) = —(PG(2))%S(z)~. Lorsque
K(z) = 32 K,z", on notera K(z) = O(v,) si |Ky|| = O(v,). Soit G(z) = LPG(2) : ainsi,
G(1) =0 et G(2) = O(u,), donc Y2 = O(w,) 0wt w, = 7% u,.

On dérive légalité H(z) = 2=G(2)%S(z) 1 :

1—2

H(2) = (%> s+ @050 + @) Y501 + B ey (s

1—2 1—=2
On ne peut pas regrouper les termes a cause de la non-commutativité, mais ce n’est pas un
probléme. On a ?SZZ) = O(w,), G(z) = O(u,) donc G'(z) = O(nu,), et S(z)~! = O(u,)
(par la proposition 2.2.19) donc (S(z)~") = O(nu,). En convolant, on obtient que H'(z) =
O(w *w x u + w * (nuy,) *u). Mais wxu = O(w) par le lemme 2.2.17, et on obtient apreés

intégration que
H(z) =0 <(w *w y (o (k“’“»"> . (2.18)

n n
Par définition des suites convolutives, on obtient H(z) = o(w,), ce qui conclut.

Finalement, dans le cas fortement convolutif, le terme d’erreur est en O (max(uy,, w,/n)). O

Remarque 2.2.21. Méme lorsque u,, n’est pas fortement convolutive, la preuve donne une

estimée sur le terme d’erreur : il est en O ((w*;”)" + (w*(];“’“))") d’apres (2.18).

2.3 Vitesse de décorrélation

Dans cette partie, on estime précisément la vitesse de décorrélation des tours localement
Gibbs-Markov, en utilisant les informations sur 7;, données par le théoréme 2.2.20, et I’équa-
tion (2.4).

Dans toute cette partie, T : X — X désignera une tour localement Gibbs-Markov mélan-
geante, qui préserve une mesure de probabilité m. On utilisera les notations et les résultats
de la partie 2.1; en particulier, Y désigne la base de la tour X et ¢y le temps de retour
a Y. Les opérateurs R, définis dans la partie 2.1 forment alors une suite d’opérateurs de
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renouvellement (avec p = m(Y) et Pu = ﬁ [y ), ce qui permet d’appliquer les résultats

de la partie 2.2 pour obtenir des informations sur 7}, = lyf’"‘ly et, de la, sur la vitesse de
décorrélation.

2.3.1 Minoration de la vitesse de décorrélation

Théoréme 2.3.1. On suppose que mlpy > n] = O(u,), ot u, est une suite convolutive.
Alors, pour toutes fonctions f : X — R lipschitzienne sur chaque élément de o et bornée, et
g : X — R intégrable, toutes deux nulles hors de 'Y, on a

[rasm (1) (13- (£ m08) )50
p=n+1 p=n-+1
De plus, quand la suite u,, est fortement convolutive, on peut remplacer le terme d’erreur par

O <max <un, ) D up>> .

Démonstration. Comme f et g sont supportées par Y, on a

/f~goT"=/f”(f)-gz/1yf”(1yf)-g=/Tn(f)-g'

Par hypothese, f € L, si bien que le théoréme 2.2.20 s’applique et donne

To(f) = %P(f) +% S P (Z Rq> P(f)+ o (Z u,,> | (2.19)

ot P(u) = ﬁ Jyuet p= ﬁ d’aprés les lemmes 2.1.3 et 2.1.5. Ainsi, le premier terme

du développement de 7,,(f) donne ([ f)ly. Comme PR,P = %P (voir la preuve du

lemme 2.1.5), le second terme donne (Z;O:nH mlpy > p]> (/ f) 1y. En multipliant par g et

en intégrant, on obtient le résultat annoncé.

Dans le cas fortement convolutif, on a un meilleur terme d’erreur dans (2.19), qui donne un
meilleur terme d’erreur dans 'estimée finale. O]

En particulier, quand m|py > p] est du méme ordre de grandeur que u,, le terme d’erreur
est négligeable par rapport a ZZOH m[ey > p|. On obtient donc un équivalent de la vitesse
de décorrélation (et en particulier une minoration) lorsque [ f et [ ¢ sont non nulles. Il faut
noter que, pour des fonctions d’intégrale nulle, la décorrélation est plus rapide!

Remarque 2.3.2. Méme dans le cas ou u, est seulement convolutive, on peut majorer le

(W*:J)n + (w*(ljlw))n

terme d’erreur par O ( ), d’apres la remarque 2.2.21.
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2.3.2 Majoration de la vitesse de décorrélation

Le théoréme 2.3.1 n’est valable que pour des fonctions supportées dans Y. Dans ce para-
graphe, on va étendre ces résultats a des fonctions lipschitziennes sur tout I’espace (mais on
n’obtiendra plus que des bornes supérieures). On va pour cela utiliser (2.4), et il faut donc
d’abord estimer les opérateurs A,, B, et C,,.

Lemme 2.3.3. Pour u: X — R bornée, on a : Va € N, ||A,(u)]|, < m[ey > a] ||lu] ..

Démonstration. Rappelons que 'opérateur A, est défini par

Au(z) = > g“yuly).
Ty=x
yeY,Ty,...,.T*ygY
En particulier, A,u est supporté par les points d’altitude a dans la tour. De plus, tous
les jacobiens ¢(®(y) qui interviennent dans I'expression de A,u(z) sont égaux a 1. Ainsi,
| Agu|| o < [lull,,, et Aqu est supporté par un ensemble de mesure au plus mfpy > al. O

Rappelons que £ désigne 'espace des fonctions lipschitziennes sur chaque élément de parti-
tion, et bornées.

Lemme 2.3.4. [l existe une constante C' > 0 telle que, pour tout b € N, || By||, < Cm|py >
b]. De plus, pour toute fonction u: X — R appartenant a L, on ay oo [ Bof = [ f.

Démonstration. Soit A, I'ensemble des points de X qui entrent dans Y aprés exactement b
itérations. Comme
Byu(z) = > 9P (W)uly),
Thy=x
Y, TP Ly @Y, TP yey

Byu est supporté par Y, et ne dépend que des valeurs de u sur A,. Comme ¢® est I'inverse

du jacobien de T°, un changement de variables donne [ Byu = [ Ay U Comme | |[A, = X, on
obtient bien " [ B,f = [ f.

Finalement, le lemme 1.1.13 et la propriété de grande image des retours a la base assurent
que || By||, < Cm[Ay] = Cmpy > b]. O

Lemme 2.3.5. Pour u: X — R bornée, on a : Vn € N, ||Cp(u)|l; <> o, mley > pl[lull -
Démonstration. Notons X1 = X\U_,T7Y et Z,11 = T"(X,41). Alors Cp(u) est nulle

hors de Z,,41. Soit € Z, 41 et y sa préimage par T". Alors |C,,(u)(z)| = |u(y)| < [Ju||, . Ainsi,
Calwll; < m2(Zsa) Nl Finalement, m{Zos] = mlXos] = S5y mloy > gl O
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Théoréme 2.3.6. On suppose que mlpy > n| = O(u,), ot u, est une suite convolutive.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction f : X — R appartenant a

L, pour tout n € N, ||[T"(f) — ff”1 <C (ZZOH up) I fll -
En particulier, pour f € L et g € L™,

[reaer=([1)([4) <c<fjup> 171 gl

n+1

En particulier, quand ZZOH u, est sommable, les corrélations sont sommables, si bien que les
fonctions holderiennes satisfont un théoréme central limite, d’aprés le théoréeme de Gordin—
Liverani cité dans l'introduction.

Démonstration. On peut supposer que f f=0.
D’aprés le théoreme 2.2.20, on peut écrire T), = %LP + By, ou ||E,|| = O(wy) avec w, =
Do Up, €t iP(u) = ([, v) 1y par les lemmes 2.1.3 et 2.1.5. Ainsi, par (2.4),

T =Cuf+ S ACPB(H+ S AEBL). (2.20)

a+k+b=n a+k+b=n

D’apres le lemme 2.3.5, on a

o0

1Cufll < D mlpy > 1] 1f o < Con | fllc -

p=n+1

Majorons ensuite le dernier terme de (2.20), en utilisant les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 :

> AEB(f)

a+k+b=n

< Y mlpy > d | EuBy(f)o

1 a+k+b=n

< Y mley > alllEd IBollc 1l

a+k+b=n

On a ||Eg||, = O(wg) et || By||, = O(up), donc ce terme est majoré par (ux w * u),, qui est
un O(w,) par le lemme 2.2.17.

Soit maintenant Z C X, et majorons [, <2a+k+b:n AaiPBb(f)) Notons que %PBb(f) =

(fY Bb(f)) 1y = (fAb f) ly, ot Ay est 'ensemble des points qui rentrent dans Y aprés b
itérations. Soit A, = fAb [, cette suite vérifie donc |Ay| < m(Ay) || f]l., = O(w). De plus,
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> A = [ f =0. Notons également a, = [, Ay(1y) : on a a, = O(u,) par le lemme 2.3.3.
Finalement,

[(5 atrmo)- £ en-go(E0)-Ea( £ 4)

a+k+b=n a+k+b=n b=n—a+1
(2.21)

puisque Y5 A, = 0. Comme » ;% = Ay = O(wn—a), (2.21) est donc majoré en valeur absolue
par (uxw), = O(w,) par le lemme 2.2.17.

On applique ce résultat a Z; = {SL‘ € X | <Za+k+b:n AaiPBb(f)> () > O}, puis & Zy =
{x € X | (Za+k+b:n AaﬁPBb(f)> (x) < O}. En sommant, on obtient finalement

Z Aa%PBb(f>

a+k+b=n

< Cuwn || flloe
1

ce qui termine la preuve. O

Remarque 2.3.7. Dans le cas ot m[py > n| décroit exponentiellement vite, on peut aussi

obtenir une décroissance exponentielle de HT” f=fr Hv méme si les suites e~
convolutives.

‘" ne sont pas

En effet, les arguments utilisés pour estimer Sp(z)~! dans le lemme 2.2.8 montrent que
S(2)~! s’étend alors holomorphiquement & une couronne, puis que T, = iP + E, ou E,
décroit exponentiellement vite. En suivant la preuve du théoréme 2.3.6, on obtient bien une
décroissance exponentielle, en O(k™) pour un certain £ < 1.

La différence principale avec le cas convolutif est qu’on n’a pas de controle a priori sur la
vitesse finale, i.e. sur le coefficient k, & cause des poles qui peuvent apparaitre dans la fonction

S(z)~L

2.3.3 Exemples

Dans le cas des tours de Young, la borne supérieure sur la décorrélation était déja connue dans
de nombreux cas, par une méthode complétement différente : par des méthodes de couplage
probabiliste, Young a traité dans | | le cas ot mlpy > n] = O(1/n?) lorsque v > 1, ce
qui donne une vitesse de décorrélation en O(1/n?~1). En fait, sa méthode de preuve s’adapte
aux suites a décroissance polynomiale. En revanche, dans le cas ou m[py > n] = O(e™")

Y
i.e. le cas polynomial gauche, Young obtient une décorrélation en O(e™™" ) pour tout 1’ < n,
tandis que le théoréme 2.3.6 montre que la décorrélation est majorée par n'=7e="" : on ne
perd non seulement pas au niveau de I’exposant, mais pas non plus au niveau de la constante

C.
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Les premiers résultats généraux de borne inférieure ont été obtenus par Sarig dans | | :
il traitait le cas ot u,, = O(1/n”) avec v > 2, sa méthode ne permettant pas d’atteindre des
vitesses plus lentes car elle n'utilisait pas de techniques d’algebres de Banach et reposait sur
des arguments plus élémentaires. Il ne pouvait pas non plus obtenir de borne inférieure dans
des cas plus que polynomiaux, par exemple dans le cas ol u,, = e~ avec 0 < n < 1.

On va maintenant s’intéresser a des exemples en dimension 1, plus précisément aux ap-
plications LSV et a leurs généralisations par Holland, introduites respectivement dans les
paragraphes 1.4.1 et 1.4.2.

. (1-+ 29(a) /
) 21+ 2%(x si0<x<1/2,
T(z) = { 20 -1  sil/2<z<1 (2.22)
une application de Holland, i.e. @ > 0 et p : R — R est une fonction a variation lente

en 0, de classe C?, avec zp/'(z) = o(p(z)) et z%p”(x) = o(p(x)), normalisée de telle sorte que

T(1/2) =1, avec de plus, pour tout = # 0, T"(z) > 1.
On suppose également que fol m
probabilité m invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. De plus,
I'application induite par 7" sur Y =|1/2, 1] est Gibbs-Markov et, d’aprés le théoréme 1.4.10
et la proposition 1.4.12,

h(1/2)

2(an)V/el#(nl/e)’

ou l(x) = W, [# est la conjuguée de de Bruijn de [, et h est la densité de la mesure m.

Notons u, = —==—= : c’est une suite a décroissance polynomiale, sommable par la pro-
position 1.4.12. Elle est donc convolutive d’apres la proposition 2.2.12. Les résultats de la

partie précédente sur la vitesse de décorrélation donnent alors :

< 00, si bien que T admet une unique mesure de

mley > n| ~ (2.23)

Théoréme 2.3.8. Soit T une application de Holland (2.22) admettant une mesure de pro-
babilité invariante absolument continue m de densité h. Soit 0 < v < 1. Alors il existe une
constante C(v) > 0 telle que, pour toutes fonctions f v-hélderienne et g bornée,

[sgerran—( [ ram) ([oam)|<corisi ol S o @20

p=n+1
; _ 1
ou l(z) = ATy
De plus, si f et g tendent vers 0 en 0, alors

[1-geran—( [ ram) ([ aam)
(5 ) ([ 190) (o) oo 5 )

p=n+1
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Démonstration. Soit Y =]1/2,1], on induit sur Y. La mesure m[py > n] est estimée par
(2.23), et 'application induite par T sur Y est Gibbs-Markov. Ainsi, 7" admet une extension
qui est une tour localement Gibbs-Markov, d’apres la proposition 1.3.13. La borne supérieure
sur la vitesse de décorrélation est alors une conséquence du théoréme 2.3.6, appliqué dans
cette extension. Dans le cas ou f et g sont nulles hors de Y, la borne inférieure provient du
théoréme 2.3.1.

Montrons maintenant la deuxiéme égalité lorsque f et g sont nulles sur un voisinage de 0. Il
existe N > 0 tel que f et g soient supportées dans Y’ = [z, 1]. Comme I'application induite
par T sur Y’ est encore Gibbs-Markov, le théoréme 2.3.1 implique encore qu’il existe une suite
w,(N) (égale a - m[pyr > p]) telle que Cor(f,goT™) = wn(N) ([ f) ([ 9) + o(wa(N)).
Il reste & montrer que w,(N) ~ w,(1) pour conclure. On utilise pour cela deux fonctions
f, g supportées dans |1/2,1] et d’intégrale 1. Alors Cor(f,g o T™) ~ w,(1) en utilisant le
résultat sur Y, et Cor(f,goT"™) ~ w,(N) en utilisant le résultat sur Y’. Cela montre que
Wy (N) ~ w,(1).

Soient finalement f et g qui tendent vers 0 en 0. Soit € > 0 trés petit. Soit

f(x) six<4d
a.(z)=¢ f(260—xz) sid<ax <2
0 sinon

ol § est assez petit pour que [ |a.| < e. Soit aussi b. définie de la méme maniére a partir de
g. Soit ' €]0, v[. Quitte & diminuer J, on peut aussi supposer que ||a.||,, < ¢, ||be]|, < € et
Jlbel <e.

Les fonctions f. = f — a. et g. = g — b. sont alors nulles sur un voisinage de 0, donc les

résultats précédents s’appliquent. Soit w,, = Z;O:n 4 %. Pour n assez grand, on a

[ 5 gor - (/f) (/g) o, (/f) (/g) + cw,
) () on (1) (2.

ou la notation +ew, indique un terme d’erreur compris entre —cw,, et cw,. D’aprés (2.24)
appliqué dans 'espace des fonctions ’-holderiennes, on a

[rager = [1gors [agors [fp0r
:/fg-ggoT"—{—(/ag) (/g)+(/f> </bg)i05wn.

Si n est assez grand, on obtient donc

[roer-(I)) o) (e

donc



2.3. VITESSE DE DECORRELATION 103

Cela montre que la vitesse de décorrélation est exactement w, := » %.
Lorsque a < 1, cette suite est équivalente a 2(1/0171)611%2/1%,11#(nl/a), par | , propo-

sition 1.5.10|. Ainsi, on peut de cette maniére obtenir toutes les vitesses de décorrélation
L__ oty > 0 et L est & variation lente.

nYL(n)
Dans le cas ou o = 1, la fonction L(z) = fxoo % est a variation lente et tend vers
0, par | , proposition 1.5.9b], et w, est équivalent & C'L(n). Par exemple, prenons

p(z) = 1/1(1/z) sur un voisinage de 0, avec I(z) = ( s logy,(z)) log, ()", ou log, dé-
signe le logarithme itéré k fois. Alors #(x) est intégrable en 0, donc 'application de Holland
correspondante T" admet une mesure de probabilité invariante. De plus, la conjuguée de de
Bruijn de [ est 1/l (voir la remarque 1.4.15), et on obtient w,, ~ ﬁ. Ainsi, les vitesses
de mélange possibles sont arbitrairement lentes.

Donnons par exemple le résultat obtenu dans le cas des applications LSV, en précisant le

terme d’erreur grace a la remarque 2.3.2 :

Proposition 2.3.9. Soient 0 < o < 1 et T [application LSV correspondante donnée par
(1.25). Soit h la densité de sa mesure de probabilité invariante. Alors, pour toutes fonctions
f hélderienne et g bornée,

Jrar-(J5) (1) -o (i)

De plus, si f et g sont nulles sur un voisinage de 0,

/f-goT”— (/f) (/g) :4(i_?;1412/ln1/a1 (/f) (/g) + O(E.(n))

logn
n2

ol Eo(n) = == sia <1/2, sia=1/2, et —— sio>1/2.

Enfin, si f et g tendent vers 0 en 0,

fraer () ()= st (19) (f5) o)

«

En particulier, pour @ < 1/2, une fonction holderienne a ses corrélations sommables et
satisfait donc un théoréme central limite, mais ce résultat ne dit rien sur les théoréemes
limites pour o > 1/2. On verra plus loin (corollaire 2.4.6) qu’une fonction d’intégrale nulle et
nulle au voisinage de 0 a encore ses corrélations sommables, et on étendra méme ce résultat
aux fonctions lipschitziennes et nulles en 0 grace au théoréme 2.4.13. Ainsi, ces fonctions
vérifient également un théoréme central limite. Dans le chapitre 4, on décrira précisément
(par une méthode complétement différente) toutes les lois limites qu’on peut obtenir.

1/ Qmin
Finalement, pour les produits gauches de la partie 1.5, on a m[py > n] ~ A (—”;")

d’aprés la proposition 1.5.18. Ainsi, les corrélations des fonctions holderiennes décroissent en
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(ln n) 2omin . . N . . 5. .
O | == |, et elles décroissent exactement a cette vitesse pour des fonctions d’intégrale

n “min

non nulle et qui s’annulent sur S* x {0}.

2.4 Raffinements sur la vitesse de décorrélation

Dans cette partie, on décrit plusieurs raffinements possibles du théoréme 2.2.20 et de ses
conséquences sur la décorrélation des fonctions. Ces raffinements vont dépendre de la vitesse
de décroissance de ||R,||, ou des particularités de la fonction f considérée.

2.4.1 Estimation a plusieurs termes de la décorrélation

Jusqu’a maintenant, on n’a utilisé que les deux premiers termes dans l'estimation de T,
donnée par la proposition 2.2.18, c¢’est-a-dire que 1'on n’a utilisé cette proposition que pour
N = 2. Cela suffit pour obtenir des bornes supérieures générales sur la décorrélation, ainsi que
des bornes inférieures pour les fonctions nulles hors de Y, mais le terme d’erreur obtenu n’est
pas toujours optimal. Par exemple, dans la proposition 2.3.9, on n’obtient un terme d’erreur
en O(1/n?) que dans le cas ot a < 1/2, tandis que ||T}, — T}, 41| = O(1/n/*) dans tous
les cas d’aprés la proposition 2.2.19, ce qui permet en général d’espérer un développement
jusqu’a une précision O(1/n'/*). 1l est donc naturel de chercher & utiliser la proposition 2.2.18
avec plus de termes, pour obtenir un développement asymptotique plus précis de T,,. C’est
ce qu'on va faire dans cette partie, en se restreignant au cas ott mfpy > n| = O(1/n”) avec
f > 1, ce qui traite le cas des applications LSV (pour 5 = 1/«).

1—z
2.2.18, on va utiliser la proposition suivante. Les seules hypothéses utiles seront que G(1) =0
et G(2) = O(1/n?) (i.e. le coefficient de 2" dans G(z) est un O(1/n?)). Cela implique que
GG = o(1/n" ).

1—z

N
Pour estimer le terme d’erreur provenant de — [/%P : G(z)} S(z)~! dans la proposition

Proposition 2.4.1. Soit G(z) = Y G,,z" une série formelle & coefficients dans une algébre
de Banach A, telle que G(2) = O(1/n?) pour un certain 3 > 1 et G(1) = 0. Alors, pour tout
p € N, il existe une constante C telle que, pour tous Hy,...,H, 1 € A,

SCIH . NHpall-§ 5 se6=pB-1),

H (G(Z>H1G(z) . Hp_lG(z)) v si f<p(f—1),
! o sif>p(B-1).

1—=2

Ici, la notation (), désigne le coefficient de 2™ dans la série formelle entre les parenthéses.

Dans la preuve de la proposition, on utilisera les deux lemmes techniques suivants, dont les
preuves reposent sur les mémes arguments que la preuve de la proposition 2.2.12 :
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Lemme 2.4.2. Si a, = O(1/n%) et b, = O(1/nP), avec « < B € R, alors

O(1/n%) si B >1,
(a%xb), =< O(logn/n*) sif=1, (2.25)
O(1/n8-1) s B < 1.

En particulier, pour o > 1 ou 3 > 1 (sans supposer a < 3), (axb), = O(1/n%) + O(1/n?).
Lemme 2.4.3. Sia, = O <(1°g”) ) et b, = O <(logn) ) avec v < 1,8 <1 etu,v >0, alors
(axb), = O (L85

En fait, le facteur (logn)“™*! peut étre remplacé par (logn)“t dés que a < 1 et 8 < 1,
mais on n’en aura pas besoin.

Démonstration de la proposition 2.4.1. Dans cette preuve, si L(z) = Y L,z" est une série
entiére a coefficients dans A, on écrira ||L|| ou ||L(z)|| pour la suite (||L,||)nen- Si (@n)nen et
(bn)nen sont deux suites de nombres positifs ou nuls tels que Vn,a, < b,, on écrira a < b.
Avec ces notations, si Lo(z) et Li(z) sont des séries entiéres, alors || LoL1|| < || Lol * || L1]|, ou
* désigne la convolution des suites. Notons aussi

Fap(n) = &+ sif=p(B-1),
st B>p(B—1).

On va démontrer le lemme par récurrence sur p. L’argument central pour se débarrasser des

problémes de non-commutativité sera le suivant : si Ly(2),. .., L,(z) sont des séries entiéres

pour un certain r < p, considérons LU(Z)G(Z)LI(Z)'l“_L;‘l(z)G(z)LT(Z). L’hypothése de récurrence

donne H () HlG(f) - GG < CFy,(n) ||Hy|| ... || Hy—1|| pour une certaine constante C'. Alors
Lo(2)G(2)L1(2)...L,_1(2)G(2)L,(z

‘ (2)G(z) ()l—z (2)G(2) L () S CFsp* || Lol % ... % || L] - (2.26)

En effet, si on développe dans LO(Z)G(Z)Ll(Z)'l‘f;*l(Z) @Lr() chaque facteur L; (2) en série, on

obtient des termes de la forme HOG(Z)Hl‘l“_Ii“lG(Z)H", auxquels on peut appliquer 'hypothése

de récurrence.

On prouve la proposition 2.4.1 par récurrence sur p. Le résultat est immédiat pour p =1, et
il découle facilement de la preuve du théoréme 2.2.20 pour p = 2 : le méme argument marche
encore quand on ajoute un terme H;. Supposons donc p > 2.

Si B < (p—1)(8 —1), 'hypothése de récurrence donne
H G(z)H1G(z) ... Hy_2G(2)

C
< — (| Hyl - || Hp-2]| -
o -
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Comme G(z) € O(1/n?), une multiplication & droite par H, ; et une convolution par G(z)
donnent le résultat, en utilisant le lemme 2.4.2. On peut donc supposer que 5 > (p—1)(8—1).
Comme p > 3, cela implique en particulier que 3 < 2.

En dérivant p — 1 fois F(z) = G(Z)HlG(fl;H’HG(Z)
Ci,il ..... )

, on obtient, pour certaines constantes

) G(2)"H, ...,y G(2))
F(p 1) (Z) = Z Ci,i1 ..... ip (1 _ Z)Zil ’
i+i1+...+ip=p—1
115000y 20

ot G(z)®*) désigne la dérivée k-éme de G(z).

Soit T'(z) = Tij,....i,(2) un des termes de cette somme. Comme i+ 7, i; = p—1, le nombre
de facteurs G(z) qui ne sont pas dérivés (i.e. pour lesquels i; = 0) est de la forme i 4 r avec
r > 1. Attribuons un facteur 1/(1 — 2) a i facteurs G(z) non dérivés, on obtient :

_ Lo(2)G(2)L1(2) ... G(2)L.(2)

() 1—2z

’

ot les facteurs L;(z) sont des produits de facteurs de la forme H;, ou G%) avec i; > 1, ou
%. L’équation (2.26) donne alors

IT(2)[| < CFpp || Loll %o || L
(2.27)

bl

G(z)

S CH .. | Hpr|l - Fpp * |G| ...+ |G| % -

ol ||G(ij) || n’est écrit dans le produit que lorsque i; > 0.
On distingue trois cas :

LSi(p-1B-1)<p<pB-1)

Dans chaque terme T'(z) = Tj;,..4,(2) (dans lequel i 4 r facteurs G(z) ne sont pas
dérivés), on a r < p : sinon, i + r < p impliquerait que i = 0, et rien ne serait dérivé.
Ainsi, r(f — 1) < 3, et on est dans le deuxiéme ou le troisiéme cas de la récurrence.
On n’est en fait dans le deuxiéme cas que si r = p — 1, ce qui signifie que i = 0 et que
I'un des i; est égal & p — 1 tandis que les autres sont nuls. Dans (2.27), Fp,_1(n) =
O(%) = O(1/n”) pour un certain v > 1 (car p(8 — 1) > S implique que
(p—1)(8—1) > 1). Quand on convole avec ||G(z)?~V| = O(=2+) (o0 B—p+1<1
puisque § < 2), le lemme 2.4.2 montre qu’on obtient un ¢lément de O (=)
Considérons maintenant un autre terme 7'(z) = Tj;, .4, (2) avec r < p — 1. Comme
(p—1)(B—1) < B, on obtient (p —2)(f —1) < 1, donc r(f — 1) < 1. Notons que
Fsp(n) = 01/n"@D) et |G| € O(1/nf~%) (avec B —i; < 1 lorsque i; > 0 puisque
g <2) et %’ZZ) € O(1/nf1) (avec B —1 < 1). Ainsi, le lemme 2.4.3 appliqué p — r fois
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montre que le terme de droite de I’équation (2.27) est dans O((loi—f)u) pour un certain
u >0 et
v=> (B—i)+ilB=1)+r(F=1)~(p-r)=pB 1)~ (p—1).
ij>0
Comme p(5 — 1) > B, on a en fait v > § — (p — 1), et on obtient donc une majoration
de |T'(2)]| de la forme ﬁ.
En ajoutant tous les termes, on obtient ||F(2)* V|| < C||Hy| ... ||Hp-1]| =5+ En
intégrant p — 1 fois, on obtient le résultat désiré.
2. Sig=plB-1).
Ici,ona <2, donc B —i; <let3—1<1,cequiimplique qu'on va pouvoir utiliser
le lemme 2.4.2 a la place du lemme 2.4.3.
On utilise le méme raisonnement que dans le premier cas. Pour les termes avec r = p—1,
on a Fg, 1(n) = O(1/n), ce qui implique que le terme de droite de (2.27) est majoré
par (1) x (=5%+7), et donc par O(=8%) d’aprés le lemme 2.4.2.
Lorsque r < p—1, on utilise le lemme 2.4.2 p—r—1 fois pour estimer ||G™)]|x.. . ||G)||*
H%ZZ) , puisque tous les exposants sont < 1. On obtient que c’est dans O(1/n?), ou
§=(p—r)(B—1)—p+2. En convolant une fois de plus avec Fj,(n) = 1/n"¥=Y on
obtient un terme dans O(1/n") ou v =p(f—1) —p+1 = —p+ 1. On additionne les
différents termes puis on intégre, ce qui donne le résultat.
3. Sif8>pB—-1).

On n’a plus besoin de traiter a part les termes avec r = p — 1 : dans tous les termes,
tous les exposants sont < 1. En convolant, on obtient des termes dans O(m),
ce qui donne le résultat recherché apres intégration. O]

Proposition 2.4.4. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement, avec > oo | | Ryl =

n+1

O(1/n?) pour un certain B > 1. Alors, pour tout N € N, il existe une suite F,, € Hom(L, £)

O(/n®)  sNB-1)> 5.
|Fall = O(logn/n?)  si N(B—1) =5,
O(1/nNE=D)  si N(B—1) < B,
telle que
1 X k1

0 G(z) = R(1) - 2 — 57 (502 L Ry) (1- 2.

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions 2.2.18; 2.2.19 et 2.4.1. O
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Notons que, pour tout 5 > 1, il est possible de choisir N de telle sorte que N(8 — 1) > .
Ainsi, on peut théoriquement obtenir un développement de 7, jusqu’a la précision 1/n”,
méme lorsque 5 < 2 : on a donc bien un raffinement du théoréme 2.2.20, puisqu’il ne donnait
un développement que jusqu’a la précision 1/n%=2 lorsque 3 < 2. Notons quand méme que,
dans le cas 3 > 2, ce raffinement n’apporte rien, puisqu’on avait déja une précision 1/n”.

k
Il reste ensuite a développer [iP -G (z)] %P , pour obtenir I'expression des termes suivants

dans le développement asymptotique de T;,. Le terme obtenu pour k£ = 2 est

(Z PP~ Y. PR

kJ>n k,l<n
k+i>n

o Py =37 1 Ry
Pour k£ = 3, on trouve (aprés des calculs laborieux)

D2 - > )

klm>n  0<kl<n 0<km<n 0<Im<n 0<klm<n

k+I>n k+m>n l+m>n k+I>n
m>n I>n k>n k+m>n
DD VD DD —Psz
0<k,l,m<n  O<kJdm<n O0<k,Jm<n k+I<n
I+k>n m+k>n k+I>n k-+m<n
l4+m>n m+i>n k+m>n I+m<n

l+m>n k+l+m>n

Corollaire 2.4.5. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement, avec Y > | ||Rp| =
O(1/n?) pour un certain B > 1. Il existe alors une constante C' > 0 telle que, pour toute
f €L avec Pf =0, pour tout n € N*,

C
ITafll < —5 1Al

Démonstration. Soit N assez grand pour que le terme d’erreur dans la proposition 2.4.4 soit
un O(1/n?). 11 suffit alors de noter que tous les termes du développement asymptotique
donnés par cette proposition se factorisent par P, et sont donc nuls quand on les applique a

£. 0

Corollaire 2.4.6. Soit T [’application LSV de paramétre o €]0, 1[. Alors, pour toutes fonc-
tions f hélderienne d’intégrale nulle, et g bornée, qui s’annulent toutes deux au voisinage de

0, on a
. 1
frgoT" = ey

En particulier, une fonction holderienne d’intégrale nulle et nulle sur un voisinage de 0 a
ses corrélations sommables, ce qui permet de montrer qu’elle satisfait un théoréme central
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limite, méme dans le cas 1/2 < o < 1. C’est un résultat plus fin que la proposition 2.3.9, qui
ne peut se démontrer par des majorations élémentaires de la vitesse de décorrélation comme
la méthode de couplage de Young, puisque des phénomeénes subtils de compensation sont a
I'ceuvre.

La preuve du corollaire repose de facon importante sur la forme de la suite u, = 1/n°, mais
on va voir dans le paragraphe suivant que ce phénomeéne est en fait général, et valable pour
toutes les suites convolutives.

2.4.2 Fonctions de moyenne nulle supportées par Y

Théoréme 2.4.7. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement. Alors

> IT.(I = P)|| < 0.

En particulier, pour toute fonction f € L vérifiant P(f) =0, on a > - |T.(f)| < oc.

Démonstration. On va modifier légérement la preuve du théoréme 2.2.5. Soit E(z) la pertur-
bation de R(z) définie dans cette preuve, montrons tout d’abord que (I — R(z))"'(I — P) €
A(A). On a

(I = RE)" (T = P) = —=—5(z) (1 - P)

71_—2@ - — R(2)Q(2))'Q(2)(I —
=g ies T P U REQE) TR - P)

Comme P(1)(/ — P) = 0 par définition, on obtient

U= R = P) = P PR P+ (- REGE) R - )

Mais #g‘z) € A(C) et @ € A(A) (étape 3 de la preuve du théoréme 2.2.5). De
méme, (I — R(2)Q(2))™" € A(A) par le lemme de Wiener. En sommant, on obtient bien
(I —R(2))Y(I - P)e A(A).

Comme dans I’étape 4 de la preuve du théoréme 2.2.5; on utilise alors une partition de I'unité
pour en déduire que Y. T,,(I — P)z" = (I — R(2))"(I — P) € A(A), ie. > ||IT,(I — P)|| <
00. [l

Remarque 2.4.8. Le méme argument montre que »_ |[(I — P)T,| < oo. Comme T, —
PT,P=1T,(I - P)+ (I — P)T,P, on obtient

> |7, — PT,P|| < .
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On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.9. Soit T' : X — X une tour localement Gibbs-Markov mélangeante et
préservant une mesure de probabilité m, de base Y. Alors, pour toute fonction f: X — R de
L supportée par Y et d’intégrale nulle, ZHT”(f)Hl < 00.

Démonstration. Comme f est supportée dans Y, on a By(f) = 0 pour b > 0 et C,, f = 0 pour

n > 0. L’équation (2.4) donne donc 7" f = Y aiien AaTr(f). Ainsi, par le lemme 2.3.3,

1777l < Y mley > dl | Tu(h)ll, -

a+k=n

En sommant, on obtient

N7, < (me > a]) : (Z ||ka||> .

a=0

Les deux sommes de droite sont finies, d’aprés la formule de Kac pour la premiére et d’apres
le théoréme 2.4.7 pour la seconde. Cela conclut la preuve. O

Par le théoréme de Gordin-Liverani, cela implique que f satisfait un théoréme central limite de
variance 02 = [ f+2>°7° [ f-foT™. Cest tres différent du cas ou f est d’intégrale non nulle,
puisqu’on a vu que la vitesse de décroissance des corrélations pouvait étre arbitrairement
lente. L’hypothése de support est également trés importante : soit f d’intégrale non nulle
supportée par Y, dont les corrélations peuvent donc décroitre lentement. Alors la fonction
g = f— [ [ est holderienne et d’intégrale nulle, mais ses corrélations, égales a celles de f, ne
sont pas nécessairement sommables.

Les théorémes de ce paragraphe ont été démontrés en travaillant dans 1’algébre de Banach
des fonctions de coefficients de Fourier sommables. En travaillant dans une autre algébre de
Banach, par exemple O, (Hom(L, £)) ot u, est une suite convolutive, on obtient les théorémes
suivants (avec exactement les mémes preuves).

Théoréme 2.4.10. Soit R, une suite d’opérateurs de renouvellement, avec Y > | | R, =
O(uy), ot u, est une suite convolutive. Alors, pour toute fonction f € L vérifiant P(f) =0,

on a || T (f)ll = O(un).
Remarque 2.4.11. Comme dans la remarque 2.4.8, on montre en fait que

T, — PT,,P|| = O(uy).

On en déduit le théoréme suivant, qui généralise le corollaire 2.4.6 au cas d’une suite convo-
lutive wu,, générale.
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Théoréme 2.4.12. Soit T : X — X wune tour localement Gibbs-Markov mélangeante et
préservant une mesure de probabilité m, de base Y. On suppose que m[py > n| = O(uy,),
ot u, est une suite convolutive. Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour toute
fonction f : X — R appartenant a L, de moyenne nulle et supportée par'Y , pour tout n € N,

17|, < Cun I £1l,-

2.4.3 Fonctions de moyenne nulle générales

Pour des fonctions qui ne sont pas supportées dans Y, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.13. Soit T : X — X wune tour localement Gibbs-Markov mélangeante et
préservant une mesure de probabilité m, de base Y. On suppose que m|py > n] = O(uy,), ot
u, est une suite convolutive. Soit X,, C X [’ensemble des points qui entrent dans Y aprés n

itérations, i.e. X, = X\l ' T7(Y).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction f € L de moyenne nulle,

pour tout n € N,
|odref
anlc Xn+1

Dans le cas ou f est de moyenne nulle et supportée par Y, les intégrales [ X f sont toutes
nulles et on retrouve le théoréme 2.4.12. Dans le cas ou f est arbitraire, on peut juste dire

1Tl < Cun £l +C Y w
k=0

que UX” f’ < (027 wp) || fllo, et on retrouve la majoration du théoréme 2.3.6 grace au lemme

2.2.17. C’est dans les situations intermédiaires, ot la fonction f est “petite dans le haut de
la tour”, que ce théoréme va donner des résultats plus précis.

Démonstration. Soit Z, = PT,P et Yy, = Ty — Zy. Ainsi, ||Yi|| = O(ug) par la remarque
2.4.11, et on peut écrire Zy(u) = z (fy u) 1y pour une certaine constante zg.

Soit A, I'’ensemble des points qui rentrent dans Y aprés exactement b itérations, i.e. A, =
X\ Xp+1. Notons aussi A, = [ Byf = fAb foetsp=>"N = bef. En particulier, so =

Jr=o.
Soient K C X et o, = [, Aa(ly) < mlpy > a]. Alors, par (2.4), on a

/Kf”(f):/KCn(f)Jr > /KAaTka(f)

a+k+b=n
I/Cn(f)+ > aazkAbJr/ > ANB(f).
K a+k+b=n K a+k+b=n

Le dernier terme est majoré par C'|| f||, (uxu*u),, par les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 et I'inégalité
|Yz]| = O(ug). Comme wu,, est convolutive, il est donc majoré par Cu,, || f|| .. Le premier terme

secrit [ Co(f) = fT_nKanJrl f< an+1 /1.
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Pour le terme restant, estimons tout d’abord z x A. On a

n

(2% A)n Z AbZn—p = Z(Sb — Sp41)Zn—b = Z $p(Zn—b = Zn—b41) — Snt1%0-

b=0 b=1

Ona z, = W fy Ti(1y). Comme || Ty — Tyy1]| = O(uy) par le théoréeme 2.2.19, z, — 2341 =
O(ug). Ainsi, il existe C' tel que [(z x A),| < C(u*|s]), + C|spy1]. De plus,

|3n+1| < |3n| +/ |f] < |Sn| + Hf”Lm(An-i—l) < |SN| + Hf”ﬁun—i—l < |3n| +C Hf”ﬁun
n+1

car u, est convolutive donc presque décroissante. Ainsi, en convolant par o, = O(u,), on
obtient

Z ozazkkb

a+k+b=n

S Clurxuxls)n + Ol (wru)n < Cluxs)n + Cll Sl un

puisque u,, est convolutive.
On a donc obtenu la majoration désirée pour ‘ /, x f”( f)‘ Il suffit de 'appliquer & K =
{f"f(x) > 0} puis & K = {f”f(a:) < 0} pour majorer Hf"le O]

Par exemple, dans le cas des applications LSV, on peut appliquer ce théoréme aux fonctions
nulles en O :

Théoréme 2.4.14. Soient T application LSV de paramétre o €]0,1[, et f = 1/a. Soit f
une fonction holderienne de moyenne nulle avec f(0) = 0, satisfaisant |f(z)| < Cx? pour un
certain v > 0. Alors

~ 1
HT f||1 =0 (nmin(ﬁ,ﬁ(1+’y)l)> '

Ce théoréme précise le corollaire 2.4.6. En particulier, si v > 2a — 1, alors cette estimée est
sommable donc f satisfait un théoréme central limite. On verra plus loin, par une méthode
complétement différente (qui ne passe pas par la vitesse de décorrélation) qu’on a en fait un
théoréme central limite deés que 7 > a — 1/2 (théoréme 4.2.5).

Démonstration. On travaille dans 'extension X’ de X en forme de tour localement Gibbs-
Markov, donnée par la proposition 1.3.13. Soit A, = 7" (Y )\Us ™" T" (V" ) Cet ensemble

se projette dans X sur Uintervalle [z, 1, xn] sur lequel f est maJoree par Cx) Sﬁ Comme
m(A,) = O(1/n?), on obtient [, [f| < —S5, puis fX/ 1fl € ==55= Le theoreme 2.4.13
(appliqué avec u,, = 1/n”) donne alors la conclusion. O

Pour les applications de Holland, on trouve de la méme fagon que, dans tous les cas, les
corrélations des fonctions lipschitziennes et qui s’annulent en 0 décroissent en O(m[py > n)),
et sont donc toujours sommables. Ainsi, ces fonctions vérifient un théoréme central limite.
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Dans le chapitre 2, on a vu comment étudier la vitesse de décorrélation dans les tours locale-
ment Gibbs-Markov. Par conséquent, on sait estimer la vitesse de mélange des applications
pour lesquelles on sait construire des extensions qui sont localement Gibbs-Markov, & condi-
tion d’avoir un bon controle sur la mesure des points qui mettent longtemps a revenir a la
base de la tour.

Les exemples d’applications localement Gibbs-Markov qu’on a vus jusqu’a maintenant sont
explicites, ou presque explicites, si bien qu’il est aisé de construire une partition de Markov.
Dans ce chapitre, on va montrer comment on peut construire une telle structure markovienne
pour des applications générales, en utilisant seulement quelques hypothéses abstraites de
dilatation asymptotique.

Comme conséquence de ces techniques, on obtiendra en particulier une structure markovienne

113
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pour les application d’Alves-Viana, et on en déduira que, pour ces applications, les corréla-
tions des fonctions holderiennes décroissent au moins en e V" (théoréme 3.1.2).Les résultats
de ce chapitre correspondent a larticle | |.

3.1 Reésultats

3.1.1 Décorrélations et dilatation asymptotique

Récemment, | | a montré comment étudier la vitesse de décroissance des corrélations de
certaines applications non-uniformément dilatantes, en mélangeant les techniques de temps
hyperboliques (| |) et les tours de Young (| |). Une conséquence de leur résultat
est que les corrélations de I'application d’Alves-Viana (| |) décroissent plus rapidement
que tous les polynomes, ce qui permet d’obtenir un théoréme central limite. Cependant, les
estimées de | | sont toutes en O(e~*V™), ce qui est plus fort. L'objectif de ce chapitre
est d’étendre les résultats de | | (en utilisant une méthode substantiellement différente)
& des décroissances (entre autres) en e~°V™. En fait, on va construire une tour localement
Gibbs-Markov, a laquelle on pourra appliquer les résultats de décorrélation du chapitre 2.

Soient M une variété riemannienne compacte (éventuellement a bords) et 7': M — M une
application. On suppose qu’il existe une partie fermée de mesure de Lebesgue nulle S C M (le
lieu critique, contenant éventuellement des discontinuités ou des points critiques de T, avec
OM C S), hors de laquelle T est un difféomorphisme local C?, non-uniformément dilatant :
il existe A > 0 tel que, pour Lebesgue presque tout x € M,

n—1

o1 -
llﬁg}fﬁ;logHDT(Tkx) il P> (3.1)

On fait également des hypotheéses de non-dégénérescence sur ’ensemble critique, analogues
a celles de | | ou | | : on suppose qu'il existe B > 1 et 8 > 0 tels que, pour tout
x € M\S et pour tout v € T, M\{0},

| DT (z)v]|

o < Bdist(z, S)7°. (3.2)

1
B dist(x, S)? <

On suppose aussi que, pour tous z,y € M avec dist(z,y) < dist(z, S)/2,

B B dist(x, y)
et di t( )
|log | det DT'(x)~'| — log | det DT'(y)'|| < B ki ¥ (3.4)

dist(z, S)#’
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i.e. log||DT71|| et log|det DT!| sont localement lipschitziennes, la constante de Lipschitz
étant controlée par la distance a ’ensemble critique. Cela signifie que les singularités sont au
plus polynomiales, et exclut par exemple les points critiques plats.

On suppose que les points s’approchent de S & une vitesse sous-exponentielle dans le sens
suivant. Pour § > 0, soit dists(z,S) = dist(z, S) si dist(z,S) < 9, et dists(z, S) = 1 sinon.
On suppose alors que, pour tout € > 0, il existe d(e) > 0 tel que, pour Lebesgue-presque tout
xr e M,

n—1

1
lim sup — Z —log dists(e) (T"x, S) < e. (3.5)

n
n—00 —0

On aura besoin de controler plus précisément les vitesses de convergence dans (3.1) et dans

(3.5). Pour cela, on considére comme | | la fonction
1 n—1 ) A\
hiz, ep(@) = inf{N eN'[VYn> N, ~ > log||DT(T*2)7"||" > 3
k=0

n—1

1

et pouri=1,2, — g —log dist(;(gi)(Tkx, S) < 252}.

n
k=0

Il est important d’avoir deux indices €, et 9 pour garantir I’existence de temps hyperboliques
(voir le lemme 3.2.2). Pour alléger les notations, on notera € = (€1, €2). Les points satisfaisant
hl(x) = n sont donc “bons” & partir du temps n. Ainsi, le défaut d’expansion asymptotique
du systéme au temps n est mesuré par

Leb{x | hl(z) > n}, (3.6)

et il est donc naturel de chercher a estimer la vitesse de décroissance des corrélations en
fonction de cette quantité. C’est ce que fait | |, dans le cas polynomial : si (3.6) =
O(1/n") pour un certain v > 1, alors les corrélations des fonctions holderiennes décroissent
comme 1/n77%

Notons A = (1, T"(M). On dira que T est topologiquement transitif sur 'attracteur A si,
pour tout couple d’ouverts non vides U, V' de A, il existe n tel que T"(U) NV contienne un
ouvert non vide (il faut faire attention a la formulation & cause des discontinuités éventuelles

de T sur 5).

Rappelons la définition 2.2.11 : une suite (u,),en de réels strictement positifs est & décrois-
sance polynomiale s’il existe C' > 0 tel que, pour tous n/2 < k, 0 < u < Cu,. Cela implique
en particulier que u, ne décroit pas trop vite : il existe v > 0 tel que 1/nY = O(u,) (par

_ logC
exemple v = 157).

Théoréme 3.1.1. Supposons que tous les itérés de T sont topologiquement transitifs sur A et
que, pour tout € = (£1,¢&9), il existe une suite u,(g) avec Y u,(e) < +oo et Leb{z | hl(x) >
n} = O(u,(g)). On suppose que u,(€) vérifie une des propriétés suivantes :
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1. up(e) est a décroissance polynomiale.
2. 1l existe c(e) > 0 et n(e) €]0,1] tels que u,(e) = e~
Alors T préserve une unique mesure [ absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue. De plus, cette mesure est une mesure de probabilité, mélangeante, et son bassin
contient Lebesque-presque tout point de M.

Finalement, il existe €° tel que, si f,g : M — R sont deux fonctions avec f hélderienne et
g bornée, leurs corrélations Cor(f,goT™) = [ f-goT™du — [ fdu [ gdu décroissent a la
vitesse suivante :

1. |Cor(f,goTM)| < C Y2, uy(e®) dans le cas 1.

2. Il eziste ¢ > 0 tel que | Cor(f,goT")| < Ce="" dans le cas 2.

En fait, €° peut étre choisi a priori, ne dépendant que de X et de T'. 11 suffirait alors d’avoir
(3.5) pour € et ) pour obtenir le théoréme. Cependant, dans les cas concrets, il est souvent
équivalent d’avoir (3.5) pour une valeur particuliére de £ ou pour tout e. C’est pourquoi,
comme dans | | et | |, nous avons préféré cette formulation du théoréme, plus
parlante.

Dans le premier cas, en prenant u,(¢) = 1/n”, on retrouve le résultat de | .

Le principal probléme de ce résultat est que (3.6) est souvent difficile a estimer dans la
pratique puisque hl(z) exprime une condition sur tous les itérés de x, et pas seulement un
nombre fini.

3.1.2 L’application de Viana

Ces résultats s’appliquent a ’application de Viana, donnée par

1 1
T:{Sx]—> StxT

(w,2) + (16w, ap + esin(2mw) — z?) (3.7)

ou ag €]1,2[ est un point de Misiurewicz (i.e. le point critique 0 est prépériodique pour
I'application & — ag — %), € est assez petit, et I est un segment de | — 2, 2[ choisi de telle
sorte que T envoie S! x I dans son intérieur.

Cette application a été introduite par Viana dans | |. I montre que T (et en fait toute
application assez proche de T') a presque partout deux exposants de Lyapunov strictement
positifs, malgré la présence des points critiques dans les fibres. Plus précisément, Viana montre
que les points qui ne voient pas la dilatation dans les fibres au temps n ont une mesure qui
décroit en O(e™*vV™). | | en déduit que, pour tout € = (e1,¢€2), pour tout ¢ < 1/4,

Leb{z | hl(z) > n} = O(e™*V™). (3.8)

De plus, | | montre que tous les itérés de T sont topologiquement transitifs sur A.
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Les résultats de | | leur permettent d’estimer la vitesse de décorrélation de 'application
de Viana. Leur méthode de preuve, qui ne permet de controler que des vitesses polynomiales
(voir le paragraphe 3.1.4) impliquait que les décorrélations étaient plus rapides que tous les
polynémes, mais ils ne pouvaient atteindre la majoration conjecturale de e=¢v™. Le théoréme
3.1.1 permet d’atteindre cet objectif :

Théoréme 3.1.2. Les décorrélations des fonctions hélderiennes pour les applications assez
proches (en topologie C°) de Uapplication de Viana sont au moins aussi rapides que e~ V"
pour un certain ¢ > 0.

Ce résultat s’applique encore si on remplace le coefficient de dilatation 16 par 2, d’apreés
[ |. Notons que la méthode ad hoc de | |, qui démontre le théoréme 3.1.2 pour les
applications de Viana, ne s’applique pas directement quand on remplace 16 par 2, puisqu’elle
utilise entre autres la forme des courbes admissibles. En revanche, la méthode abstraite du
présent chapitre s’applique immédiatement, puisque | | montre essentiellement (3.8).

3.1.3 Décorrélations et dilatation en temps fini

La fonction hl(z) fait intervenir la dilatation de x & partir d’un certain rang, et est donc
difficile & estimer en général. Il est plus naturel de considérer le premier instant ot on a de
la dilatation. Pour des raisons techniques, on aura besoin de trois parameétres pour obtenir
des résultats dans ce contexte (voir la preuve du lemme 3.2.1). Soit

' . 1 n—1 o A
h%ahez,a:;)(x) = lnf{n eN | ﬁkzzolog HDT(Tka:) 1H 1 > 2

n—1
1
et pour i =1,2,3, — E —log diStg(Ei)(Tk.%’, S) < 25i}.
n
k=0

Cette définition fait intervenir uniquement les n premiers itérés de x, et est donc vérifiable
en temps fini. On notera & = (g1, 9, €3). Il faut rapprocher h? de la notion de premier temps
hyperbolique, étudiée par exemple dans | |.

Si on avait uniquement deux paramétres dans la définition de A2, on aurait h? < h'. Cepen-
dant, comme on a trois paramétres, h' et h? ne sont pas comparables en toute rigueur.

On va estimer la vitesse de décorrélation en fonction de la décroissance de Leb{z | h%(z) >
n}. On obtient le théoréme suivant (complétement nouveau par rapport a | |, et non
accessible par leur technique) :

Théoréme 3.1.3. Supposons que tous les itérés de T sont topologiquement transitifs sur
A et que, pour tout € = (£1,e9,€3), il existe une suite u,(e) avec Y (logn)u,(e) < +oo et
Leb {z | h2(x) > n} = O(u,(€)). On suppose que u,(c) vérifie une des propriétés suivantes :
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1. uy,(e) est a décroissance polynomiale.
2. Il eziste c(e) > 0 et n(e) €]0,1] tels que u,(e) = e—clem)

Alors T préserve une unique mesure [ absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue. De plus, cette mesure est une mesure de probabilité, mélangeante, et son bassin
contient Lebesque-presque tout point de M.

Finalement, il existe €° = (9,€5,Y9) tel que, si f,g : M — R sont deuzx fonctions avec f
hélderienne et g bornée, leurs corrélations Cor(f,goT™) = [f-goT"du— [ fdu [ gdu
décroissent a la vitesse suivante :

1. |Cor(f,goT™)| < CY 2 (logp)uy(e°) dans le cas 1.

2. 1l existe ¢ > 0 tel que | Cor(f,goT™)| < Ce=""" dans le cas 2,

Par exemple, lorsque Leb{z | h?(z) > n} = O(1/n”) pour v > 1, on obtient une décroissance
des corrélations en O(logn/n?~1). 11 faut noter la perte logn (peut-étre due a la technique
de preuve) entre le théoréme 3.1.1 et le théoréme 3.1.3.

Les commentaires sur le choix de €% qui suivent le théoréme 3.1.1 sont encore valides ici. On
peut d’ailleurs prendre les mémes valeurs pour € et €3 dans les deux théorémes.

On reviendra plus loin sur 'existence de mesures invariantes dans le théoréme 3.3.2. Sans
hypothése de transitivité, on obtiendra une décomposition spectrale : T admet un nombre fini
de mesures invariantes ergodiques et chacune de ces mesures a un nombre fini de composantes
qui sont mélangeantes pour un itéré de T et ont une décroissance des corrélations avec les
mémes bornes que dans les théorémes 3.1.1 et 3.1.3 : ces deux théorémes correspondent au
cas ol la décomposition spectrale est triviale.

Remarque 3.1.4. Si u, est a décroissance polynomiale et u,, = O(1/n”) pour un certain
~v > 1, alors Z;in(log plu, = O <(10g n) Zp nup>, ce qui permet de simplifier 'expression

de la borne sur la vitesse de décorrélation.

Démonstration. Pour o > 1, on a

- log P i o logn
Z(logp)up Z logp up+z < Z logn )up—l—m.
p=n ne p=n
On choisit « assez grand pour que % = o(uy,), et on obtient la conclusion. O

Remarque 3.1.5. Dans le cas exponentiel gauche (i.e. 0 < n < 1), on peut en fait obtenir
la conclusion des théorémes 3.1.1 et 3.1.3 pour tout ¢ < ¢(e?). Cela se vérifie aisément dans
toutes les preuves qui vont suivre.
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3.1.4 Meéthode de preuve

Dans la suite de ce chapitre, on travaillera sans hypothése de transitivité topologique sur 7T,
et on obtiendra un nombre fini de mesures invariantes absolument continues par rapport a
la mesure de Lebesgue. De plus, les estimées sur la vitesse de décorrélation décrites dans les
théoremes 3.1.1 et 3.1.3 seront valables pour chacune de ces mesures pour un itéré de 7.

La méthode de preuve va consister & construire une tour localement Gibbs-Markov : on va
trouver une partition finie Uy, ..., Uy de M, et sous-partitionner chacun des U; en un certain
nombre d’ensembles W, qui seront envoyés bijectivement sur I'un des U; par un itéré 77 de

T. D’apres le chapitre 2, la vitesse de décorrélation sera alors reliée & Leb (U Ry>n VVJ>

Pour partitionner U;, on va utiliser les temps hyperboliques (voir la partie 3.2). Le probléme
principal est que, comme on veut obtenir une partition, on devra prendre des ensembles deux a
deux disjoints, ce qui impose des restrictions et empéche en particulier de prendre au temps
n tous les points ayant n pour temps hyperbolique. Pour résoudre ce probléme, | |
utilise le lemme de Pliss, qui montre que les points ont beaucoup de temps hyperboliques,
pour assurer que la plupart des points seront choisis assez rapidement. Cependant, le temps
d’attente pour les points qui n’ont pas encore été traités peut étre de l'ordre de n, ce qui
empéche de montrer des vitesses de décorrélation plus rapides que e~<1°6™)°  On va développer
des techniques combinatoires plus précises, qui ne reposent pas de facon essentielle sur le
lemme de Pliss, pour obtenir des vitesses plus rapides.

3.2 Temps hyperboliques

On rappelle dans cette section la notion de temps hyperbolique de | |et| |, et on
décrit différents ensembles qu’on construit aux temps hyperboliques. Ces ensembles seront
les briques de base pour construire la partition dans la partie 3.3.

Soit b une constante satisfaisant 0 < b < min(1/2,1/(48)). Pour ¢ < 1 et 6 > 0, on dit que
n € N* est un temps (o, §)-hyperbolique pour x si, pour tout 1 < k < n,

n—1
[T |PT(172)7| < 0" et dists(T"*x, S) > o™, (3.9)

j=n—=k

On notera H,, = H,(0,d) 'ensemble des points ayant n pour temps (o, d) hyperbolique.

Dans le paragraphe 3.2.1, on va choisir judicieusement les constantes o et § (ainsi que €%, qui
intervient dans les énoncés des théorémes 3.1.1 et 3.1.3). Cependant, les raisons de ce choix ne
deviendront apparentes que dans le paragraphe 3.3.3, et le lecteur peut donc avantageusement
admettre I'existence de 0,0 et g, et ne revenir au paragraphe 3.2.1 qu’au moment d’aborder
le paragraphe 3.3.3.
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3.2.1 Fréquence des temps hyperboliques

Le lemme qui suit est une légére généralisation de | , lemme 5.4] :

Lemme 3.2.1. Soient T : M — M et 6 : R%. — R% tels que (3.1) et (3.5) soient vérifiés.

Il existe alors e3 > 0 et k > 0 tels que, pour tous €1,e9 < K, il existe O(e1,e9) > 0 tel que, si
x € M etn e N* vérifient

n—1 n—1

—Zlog HDT T"2) 1” § et pour i = 1,2,3,%2 log diste, (T x,S) < 2¢,
k=0 k=0

>

alors il existe des instants 1 < p; < ... <p < n avec |l = 0(e1,e9)n tels que, pour tout j < I,

pj—1
VI<k<p;, > log| DT(T2) |

s=p;—k

H>I>/

(3.10)

pjil

et pouri = 1,2, Z —log dists(.,y (T°x, S) < 2¢/gik.
s=pj—

Autrement dit, on a une densité supérieure a 0(e1, e5) de temps p entre 1 et n vérifiant (3.10).
Avant de passer a la preuve, mentionnons un autre lemme analogue :

Lemme 3.2.2. Soient T': M — M et 0 : R — RY tels que (3.1) et (3.5) soient vérifiés.
Soit k> 0.

Il existe e1,69 < Kk et 8 > 0 tel que, si v € M et n € N* vérifient

n—1 n—1
- )\ 1
- ZlOg ||DT (T*x) 1” Z et pouri=1,2, - g —log dist(;(gi)(Tkx,S) < 24/e5,
alors il existe des instants 1 < p; < ... <p; < n avec |l = On tels que, pour tout 5 < I,
pi—1 ) A pi—1
V1 <k <pj, log ||[DT(T3z)7|™ > Zk et —log dists.,)(T%z, S) < b=k
P; pzk og H (T°x) H 2 e pzk og distg(.,)(T"x, S)
S=pj— s=p;j—

Dans toute la suite de cet article, on notera €3 pour la valeur de 3 donnée par le lemme
3.2.1, et €% &) pour les valeurs de &; et g5 données par le lemme 3.2.2. On posera aussi

o = e 8 < 1. Finalement, on notera § = §(9).

Ainsi, les temps p; donnés par la conclusion du lemme 3.2.2 sont (o, d)-hyperboliques. De

méme, les temps p; vérifiant (3.10) sont des temps (o, d)-hyperboliques (si x a été choisi assez
petit), mais ils sont plus que ¢a, puisqu’ils garantissent un contréle a la fois pour € et pour
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€9 (si bien qu'on pourra leur appliquer le lemme 3.2.2) : on dira qu’un temps vérifiant (3.10)
pour €9 et €5 est un super temps hyperbolique. On notera SH, I'ensemble des points ayant n
pour super temps hyperbolique, et H,, = H,(c,d) ’ensemble des points ayant n pour temps
(0, 0)-hyperbolique. En particulier, SH,, C H,.

Dans la preuve qui va suivre, on verra pourquoi on 2 perte d'un indice ¢; & chaque fois. Cet

indice est utilisé pour obtenir la conclusion sur Y " L log [[DT(T s2)7!| 7" : comme la suite

log ||DT(T%x)~ 1||_ n’est pas bornée, on ne peut pas lui appliquer directement le lemme de
Pliss, et il faut donc utiliser un contréle supplémentaire.

Démonstration du lemme 3.2.1. La preuve est essentiellement donnée par la preuve du lemme
5.4 de | | : ils montrent tout d’abord qu’il existe €3 > 0 (qu’on peut prendre arbitrai-
rement petit) et 6; > 0 tels que, si

n—1 A 1 n—1
- Zlog HDT T"2) 1H 5 ﬁ —log dist(;(ag)(Tkx, S) < 2e3,
=0 k=0

alors il y a une proportion au moins 6; > 0 de temps p entre 1 et n satisfaisant

p—1

)\
s, \—1
VI<k<p Y log|DT(T%x)7!||™ > k.
s=p—k
De plus, | | montre également que, pour € > 0, si x satisfait

n—1

—Z log dists() (T, S) <

alors il existe au moins une proportion 6(¢) = 1 — /e de temps p entre 1 et n vérifiant
p—1
VI<k<p, Y —logdistse) (T z,5) < 2/zk.

s=p—k

Quand € — 0, 6(e) — 1. Ainsi, si k est assez petit, pour tous 1,65 < k on aura (e, &y) :=
01+ 0(e1) + 0(e2) — 2 > 0, ce qui donne la conclusion du lemme. O

La preuve du lemme 3.2.2 est similaire.

3.2.2 Constructions aux temps hyperboliques

Le lemme suivant précise | , lemme 5.2| et | , lemme 4.1] :
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Lemme 3.2.3. [l existe oo, D1, A\ < 1 tels que, pour tout x € M et tout entier n qui est un
temps (o, 0)-hyperbolique pour x, il existe un unique voisinage Vy,(x) de x avec les propriétés
sutvantes :

1. T™ est un difféomorphisme entre V,,(x) et la boule B(T"x,ds).
2. Pour 1 <k <nety,z¢cVy(x), dist(T" Fy, T"*2) < o/ dist(T"y, T"z).
3. Pour tous y,z € V,(x),

det DT"(y)
det DT™(z)

— 1‘ < Dy dist(T"y, T" 2).

4. Vo(x) C Bz, \}).
5. Sin<m,y€ Hy, et V() NV,,(y) # 0, alors T™ est injective sur Vi, (x) U V,,(y).

Notons que le troisiéme point du lemme implique que 7™ a une distorsion en volume bornée
par Dy :=2§,D; + 1, i.e. pour tous U,V C V,(x),

_,Leb(T™(U)) _ Leb(U) Leb(T™(U))
2 < <Dy (3.11)
Leb(T™(V)) = Leb(V) Leb(T™(V))
Démonstration. Le lemme 5.2 de | | montre qu’il existe d; > 0 tel que, si z € H,(0,0),

alors il existe un voisinage V!(x) envoyé difféomorphiquement par 7" sur B(T"x,d;). On
pose alors V,,(z) = V/(z)NT~"(B(T"x,,/4)), et §3 = §;/4. Comme V,,(z) C V/(z), les deux
premiéres assertions du lemme découlent du lemme 5.2 de | | et la troisiéme du lemme
4.1 de | |. La quatriéme est une conséquence de la seconde pour A\; = o'/2.

Pour I'unicité, notons que deux voisinages distincts V! (x) et V.?(x) donneraient deux reléve-
ments différents par 7™ d’un chemin joignant 7" (z) a un point fixé de B(T"x, d,/4), ce qui
est absurde.

Finalement, supposons que V,,(x) N V,,(y) contienne un point z. On a diam(7T™(V,,(y))) <
diam (7™ (V,,(y))) = 01/2, si bien que T"(V,,(y)) € B(T™z,d;). On construit un ensemble
Wi(y) = T7(T"(V,u(y))) N V) (x) : par définition de V/(z), T™ est un isomorphisme entre
Wi (y) et T™(V,,(y)). Mais T™ est aussi un isomorphisme entre V,,(y) et 7"(V,,(y)). Comme
Vin(y) et Wy, (y) contiennent le point z, 'argument d’unicité qui précéde montre que V,,,(y) =
Win(y). En particulier, V,,(y) C V/(x). Comme T" est injective sur V!(x), cela montre que
T™ est injective sur V,,(z) U V,,(y). O

Soit U = {Uy, ..., Uy} une partition finie de M par des ensembles de diamétre au plus d,/10,
d’intérieur non vide et de frontiére lisse par morceaux (par exemple une triangulation de M).
Ainsi, il existe des constantes Cy > 0 et \y < 1 telles que

V1 <i< N,Vn e N, Leb{x € U; | dist(z,0U;) < AT} < Co)\]. (3.12)
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On notera U] = {z | dist(z,U;) < 2/10}. Quitte & augmenter Cy et Ay, on peut aussi
supposer que

0
V1< i< N,Vn € N, Leb {x € M | dist(z,0U]) < 520"/2} < Cy\y Leb(U;). (3.13)

On supposera finalement que, pour toute boule B(x,d2) de rayon dy et pour tout 1 <7 < N,

Soit x € H,,. Alors T"x est dans un unique U; =: U(z, n), inclus dans B(T"z, 62) = T"(V,,(z)).
On notera IZ (x) = T7"(U;) N V,(z). Dans la construction de la partition de la partie 3.3,
les éléments de partition seront des I (). Si, au cours de cette construction, on sélectionne
I" (x) puis I (y) alors que y & I" (x) et que y est trés proche de la frontiere de I7 (z),
les deux ensembles I7 () et I™!(y) risquent de ne pas étre disjoints, ce qu’on veut éviter
puisqu’on cherche a construire une partition. Comme dans | |, on va donc devoir fixer
un certain temps d’attente disant a partir de quel moment on aura le droit de sélectionner y,
garantissant que 2 (x) N I7(y) = 0. On pose ainsi, pour m > n,

5 m—n 6 m—n—1
I () = {y € Vu(x) %0 2 < dist(T"y,U(z,n)) < 92 meg }

—_

et I2,,(7) = U, cieo0 Ii () : ce sont les points qui n’ont pas le droit d’étre choisis au temps m,
pour ne pas interférer avec x au temps n (ce choix sera justifié par le lemme 3.2.5 et (3.15)).
On dira qu'un point de IZ, (x) est interdit par le temps n, pour le temps m. On écrira
aussi fgm(x) = Uncicoo I1'(7), i.e. on rajoute le “centre” I7 (z). La différence principale avec
[ | ou | | est que, dans ces articles, les estimées combinatoires requises sont moins
précises, si bien qu’ils n’ont pas besoin de garder la trace de l'instant auquel un point est
interdit (le n dans 1Z,).

Lemme 3.2.4. Si0 <n <m et Tgn+1(x)07;”m+l(y) # 0, alors Tgn+1(x)ufgm+l(y) C Vo (x).

Notons que, lorsqu’on écrit I 2.+1(x) (par exemple), il est implicite que cet ensemble est bien
défini et donc que = € H,,.

Démonstration. Soit z € fgnﬂ(a:) N fgm+1(y). La dilatation du lemme 3.2.3 assure que
(1%, (y)) € B(T"2,02/2) C B(T"x,d2). En particulier, chaque point w de T™(1Z}, . (y))
a un antécédent v’ par T™ dans V,(x). Il reste a voir que «’ est dans IZ! . ,(y). Sinon, u

aurait un autre antécédent u” dans I’ 2 i1(y). Comme V;,(z) NV, (y) contient z, la cinquiéme
assertion du lemme 3.2.3 donne que 7™ est injective sur V,,(z)UV,,(y). C’est absurde, puisque
o # u” mais T"(u') = T™(u"). O
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Lemme 3.2.5. [l existe P > 0 tel que, pour tous 0 <n <m, x € H, ety € Hm\fgm(x), on
a

7;m+P($) N [gm—i-P(y) = @

Autrement dit, si  n’interdit pas de choisir y au temps m, alors il n’y a plus d’interaction
entre x et y apres le temps m + P. Le délai P permet donc de disjoindre tout ce qui se passe
entre les deux points (ce qui sera utilisé dans le lemme 3.3.6). En particulier, on en déduit

I (x) N IE(y) =0, (3.15)

ce qui permettra d’assurer que les ensembles que 'on sélectionnera dans la construction de
la partition seront deux a deux disjoints.

Démonstration. Soit U; = T™(I%(x)). Supposons que z € fgmﬂg(x) N fngrP(y). Alors
dist(T"2,U;) < %amwinfl

Y,z € Viu(y), le lemme 3.2.3 assure que dist(T"y, T"z) < 0"z dist(T™y, T™z). Ainsi,

et dist(T™z,T™y) < % <1 + 0%) Notons aussi que, comme

dist(T™y, U;) < dist(T"y, T"2) + dist(T"2,U;) < 0" 2 dist(T™y, T™z) + dist(T"z, U;)

1 (R R e e (R )

52 m—n—1

Si P est assez grand pour que 1+ 20" < 02, on obtient donc dist(T"y, Us) < o 2

Comme y € V,(x) par le lemme 3.2.4, on obtient donc y € fgm(x) O

Lemme 3.2.6. I existe une suite ¢, > 0 telle que, pour tout n € N*, pour tout x € H,,
Leb I (x) > ¢,.

Démonstration. La condition x € H, assure que, pour k < n, dist(T*z,8) > «a, > 0.
Comme T est C! sur {y | dist(y,S) > a,}, on en déduit Pexistence d’une constante C,
qui borne det DT™(z) pour x € H,. Comme la distorsion est bornée par Dy sur V,(x), on
en déduit que, pour tout y € V,(x), |det DT™(y)| < D2C,. En particulier, Leb I (z) >
Leb(T™(I2(2)))/(D2C,,). Mais T™(1Z (x))) est I'un des U;, et a donc une mesure uniformé-
ment minorée. U

Lemme 3.2.7. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout A mesurable, pour tout
n € N*, Leb(H, NT~™(A)) < C'Leb(A).

Démonstration. Les ensembles 7 (x) pour z € H,, recouvrent H,,, sont deux a deux disjoints
ou confondus, et en nombre fini par le lemme 3.2.6. On peut donc en prendre un systéme fini
de représentants 17 (x1),...,I% (zx) (ou k dépend de n).
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Pour 1 < j <k, la distorsion est bornée par Dy sur 17 (z;), si bien que

Leb(I% (z,) N T"A) _ Leb(A)
Leb(Iz(z;))  “Leb(T"(I%(x;)))

Mais T"(1%(z;)) est 'un des U;, de mesure minorée par une constante ¢ > 0. En sommant
sur j, et comme tous les 17 (x;) sont disjoints, on trouve

Leb(H, N T™"(A)) < % Leb(A) Leb(M). 0

3.3 Description de la partition

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant (sans hypothése de transitivité sur 7') :

Théoréme 3.3.1. Soient T' une application sur une variété compacte M et § : R} — R7
tels que (3.1) et (3.5) soient vérifiés. Soit €° donné par les lemmes 3.2.1 et 3.2.2. On suppose
que T vérifie une des conditions suivantes :

1. Leb{z | hly(z) > n} = O(u,) ot u, est a décroissance polynomiale et tend vers 0.
2. Leb{z | hls(z) > n} = O(u,) 0w u, =" avec 1 €)0,1].
3. Leb{z | h%(z) > n} = O(u,) 0w u, est a décroissance polynomiale et (logn)u, — 0.
4. Leb{z | h%(x) > n} = O(uy) ot u, = e~ avec n €]0, 1].
Alors il existe une partition finie Uy, ..., Uy de M, une autre partition (modulo un ensemble

de mesure de Lebesgue nulle) Wy, Ws, ... plus fine, et des temps Ry, Ra, ... tels que, pour tout

J>

~ T est un difféomorphisme entre W; et l'un des Uj.

- Tﬁ}] dilate les distances d’au moins o~ Y/% > 1.

— La distorsion en volume de Tllljijj est lipschitzienne, i.e. il existe une constante C' indépen-
dante de j telle que, pour tous x,y € Wj,

‘ det DT%i (z)

— — | < Cdist(TRix, Thiy).
det DT (y) ¢ dist(T7, Ty)

~ Pour xz,y € W; et n < R;, dist(T"z, T"y) < dist(T"iz, Tiy).
De plus, il existe ¢ > 0 tel qu’on ait sous les différentes hypothéses le controle suivant sur la
taille des queues :

O(uy) dans le premier cas,
Leb U W; | =< O((logn)u,) dans le troisieme cas,
R;>n O(e=<™") dans les deuxiéme et quatriéme cas.
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Pour la preuve de ce théoréme, il suffira en fait de travailler sur U; puisqu’on pourra ensuite
refaire la méme construction sur chacun des autres U;, qui sont en nombre fini.

Notons que ce sont les estimées sur la taille des queues (qui tendent vers 0 par hypothése)
qui vont garantir que presque tout point est sélectionné, i.e. que les W; forment bien une
partition de M modulo un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

On en déduit le résultat suivant sur les mesures invariantes :

Théoréme 3.3.2. Sous les hypothéses du théoréeme 3.3.1, supposons en plus que | u, < 00
dans le premier cas, > (logn)u, < oo dans le troisieéme cas.

1l existe alors un nombre fini non nul de mesures de probabilités y, ...,y invariantes ab-
solument continues par rapport a la mesure de Lebesque et ergodiques. De plus, leurs bassins
recouvrent presque tout M. Finalement, il existe des ouverts deux a deux disjoints Oq,. .., Oy
tels que p; soit équivalente a Leb sur O; et nulle sur M\O;.

Soient pu l'une des mesures p; et O louvert O; correspondant. Il existe alors une partition
(modulo 0) finie Qq,...,Qq_1 de O en un nombre fini d’ouverts, telle que T(€);) = Qg
(modulo un ensemble de mesure de Lebesgue nulle) pour 0 < i < d —1 (Qq étant identifié
avec ). De plus, sur chacun des §;, Uapplication T? est mélangeante (et méme exacte) pour
la mesure .

Finalement, pour toutes fonctions f,g: M — R avec f hélderienne et g bornée, il existe une
constante C' telle que, pour 0 < i < d—1, pour tout n € N, les corrélations Corg, (f, goT™) :=

fg f-goT¥dy — (fQ fdu) (fQ gdu) vérifient

C Z;O:dn Up dans le premier cas,
|Corg, (f,goT™)| < CX 2 . (logp)u, dans le troisieme cas, (3.16)
Ce=<m" dans les deuzieme et quatrieme cas.

En particulier, si T est topologiquement transitive sur A, il existe une unique mesure inva-
riante absolument continue. Dans le cas ol tous les itérés de T" sont topologiquement transitifs,
il y a un méme un unique ensemble 2. Ce théoréme implique donc les théorémes 3.1.1 et
3.1.3.

Démonstration. Le théoréme 3.3.1 montre que T" admet un modéle localement markovien
T : X' = X', au sens du paragraphe 1.3.4. On en déduit I'existence des mesures invariantes
et leur décomposition en composantes mélangeantes par la proposition 1.3.18 : ces mesures
sont obtenues en projetant sur M les mesures invariantes vy, ..., v, de T".

Soit p I'une des mesures ji;. Par le théoreme 1.3.18, elle est équivalente a Leb sur I'un des U;.
Construisons 'ouvert O(u) de I’énoncé du théoréme. Soit Ay l'intérieur de U;, non vide. Par
récurrence, si A, est défini et ouvert, on pose A,,1 = T(A,\S) U A,. Comme S est fermé
et comme T est un difféomorphisme local hors de S, on obtient que A, i est ouvert. Soit
O(p) = J A,. Comme p est invariante, on vérifie par récurrence que p est équivalente a Leb
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sur A, et donc sur O(u). Montrons maintenant que, si B C M\O(u), alors u(B) = 0. Sinon,
par ergodicité, il existerait n tel que u(T-"(B) N Ap) > 0. Comme p(S) = 0 car Leb(S) = 0,
on a donc u(T~(B) N (A\S)) > 0, puis u(T~"V(B)N A;) > 0. Par récurrence, on obtient
finalement (B N A,) > 0, ce qui est absurde.

Par la méme construction, on montre que les composantes mélangeantes de ue 'on notera
) )
00s - - - » Pd—1, sont supportées par des ouverts, deux a deux disjoints.

Montrons finalement (3.16). Soit v invariante ergodique sur X’ telle que 7, (v) = p. Elle admet
des composantes mélangeantes A, ..., A\g,_1, avec d; multiple de d (mettons d; = sd). De
plus, (X', (T")%, \;) est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante. Ainsi, lorsque f’ est
hélderienne sur X’ et ¢’ est bornée, les corrélations [ f/- g’ o (T")M™ dX;,— ([ f'dN;)- ([ ¢’ dN)
décroissent a la vitesse indiquée dans (3.16), par le théoréme 2.3.6 (ou la remarque qui le
suit, pour le cas exponentiel). Il reste a transférer ce résultat sur M.

Soit p; fixée, et k tel que m.(\y) = p;. Soient f holderienne sur M et g bornée. Notons

f'=fomet ¢ =gom:lafonction f' est holderienne sur X’ et ¢’ y est bornée. Pour n € N,
on écrit n = ps + r avec 0 < r < s. Alors

/ f-goT™ = f (g o T'dr) o TP A\, = f (g o T’dr) o TP A\,
Q] X/ X/

. d’ . . . , . . .
La fonction ¢’ o T""" est holderienne sur X', donc le résultat de décroissance des corrélations
pour \; sur X’ donne la décroissance des corrélations de f et g sur M. O]

Ce résultat est une décomposition spectrale pour 7'. L’existence d’un nombre fini de mesures
invariantes était déja connu sous des hypothéses plus faibles (voir dans | | la remarque
suivant le corollaire D), mais les autres propriétés sont nouvelles.

La suite de cette partie sera consacrée a la démonstration du théoréme 3.3.1.

3.3.1 Description de la construction

On va construire une partition de U; par des ensembles Wy, Wy, ... tels que, pour tout n, il
existe un entier R, tel que 77" est un isomorphisme entre W,, et I'un des U;, avec dilatation
de 07"/% et distorsion en volume D;-lipschitzienne. En fait, W,, sera un I (z). On notera
H,(Uy) = H,N{y € Uy | dist(y,0U;) > A\''}. Ainsi, si x € H,(Uy), on a V,,(z) C U par le
point 4 du lemme 3.2.3.

On construit en fait des points zi, . .. ,xll(l) au temps 1, puis 77, . .. ,le(z) au temps 2, et ainsi
de suite. Ils vérifieront les propriétés suivantes :
— .. xl(n) appartiennent tous & H,(Ur)\ U<, j<i I;n(xz), et cet ensemble est recouvert

par U] S (@)

— Les ensembles I7(27) (n et j variables) sont deux a deux disjoints, et inclus dans Uj.

J
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n

On prendra alors pour W; les ensembles 17 (:z:j ), et le temps de retour R; correspondant sera

n.

Construction des z}'. La construction procéde par récurrence sur n : au rang n, on note
que, si x,y € H,(U;), alors I (x) et I7 (y) sont soit disjoints soit confondus. Il est donc
possible de trouver un systéme de représentants I5(z7), ..., I5(z,,)) des I5(z) pour z €

Hy(U)\Uicnjcaqp) Lon(25), et ce systéme est fini d’apres le lemme 3.2.6.

n

Par construction, deux IZ (x}') construits au méme instant sont disjoints. Soient m > n, et

2y’ € Ho(U)\ Uicm i<t T;n(xg) Alors =} € Hm\fgm(x?), si bien que le lemme 3.2.5 assure
que I (z}") est disjoint de I7 (z}). Ainsi, les ensembles I°(z7) (n et j variables) sont bien
deux a deux disjoints.

Finalement, pour voir que 17 (x') C Uy, on utilise que z}* € H,,(U;), donc dist(z},0Uy) > AT.
Comme V(') C B(z}, A}), cela montre que IZ (z') C Uy. O

Les propriétés des temps hyperboliques énoncées dans le lemme 3.2.3 assurent alors que les
propriétés de dilatation et de distorsion du théoréme 3.3.1 sont vérifiées. Il ne reste plus qu’a
estimer Leb{z | 35 tel que x € W, et R; > n}.

3.3.2 Mesure des points interdits de nombreuses fois

On notera I, 'ensemble des points interdits pour le temps n, i.e.

i<n,j<I(3)

et I" I’ensemble des points interdits par le temps n, i.e.

"= Eeale).

J<i(n)

En particulier, I"™ C I,,4;. Finalement, soit

So= |J IL() (3.17)

i<n,j<(4)

I’ensemble des points sélectionnés avant le temps n.

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer le lemme 3.3.7 qui affirme que ’ensemble des
points interdits pour k instants sans étre sélectionnés a une mesure qui décroit exponentiel-
lement vite. L’argument est combinatoire : si un point est interdit par peu d’instants, il sera
alors interdit pour longtemps a ces instants, et on voit facilement que cela donne une mesure
faible (lemme 3.3.6). Sinon, le point est interdit par beaucoup d’instants, et il faut voir que
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chacun de ces instants permet de gagner un facteur multiplicatif A < 1. On traitera pour cela
encore deux cas : soit les ensembles interdits sont imbriqués les uns dans les autres, auquel
cas on n’en garde qu’une proportion < 1 & chaque étape, et cela conclut (lemme 3.3.4), soit
ils s’intersectent prés de leurs frontiéres respectives, et il suffira de s’assurer que ces frontiéres
sont assez petites (lemme 3.3.3).

On notera B pour une “boule interdite”, c’est-a-dire un ensemble de la forme fgn 41 (2}) ou
x' est un des points définis dans la construction de la partie 3.3.1. On notera également
t(B) le temps n par lequel cette boule est interdite et C'(B) = I (z') son “centre”, i.e. la
partie interne correspondant aux points vraiment sélectionnés. Si T*®)(C(B)) = U;, alors

T'®)(B) = {z | dist(z,U;) < 2}, donc diam T"P)(B) < 22 < £. Dans tous les énoncés et
preuves de cette partie, les ensembles notés B; ou B] seront implicitement de telles boules
interdites. On va définir dans les lemmes qui suivent des ensembles Z', ..., Z5 de points
“interdits de nombreuses fois”, et montrer qu’ils ont chacun une mesure exponentiellement
petite.

Lemme 3.3.3. Soit QQ € N*. Soit

ZY(k, By) = {:z: | 3B}, By,..., B, B, avec V1 <i < r,t(B;i_1) < t(B!) < t(B;) — Q,

r

B, ¢ B, {MJ >k, etxehoBmﬁB;}.

i=1
Alors il existe une constante C3 indépendante de () telle que, pour tous k et By,

Leb(Z'(k, By)) < C5(C5A3)¥ Leb(C(By)).
Rappelons que A est une constante qui vérifie (3.12) et (3.13).

Démonstration. Soit C3 une constante telle que Leb{x | dist(z,U;) < 2} < & > Leb(U;) pour
1 <17 < N et telle que

convient.

Soit d’abord k = 0. Soient n = t(By) et i tel que T™(C(By)) = U;. Alors Z'(0, By) = By, donc
T(Z1(0, Bo)) = {x | dist(z,U;) < $2}. Ainsi, Leb(T"(Z'(0, By))) < & Leb(T™(C(By)))-
Comme la distorsion de 7™ est bornée par Dy d’apreés (3.11), on trouve bien Leb(Z*(0, By)) <

Cy Leb(C(By)).

Soit maintenant k > 1. Alors, en décomposant suivant la valeur de Bf, on trouve

Yk, By) C U U U ZYk —t,By).

t=1 B{NBy#0 B1NB,#0,B1¢ B,
t(B1)—t(B])
o5t

= C —3+(CyD5)* < 1. On va montrer par récurrence sur k que Cj



130 CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE STRUCTURES MARKOVIENNES

Montrons que, si t(B;) — t(B}) = n, alors B; est inclus dans une couronne de taille o™/

autour de Bj. Plus précisément, soient p = t(B]), U = T?(B]), et montrons que

T?(B;) C {y | dist(y,0U/) < %J”/Q}. (3.18)

Notons que Bj contient un point de dBj puisqu’il est connexe et rencontre B] et son com-
plémentaire. Ainsi, T7?(B;) contient un point de OU/. De plus,

02
2

Cela montre (3.18). Notons que (3.13) fournit une majoration de la mesure de (3.18).

diam TP (B;) < o™?diam T"?(B,) < o™/ =2

En utilisant que la distorsion est bornée par Dy pour les temps hyperboliques et que les
centres C'(By) sont deux a deux disjoints par construction, on obtient par (3.18) et (3.13)
que
> Leb(C(B1)) < C2A9' Dy Leb(C(BY)). (3.19)
B1NB}#0,B1¢ B,

Finalement, si ¢ = t(By), les T9(C(B])) sont deux a deux disjoints et inclus dans un
TYV,(z)) = B(T%z,d2) par le lemme 3.2.4. Ainsi, d’aprés (3.14) et la distorsion bornée,

> Leb(C(B})) < C2Dy Leb(C(By)). (3.20)
BiNBo#£)

On obtient donc, grace a I’hypothése de récurrence,

k
Leb Z'(k,By) <> Y > LebZ'(k—t,B)

t=1 B,NBo#0 B1NB,#0,B1¢ B}
t(B1)—t(B])
A

k

<>y > C3(CsAF)F T Leb(C(By))

t=1 B{NBo#0 B1NB;#0,B1¢ B}
t(B1)—t(B])
e

k
<Y ) Ca(C5A) oA Dy Leb(C(BY))

t=1 B/ ﬁBo;ﬁ@
k
< OGP CE(CyD,)? (Zc ) Leb(C(By)).

Par définition de C3, on a (CyDy)? <Zf:1 Cy t) < 1. Cela conclut la récurrence. O
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Lemme 3.3.4. Soit
Ziny={x 3B 2 By-++ 2 By, avec t(B,) < N et x € (B;N---N By)\Sy}.

Il existe alors une constante Ay < 1 telle que Leb(Z} ) < A Leb(M).

Démonstration. On fixe N une fois pour toutes dans cette preuve, si bien qu’on omettra de

préciser la dépendance en N. On va montrer que \3 = Cfégil convient. Notons que, pour
tout ensemble B,
Leb(B) < CyDy Leb(C(B)) (3.21)

par (3.14) et la distorsion bornée des temps hyperboliques.

On notera By l'ensemble des B avec t(B) < N qui ne sont inclus dans aucun B’, puis Bs
I'ensemble des boules B ¢ By avec t(B) < N qui ne sont incluses que dans des boules de By,
et ainsi de suite. On dira qu’un élément de B; est une boule de rang . Toutes les boules B
sont de rang fini puisqu’une boule construite au temps n est au maximum de rang n.

On notera S, = Ule Upes, C(B) : ce sont les points sélectionnés dans des boules de rang au
plus k.

Soit
7z} = ( U B) \S;.
BeBy
Montrons que Z? C Z3.

Soit # € Z2, il est donc dans un ensemble (B N --- N By)\Sy avec By 2 By--- 2 By et
t(Bx) < N. En particulier, By est de rang r > k. Soit B} 2 By 2 --- 2 Bl._, 2 B! une suite
avec B! € B; et Bl = By. En particulier, x € Bj.. De plus, S}, C Sy. Comme z ¢ Sy, on en
déduit = € S},. Cela montre donc que = € Z;.

Estimons Leb(Z}, ) en fonction de Leb(Z}). Un point  de Z;, | provient d’une boule Byq
de rang k + 1. Ainsi,

Zinc \J  Be

Bi11€Br 41

Soit By une boule de rang k contenant Bj,;. Comme les centres des différentes boules sont
deux a deux disjoints, on a C(Bygy1) NS}, = 0. Ainsi, C(Byy1) C Br\S;, C Z. Cependant,
C(By41) C Sy, par définition, si bien que C'(Byy1) N Zi,y = 0. Ainsi, C(Byi1) C Zi\Zi, ;.

Par conséquent, on obtient en utilisant (3.21)
Leb(Z3 ) < ) Leb(Biy1) < CaDy > LebC(Bys) < CoDy Leb(Z{\Z3, )
Br+1€Bk+1 Bi+1€Bk+1

puisque les C'(Byy1) sont deux a deux disjoints. Ainsi,

(CyDy + 1) Leb(Z}, ;) < CoDyLeb(Z}, 1) + CoDa Leb(Z\Z}, ) = Cy Dy Leb(Z}).



132 CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE STRUCTURES MARKOVIENNES

Co Do
CoDo+1

inégalité pour Leb(Z?) puisque Z7 C Z3. O

k
On en déduit par récurrence que Leb(Z}) < ( > Leb(M), ce qui donne la méme

Lemme 3.3.5. Soit
ZYE,N)={z |3t <...<tp, <N,z eI"n---NI*}\Sy.

Il existe des constantes Cy > 0 et \y < 1 telles que, pour tous 1 < k < N, Leb(Z%(k, N)) <
Cy k.

Autrement dit, les points interdits par au moins k instants ont une mesure exponentiellement
petite.

Démonstration. Soit () assez grand pour que 03)\52 < 1 dans le lemme 3.3.3. Ecrivons N =
rQ) + s avec s < Q).

Soit x € Z*(k, N), interdit par les temps t; < ... < t;. Pour 0 < a < 7, on choisit dans
chaque intervalle [a@, (a + 1)@| le premier temps ¢; s’il en existe un, ce qui donne une suite
th <...<th, avec Qk'+s > k. On garde ensuite les temps d’indices impairs, d’oil une suite
d’instants u; < ... <y, avec 2l > k', dou | > k/(2Q) — s/2. De plus, u;y1 — u; > @ pour
tout ¢. Soient By, ..., B; des boules construites aux temps u; et qui interdisent x.

Soient ] ={1<i<I,B;,C BiN...NB;_1} et J=[11\I.SiCard >1/2, on ne garde que
les boules correspondant aux indices dans /. Il y en a au moins [/2, donc x € le/2 ~ (ou Z2
est défini dans le lemme 3.3.4). Ce lemme assure que les points obtenus de cette maniére ont
une mesure exponentiellement petite (en [, et donc en k).

Sinon, Card J > [/2. Soient j, = sup J, puis ig = inf{i < jo, Bj, ¢ B;}. Soient j; = sup{j <
io,j € J}, puis iy = inf{i < j;,Bj, ¢ B;}, et ainsi de suite, la construction se terminant
a un rang i,. Alors J C (J]is, js] par construction, donc » (js — is) = CardJ > /2. Cela
implique que > L%J =Y {%J > /2 puisque deux instants u; et u; sont
séparés d’au moins (j —¢) par construction. La suite B, , B;,, Bj,, ..., Bi,, Bj, montre donc
que z € Z'(1/2,B;,). En sommant les estimées données par le lemme 3.3.3 sur toutes les
boules B;, possibles, qui ont des centres deux & deux disjoints, on trouve finalement une
mesure exponentiellement petite en [ et donc en k. O

Lemme 3.3.6. Pour une boule By = IJ, ,(x1), soit
Z°(na,y..np, Br) = {x | o, ..ty avec ty < ... <ty et Ty,..., Ty
tels que V1 <i < k,x € I%, ., (%)}

1l existe une constante Cs indépendante de By,nq,...,ng telle que, dés que nq,...,n, > P
donné par le lemme 53.2.5,

Leb(Z5(n1, ey Ny Bl)) < 05(05)\31) tee (C5)\§k) Leb C(Bl)
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En fait, Z5(ny,...,ng, By) désigne I'ensemble des points qui sont interdits pendant un temps
au moins n; par By, puis pendant un temps au moins n, par une autre boule By, et ainsi de
suite.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.

Soit = € Z°(ny,...,ng, By). Il existe par définition une boule By = f;2t2+1(x2) construite a
un temps to > t telle que © € Z°(ny, ..., ng, By). Comme x5 n’est pas interdit pour le temps

to (puisqu’il est sélectionné au cours de la construction du paragraphe 3.3.1), le lemme 3.2.5
assure que I>t2+P(x1) N I>t2+P(£L'2) (). Mais z est interdit par le temps ¢, pour une durée au
moins ny > P, donc x € [>t2+P($2), d'ot z ¢ T;thJrP(a:l). Comme z € f;ltlJrnl(a:l), on obtient
ty+ny <ty+ P,ie to—t; >ny — P.

Soit U; = T"(C(By)). La dilatation des temps hyperboliques donne que

ny—P 52
2

diam(T" (Bs)) < ot 7 diam(T%(By)) < o 5

De plus, dist(T" (x),0U;) < 0 "= puisque x est interdit pour une durée au moins ny. On
a donc prouvé qu’il existe une constante C telle que

T%&)CC:{y|m$@ﬁ@)<Qw%}

Par hypothése de récurrence, Leb(Z°(na, . .., ng, Ba)) < C5(C5A52) - - - (C5A5*%) Leb C(By). On
en déduit que Leb(T"(Z°(ny,...,ng, B))) < DaCs(C5A52) -+ - (CsA5* ) Leb(T* (C'(By))) car
la distorsion est bornée. On somme sur toutes les boules By, en notant que tous les 7% (C'(By))
sont inclus dans la couronne C et deux a deux disjoints. On obtient donc

Leb(T"(Z°(na, ..., mk, B1))) < Y Leb(T" (Z%(ng, . .., ny, Bs)))

Ba

< CsDa(C5A5) -+ (C5A5%) ) Leb(T"(C(By)))

< C5Da(C5M5?) -+ - (Cs\5*) Leb(C).
Par (3.13), il existe une constante C7 telle que Leb(C) < C7A3* Leb(U;). Ainsi,
Leb(T"(Z°(ny, ..., g, B1))) < C5C7 DS (C5A52) - - - (C5A5*) Leb(U;).
Comme U; = T"(C(By)), la borne de Dy sur la distorsion donne finalement
Leb(Z%(ny,. .., ng, B1)) < CsC7 D3NS (CsA52) - - - (C5A5%) Leb(C(By)).

Cela conclut la preuve si on prend Cs > C;D3 assez grand pour que le résultat soit vrai au
rang k = 0. O
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Le lemme qui suit est I’aboutissement de ce qui précéde : il montre que les points interdits
pour k instants ont une mesure exponentiellement petite en k.

Lemme 3.3.7. Soit
Z5k,N)={z |3 <...<tpy <N,oe€l,N...N 1L }\SN.
1l existe des constantes Cy > 0 et A5 < 1 telles que, pour tous k < N,

Leb(Z%(k, N)) < CgAf.

Démonstration. Soit R > P (donné par le lemme 3.2.5) tel que Xy + C5sAE < 1. Soit x €
Z%(k,N), et solent u; < ... < u, les instants par lesquels il est interdit pour une durée
n; > R. Ainsi, ¢ € Z°(n4, ..., ny,, By) pour une certaine boule B;. Si Y n; > k/2, on ne fait
rien de plus. Sinon, soient v; < ... < v, les instants par lesquels x est interdit pour une durée
m; < R. Alors ) n; + > m; majore le nombre d’instants pour lesquels = est interdit, donc
>.m; > k/2, si bien que Rqg > k/2. On a donc

kN c |l U 2°(m.....n,Bi) | UZ*(E/(2R), N).
B1 ni,..., np2R

S nizk/2
Les lemmes 3.3.5 et 3.3.6 impliquent donc que
Leb(Z0(k, N)) <Y )" C5(Cs5h) -+ (C5M57) Leb(C(By)) + Coxy/*.

Bi1 ni,...,np=2R
ZTLZZIC/Z

Comme les C'(B;) sont deux & deux disjoints, on a Y Leb(C(B;)) < Leb(M) < oo. Pour
conclure, il suffit donc de vérifier que

D (CsAg) - (CsA)
ni,...,np=R

S ni=k/2

décroit exponentiellement vite.

On utilise des séries génératrices :

n1 A\” - - n_n ’ 1—=A
>N (CAs) - (CsAyY) Z<C5Z/\2z> :1—>\Qz—(2725)\§zR'

n ni,..,np=R p=0 n=R
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Comme \y+C3A\ < 1, 1a fonction ainsi définie n’a pas de pole sur un voisinage du disque unité
de C. Ainsi, ses coefficients décroissent exponentiellement vite, i.e. il existe des constantes
Co > 0 et \g < 1 telles que

D (CsA3Y) -+ (C5A57) < Cohg.
ni,...,np=R

S ni=n

Il suffit ensuite de sommer sur n > k/2 pour conclure. O]

3.3.3 Preuve du théoréme 3.3.1

On vérifie dans chacun des quatre cas du théoréme 3.3.1 la conclusion annoncée sur la mesure
des queues. C’est pour cette preuve que les choix de o, et € dans le paragraphe 3.2.1 sont
importants.

Preuve des deux premiers cas. Supposons que Leb{z | hly(z) > n} = O(u,). Rappelons que
S, désigne I'ensemble des points sélectionnés avant le temps n et que 6 est défini dans le
lemme 3.2.2. Montrons que

UN\S, € {z €Uy | hly(z) > n} U {x e Uy | dist(z, 0U1) < A‘j"”} U Z%(6n/2,n).

Cela conclura la preuve puisque les deuxiéme et troisieme ensembles ont des mesures expo-
nentiellement petites, par (3.12) et le lemme 3.3.7.

Soit donc x dans U;\S,, mais ni dans {hl,(z) > n} ni dans {dist(x,(?Ul) < A?"/Q}. Par

le lemme 3.2.2) x a au moins fn temps hyperboliques entre 1 et n, donc au moins 6n/2
entre On/2 et n, qu’on notera t; < ... < t; < n. Comme dist(x,0U;) > )\fnﬂ, on a en fait
x € H; (Uy) pour tous ces instants. Si z n’est pas interdit pour le temps t;, il sera alors
séctionné a cet instant, ce qui est absurde. Ainsi, x € I;,. On obtient donc au moins 6n/2

instants entre On /2 et n pour lesquels x sera interdit, donc z € Z%(6n/2,n). O

Prewve du troisiéme cas. Supposons que Leb{xz | h%(z) > n} = O(u,) ou u, est & décrois-
sance polynomiale. On choisit K assez grand pour que k(n) := | K logn| vérifie )\Ig(n)/ 2 =
O(u,) et A’;(”) = O(uy). Notons N(z) le nombre de temps hyperboliques de z entre 1 et n,
on va montrer que

Leb{z | N(z) < 2k(n)} = O((logn)u,). (3.22)
Comme
U\S, C {z | N(z) < 2k(n)} U {z | dist(z,0U;) < AU Z5(k(n), n) (3.23)

par les mémes argument que ci-dessus, cela suffira & conclure la preuve puisque les deux
autres ensembles ont une mesure O(u,,), par (3.12) et le lemme 3.3.7.
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On note SH; 'ensemble des points qui ont [ pour premier super temps hyperbolique non
nul. D’apreés le lemme 3.2.1, un point  a au moins un super temps hyperbolique entre 1 et
h%(x), si bien que U,-,, SH; C {z | h%(x) > n}. En particulier,

Leb (U SH;) = O(uy). (3.24)

Soit K’ > 2K /0 > 2K . Estimons la mesure des points qui n’ont pas de super temps hyper-
bolique entre K'logn et n. Si k > 0 désigne le dernier super temps hyperbolique précédant
K'logn, on a

Leb (M\ U SHj> < ) Leb <5Hka—k< U SH;*))

K'logn<j<n 0<k<K'logn I>n—k
< ) CLeb ( U SH;*)
0<k<K'logn I>n—k

en utilisant le fait que SHy C Hy et le lemme 3.2.7. D’aprés (3.24), cette mesure est donc
majorée par CK'(logn)u,_kr10gn = O((logn)uy,).

De plus, si un point z a un super temps hyperbolique j entre K’ logn et n, alors il a par le
lemme 3.2.2 au moins 5 temps hyperboliques entre 1 et j, d’ou N(z) > 0K'logn > 2k(n).
Ainsi,

{r | N@)<2k(m)}cMm\ ] SH;

K’logn<j<n

Ce dernier ensemble a une mesure O((logn)u,), ce qui démontre (3.22) et conclut donc la
preuve. O

Preuve du quatriéme cas. La preuve est analogue, en prenant k(n) = |en”], ol ¢ est assez

petit (on n’a besoin de € que pour le cas = 1, on peut prendre k(n) = Ln”j lorsque n < 1).
Dans (3.23), les deux termes les plus a droite ont une mesure en O(e=“™") pour un certain
¢ > 0, et il suffit donc de vérifier que Leb{xz | N(x) < 2k(n)} = O(e=¢""). On procéde comme

2k(n) e—c(n—2k(n)/0)"

ci-dessus, et on obtient une majoration en , ce qui suffit a conclure. O

3.4 Tour de Young

Dans cette partie, on montre comment obtenir une vraie tour de Young : on ne veut plus
qu'un seul ensemble de la partition {Uy,..., Uy}, et des retours qui reviennent au méme
ensemble. Cela n’apporte rien puisqu’on a établi dans le chapitre 2 des résultats de décorré-
lation pour des tours localement Gibbs-Markov générales. Cependant, certains lecteurs sont
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probablement plus a l’aise avec le cadre des tours de Young, dans lequel sont par exemple
formulés les résultats de couplage de | |. On va voir qu’ici, il est en fait assez rapide de
se ramener a une tour de Young.

Théoréme 3.4.1. Sous les hypothéses du théoréme 3.3.2, soit p une des mesures de proba-
bilité invariantes ergodiques absolument continues données par ce théoreme.

1l existe alors un ouvert B d’intérieur non vide sur lequel u est équivalente a Leb, une partition
Z1,Zy, ... de B et des temps R, R), ... tels que, pour tout j

1. T est un difféomorphisme entre Z; et B.

0. T

7z dilate les distances d’au moins o~ Y/% > 1.

. . R’ . L
3. La distorsion en volume de T‘Z’_ est lipschitzienne.
J

4. Pour v,y € Z;j et n < R}, dist(T"x, T"y) < dist(T%z, THy).
De plus, on a le méme contréole sur la taille des queues que dans le théoreme 3.5.1.

Démonstration. Soient X' I'extension de M construite dans la preuve du théoréme 3.3.2 en
utilisant la partition (W;), et m la mesure induite par Leb sur X’. Soit v une des mesures
invariantes ergodiques sur X’ telle que m,(v) = p. On identifie U; avec U; x {0} dans X.

La mesure v est équivalente & m sur I'un des U;, mettons U;. La base B de la tour sera
Uy. Notons Us, ..., Us les autres ensembles U; sur lesquels v est équivalente & m. Soit T3
'application induite par 7" sur Y = {(z,0)} C X’ : elle est définie par T}.(x,0) = (T%i (z),0)
sur un ¢lément W; de la partition B du théoréeme 3.3.1 de temps de retour R;. On définit
une partition B* de Y par B = (o' (T%)~*(B) : ainsi, un élément de B" est envoyé par
Ty, ..., (Ty)" ! sur des parties d’éléments de B, et par (7y,)" sur I'un des U;. Comme v est
ergodique, il existe L > 0 tel que, pour tout ¢ < s, U; contient un élément de B™, pour un
certain n < L, dont I'image par (77,)" est U;.

Pour z € |J] U;, on définit une suite de temps to(z) = 0,¢1(x), t2(z), . .. et un entier k(x) (cor-
respondant au nombre d’itérations nécessaires avant de sélectionner z) de la fagon suivante :
solent By € B contenant x, et Ry son temps de retour. On pose t(z) = Ry. Si T}, (By) = Uy,
on pose k(z) = 1, et on s’arréte 1a. Sinon, 771 (By) est 'un des ensembles U; avec 2 < i < s.
On regarde dans quel ensemble B; de la partition B se trouve T (), et on appelle Ry son
temps de retour. Soit ty(z) = t,(x) + Ro. Si T (z) est dans Uj, on pose k(z) = 2 et on
s’arréte 1a. Sinon, on regarde le prochain itéré de 7%(*) qu’on note 7% et on continue ainsi.
Plus formellement, cela revient a poser k(z) = k(TTx) + 1 et t;(z) = t;_1 (T (x)) + 1 (x)
pour tout j < k(x). Autrement dit, k(z) est le plus petit entier n tel que 'élément de B™
contenant z ait U; pour image par (77,)".

Les éléments de la partition finale seront donnés par les ensembles Z; ainsi construits contenus
dans Uy, et les temps de retour correspondants seront donnés par ty(,)(z) pour x € Z; : ce
temps de retour est indépendant du choix de x dans Z;. Par construction, Tt’fW)(‘”)(Zj) = Uy,
donc on a bien une tour de Young.
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Au final, presque tout point sera sélectionné : on verra plus loin que la taille des queues
tend vers 0. Notons R(x) € [1,00] le temps final de retour de z, i.e. R(x) = oo si = n'est
jamais sélectionné et R(x) = ty()(x) sinon. Les propriétés de dilatation et de distorsion de la
partition B restent vérifiées pour la tour de Young, il reste & obtenir le controle des queues.

Soit 7(x) = tx(z) (). Par définition de L, un élément de chaque U; est sélectionné pour revenir
a Uy en au plus L étapes. Comme la distorsion est bornée, il existe donc € > 0 tel que

Leb(T = tj ou ... ou7= thrLfl ‘ t1,... ,tjfl,T > tjfl) = €. (325)
De plus, encore par distorsion bornée,

Leb{th — tj >n ’ t1,... ,t]’} <C Z Leb(Wk), (326)

WieB,Rp>n

ce dernier terme étant estimé par le théoréme 3.3.1. On veut obtenir des estimées sur la taille
des queues, i.e. sur Leb{z | 7(x) > n}, et on va pour cela utiliser (3.25) et (3.26).

Le probléme considéré ici n’est pas le méme que celui considéré dans | | : dans notre
cas, on veut estimer la mesure de certains ensembles, alors que dans | | on estime une
vitesse de mélange. Cependant, il y a dans les deux cas des suites de temps t;(x), t2(z),. . ., et
ces temps vérifient les mémes propriétés combinatoires : (3.25) et (3.26) sont analogues aux
hypothéses que Young utilise dans la partie 4 de | | pour estimer la mesure Leb{7(z) >
n} ('hypothése (3.25) est en fait un peu plus faible : Young peut prendre L = 1). Comme
les preuves de Young ne dépendent que de la combinatoire de ces temps t;, elles s’appliquent
donc encore dans notre contexte. Dans le cas o (3.26) décroit exponentiellement vite, Young
montre dans | , partie 4.2] que Leb{7(x) > n} décroit également exponentiellement
vite, ce qui conclut la preuve (ses estimées marchent encore dans le cas ot L > 1). Elle traite
également le cas des suites a décroissance polynomiale : seul le cas 1/n? est écrit mais la
méme preuve marche directement dans le cas général, en notant que u,/; < u,i” pour un
certain v > 0. Cependant, dans le cas exponentiel gauche (i.e. 0 < n < 1), elle obtient des
estimées un peu plus faibles que ce qui est annoncé dans le théoréme 3.4.1, et on donne donc
une preuve différente qui ne repose en fait que sur (3.25) et (3.26).

On suppose que (3.25) et (3.26) sont vérifices, avec C' 3y g g, 5, Leb(Wy) < Cle <" =: v,
pour 0 < 1 < 1, et on montre que Leb{z | 7(z) > n} = O(e=¢"") pour un certain ¢ > 0.
Si w! et w? sont deux suites réelles, on notera w!xw? leur convolution, donnée par (w!xw?),, =

Y atben wlw?. Si w est une suite, on notera aussi w* la suite obtenue en convolant [ fois w

avec elle-méme.

D’apreés la proposition 2.2.13, pour K assez grand, la suite w,, = 1,,>xv, satisfait

Vp e N, (w*w), < w,. (3.27)

Soient k un entier et A C {1,...,k}. Pour j € A, soit n; > 1 un entier. Posons Y (A, n;) =
{z | k(z) > supAetVj € A tj(x) —tj_1(zr) = n;}. En conditionnant successivement par
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rapport aux différents instants, on trouve

LebY (A, n;) < H Leb{t; —t;_1 =n; | t1,...,tj_1} < H Up,

jeA jeA
par (3.26) et la définition de v,.
Soit g(n) = |an”] ou « sera choisi par la suite. Soit maintenant z tel que 7(x) > n. Si

k(x) > q(n), i.e. z met plus de g(n) étapes a étre sélectionné, on ne fait rien. Autrement, soit
I =k(x) < q(n), et soient n; = t;(z) —t;—1(x) pour j < I. Notons A = {j | n; > K}. Ainsi,
xr € Y(A,n;). De plus, comme > n; =7(x) >n,ona )y  _,n; >n—Kq(n)>n/2sinest
assez grand. On a donc montré

{z | 7(x) >n} C{k(z) >q(n)}u U Yn). (3.28)
AC{l,...,q(n)} nj=2K
2oamn;zn/2
Par (3.25), on a Leb{k(z) > ¢(n)} < (1 —&)9™/E < e=¢"" pour un certain ¢”. De plus, en
notant [ = Card A et en utilisant (3.27), on a

jEA

Leb U U Y(A,n;) | < Z Z anj

AC{l,..,q(n)} n;=2K AcC{l,..,q(n)} n;=2K jEA
2o angzn/2 2anjzn/2

Z (Q(ln)) Z Uy Uy

0<i<q(n) ny,...,n 2K
> ni=n/2

> (7)z e,

0<i<q( n/2

2 ()5S

0<i<q(n n/2 n/2

N

Comme w, = O(e=™"), on obtient Y >, w, = O(n'"7e~“/?") en comparant avec une

. . . . . .. . _om .
intégrale. Ainsi, si on choisit o assez petit, on aura 27" 2272 w, = O(e”“™") pour un certain

¢’ > 0. D’aprés (3.28), on a montré que Leb{r(z) > n} = O(e=¢""). O

On peut déduire du théoréme 3.4.1 presque tous les résultats du théoréme 3.3.1 sur la vitesse
de décorrélation en utilisant les résultats de | |, qui sont montrés par une méthode de
couplage. Le seul cas ol ces résultats ne sont pas suffisants est le cas ot u,, = e~"", puisque
Young obtient alors une vitesse en O(e_""/) pour tout 1’ < n, ce qui est plus faible que les
résultats du théoréme 3.3.1. Cependant, en modifiant un petit peu les estimées combinatoires
de Young, on peut démontrer le lemme suivant, et donc obtenir tous les résultats du théoréme
3.3.1 par couplage.
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Lemme 3.4.2. Soit (X,T") une tour de Young mélangeante, et supposons que le temps de
retour & la base R satisfait m(R > n) = O(e™") pour un certain 0 < n < 1. Alors, si f et
g sont deux fonctions respectivement holderienne et bornée, leur corrélations sont majorées
par e—cn" pour un certain ¢ > 0.

Démonstration. On reprend les arguments de couplage de la partie 3 de | |, avec la
construction des temps d’arrét. Pour obtenir les estimées recherchées, on remplace les majo-
rations directes de la partie 4.2 de | | par les arguments qu’on a utilisés dans la preuve
du cas exponentiel gauche du théoréme 3.4.1 : la combinatoire des deux problémes, a prior:
différents, est exactement la méme! n
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pour les applications localement Gibbs-Markov générales, et méme pour les applications qui
admettent des modeéles localement Gibbs-Markov. Plus précisément, étant données une tour
localement Gibbs-Markov transitive 7' : X — X préservant une mesure de probabilité m
et une fonction f : X — R de moyenne nulle, on s’intéresse a la convergence en loi de la
suite B%LS” f ou B, est une normalisation convenablement choisie. On dit que cette suite
converge en loi vers une variable aléatoire Z si, pour toute partie mesurable I de R avec
P(Z e 0l) =0,

m{xeX | BiSnf(:E)EI}—)P(ZEI).

La version la plus classique de ce type de résultat est le théoréme central limite, lorsque Z
est gaussienne et B, = /n, mais d’autres lois vont également apparaitre.

Dans la premiére partie, on étudie les théorémes limites pour les applications Gibbs-Markov,
en utilisant une méthode de perturbation spectrale classique due a Nagaev et Guivarc’h (voir
par exemple | |). Dans la deuxiéme partie, qui reprend une partie de | |, on montre
comment en déduire des théorémes limites pour des tours localement Gibbs-Markov par une
méthode élémentaire, mais sous des hypothéses assez fortes sur le temps de retour . Dans
les parties qui suivent, on décrit une méthode plus sophistiquée développée dans | |,
utilisant les opérateurs de transfert de premier retour du chapitre 2, qui permet de s’affranchir
de ces hypotheéses restrictives.

4.1 Théorémes limites des applications Gibbs-Markov

Dans toute cette partie, on considére une application Gibbs-Markov transitive T : X — X
de partition a, X étant muni de la distance d.(x,y) = 7°@¥ ou s(z,y) est le temps de
séparation de x et de y et 7 < 1 est choisi assez proche de 1 pour que la distorsion de T soit
7-holderienne.

Soit aussi f : X — R une fonction, pour laquelle on va essayer de démontrer un théoréme
limite.

4.1.1 Estimées préliminaires

Soit a = [ag, . ..,a,—1] un cylindre de longueur n. Pour tout ¢ € R, on définit un opérateur
M, par M, u(z) = @) g (2 )y (a') si la préimage 2’ de x dans a par T™ existe, et
M, u(x) = 0 sinon. C’est une perturbation de l'opérateur M, qui a été estimé dans le lemme
1.1.13.

On va obtenir des estimées similaires sur M, ;. Pour des raisons techniques, on aura besoin

de varier les espaces utilisés. On notera L. 'espace des fonctions bornées, et lipschitziennes
T bl

pour la distance d, sur chaque élément de la partition a. Pour u : X — C et a C X, on
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notera
D,u(a) = inf{C > 0 | pour presque tous x,y € a, |u(z) —u(y)| < Cd,(z,y)},
comme dans 1’équation (1.10) mais en précisant la dépendance en la distance.

Lemme 4.1.1. Soit 0 < n < 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n € N*,
pour tout cylindre a = [ag,...,a,_1| de longueur n, pour tout t € R, pour toute fonction
u: X — C,

[Maull,  <CO(1+ ItI"ZD flag)" ") (m[Q]T”" lullz,, +/IUI>-

Démonstration. Notons ¢y (z) = etSnf(#) si 2 a une préimage =’ dans a, et 0 sinon. Alors
Mgu(z) = ¢(x)Mgu(z). De plus, pour toute fonction v, ||y, . < [[¢ul ., [Iv]l. . par
(1.11). Compte tenu de la majoration sur ||M,ul| ¢, donnée par le lemme 1.1.13 appliqué
avec la distance d,» et en utilisant la propriété de grande image, il suffit de démontrer que
[ellc,, < CQL+ I8 iy Drflas) 7).

On a |¢y| < 1, il faut donc majorer la norme Lipschitz de ;. Fixons deux points x et y dans
le méme élément de partition, qui ont deux antécédents z’ et ¢ dans a. Soit C' tel que, pour
tout w € R, |e™ — 1| < Clw|" : une telle constante existe car cette condition est facile a
garantir et sur un voisinage de 0 et pour |w| assez grand. Alors

n—1
¢SS ) _itSuf )] — |t I A=A _q| ¢ 37|t )=T) g

n—1 n—1
SCHY_f(T') = f(T)" < Clt" Y [Dr flag)r" e (w,y)]”. O
i=0 =0

On aura aussi besoin d’un résultat de continuité en fonction de t.

Lemme 4.1.2. Soit 0 < n < 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n € N*,
pour tout cylindre a = [ag, . ..,a,—1] de longueur n, pour tout t € R, pour tout s € R, pour
toute fonction u : X — C,

n—1
) 1 )
HM%HSU - ngtuHﬁTn < C <‘5|nZDTf(ai)nT77(nl) + m / |€1sSnf — 1’) .
1=0 —l Ja
n—1
(1Y D gGarr ) - (mlale™ Ll + [ 1)
=0 a
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Démonstration. On réutilise la fonction v, de la preuve précédente. Posons x(x) = 1y 4(x) —
YPi(x), si bien que M, qsu — My u = x - Myu. Compte tenu des estimées sur M,u données
par le lemme 1.1.13, il suffit donc d’estimer ||x||, .

Notons que x = (¥s — 1)¢y, si bien que ||X||LTn < s = Uz, 4l ,- La norme de ¢ a
été majorée par C'(1+ [t[7 >0, ' D, f(a;)"r )) dans la preuve du lemme 4.1.1. De méme,

la norme de Lipschitz de ¢, — 1 est majorée par C|s|" Z;:Ol D, f(a;)"t"™=) 1l reste donc &
estimer |¢s(z) — 1|. Pour ¢ € a, on a

|€isSnf(m/) i 1| < |ez‘sSnf(m/) . sznf | + |eszn (y) _ 1|
<cm®2Df ) eSS )
En intégrant, on obtient
n—1 1
isSn f(x -1 < Cls|? D 77 n(n—1) / isSnf 1
’ ’ |3| Z f al T + m[@] |6 |7

=0 a

ce qui est la majoration recherchée sur ||¢, — 1.

Corollaire 4.1.3. Soit T)(u) = T(ew). Supposons que . mla] D f(a) < co.

Alors ﬁ agit contindment sur L, pour tout t € R, et t — ﬁ est continu en 0. Plus précisé-
ment,

aco

|, — T, = Ot + E(le —1))).
—T||,. = O(lt]).

En particulier, si

De plus, pour tout t € R, le rayon spectral de YA} agissant sur L, est majoré par 1, et son
rayon spectral essentiel est majoré par . Comme T a une valeur propre simple isolée en 1,
ft a donc également une valeur propre simple A(t) proche de 1 pourt assez petit. Elle vérifie
IA(t) — 1] = O(Jt| + E([e™ —1])).

Démonstration. On va utiliser les lemmes 4.1.1 et 4.1.2 pour n = 1 et 1’égalité

j\vtn - Z Mg,t'

a=[ag,...,an—1]

Pour n = 1, le lemme 4.1.1 donne ||[M,:|| < C(1 + [t|D,f(ag))mlal, donc en sommant
| T < C+ [t X ea mla]D; f(a) < co. Ainsi, T; agit contintiment sur L.

Pour n arbitraire, on obtient en sommant les inégalités du lemme 4.1.1 que

aco

A’I’L
T,

L SO (141 ZDTf(ai)T”_i) (mla] [lull, +min(mla] [ull., ull,)]  (4.1)
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Remarquons que
n—1
>l § 0. la
a 1=0
n—1
= ZZDTf(a)Tn_l Z m[a()a"'7ai—laa’7a7l+17'"7an—1]-
1=0

a G0,y Qi —1,0i415---,0n—1

Lasomme sur a1, . . ., a,_1 donne simplement la mesure de [aq, . . ., a;_1, a]. Quand on somme
sur ag, ..., a;_1, on obtient la mesure de T 'a, qui coincide avec celle de a par invariance.
Ainsi, la somme de I’équation précédente est bornée par

ZDTf(a)m(a)l i — <o

Cette inégalité montre que, dans (4.1), la contribution du terme 7" [[ul|, est bornée par
CL+ )7 [Jull., -

Pour traiter le terme min(m/a] ||ul| , ||u]/,), on découpe I'ensemble des cylindres de longueur
n en deux sous-ensembles, U infini et V' fini, sur lesquels on utilisera respectivement le premier
et le deuxiéme terme du minimum. On choisit V' assez grand pour que

n—

Z mla] Z D, f(a;)™" " < ™

acU =0
La contribution des éléments de U & (4.1) est alors bornée par C(1+ [t])7" [Jul|, , tandis que
celle de V' est au plus (1 + [t|)C(n) ||u||, pour une certaine constante C(n).

On a montré une inégalité du type
[T ul,, < CA+[ENT" Nullz, + C)L+ ) [[ull, -

Comme l'injection de £, dans L' est compacte d’apres la proposition 1.1.16, le théoréme
1.1.11 assure donc que le rayon spectral essentiel de T; sur £, est majoré par 7. Si son rayon
spectral était strictement plus grand que 1, il admettrait donc une fonction propre u telle
que Tyu = Au a,vecA|)\| > 1. Ceci est absurde puisque T} est une contraction sur L. Ainsi, le

rayon spectral de T} est au plus 1.

Montrons maintenant la continuité de s +— ﬁ en 0, en sommant les égalités données par le
lemme 4.1.2 sur les cylindres de longueur 1 (pour ¢ = 0) :

1 i .
L <0 <|s|DTf(a) - W/Q'ewf - 1|> mla] < C|s| +C/X e 1)

acx

T, — T
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Par convergence dominée, cette estimée tend vers 0 quand s — 0, ce qui montre la continuité.

Finalement, comme 7" est Markov-transitive, T a une valeur propre simple isolée en 1 d’apreés
la proposition 1.1.17. Par continuité, la proposition 1.1.10 assure que, pour ¢ assez petit,
T; a également une valeur propre simple isolée proche de 1, qui vérifie |A(t) — A(0)] =

o (|7, -7]). 0

Notons que, pour obtenir la continuité de ¢ — T} en t # 0, il faudrait avoir S m[a] D, f(a)? <
oo pour que les estimées du lemme 4.1.2 soient sommables, ce qui n’est pas impliqué par les
hypothéses du corollaire. Cependant, en prenant = 1/2, on a 3. mla] (D, f(a)")* < oo, ce
qui peut suffire pour montrer la continuité de ¢t — YA} sur L 1/2. Ce type de considérations
sera utile dans la suite mais n’est pas important ici.

Notons que le lemme s’applique encore pour tout 7/ > 7. En particulier, on obtient une
valeur propre X'(t) de T} agissant sur L./, pour t assez petit. Mais \(¢) est déja valeur propre
puisque la fonction propre correspondante est dans £, et donc dans L£,.. Par unicité, on
obtient A(t) = N(t). Pour obtenir un développement précis des valeurs propres, on pourra
donc se placer sur n'importe quel espace L, avec 77 > 7. On utilisera parfois un espace L
avec n petit, pour le méme genre de raison technique que ci-dessus.

Par définition de 7}, on a [y e = [ ﬁ”(l), qui est donc comparable & A(#)" (pour ¢ petit
et n grand). Comme la compréhension de [ X e9nf est l'ingrédient essentiel pour démontrer
des théorémes limites, il va donc souvent suffire de comprendre précisément A(t) pour obtenir
ce type de résultat.

4.1.2 Théoréme central limite

Dans ce paragraphe, on décrit le comportement de A(t) lorsque la fonction f est dans L?, ce
qui va nous permettre de démontrer un théoréme central limite.

Théoréme 4.1.4. Soient T : X — X wune application Gibbs-Markov transitive préservant
une mesure de probabilité m, et 0 < 7 < 1 assez grand pour que la distorsion de T soit
T-holderienne. Soit f: X — R telle que Y., mla]D;f(a) < oo, fe L* et [ f=0.

Soient ﬁ(u) = f(eitfu), et A(t) la valeur propre de T, pour t petit donnée par le corollaire
4.1.3. Il existe alors une fonction A(t) avec A(t) ~ t* en 0 et une constante a* > 0 telles que

M) = 1= 5AW).
Soient a = (I — f)*l(ff) (0w on considere I — T agissant sur Uensemble des fonctions de
L, d’intégrale nulle, sur lequel il est inversible), et w= (I —T)"'(f). Alors

02:/deerZ/afdm:/f(uQ)—(fu)Qdm.

Finalement, 0 = 0 si et seulement si il existe une fonction x € L, avec f =x — xoT.
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La proposition 1.1.15 assure que T f e L, Comme [ — T est inversible sur les fonctions de L,
d’intégrale nulle d’apreés la proposition 1.1.17, on peut effectivement poser a = (I —f)_l(f ).
Cependant, u = (I — f)*l(f) n’est pas défini a priori. En fait, on pose simplement u = f +a,
et onabien (I —Tu=f-Tf+(—T)a=]f.

Démonstration. Soient P, la projection spectrale de ﬁ correspondant a la valeur propre A(t),
et & la fonction propre correspondante normalisée de telle sorte que f & = 1. Comme les

valeurs propres et les fonctlons propres dépendent de facon lipschitzienne de I'opérateur, on
allé—1 = (||Tt TH) O(|t|) par le corollaire 4.1.3. De la méme fagon, A\(t) = 1+ O(t).

Notons déja que
, t?
E(e)y=1- 3 / f2dm + o(t?). (4.2)

En effet, si on considére ®(t) = FE(e™) comme la fonction caractéristique de la variable
aléatoire f, il est bien connu que, si f € L?, alors ® est C? avec ®(0) =1, ®'(0) =iE(f) =0
et (0) = —E(f?) (| , corollaire du lemme XV.4.2]).

Comme \(t)&; = ﬁﬁt, on obtient en intégrant que

/Tt& /Tt )& —1) + /(ﬁ_f)u”/% (4.3)

lﬂﬂ )& — 1)+ B — 1)+ 1.

Comme T, — T = O(t) et & — 1 = O(t), on obtient A(£) = 1+ O(t2), en utilisant (4.2) pour
estimer E(e/ —1).

Ainsi,

@—@:Awé—@+0@:ﬁ@—ﬁ@+om

f / ; (1.4)
(ﬁ )gt . 50 +j:0£t . 50 . TOfQ‘f‘O(t)

Mais (T,~Tp) (¢0) = T(e" ~1).
O(t). Ainsi,

~Tpy = O(t), donc (T,—Tp) 45% =

R _/eith _
(I - T)ftt&’_T( t 1>+O(t). (4.5)

La suite (& — &)/t est bornée dans £,. Par compacité, on peut en extraire une sous-suite
qui converge dans L? vers une fonction ia, qui appartient encore a L, ; on a multiplié par
i pour des raisons qui vont apparaitre plus tard. Dans L2, SRS RN f par le théoreme de
< |f|? intégrable. Par conséquent, (I — T)a = T(f). De

ettf —1 2

convergence dominée car |“—
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plus, par la proposition 1.1.15, Tf € £, et fff = [ f=0. Comme [ — T est inversible sur
les fonctions de £, d’intégrale nulle, on obtient a = (I — T)~Y(T'f). Ainsi, (& — &)/t a une
unique valeur d’adhérence, donc elle converge (dans L?) vers ia = i(I —T)"Y(Tf).

Par continuité du produit L?xL? — L', on obtient la convergence de [ WT’I@

J@Gf) - (ia). Ainsi,
/ (T - T)&—1) = / T((e™ — 1)(& — 1)) = / (€ —1)(E —1) = £ / fat o)

L’équation (4.3) donne alors

vers

A(t):1+E(e“f—1)+/(ﬁ )(@—1_1——/]@2 tQ/fa—|—0t2

On transforme un petit peu ce résultat pour obtenir l'autre expression annoncée pour A(t).
Notons quef—u—Tu eta=u—f

,to—/f +2/af /f +20u— f)f = /u—Tu /ﬁu-(u—fu)
:/(u+Tu)(u—Tu):/u —/(Tu) :/T(u)—(fu)g.

- ~ 2
On a T(u?)(z) = 3 p,_, 9(W)u*(y) et (Tu)*(z) = (ZTy:xg(y)U(yD ot g désigne I'inverse
du jacobien de T. Comme la mesure m est invariante, T1 = 1, ie. ZTy:xg(y) = 1. La

convexité de w — w? implique alors que (Tw)?(z) < T(u2)(x), ce qui montre que —\” > 0.

On peut donc écrire N\ = —o?.

Finalement, si 02 = 0, alors il y a égalité dans I'inégalité de convexité, si bien que tous les
u(y) sont égaux pour presque tout x. En effet, pour presque tout x, tous les termes g(y) pour
y préimage de x sont non nuls, puisque T est non-singuliére. Soit x = —Tu=—ac L. On
obtient u = —x o T" presque partout. Comme f = u — T, cela donne que f = x —xoT.
Réciproquement, si f = x — y o T avec y € L, alors Ty(e”"X) = e~*X pour tout ¢, donc
A(t) = 1 pour tout ¢, puis 6% = 0. ]

On en déduit que f vérifie un théoréme central limite :

Corollaire 4.1.5. Sous les hypothéses du théoréme 4.1.4, \/LﬁSnf converge en lot vers la lot
normale N (0, 0?).

Démonstration. La convergence en loi équivaut a la convergence simple des fonctions carac-
L. . . . . . ; 242
téristiques correspondantes, si bien qu'il suffit de voir que [ €5/ Iy gm0 )2,
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On décompose Tt = ANt)P, + @y, ou P, est le projecteur spectral correspondant a la valeur
propre A(t) de Tt Par continuité de ¢ — Tt en 0, il existe C' > 0 et # < 1 tels que, pour tout
t assez petit, pour tout n € N, ||Q}| < C0". Fixons t € R, et soit n > 0 assez grand. Alors

/ I = / Hya(l / (t/v/n)" Py (1) / Qyvm(1)

Le développement de A(£) donné par le théoréme 4.1.4 assure que A(£//n)"* — e~ 1*/2 lorsque
n — oo. De plus, par continuité, [ P (1) — [ Po(l) = 1. Finalement, [Q}, ~(1)] < C0"
tend uniformément vers 0 quand n — oco. Ainsi, [ e*Sn//vr — e~*/2_ce qui est la conclusion
recherchée. O

En fait, comme le terme d’erreur est trés bien controlé (il est exponentiellement petit), on
peut raffiner ce théoréme, et obtenir par exemple la vitesse de convergence ou le théoréme de
la limite locale (voir par exemple | |). Le chapitre 5 sera consacré a de tels raffinements,
qu’on démontrera directement dans le cadre plus général des tours localement Gibbs-Markov.
Le lemme qui suit sera utile dans le chapitre 5, pour préciser la vitesse de convergence dans
le théoréme central limite.

Lemme 4.1.6. Sous les hypothéses du théoreme 4.1./, supposons de plus que, pour un certain
n>0,
> mlal (|| follo Def(@) + a2, D-f(@)") < oc. (4.6)

aco

Alors Mt) = E(e) — 12 [ af dm + O3), oua = (I — T)"N(Tf). En particulier, si f € L?
avec 2 < p < 3, alors A(t) = 2 + O(|t|P).

Démonstration. Soit v = 7. On va travailler dans £, ce qui ne pose pas de probléme puisque
les valeurs propres de T; dans L, et £, coincident pour t assez petit.

Montrons tout d’abord que, dans L,

7 (eitf - 1) _iT(f) + O(1). (4.7)

t

La formule de Taylor donne

6itf -1 1 ‘
T if = —tf2/ (1 —u)e™ du.
0

On utilise cette formule pour borner D, < GEES 2f> (a) pour a € a. Comme D, (h1hs) <
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Dy (h1) [|h2llo + 1Al Do (h2), on a

pith _
D, (7 - if) @ <l DS ta

1t [ Al / D, (¢7)(a) du.

Soit C' tel que | — 1| < Clw|" pour tout w € R. Alors, pour z,y €aet |t| <1,u<1,ona
|eztuf(w) — ituf(y) ‘ — |€ztu (f@)—f) _ 1| < C|tu( (x) _ f(y))|"
< CID; f(a)d-(z, y)|" = CD- f(a)dw (2, y).
Ainsi, D, (e"/)(a) < CD,f(a)". En intégrant sur u, on trouve

ztf_l
D, (S = if) @ < €l (Il D2 1(@) + |l D101

Finalement, (4.6) assure que

oitf _
S mlalD, ( t L z’f) (a) = Ot). (4.8)

aco

La proposition 1.1.15 (ou plutét sa preuve) montre que, pour toute fonction u,

C (Z mla]Dyu(a) + / |u|> :

aco

En appliquant cette estimée a u = e”i—_l —if, on obtient donc (4.7) grace a (4.8) et au fait

N I <itl [ 1 = ol

Reprenons ensuite les différentes étapes de la preuve du théoréme 4.1.4. Par (4.7), 'équation
(4.5) donne

itf_1

—if

& — 50 =iT(f) + O(t).

Toutes les fonctions qui apparaissent dans cette équation sont d’intégrale nulle. Comme [ -7
admet un inverse continu sur l'espace des fonctions de £, d’intégrale nulle, on obtient donc

& — o
t

(I -T)=>—=

=ia+ O(t).

Cette estimée est vraie dans £, et donc dans L>®. De plus, e/ = 1 +itf + O(¢?) dans L'
puisque f2 est intégrable. En multipliant ces estimées, on obtient

J@E-Die-v= [ - @)= -2 [ far0@)

La conclusion découle alors de (4.3). O
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4.1.3 Lois stables

On dit qu’'une variable aléatoire Z non triviale (i.e. non presque stirement constante) est
stable s’il existe des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées Zy, Z1, . ..
et des réels A,, et B,, > 0 tels que

S Z— A,

B, — Z en loi.

Dans ce cas, on dit que Zj est attirée par Z, ou encore que la loi de Z; appartient au domaine
d’attraction de Z. Les lois stables sont complétement classifiées (voir par exemple | |) et
dépendent de quatre paramétres. Le plus important est certainement I'indice p €10, 2]. Le cas
p = 2 correspond aux lois normales tandis que, pour p €]1,2[, les lois stables sont dans L'
mais pas dans L2. Pour p < 2, I'indice est caractérisé par le fait suivant : si Z est une loi stable
d’indice p, alors il existe ¢; = 0 et co > 0 avec ¢1+co > 0 tels que P[Z > x] = (c1+0(1))z 7P et
P|Z < —z| = (c2+0(1))z~P. Dans la suite, on ne considérera que des lois stables intégrables,
c’est-a-dire avec 1 < p < 2.

Pour p €]1,2], ¢ > 0 et § € [—1,1], on définit Z, .3 comme étant une variable aléatoire de
fonction caractéristique

E (eithycyﬁ) _ e—CIt\”(l—iﬁsgn(t) tan(%))_ (4.9)

C’est une loi stable d’indice p, de moyenne nulle. En fait, toutes les lois stables centrées et
d’indice p €]1,2] sont de cette forme. Notons que, quand p = 2, la valeur de [ est sans
importance.

Rappelons qu’une fonction L : (0,00) — R est a variation lente si VA > 0, lim,_, LL(—’\;)) = 1.
Une variable aléatoire Z est alors dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’inéice p si

et seulement si elle vérifie les conditions suivantes (| D :

— Pour p €]1,2[, P[Z > z] = (c1 + 0o(1))z PL(z) et P|[Z < —x] = (ca + o(1))z"PL(z) pour
certains réels ¢, co > 0 avec ¢; 4+ ¢o > 0 et une fonction a variation lente L.

— Pour p = 2, soit Z € L?, soit P[|Z| > x| ~ x72I(z) pour une fonction [ telle que L(z) :=
2 ff @ du soit & variation lente et non bornée.

Notons que, dans le deuxiéme cas, si la fonction [ est a variation lente, alors L est auto-

matiquement & variation lente (mais la réciproque est fausse). Lorsque Z vérifie une de ces

conditions et n’appartient pas & L?, on définit des constantes de normalisation B,, et A,, par
nL(B,) = B, A, =nE(Z).

Soit Zy, Z1, ... une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
méme distribution que Z. On a alors la convergence

n—1
. Z,L — An
ZZ:O Z

3 .. (4.10)
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ou
1 —C

pT
=(c1+c)'(1 — (—) t 8=
¢ = (c1 4+ c2)'(1 —p)cos 5 e o 1o

dans le cas p €]1,2[, et ¢ = 1/2 dans le cas p = 2 (la loi limite étant alors la gaussienne
N(0,1)).

Dans le cas des applications Gibbs-Markov, | | a montré que, si une fonction f: X — R
est holderienne et a une distribution dans le domaine d’attraction d’une loi stable Z, alors
ses sommes de Birkhoff (convenablement renormalisées par des constantes A,, et B, qui sont
les mémes que dans le cas indépendant) convergent en loi vers Z. On va démontrer le méme
type de résultat, sous des hypothéses de régularité un peu plus faibles.

Théoréme 4.1.7. Soient T' : X — X wune application Gibbs-Markov transitive préservant
une mesure de probabilité m, et 0 < 7 < 1 assez grand pour que la distorsion de T' soil
T-Hoélder. Soit f : X — R intégrable telle que y", ., mla]D-f(a) < oo et [ f=0. On suppose
de plus que m[f > x] = (c1 +0(1))xzPL(x) et m[f < —z] = (ca+o0(1))x"PL(z) pour certaines
constantes ¢y, ¢y = 0 avec ¢1 + ¢o > 0, une fonction a variation lente L et un réel p €]1,2].

Soient Ty(u) = T(e™u), et Mt) la valeur propre de T, pour t petit donnée par le corollaire
4.1.3. Alors cette valeur propre satisfait

M) = 1= cltP"L(1/[t]) + iclt] L(L/[t]) 8 sen(t) tan (EF ) + o7 L(1/]t)))

pour =252 et c = (c1 + c)T'(1 — p) cos (%)
Démonstration. Ce théoréme est essentiellement le théoréme 5.1 de | |, avec un petit
affaiblissement des hypothéses puisqu’on ne suppose pas f € L.. Pour faire fonctionner leur
preuve dans ce contexte, il suffit de vérifier que la fonction propre & de T; (normalisée pour
étre d’intégrale 1) vérifie ||& — 1] = O(|t]). Mais, comme les fonctions propres dépendent
de fagon lipschitzienne de 'opérateur, ||& — 1| = O(Hft - fH) = O([t|) par le corollaire
4.1.3. [

On en déduit que les sommes de Birkhoff de f convergent vers une loi stable :

Corollaire 4.1.8. Sous les hypothéses du théoréeme 4.1.7, soit B, défini par nL(B,) = BE.
Alors SBL: converge en lot vers Z, .3 ou ¢ et B sont comme dans le théoréme /.1.7.

Les hypothéses du théoréme 4.1.7 sur la distribution de f signifient exactement que, si
Zo, 21, ... sont des variables aléatoires indépendantes de méme distribution que f, alors
ZOJ“'B—J;Z“” converge en loi vers Z, ., d’aprés (4.10). Ainsi, f, foT, foT?,... se comportent
exactement comme Zy, 21, Zs, ..., et les parameétres de la loi limite ne dépendent que de la
distribution de f. C’est trés différent du cas du théoréme central limite, puisque dans ce cas
la variance o2 de la loi limite ne dépend pas que de la distribution de f mais aussi des in-

teractions entre les différentes itérations de T : lorsque T' est Markov-mélangeante, on vérifie

que o® = [ f24+23, [ f-foT"
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Démonstration du corollaire 4.1.5. On raisonne comme dans la preuve du corollaire 4.1.5. Il
suffit alors de montrer que A(t/B,,)" tend vers la valeur en t de la fonction caractéristique de
Zy .3, donnée par (4.9).

Fixons t > 0. Alors, d’aprés le théoréme 4.1.7,

nlog A(t/B,) ~n [—c (B%)pL (%)} [1 _iBtan (%)} .

Comme L est a variation lente, L(B,/t) ~ L(B,), donc nL(B,/t)/Bt — 1 par définition de
B,,. Cela montre que

nlog \(t/B,) — —ct? [1 —if tan (%)} .

On obtient le méme type de convergence pour ¢ < 0, ce qui conclut la preuve. O

Dans le cas ou la distribution de f est dans le domaine d’attraction d’une gaussienne, sans
étre dans L?, on démontre exactement de la méme maniére le méme type de résultat, en
utilisant | | au lieu de | | :

Théoréme 4.1.9. Soient T' : X — X wune application Gibbs-Markov transitive préservant
une mesure de probabilité m, et 0 < 7 < 1 assez grand pour que la distorsion de T soit
T-Hoélder. Soit f : X — R intégrable telle que y_, ., mla]D- f(a) < oo et [ f=0. On suppose
de plus que m[|f| > x| ~ x2l(x) ou la fonction | est telle que L(x) := 2 [}’ @du soit non
bornée et a variation lente.

Soient Ty(u) = T(e™ u), et N(t) la valeur propre de T, pour t petit donnée par le corollaire
4.1.5. Alors cette valeur propre satisfait A\(t) = 1 — %L(1/|t|) +o(t*L(1/]t])).

En particulier, soit B,, défini par nL(B,) = B2. Alors S'%f converge en loi vers N'(0,1).

4.2 Tours localement Gibbs-Markov : approche élémen-
taire

Dans cette partie, on va montrer comment on peut obtenir des théorémes limites pour des
tours localement Gibbs-Markov & partir du méme type de résultat pour les applications Gibbs-
Markov. On va pour cela établir un résultat abstrait trés général reliant les théorémes limites
pour une application et pour une application induite sur une partie plus petite de I’espace.
On verra ensuite comment appliquer ce théoréme aux tours localement Gibbs-Markov.

4.2.1 Théorémes limites et induction

Dans ce paragraphe, on établit un lien entre les théorémes limites pour une application et
pour une application induite. Ce type de méthode élémentaire et directe a été initié dans le
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cas des flots par Melbourne et T6rok dans | |.

Si Y est une partie de mesure non nulle d’un espace probabilisé (X, m), T': X — X est une
application mesurable préservant m et Ty est I'application induite par 1" sur Y, on écrira
SYu = Zk ouo Ty : c’est la somme de Birkhoff de w pour la transformation Ty-. On notera

aussi Fy (u) = m[Y].

Théoréme 4.2.1. Soient T : X — X wune application ergodique préservant une mesure de
probabilité m et f : X — R une fonction intégrable d’intégrale nulle. Soit Y une partie de
X de mesure non nulle. Pour y € Y, soient p(y) = inf{n > 0| T"(y) € Y} et fy(y) =

-1
2t F(Thy).
On suppose que les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. 1l existe une suite B,, — +00 avec inf,>, %: > 0 et une variable aléatoire Z telles que

Y
San(Y)JfY

5. converge en loi vers Z, i.e., pour tout t € R,

nm(¥)]fY ,
Ey <e s >—>E(e”z). (4.11)

2. Il existe b > 0 tel que, dans l’extension naturelle de Ty, ﬁ Zévfl Ty (TEy) tend presque
partout vers 0 quand N — 4o0.

3. Pour tout ¢ > 0, il existe A > 0 et Ny tels que, pour tout n = Ny,
SY o E
{y ey | —nBy(p)

P ‘ > A} <e. (4.12)
Alors la fonction f satisfait également un théoréeme limite :

E (") = B(e'),

i.e. % tend en loi vers Z.

Les hypothéses du théoréme sont taillées sur mesure pour que la preuve qui va suivre marche,
mais elles sont en fait souvent satisfaites dans des cas naturels :

1. La convergence (4.11) est trés souvent satisfaite dés que Ty est suffisamment dilatante,
par exemple localement Gibbs-Markov, comme on I’a vu dans la section précédente.

2. Il est utile de considérer I’extension naturelle pour pouvoir faire tendre N vers —oo et
considérer Ty,' dans la preuve. En toute généralité, le théoréme de Birkhoff implique
que cette hypothése est satisfaire pour b = 1, et c’est souvent suffisant. Parfois, on a
cependant besoin de meilleures estimées. On peut par exemple utiliser alors | ,
théoréme 16] : si les corrélations de fy € L? décroissent au moins en O(1/n), alors
I'hypothése est satisfaite pour tout b > 1/2 (pour N — —oo, on utilise le fait que
[fy-fyroTt=[fyoTy"- fy, et on applique le théoréme a Ty ).
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3. La troisiéeme hypothése est plus faible que :

SY o —nEy(y)

3B/, = O(BY") tel que B

converge en distribution. (4.127)

De plus, ¢ est souvent plus simple que fy. Comme fy satisfait un théoréme limite
d’aprés la premiére hypothése, c’est aussi le cas de ¢, et on obtient (4.127). Ainsi,
(4.127) — et donc (4.12) — sont trés souvent satisfaits.

Pour démontrer le théoréme, on aura besoin du résultat abstrait suivant, di a Eagleson
{l |, voir aussi | , Proposition 3.6.1]) et dont I'importance a été soulignée par Roland
Zweimiiller.

Théoréme 4.2.2. Soient (X, m) un espace probabilisé et T : X — X wune application ergo-

dique préservant m. Soit f : X — R mesurable telle que % converge en loi vers une loi Z

(pour la mesure m), pour une suite B, qui tend vers 4+o00.

Alors, pour toute fonction g : R — R uniformément continue bornée, pour toute fonction

o € L'(m), on a
/Xso-g (Sjgg) — (/X sa) E(9(Z)).

Autrement dit, pour toute mesure de probabilité p absolument continue par rapport a m, %f
tend encore en loi vers Z pour L.
La derniére affirmation du théoréme s’obtient en prenant ¢ = j—gl et g(z) = €™ : on ob-

Snf

=L (pour la mesure p) converge vers la fonction
n

tient que la fonction caractéristique de
caractéristique de Z.

Ce théoréme signifie qu’un systéme dynamique ergodique vérifiant un théoréme limite vérifie
automatiquement un théoréme limite “mélangeant au sens de Rényi”.

Démonstration. On doit montrer que g, = ¢ <SBL:> converge, pour la topologie faible x sur

L*>(X), vers la fonction constante égale a E(g(Z)).

Soit 1 une valeur d’adhérence de g,, limite d’une suite gj¢,y. Alors [1- g — [1-9, ie.,
[ = E(g(Z)). Si on montre que ¢ = 1) o T presque partout, alors ¢ sera presque partout
constante par ergodicité, puis ¢ = E(g(Z)), ce qui conclura.

Soit € > 0. Comme f est mesurable, m(|f| > €Bj)) — 0. Quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer que y_ m(|f| = eBj)) < co. Par procédé diagonal, on peut méme le garantir
pour tout £ > 0.

La suite g;(») étant bornée dans L', on peut d’aprés le théoréme de Komlos (| |) extraire
encore plus de telle sorte que %Zz;é gj(k) converge presque partout vers une fonction {bv
Comme [, g;x) — [, ¥ d’une part, [, (£ S 9i0) = [, ¢ par le théoréme de convergence

dominée d’autre part, on obtient ¢» = v presque partout.
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Comme m est invariante par T, on a Y m(|f o T9™| > eBj,)) < oo. Ainsi, presque tout =
¢ @)
B.

j(n)

satisfai < ¢ pour n assez grand. Comme

Simf o T(x) = Sjm f(z) _ foT™(z) — f(x)

B Bijn) ’

i(n)

Sjn) foT (2)=S;(n) f(x)

Bj(n)

nue, cela implique que g;) (Tx) — gjm)(x) — 0. Puis

on en déduit que — 0 presque partout. Comme ¢ est uniformément conti-

n—1

1
> giw(Tz) - — 2 it (@) = 0.
k=0 k=0

SRS

Mais ce terme converge simplement vers ¢ (1) —(x). Ainsi, ¢)(Tx) = () presque partout,
ce qui conclut la preuve. [

Démonstration du théoreme 4.2.1. Le résultat est trivial si m(Y) = 1, et on peut donc sup-
poser m(Y') < 1.

Sans perte de généralité, on peut travailler dans une tour, c’est-a-dire supposer que X =
{(y,7) |y e Y,i €{0,...,0(y) — 1}} et que, pour i < p(y) — 1, T'(y,i) = (y,7 + 1), tandis
que T'(y,o(y) — 1) = (Tyv(y),0). En effet, d’aprés le paragraphe 1.3.2 (et plus précisément
la proposition 1.3.7), on peut construire une extension de X satisfaisant ces propriétés, et
il est équivalent de démontrer un théoréeme limite dans X ou dans cette extension. Notons
que Ey(¢) = 1/m(Y) par la formule de Kac. Soit 7 la projection de X dans Y donnée par

(y,i) =y.
Dans cette preuve, on écrira Sy f(z) en lieu de S| f(x) lorsque ¢ n’est pas entier. De la méme
fagon, T signifiera ). On étend aussi B,, & R en posant B, := By.

Comme T est ergodique, Ty est également ergodique d’apreés la proposition 1.3.3. Le théoréme
de Birkhoff donne

n

SYp=—— 4.13

o= s+ ol (4.13)

presque partout sur Y. Pour y € Y et N € N, soit n(y, N) le plus grand entier tel que

SYo(y) < N. Si y satisfait SYp(y) = ﬁ + o(n), ce qui est vrai presque partout, alors
n(y, N) est fini pour tout N et ’;(ly(—é\;) ~ N, ie.
n(y, N)

— 1. 4.14

Nm(Y) (4.14)

Gréce a (4.11), on peut appliquer le théoréme 4.2.2 dans Y a la transformation ergodique Ty,
et obtenir que [, gpelts%m(y)fY/BN — E(e"#). Comme [ eit(SKfr)om — Iy @elSNIY on obtient
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que
(S}\/fm(Y)fY) o
By

en loi sur X. L’idée de la preuve va étre de montrer que (S}\//'m(Y) fy)om et Sy f sont proches, ce

— 7 (4.15)

qui n’est pas surprenant puisqu’une itération de Ty correspond approximativement a 1/m(Y")
itérations de T'. Cela donnera la convergence de SN f vers Z.

On écrit

Snf(y, i) = (Snf(y,i) — Snf(y,0)) + (Svf(y,0) = Sy ny fy ()
+ (Szz/(y,N)fY@) - Sﬁm(y)fY(y)) + S}\/[m(y)fY(y)-

Le dernier terme, égal & (S%m(Y) fy) o, satisfait un théoréme limite par (4.15). Pour conclure,
on va voir que les trois autres termes divisés par By tendent vers 0 en probabilité.

Les deuxiéme et troisiéme termes ne dépendent que de v ; le lemme suivant va donc étre utile
)
pour montrer qu’ils tendent vers 0 en loi sur X.

Lemme 4.2.3. Soit f, une suite de fonctions sur 'Y tendant vers 0 en probabilité sur Y.
Alors f,, o tend vers 0 en probabilité sur X.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Comme f, — 0 en probabilité, la mesure de E, = {y €
Y | |fu(y)| = €} tend vers 0. Comme ¢ € L' le théoréme de convergence dominée im-
plique que [ ¢ — 0, i.e. la mesure de 7~'(E,) tend vers 0. Mais 7~'([,) est exactement
Pensemble sur lequel |f, o 7| > e. O

Fait : (SNf(y, i) — Snf(y,0)) tend en probabilité vers 0 sur X.

Démonstration. Soit Vi (y) = f:(%)_l |f o TN(y,1)|. Alors [Vl vy = | fo TN||L1(X) =
1£1 1 (x) comme T préserve la mesure. Ainsi, Viy/By tend vers 0 dans L'(Y), et en probabi-
lité. Le lemme 4.2.3 montre donc que %VN o7 tend vers 0 en probabilité sur X.

Comme Sy f(y,i) = Sxf(9,0) = Xx""* F(T*(y.0)) = 355 " F(T*(3,0)), o a [Swf(y,1) -
Snf(y,0)] < Va(y)+ Vo(y). Ainsi, - (S’Nf(y, ) — Snf(y,0)) est borné par une fonction qui
tend vers 0 en probabilité. O

Fuait : (SNf(y, 0) — Sﬁyw)fy(y)) tend vers 0 en probabilité sur X .

Démonstration. D’aprés le lemme 4.2.3, il suffit de le démontrer sur Y. Soit H(y,i) =
‘Z;E) f(y,j)‘ Alors

|Snf(y,0) = Sy Jy ()| = HoTN(y,0).
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Comme T préserve la mesure m, on a pour tout a > 0
1 N 1 N
myyeY | =—HoT"(y,0) Z2apr<mixeX | =—HoT" () >a
BN BN
1
:m{xeX | —H(x)}a}.
By

Comme H est mesurable et By — oo, cette mesure tend vers 0 quand N — oo. O
Fait : <Syy N)f S%m(y)fy> tend vers 0 en probabilité sur X.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.2.3, il suffit de le démontrer sur Y. Sans perte de géné-
ralité, on peut passer a I'extension naturelle et supposer que 7y est inversible.

Pour n < 0, soit SY fy = |1"| fy o Ty7. En posant v(y, N) = n(y, N) — Nm(Y'), on obtient
Nm(Y
Yo () = Sk Fr ) = Sy fy (")) (4.16)

Soient A > 0 et N € N, on va estimer la mesure de {y | v(y, N) > AB]lV/b}. Soit a > 0 tel
que m(Y') + a < 1. Supposons tout d’abord que AB}V/b > aN. Alors

{y | v(y, N) = ABY"} € {y | n(y,N) > (m(Y) + a)N}.

D’aprés l'équation (4.14), la mesure de cet ensemble tend vers 0. Supposons ensuite que
AB]lV/b < aN. Alors, comme FEy(p) = 1/m(Y),

{y | v(y.N) > ABY"} = {n(y,N) > AB\" + Nm(Y)} = {S" /s p < N}

N FNm(Y)

1/b
S g1/t iy ? ~ (ABN” + Nm(Y)) By (¢) A B 1/
B, 1 )

- STy

B / AB / +N’NL(Y

a)N < N. Par hypotheése, il existe une constante ¢ > 0

B ..
= > c. Ainsi,

1/b
ABY

Mais ABY" + Nm(Y) < (m (

)+
telle que, pour tous n < 7, 5= . En part1cuher
+Nm(Y)

SY p — (ABY" + Nm(Y))Ey(¢) AL/
{y | v(y, N) > ABY"} ¢ { 288 tNm®) <=

1/b m(Y)
(B BY Nm (Y))

Par conséquent, si A est assez grand, ’hypotheése 3 implique que m{y | v(y, N) > AB}V/b}

pour N assez grand.

<e€
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Démontrons le méme résultat pour m{y | v(y, N) < —AB}V/b}. Si A est assez grand, il existe
d’aprés I’hypothése 3 un entier K tel que, pour tout n > K,

SYo(y) —nBy(p)  Ac/b
m{y' B >m<Y>}<€

Soit N € N. On a toujours v(y, N) = —Nm(Y) donc 'ensemble {y | v(y, N) < —AB}V/”} ne

peut étre non vide que si AB}V/b < Nm(Y), et alors

{y | v(y,N) < —ABJ"}
1/b
SY st~ (FABN A Nm(Y)Ey(g) 4 ( By >1/b
(B 1/b ) v BfAB ()
—ABy +Nm(Y)

Supposons tout d’abord que —AB]lV/b + Nm(Y) > K. Comme BB—N > c >0, on

7ABll\]/b+N7n(Y)

obtient dans ce cas

1/b
SY it wmry? ~ (FABY H Nm(Y)Ey () 4o
> ;
m(Y)

1/b
(B —AB}V/b+Nm(Y))

ce dernier ensemble étant de mesure au plus € par définition de K. Supposons ensuite que
—ABY" + Nm(Y) < K. Alors

K-1 y — By N 1/b
(o ™) < 4B} € {y| > i () }

=0

{y | v(y,N) < —ABY"} c

Comme By — oo tandis que 7 reste borné, la mesure de cet ensemble tend donc vers 0 quand
N — 0.

On a donc démontré :

Ve > 0,3A > 0,3N, > 0,¥N > Ny, m{y | |v(y, N)| > AB¥"} <ee. (4.17)

Soit Wy (y) = %S,j(%]v)fy <T}],Vm(y) (y)), on va montrer qu’il tend vers 0 en distribution.

Cela conclura la preuve d’aprés (4.16). Soit a > 0, montrons que m(|Wx| > a) — 0 quand
N — oo.

Soit € > 0. L’hypothése 2 implique qu’il existe Y avec m(SN/) > m(Y) — e et Ny tels que,
pour tout |N| > Ny, ﬁw}\/,fﬂ < esur Y. Soient Y, = {y € Y | [v(y,N)| < N1} et
Yi={yeY||v(y,N)| = Ni}. On estime tout d’abord la contribution de Y};.
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Soit ¥ (y) = Z]_V}V_ll |fy o T (y)|. Comme 1 est mesurable, il existe une constante C' et un
ensemble Z de Y avec m(Z) = m(Y) —e et |t < C sur Z. Alors, pour y € Yy, on a

W)l < =0 (T;mey). Soit Zy = Y4 N TN (Z) : il satistait m(Zy) = m(Yy) — <.

Sur Zy, on a |[Wy| < %, si bien que, pour N assez grand, |Wy| < a sur Zy. Ainsi, pour N
assez grand,

m{y €Yy | Wn(y)| = a} <m{y€Zn| |[Wn(y)| =>a}+e=c.

Estimons maintenant la contribution de Y}/. Soit Y} = Y/ N T;Nm(y) (Y), avec m(Yl) =
m(Yy) — e. Alors
m(Wy| 2 a) Sm{y e Yy | [Wn(y)| = a} + 2e.

e Nm(Y N v(y,N)|®
Sur Y]G7 |V(y7N)| > Nl donc |y(y,1N)|b S},E%N)fY <TY ( )y>’ < . AlIlSl, |WN(y)| < 5% =
b
€ <%> . Par conséquent,
N 1/b
m(|Wy| > a) <m (M > <9> ) 2. (4.18)
By 3
Finalement, (4.17) et (4.18) impliquent que m(|Wy| > a) tend vers 0. O
. sY
Les trois faits qu'on a démontrés impliquent que SN];](\,W) — N’”g;f},(y) — 0 en loi sur X.
SY

Comme %fﬂy) — Z en loi sur X, par (4.15), cela termine la démonstration du théoréme
4.2.1. ]

4.2.2 Application aux tours localement Gibbs-Markov

Théoréme 4.2.4. Soit T : X — X une tour localement Gibbs-Markov transitive de base Y,
préservant une mesure de probabilité m. On notera ¢ : Y — N* le temps de retour a 'Y et
o la partition induite sur'Y par la partition de Markov de T. Soit f : X — R une fonction

intégrable de moyenne nulle telle que fy(y) := Zf(:yg_l f(T*y) satisfait

Z m(a)D fy(a) < oo. (4.19)
acog
Alors :
1. Supposons que fy € L2. Supposons aussi que @ satisfait 'une des propriétés suivantes :

- pelL’
- m(p >z)=aPL(x) ou L est a variation lente et p €|1,2].
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Alors il existe 0? > 0 tel que \%Snf — N(0,0?).

2. Supposons que m(|fy| > ) = z7%l(z), avec L(z) := 2 [{ @du a variation lente et
non bornée. Supposons de plus que m(¢ > x) = (c+ o(1))z2I(x) avec ¢ > 0. Soit
B, — 400 telle que nL(B,) = By.. Alors 5-S.f — N(0,1).

3. Supposons que m(fy > x) = (c1 +o(1))x™PL(x) et m(fy < —x) = (co + 0o(1))zPL(x),
ou L est une fonction a variation lente, p €]1,2], et c1,co = 0 satisfont ¢; + co > 0.
Supposons aussi que m(p > x) = (c3 + o(1))z"PL(x) avec c¢5 > 0. Soit B, — +oco telle
que nL(B,,) = BY. Alors BinSnf — Zpep otc=(c1+c)[(1—p)cos (&) et f= e

Notons que les hypothéses du théoréme sur fy correspondent exactement au fait que la
distribution de fy est dans le domaine d’attraction d’une loi normale ou stable, d’indice res-
pectivement 2 ou p. Plus précisément, comme Y n’est pas de mesure pleine, la distribution p
sur R donnée par 11(A) = m(f; ' (A)) n’est pas une mesure de probabilité, mais la distribution
o= p+ (1 —m(Y))d est de masse 1. Alors le théoréme affirme que, si cette distribution
(qu'on appellera encore, par abus de langage, la distribution de fy) est dans le domaine
d’attraction d’une loi stable de paramétre p €]1,2], et que d’autres hypothéses techniques
sont vérifiées, alors les sommes de Birkhoff de f vérifient un théoréme limite avec la méme
normalisation que dans le cas aléatoire.

Démonstration. On va utiliser le théoréme 4.2.1 : il faut vérifier ses trois hypothéses. On

s . L, s L. . . udm
utilisera les notations de ce théoréme, et on écrira en particulier Ey (u) = ffn(y) .

On traite tout d’abord le troisiéme cas, c’est-a-dire le cas des lois stables, en utilisant les

résultats du théoréme 4.1.7 appliqué a l'application Gibbs-Markov transitive Ty. Notons

qu’on peut sans perte de généralité remplacer d par une distance d, pour 7 assez proche de

1 pour étre dans le cadre de ce théoréme. Pour avoir une mesure de probabilité sur Y, il faut
myy

aussi remplacer myy par vy Ce qui change les normalisations : on obtient que la valeur

propre A(t) de T v, pour ¢ petit vérifie

A(t) = efﬁ\ﬂp(lfiﬁsgn(t)tan(%))L(|t\_l)(1+o(1))'

Le corollaire 4.1.8 implique alors la convergence en loi
By (aﬁsﬁmmh) — B(e'?) (4.20)

ou la variable aléatoire Z = Z, .5 est comme dans I'énoncé du théoréme. Cela démontre
(4.11). De plus, I'égalité nL(B,) = BE permet de démontrer que inf,, 2= > 0 en utilisant
les bornes de Potter sur les fonctions a variation lente (| , théoréeme 1.5.6]).

Le théoréme de Birkhoff assure que I’hypothése 2 du théoréme 4.2.1 est satisfaite pour b =1,
car Ty est ergodique puisque 7" I'est. Finalement, I’hypothése sur la distribution de ¢ assure,
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Szfnm(y” e—nm(Y)Ey (p)
By,
On peut donc utiliser le théoréme 4.2.1, qui donne % — Z.

d’apres le corollaire 4.1.8, que converge en loi. Ainsi, (4.12") est satisfait.

La preuve du deuxiéme cas du théoréme 4.2.4 est exactement la méme, en utilisant le théo-
sy Iy
Lnm (V)]
5 et

n

réeme 4.1.9 au lieu du théoréme 4.1.7 pour montrer la convergence en loi de

Sﬁm(y” p—nm(Y)Ey (¢)
Bn ’

Dans le premier cas, ot fy € L?, la preuve est encore identique lorsque ¢ € L?, avec B,, = /n,
en utilisant le théoréme 4.1.4. Cependant, lorsque m(p > x) = x PL(z), on doit vérifier
différemment les hypothéses 2 et 3 du théoréme 4.2.1. Si B!, est donné par

nL(B,) = (B,Y, (4.21)

SYo—nEy ()
By,

d’intégrale nulle. Si Ty est Markov-mélangeante, alors f? fy — 0 exponentiellement vite
d’apres le corollaire 1.1.21. En particulier, il existe 0 < p < 1 tel que [ fy o Ty - fy =
i (T2 fy) - fy = O( ™). Comme fy € L? | , théoréme 16| implique que, pour tout
b>1/2, + & Z fy(TYx) — 0 presque partout quand N — oo. Dans 'extension naturelle,
[ fyoTy™ - fy = f fy fy o Ty décroit aussi exponentiellement vite, donc le méme argu-

alors converge en loi, d’apres le théoreme 4.1.7. De plus, Ty fy € L et est

ment donne que | Nlb Z fy (TEz) — 0 quand N — —oo. Ainsi, 'hypothése 2 du théoréme

4.2.1 est satisfaite pour tout b > 1/2 si Ty est Markov-mélangeante. Dans le cas général, il
existe d’apres le corollaire 1.1.19 une décomposition Y = Y; U... U Y telle que Ty envoie Y;
sur ;i pour 1 < i< d—1, et Yy sur Yy, et telle que T{i soit mélangeante sur chaque Y;.

Par invariance de la mesure, m(Y;) = 1/d pour 1 < i < d. Posons u = d Y, (fy fy) ly,
et v = fy —g. Comme sz v = 0 pour tout 4, on peut utiliser les mémes arguments que
ci-dessus sur chaque Y pour obtenir f{}"v = O(p™). On en déduit que fgv = O(p"). En
partlcuher | N\b Zk 0 U(T{}x) — 0 presque partout quand N — 400, comme ci-dessus. De
plus, >°7 ( fy fy> [ fy =0, donc 50— u(TEx) est uniformément borné. Cela implique
que N|b Z fy(T k1x) — 0 presque partout quand N — oo, et I'hypothése 2 du théoréme
4.2.1 est encore satisfaite pour tout b > 1/2.

Soit £ > 0 trés petit. Comme L est & variation lente, L(B!) = O((B)"), donc (4.21) donne
B, = O(n*®=")). Ainsi, si b< £, ona B, = O(B}L/b), ce qui implique (4.127). O
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4.2.3 Exemples
Applications de Liverani-Saussol-Vaienti

On considére tout d’abord I’application LSV de paramétre « €]0, 1] définie sur [0, 1] par

 x(142%) si0<x<1)/2,
T(x)—{ 20 -1 sil/2<z<1. (4.22)

Elle a été étudiée précisément dans le paragraphe 1.4.1. En particulier, elle est localement
Gibbs-Markov de base Y =|1/2, 1] et admet une unique mesure de probabilité m invariante
absolument continue, dont la densité h est lipschitzienne sur tout compact de |0, 1]. De plus,

si py désigne le temps de retour & Y, on a m(py > n) ~ 4(;711/3& (théoréme 1.4.1).

En estimant la vitesse de décorrélation des fonctions holderiennes, dans le chapitre 2, on a
montré que les corrélations de certaines fonctions holderiennes étaient sommables, ce qui im-
pliquait un théoréme central limite. Plus précisément, si o« < 1/2, toute fonction holderienne
f de moyenne nulle satisfait un théoréme central limite (proposition 2.3.9), tandis que si
a > 1/2 cela reste vrai si f(0) = 0 et |f(z)| < Cz” pour un certain v > 2a — 1 (théoréme
2.4.14).

Ces résultats ne sont pas satisfaisants car ils ne disent rien sur les théorémes limites possibles
lorsque o > 1/2 et f(0) # 0. En utilisant le paragraphe précédent, on va pouvoir répondre &
cette question :

Théoréme 4.2.5. Soient a €]0, 1] et T donnée par (4.22). Notons h la densité de sa mesure
de probabilité invariante absolument continue. Soit f : [0,1] — R hélderienne et d’intégrale
nulle. Alors

~ Sia < 1/2, alors il existe 02 > 0 tel que SLW{ — N(0,0?).

- Sia=1/2, alors

1. si f(0) =0, il existe 0* > 0 tel que SL\/I — N(0,0?).

2. si F(0) £ 0, S5 = N(O, h(1/2)f(0)).
- Si1/2 <a <1, alors

1. si f(0) = 0 et |f(z)] < Cx7 pour un certain v > o — 1/2, il existe 0® > 0 tel que
Suf — N(0,0?).

Jn
. . . h(1/2 T
2. 5 f(0) # 0. 5 = Zyjacomro) 00 ¢ = qpgamal (1= 1/a) cos (57).

Démonstration. Soit J, =|yn+1,yn] 'ensemble des points de Y =]1/2,1] dont le temps de
retour & Y est égal & n; cet intervalle a été introduit dans la preuve du théoréme 1.4.1. Alors
T est localement Gibbs-Markov pour la base Y et la partition .J,,. De plus, m(J,) ~ —aTT
pour une certaine constante ¢ > 0.
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Si f :]0,1] — R est holderienne, elle vérifie D fy(J,) < Cn, donc > m(J,)D fy(J,) <

Supposons « < 1/2. Alors la fonction fy est majorée sur J,, par Cn, si bien que

/Y Fr()? < 23 nPm(J

Ainsi, fy € L*(Y). De méme, py € L?(Y). Ainsi, le premier cas du théoréme 4.2.4 montre
que f satisfait un théoréme central limite.

Comme les cas a = 1/2 et a > 1/2 sont semblables, on ne va traiter que le cas a > 1/2.
Supposons tout d’abord que f(0) = 0. Comme f est holderienne, il existe v > 0 tel que
|f(x)] < Cz?. Quitte & diminuer v, on peut supposer que v < «. Soit z, = f(ynH) ~
L(an)~'/* d’aprés la preuve du théoréme 1.4.1. Pour y € J,, on a | fy (y)| < C S 7~y a} donc
|fy (y)| < Cn'~7/<. En particulier,

2(1—v/a)

/lfy,2 OZ pltija

qui est fini deés lors que v > o — 1/2. Ainsi, fy appartient a L? si v > a — 1/2. De plus,

m(py > n) ~ o (l/f/a d’aprés le théoréme 1.4.1. Ainsi, m(py > x) ~ x PL(x) pour une

certaine fonction a Varlatlon lente L, et p = 1/a €]1,2[. Le premier cas du théoréme 4.2.4
s’applique donc encore, et il montre que f satisfait un théoréme central limite.

Supposons finalement que f(0) # 0, par exemple f(0) > 0. Alors f = f(0) + g ou g est
hélderienne et satisfait g(0) = 0. Ainsi fy = f(0)¢y + gy. Comme ci-dessus, il existe v > 0
tel que |gy ()] < Cn'=/ sur J,, si bien que m(|gy| > ) = o(z~/*). De plus, m(f(0)py >
x) ~ %. Ajouter gy ne modifie pas cette asymptotique, et on obtient donc la méme
estimée pour m(fy > x). Plus précisément, on peut écrire

m(f(0)ey > z(1+¢)) —m(|gy| > ze) <m(fy > x) <m(f(0)py > z(1—€))+m(|gy| > ze).

Le fait que m(|gy| > ) = o(z~"*) implique donc que m(fy > z) ~ m(f(0)py > z) ~
%, qui s’écrit sous la forme x 7P L(z) pour p = 1/« et une certaine fonction & variation
lente L. De la méme facon, on vérifie que m(fy < —x) = o(x7PL(x)). Toutes les hypothéses
du troisiéme cas du théoréme 4.2.4 sont donc vérifiées, et ce théoréme donne la conclusion

recherchée. O

On peut aussi appliquer le résultat & d’autre exemples. Par exemple, considérons f(x) =
1P+ kK, avec 0 < B < 1—a de telle sorte que f est intégrable puisque la densité h(z) diverge
en 0 comme ™%, et ol Kk est choisi de telle sorte que f f = 0. Un petit calcul montre que
Dfy(J,) < nP/® donc Y. m[J,)Dfy(J,) < oo puisque a + 3 < 1.

De plus, sur J,, fy ~ Cnf/°*! donc m|fy > x] ~ Cz™ 5. Ainsi, quand a + 8 < 1/2, on
obtient un théoréme central limite usuel, alors que quand o 4+ 8 = 1/2 on a un théoréme
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1
vnlogn’
vers une loi stable pour la normalisation na%ﬁ‘ Ainsi, méme quand o < 1/2, on peut avoir

convergence vers une loi stable pour des observables non bornées.

central limite avec normalisation et quand 1/2 < a+f < 1 on obtient une convergence

Produit gauche en dimension 2

On va maintenant démontrer que le théoréme 4.2.4 s’applique également au produit gauche
étudié dans la partie 1.5. Dans tout ce paragraphe, T désignera donc une application sa-
tisfaisant toutes les hypothéses de cette partie, et on utilisera librement les notations et les
résultats s’y rapportant.

Soit

A= T / hdLeb,
4<a 3 [ ) ™ Jsixyz)

20’ (zo)
ol h est la densité de la mesure de probabilité invariante m par rapport a la mesure de

l/amin
Lebesgue. D’aprés la proposition 1.5.18, on a m(py > n) ~ (—Vl;"> A. Alors :

Théoréme 4.2.6. Soit f une fonction hélderienne sur S* x [0,1] avec [ fdm = 0. Notons
e = fSlx{O} f dLeb. Alors

— Si Qpin < 1/2, 1l existe 0% > 0 tel que \/LﬁSnf — N(0,0?).

~ Si Qpin =1/2 et e £ 0, alors % — N(0,1).

1/ 62TAn(lnn)

- 851 1/2 < apin < 1 et e # 0, alors % — 21/ appmcsan(e) 00 ¢ = Ale|t/ @minT(1 —
1/ Qmin) COS (2;;”_").

- 51 1/2 < apin < 1 et e = 0, supposons aussi qu’il existe y > Smaz (Oémm—%) tel que

Amin

|f(w,7) — f(w,0)] < Cx?. Alors il existe 0 > 0 tel que \/LﬁSnf — N(0,0?).

Les étapes de la preuve vont étre les mémes que celles du théoréme 4.2.5. Fixons f holderienne
sur St x [0, 1].

Lemme 4.2.7. Si apin < 1/2, alors fy € L*(Y,dm).
Démonstration. On a
/ff/ dm < C’Zm(ng =n)n® = C’Z(m(gpy >n—1) —m(py >n))n’

< CZm(wy > n)n.

1/Olmin
Cette derniére estimée est sommable puisque m(py > n) ~ A ( 1;“"”) d’aprés la pro-

position 1.5.18, et 1/ i > 2. O
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Lemme 4.2.8. Supposons que fSlx{O} f=0.Soit ape, >y >0 tel que |f(w,z) — f(w,0)| <
Cz7. Sil<p<min ( 2 L ) alors fy € LP(Y,dm).

Qpin’ a’mzn(lf'Y/ amaz) ’

Démonstration. Comme h est bornée sur Y, il suffit de montrer que fy € LP(Y, dLeb).

Supposons tout d’abord que f = 0 sur S* x {0}. Alors, si x = (w, z) satisfait py(x) = n,
ona fy(x) =30 f(TFx). Sik > 1, TF(z) < X, 1(Ffw) < Ri7am bar la proposition

5.2 donc | f(T*x)| < W, et on obtient en sommant |fy (x)| < Cn!'™)/@max Ainsi,

- CZ (’OY Zn= 1) (QOY > n))np(l_’Y/amax)
= CZ m SDY > ’n/)np(l_’y/amax)—l.

ln n 1/ min e , . R
—Vn> , cette derniére série est sommable dés que

1
- +p(1— 7>—1<—1,
Qmin Qmax

ce qui est le cas par hypothése sur p.

Comme m(py >n) ~ A (

Supposons maintenant seulement que l'intégrale de f sur S' x {0} s’annule. Soit g(w,z) =
f(w,0). La fonction f — g s’annule sur S* x {0} donc fy — gy € LP d’aprés la premiére partie
de la preuve Il suffit donc de montrer que gy € LP. Posons x(w) = f(w,0) et S,x(w) =
ko X(FFw). Ainsi, gy (w, ) = Spy ) X ().

Soit M, x(w) = maxy<, [Skx(w)|. Soient 6 > 0 et [ = 12 si bien que 7 + 715 = 1. Alors

00 1/24Xp_1(Fw)/ )
/ o =3 / / [Suc(@) dudu
Py 22 1/24 X, (Fw)/2

1/24 X 1 (Fuw)/2
/ / | Mor x(w) [P du dw
SUJ1/24 X i (Fw) /2

o0

< Z X (F) My (@) oo € 3 [ Xatv 0 Fly s [ Mol
k=175 k=1

ou on a utilisé 'inégalité de Holder a la derniére ligne. Si § est assez petit, Ip > 2, donc le
Ip—1
corollaire 1.5.16 implique que || My x||;, < Ck w v/2F. De plus,

1
1/(1446) T 2k,1) (1+5) apmin
||X2k71 (@] F||1+5 fd ||X2k—1H1+6 < (/Xle) ~ O <(—

2k—1
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par le théoréme 1.5.17. Ainsi, [ |gy|P < oo si W > £, et il est possible de choisir § > 0

de sorte que cette inégalité soit satisfaite puisque ﬁ > & par hypothese. O

Démonstration du théoreme J.2.6. Soit f une fonction holderienne. Le lemme 1.5.7 assure
que Dfy(As,) < Cn pour tout ensemble A, de la partition de Markov de Ty, donc
> m[Asn)Dfy(Asn) < CY nml[As,] = C par la formule de Kac. Ainsi, la condition (4.19)
est satisfaite.

Dans le cas amp, < 1/2, le lemme 4.2.7 montre que fy € L?. En appliquant ce lemme a la
fonction 1, on obtient de méme que ¢y € L?. On a déja vérifié (4.19), donc on peut appliquer
le premier cas du théoréeme 4.2.4. Cela démontre que f satisfait un théoréme central limite.

Les deuxiéme et troisiéme cas étant similaires, on ne va s’intéresser qu’au troisiéme, i.e.
1/2 < amin < 1 et e # 0. Supposons par exemple e > 0. Estimons m(fy > z).

1/ amin 1/ Qmin
Fuit - m(fy > o) ~ (282) T 4 ctm(fy < —a) =0 (¥22) T

T

Démonstration. On démontre 'estimée sur m(fy > x), 'autre étant analogue.
Soit g = e sur St x [0,1]. Alors gy = ne sur [py = n], ce qui implique que m(gy > ne) =

1/ Omin
m(py >mn) ~ (—Vl:l”‘> A d’aprés la proposition 1.5.18.

m) 1/ Qmin .

Dans le cas général, considérons j = f — g, et prouvons que m(|jy| > =) = o ( .

Comme fy = gy + jy, 'équation
m(gy > z(14¢)) —m(|jy| > xe) < m(fy > x) <m(gy > z(1 —¢)) +m(|jy| > z¢e)

permettra d’en déduire que m(fy > ) ~ m(gy > x) et donc de conclure.

Soit 7 > 0 avec v < min(f, apay) o 0 est le coefficient de Holder de f. Le lemme 4.2.8
2 1

Qmin ’ C“mir}(lff\// Omax

montre que jy € LP pour tout p < min ( )>. On peut en particulier choisir

NP
p > 1/ auin. Alors m(|jy| > z) < [ (UZ—Y‘> = O(x™P), ce qui termine la preuve. O

Les mémes propriétés sont satisfaites par ¢y, avec la méme preuve. On est donc dans le
troisieme cas du théoréme 4.2.4, ce qui permet de conclure.

Supposons finalement que % < Qpmin < 1 et que e = 0. Sous les hypothéses du théoréme, on
peut appliquer le lemme 4.2.8 avec p = 2 et obtenir que fy € L?. Finalement, la proposition

1/ Omin
1.5.18 montre que m[py > x| ~ <—V1$”> A. On a vérifié toutes les hypothéses du premier

cas du théoréme 4.2.4. O
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4.3 Un résultat spectral perturbatif

Dans la suite de ce chapitre, on va développer une autre méthode pour démontrer le méme
type de résultats que dans le théoréme 4.2.4 en s’affranchissant de toute hypothése sur ¢
ou M, au prix d’'un léger renforcement de (4.19) toujours vérifié dans les exemples. Cette
méthode sera spectrale : on a vu dans la partie 4.1 que, en perturbant les opérateurs de
transfert, on pouvait obtenir des théorémes limites pour les applications Gibbs-Markov. Pour
les tours localement Gibbs-Markov, on va utiliser la méme idée, en perturbant les opérateurs
de transfert de premier retour introduits dans le chapitre 2. Pour obtenir des informations sur
I’application, on aura ensuite besoin d’un résultat spectral abstrait permettant d’estimer les
inverses de certaines séries d’opérateurs (de la méme fagon que les résultats de la partie 2.2
ont permis d’étudier la vitesse de décorrélation). Cette partie est consacrée a la démonstration
d’un théoréme de ce type.

Rappelons que les suites d’opérateurs de renouvellement ont été définies dans la définition
2.2.1.

Théoréme 4.3.1. Soit R,, une suite d’opérateurs de renouvellement sur un espace de Banach
L. En particulier, soit pn > 0 pour lequel le projecteur spectral P associé a la valeur propre 1
de R(1) = > R, satisfait PR'(1)P = uP.

Soit a > 0. Pour tousn > 1 et t € [—a, al, soit R,(t) un opérateur sur L tel que t — R, (t)
soit continu en t = 0, avec R,(0) = R,, et |R,(t)|| < Cr, pour une certaine suite r, telle
que Y. nr, < co. Pour z €D et t € [~a,al, notons

R(z,t) =Y Ry (t)2".

C’est une perturbation continue de R(z) = > R,2". Pourt petit et z proche de 1, R(z,t) est
proche de R(1), si bien qu’il admet une unique valeur propre A(z,t) proche de 1. On suppose
que A\(1,t) = 1—(c+o(1))A(|t]), pour ¢ € C avec Re(c) > 0 et une certaine fonction continue
ARy — Ry qui ne s’annule qu’en 0.

Alors

1. Il eziste g > 0 tel que V|t| < g9, I — R(z,t) est inversible pour tout z € D. On peut
écrire (I — R(z,t))™' =Y Tp.2".

2. De plus, il existe des fonctions £(t) et §(n) qui tendent vers 0 quand t — 0 et n — oo
telles que, Y|t| < €g, Vn € N*,

Par exemple, quand A(t) = ¥, ce résultat implique que T, 4 /,,1/» —

T, — % (1 _ 5A(|t|))n PH < &(t) + 5(n). (4.23)

emeltln
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Remarque 4.3.2. On peut démontrer un théoréme analogue lorsque la perturbation a lieu
sur [0, o] au lieu de [—a, ], avec exactement la méme preuve. Ainsi, pour une perturbation
sur [—a, a] pour laquelle A(1,¢) = 1 — alt|P + ibsgn(t)|t|P + o(|t|P) avec a > 0, on peut encore
obtenir la conclusion du théoréme, en 'appliquant d’une part sur [—a, 0] et d’autre part sur
0, ).

Dans les applications du théoréme 4.3.1 a la preuve de théorémes limites, les opérateurs R,
et R, (t) seront bien compris, tandis que T}, ; sera reli¢ a la fonction caractéristique E(e/).
Ainsi, la description de T}, ; donnée par (4.23) permettra d’étudier la convergence des fonctions
caractéristiques et donc d’obtenir des théorémes limites.

Les résultats de la partie 2.2 décrivent précisément le comportement de R(z) = R(z,0), il
reste & comprendre I'influence du paramétre perturbatif ¢ pour démontrer le théoréeme 4.3.1.
Pour cela, on va utiliser les mémes techniques d’analyse de Fourier que dans le paragraphe
2.2.2 . En particulier, on aura besoin du lemme de Wiener 2.2.3 et de la perturbation R(z)
de R(z) construite dans la preuve du théoréme 2.2.5.

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de la preuve du théoréme 4.3.1, les hypothéses et
les notations de tous les résultats seront celles du théoréme 4.3.1.

4.3.1 Inversibilité de I — R(z,t)

Dans ce paragraphe, on démontre que I — R(z,t) est inversible lorsque (z,t) # (1,0) et ¢
est assez petit. Le principal probléme vient de z proche de 1, ot R(z,t) a une valeur propre
A(z,t) proche de 1. Etudions tout d’abord cette valeur propre.

Lemme 4.3.3. Sur un voisinage de (1,0), on peut écrire A(z,t) =1+ (z —1)(u+a(z,t)) —
(c+b(t))A(|t]) ou les fonctions a et b tendent vers O respectivement en (1,0) et 0.

Démonstration. Comme

e 0§ ()

n=0 k=n+1

R(z,t)—R(1,t)

P est continue en ¢ = 0. En écrivant

I'hypothése de sommabilité assure que (z,t) —

du,

P(z,t) — P(1,t) 1 1 R(z,t) — R(1,1) 1
z—1 N %/

B u—1j=s Ul — R(z,1) z—1 ul — R(1,1)

Plzt)-PQA,t)

— en t = 0. Ainsi, en appliquant une

on obtient également la continuité de (z,t) —
forme linéaire continue a 1’équation
Az, t) — A(1,1) R(z,t) — R(1,¢)
z—1 z—1

P(z,t) — P(1,t)

z—1 ’

P(zt) = P(z,t) + (R(1,t) — M1, 1))
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on obtient également la continuité de G(z,t) = w en t = 0. De plus G(z,0) — p

quand z — 1 d’aprés I’équation (2.12). On peut donc écrire G(z,t) = pu+ a(z,t) ou a(z,t)
s’annule en (1,0). De plus, par hypothése, A(1,t) = 1 — (¢ + b(t))A(]t|]) ou b s’annule en 0.
Ainsi,

Az, t) = A1L,t) + (2= 1)G(z,t) =1 = (c+ b(t)A(t]) + (z — 1)(p + a(z,1)). O

Proposition 4.3.4. Il existe ¢y > 0 tel que V(z,t) € (Dx[—eq,20])\{(1,0)}, I — R(z,t) est
inversible.

Démonstration. Supposons qu'il existe un voisinage V' de (1,0) tel que, sur V\{(1,0)}, I —
R(z,t) est inversible. On peut supposer que V est de la forme Ux[—ey,;]. Pour w € D\U,
I — R(w) est inversible, donc I — R(z,t) est inversible dans un petit voisinage de (w, 0), qu’on
peut prendre de la forme Uy, x[—&,, £,]. Par compacité, D\U est recouvert par un nombre
fini des U,,, disons Uy, , . .., U,, . Pour conclure, il suffit de prendre £g = min(ey, €y, .- -, Ew, )-

Ainsi, il suffit de construire un voisinage V' comme ci-dessus. On doit montrer que la valeur
propre A(z,t) de R(z,t) est différente de 1 quand (z,t) est proche — et différent — de (1,0).
Cela vient essentiellement du développement asymptotique de A(z,¢) donné par le lemme
4.3.3, mais il faut écrire les choses soigneusement.

Soit K tel que § > % Le voisinage V' sera I'ensemble des couples (z,t) tels que |b(t)] <

: Re(c)
Re(c)/2 et |a(z,t)| < min (%, 5 )

Fixons (z,t) € V N (DxR). Supposons que A(z,t) = 1, on va montrer que (z,t) = (1,0) en
traitant deux cas : soit | Im(z — 1)| > |z — 1|/2, soit | Re(z — 1)| > |z — 1|/2.

1. Si|Im(z—1)| > |z —1]|/2. Supposons par exemple Im(z —1) > |z —1|/2. Comme p > 0

et z€ D, on a Re(u(z —1)) <0 donc

1 =Re(A(z,t)) =1+ Re(u(z — 1)) + Re(a(z,t)(z — 1)) — (Re(c) + Re(b(t))A(|t])
Re(c) Re(c)
2K 2

< 1 a(z, )]z = 1] = (Re(e) = [b(E)DA(JE]) < T+ [z =1 = A(Je])-

Ainsi, |z — 1] > KA(Jt]). La partie imaginaire donne alors

0=Tm(A(z,1)) = (1 = la(z, 8)[) Im(z — 1) = (|e] + [b@)DA(J¢]) >

La définition de K implique que |z — 1| = 0. Comme |z — 1| > KA(Jt|) et A ne s’annule
qu’en 0, on obtient aussi t = 0.

2. Si|Re(z —1)| = |z —1]/2. Comme Re(z — 1) <0, on a en fait Re(z — 1) < —|z — 1]/2.
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Alors
1 =Re(A(z,1)) < 1+ Re(u(z = 1)) + |a(z, )[[2 = 1] = (Re(c) = [b(£) ) A(|2])
z—1 Re(c
<1 B el - 1 - DA
Re(c)
<1—|z—1F - 2 .
)
Ainsi, [z — 1] =0, 1e. 2 =1, et A(]t|) =0 donc ¢t = 0. O

En particulier, pour |t| < &, la série entiére I — R(z,t) est partout inversible sur D. Son
inverse est également analytique par | , lemme VII.6.13|, et il peut donc s’écrire sous la
forme > T,,;2™. De plus, pour t # 0, tout peut s’étendre contintiment a la frontiére 0D, ce
qui implique que les T),; sont les coefficients de Fourier de la fonction (I — R(z,t))™" vue
comme une fonction de S' dans A = Hom(L, £).

4.3.2 Convergence de R(z,1)

Dans ce paragraphe, on va travailler exclusivement sur S* (ainsi, z désignera un point de S*
et pas de D).

Pour utiliser des méthodes de séries de Fourier sur R(z,t), on aura besoin qu’il ait une valeur

propre proche de 1 bien définie pour tout z, ce qui n’est a priori pas le cas. On va donc
remplacer R(z,t) par une autre série R(z,t).

Construction de R(z,1).

On utilise la fonction E(z) qui a été construire dans la deuxiéeme étape de la preuve du
théoreme 2.2.5. On pose R(z,t) = R(z) — (R(z) — Yo Z"R,(t)). L'hypothése de somma-
bilité uniforme du théoréme 4.3.1, associée a la continuité de ¢t — R, (t) en 0, assurent que
I’application t — }Nf(, t) est continue en t = 0 pour la norme de A(A). Rappelons que cette
algébre de Banach introduite dans le paragraphe 2.2.1 est constituée des fonctions continues
de S' dans A dont les coefficients sont sommables. En particulier, Iapplication t + R(-, t)
est également continue pour la norme du sup, si bien que ﬁ(z, t) a une valeur propre X(z, t)
proche de 1 bien définie pour ¢ assez petit. De plus, pour z dans un voisinage de 1, on a
A(z,t) = Az, 1), qui est différent de 1 quand (z,t) # 0. Si z n’est pas dans ce voisinage de 1,
alors A(z,t) est proche de A(z), et est donc également différent de 1 si t est assez petit.

Le résultat principal de ce paragraphe est la proposition suivante. Rappelons que les hypo-
théses sont celles du théoréme 4.3.1.

Proposition 4.3.5. On a

I-Rzt) | (1-Ee)\
(1-(1—5A(\t|))z) ( - ) =
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Démonstration. Soient ﬁ(z,t) le projecteur spectral associé & la valeur propre X(z,t) de
R(z,t) et Q(z,t) =1 — P(z,t). On a alors

I —R(z,t) = (1 =Xz, t))P(z,t) + (I — R(z,1)Q(2,1))Q(z,1).

Ainsi,
I — R(z,1) B
1= (1= ZA(Jt])=
1 (1= 2AGH): : o
= 360 P(z,t) + (1 — (1 — ;A(|t\)) z) (I — R(z,t)Q(z,1)) " Q(z,1).

Comme R(z,t) — R(z) lorsque ¢ — 0, la continuit¢ de I'inversion donne la convergence
dans A(A) de P(z t) et Q(z,t) respectivement vers P(z ) et Q(z). Comme I — R(z)Q(z)
est inversible pour tout z € S!, le lemme de Wiener montre que son inverse appartlent
également a A(A). On obtient alors également la convergence de (I — R(z,1)Q(z,t))~" vers
(I — R(2)Q(z))~" dans A(A).

1-(1-2A(]#]))=

1—A(z,t) 1— >\( )
cette convergence résulte du lemme suivant, du lemme de Wiener et de la continuité de

l'inversion. O

I suffit donc de démontrer que (dans A(C)) pour conclure. Mais

Lemme 4.3.6. On a

1=Xzt)  1-M(2)
1-(1—2A(t)z  1-2z

— 0.
t—0

AC)

Démonstration. On va travailler la plupart du temps avec le cercle S plongé dans C, mais
on aura parfois également besoin de le considérer comme T = R/27Z, auquel cas la variable
sera notée 6.

Rappelons quelques résultats sur les séries de Fourier. Pour |0 < 7 et ¢ > 0 petit, soit A.(6) =
sup (0 1— \9\> : cette fonction est supportée par {# € [—¢, ¢]}. Notons aussi V. = 2A,. — A, :

cette fonction est égale & 1 sur {6 € [—¢,¢]} et s’annule hors de {6 € [—2¢,2¢]}. On utilisera
V. et 1 — V. comme partition (continue) de I'unité. Par | , page 56|, [[Vz]| 4y < 3. De
plus, V. est C'!' par morceaux, sa dérivée étant bornée par 1/e.

Si g: T — C est continue et C' par morceaux, alors (| , bage 56, équation (1)])

- 1/2
ol < latall + (5 [ ) as) (4.24)
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Finalement, si f : S! — C appartient & A(C) et satisfait f(1) = 0, alors (| , bage 56])
1/ Vellacey 0 0. (4.25)

Fixons [t| < g et notons ¢, = Vi) pour G(t) = A(t)/3 et ¢, = 1 — ), sur S* ou T. En
notant A;(z) = 1_(1:’\5—%, on doit montrer que A;(z) tend dans A(C) vers B(z) = %(j)
"

On va montrer que A;(2)1:(2) — B(2)¢i(z) — 0 et Ay(2)pi(z) — B(2)pi(2) — 0.

Dans cette preuve, on écrira C'(z) pour une fonction dont la norme dans A(C) est bor-
née par une constante. Par exemple, comme || V|| Ac) S 3, on remplacera parfois Vi(z) par

C(z). De la méme fagon, Hlfﬁ_w =1- ﬁA(|t|)ZZO:1(1 - ﬁ/\(|t|))"‘1z”7 si bien que
LA (D) :
1=z _oop NP 4 ,
I | P <1+ v | Comme Rec > 0, cette quantité reste bornée quand
t — 0. Ainsi, on pourra également remplacer Hklgw par C(z).
m

des tildes partout) et le lemme de Wiener, on vérifie que K(z,t) = AzD=ALY) _ Az)=

z—1 z
vers 0 dans A(C) quand ¢ — 0.
Etape 1 (pres de z = 1) : A(2)¢(2) — B(2)y(2) tend vers 0 dans A(C).

En utilisant exactement les mémes équation que dans la preuve du lemme 4.3.3 (mais avec
)

AQ) tend
1

On sait que w € A(C) d’aprés la troisiéme étape de la preuve du théoréme 2.2.5.

1
Comme ce quotient tend vers p quand z — 1, on peut écrire % = u+ F(2) ou

F € A(C) et F(1) = 0. Comme R(z) = R(z) dans un voisinage de 1, on a A(1,) = A(1,¢) =
1 — (c+b(t))A(|t]). Cela donne

Mz, t) =1—(c+0bt)A(t]) + (2 — 1) (K(z,t) + F(2) + ) .

Ainsi,
o 1— Xz, t)
A = T ey
=+ - (11_%2(”'))2 (F(2) + K(z,t) + cA(|t])) + T (lji(|§|/)\(|t|))zb<t>'

Par conséquent,

Ay(2)4n(2)

= iy (2) + C(2)F(2)ibn(2) + C(2) (K (2, t) + A(|t])) + A(lz])

1= (1= ZA(])

Zb(t)wt(z)-
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On vérifie aisément que % est borné dans A(C). De plus, p = B(z) — F(z), et le
m

terme F'(2)1(z) peut étre inclus dans C(z)F(z)¢(z). Finalement,

A(2)in(2) = B(2)tn(2) = C(2) F(2)¢e(2) + C(2)(A([t]) + K (2, 1) + b(1)).

Dans le terme le plus a droite, tout tend vers 0 quand ¢ — 0. De plus, (4.25) montre que
F(2)Y(z) — 0. Cela conclut la premiére étape.

Etape 2 (loin de z = 1) : Ay(2)py(2) — B(2)py(2) tend vers 0 dans A(C).
On part de

1-Mzt) 1= )A(2)
1= (1= 2A([t])= 1—2z

_1-A(2) 1—2 ). 1—2 Mz) = Az, t)
L—z \1—(1—<A(t))z - (1—<A(ft)z  1-2

On va voir que chaque terme a droite, multiplié par ¢, tend vers 0 dans A(C) quand ¢ — 0.

On va utiliser le fait que |z — 1| > CG(]t|) sur le support de ;. Cela implique que |1 — (1 —
“A([t)z| = CG(Jt]) = DA(Jt]) = C"G(t]) puisque A(t) = o(G(t)). Dans la suite, C' désignera
une constante générique.

Le premier terme.

Comme = A(z € A(C), il suffit de montrer que f = (ﬁ — 1) ©¢(z) tend vers 0. On
m
va utlhser (4.24).
On a o
At
f(2)l < = < CA(t)*?
Ca(t)

En particulier, |co(f)| < CA(|t])*/3.

Pour la dérivée, si on note f(6) = h(60)p:(0), on a f' = W@, + hy,. Comme |h| < CA(Jt|)*?
et |0l < 1/G(|t]), on obtient |he}| < CA(t])Y3.

Pour estimer A, on écrit
SA(Jt]) SA(l]) 1

A e ) A R (7 i (R

Ainsi,
cA(t]) 1
po (T= (1= 2A(Jt])e?)*
Sur le support de ¢y, le module du dénominateur est > (CG(Jt|))?. On obtient donc |h/ ;| <
CA(J¢])M3.

W(0) =
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On a montré que |f/| < CA(t])/3. Comme |co(f)| < CA([t])Y/3, (4.24) implique donc que
1laey < CAxIEN)Y2.

Le deuzieme terme.

Az, t)—A(2)
1—=z

Comme Hlfgw est borné dans A(C), il suffit de montrer que g(z) = i(z) tend
m

vers 0 dans A(C).

M) =A10)  X

E— (Z;:i‘(l). Cette différence tend vers 0 quand ¢ — 0.

Ecrivons encore K(z,t) =

On a
9(2) = K (=, () + (\(1) = X(1, 1) 242

22 Onaley(h)| <

Le premier terme K (z,1)p¢(2) tend vers 0. Pour le second, posons h(z) = 2=

1
caqm €t

o1(0) 1, 1 1 1
u—w>+rwmﬂﬂgomww+cawaww

[P (0)] =

L'équation (4.24) montre que [[h] 4oy < gz = O(A(|t)™?%). Comme X(1) — X(1,#) =

(M(1) = (1, 1)) 242 e~ O(A([t])/3), ce qui conclut la
C
deuxiéme étape de la preuve du lemme 4.3.6. O

O(A(|t])), on obtient finalement

4.3.3 Conclusion de la preuve du théoréme 4.3.1

Proposition 4.3.7. On a

[-R(zt) \ [(I-R()\"
u—%wm) () ] e

A(A)

Démonstration. Soit x1, Y2 une partition C* de 1'unité de S* telle que R = R sur le support
de x1, et posons A(z,t) = (ﬂ%) '

La proposition 4.3.5 montre que x1(z)A(z,t) = x1(2)A(2,0). Pour le terme y2(2)A(z,t), on
peut modifier R sur un petit voisinage de 1 pour que I — R(z) soit partout inversible, ce qui
ne change pas x2(z)A(z,t). Le lemme de Wiener et la continuité de I'inversion donnent alors
que x2(2)A(z, 1) = x2(2)A(z,0). O

Preuve du théoréeme J.5.1. Pour conclure la preuve, on va construire des fonctions (t) et
d(n) qui satisfont (4.23).
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La proposition 4.3.7 montre qu’on peut écrire

[-R(=t) \ [(I-RE)\" .
(1—(1—§A<|t|>>z> ‘( 1—2) )

ou Fy(z) € A(A) tend vers 0 quand ¢ — 0. De plus, la proposition 2.2.9 montre que

(f—_R(Z)) TR

1—2 W

ou A(z) =Y A,2" avec A,, — 0. On obtient

> T2 = (I — R(z,t)™"
1 1 1—=z 1
B () i S (R V(] ER N W (R (1)) B

F,(z).

Dans le premier terme, le coefficient de z™ est i ( — ﬁA(|t|)> P et correspond a (4.23). On

doit vérifier que les deux autres termes peuvent étre majorés par (t) + d(n).

Soit §(n) le maximum pour t € [—&g, go] du coefficient ¢, (t) de 2" dans WA(z) On
m

va montrer que d(n) — 0 quand n — co. On a

1—2 > n-l
- t 1— —A t ) 2",
T —eaqy: Z( (1)
Ainsi,
c n—1 c n—k—1
ealt) = A, — A S (1 _ —A<|t|>) A
H 0 H

Comme Re(c) > 0 et A(t) - 0 quand t — 0, on a ’1 - ﬁA(|t|)‘ <1-— P;ZCA(M) si ¢ est assez

petit. Soit C' qui majore ||A,|| pour n € N. Fixons ¢ > 0, et N tel que Yk > N, ||Ag|| < ¢
Alors, sin > N,

Pl Rec n—hk-1
lea)]l < I14n ||+ A S (1——A |t|>) 1A
k=0

ol Rec n—hk-l
A(H) Z( 1- ey |t\>) :

k=N

c| Rec neN
<e+ NFOA(M) (1 — —A(|t|)) + Ee.
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n—N

Si g¢ est assez petit, A([t]) (1 — P;‘ZCA(M)) tend uniformément vers 0 sur [—&, £¢] quand

n — oo. Pour n assez grand, on obtient donc ||¢,(t)]| < (2+ E)e, et 6(n) < (2 + E)e.

Majorons finalement les coefficients de 1—(1—5—1/\(|t|))2Ft<2)’ ce qui donnera le terme (t). Les
m
coefficients de Fourier de m sont < 1, ce qui implique que le coefficient de 2" dans
m

le produit est au plus > i [|Fy(2)kll < [|Fi]| () Comme [|F3f| 44 — 0 quand ¢ — 0, on
peut prendre £(t) = [|Fy| 44 pour conclure. O

4.4 Tours localement Gibbs-Markov : méthode spectrale

Dans cette partie, on s’intéresse a une tour localement Gibbs-Markov transitive 7" : X — X
de base Y et préservant une mesure de probabilité m. On n’utilisera que des distances sur
X de la forme d,(z,y) = 7°@¥ ot 7 < 1. Comme toute distance pour laquelle 7" est Gibbs-
Markov est majorée par une telle distance d’aprés la remarque 1.1.5, on ne perd pas en
généralité. On notera D, f(a) la meilleure constante de Lipschitz de f sur a pour la distance
d,. On notera ¢y : Y — N* le temps de retour a Y et oy la partition induite sur Y par la
partition de Markov de T'.

On dira qu’une fonction f : X — R appartient a I(X,Y) si :
1. VN € N, il existe des constantes C'y et 0 < 7y < 1 telles que, sur Yy = év_l THY),
on ait |f| < Cy et, si z,y € Yy satisfont s(z,y) > 1, alors |f(z) — f(y)] < Cyri™¥.

2. Notons fy(z) = Z‘,fiéx)_l f(T*z) I'application induite par f sur Y. Alors il existe 7 < 1
tel que »_ .. mla]D: fy(a) < co.
3. Nexiste 7 < let 0 <n<1telsque ), . oy(a)mla]D;fy(a)? < oco.

Les fonctions de I(X,Y") induisent des “bonnes” fonctions sur la base Y, ce qui va permettre
de démontrer des théorémes limites en utilisant les résultats spectraux de la partie 4.3.

Par exemple, si f est bornée et holderienne et 'application induite fy est également hélde-
rienne sur Y, alors ces conditions sont satisfaites pour n = 1 car ) .. ¢y (a)m(a) = m(X) <
oo, par la formule de Kac. Les conditions plus faibles dans la définition de (X, Y") sont utiles
dans les applications, par exemple quand f est non bornée.

Si f est bornée et hélderienne et m[py > n] = O(1/n”) pour un certain f > 1, alors
f € I(X,Y) : la premiére condition est claire, la seconde résulte de la formule de Kac car
D, fy(a) < Cpy(a), et la troisiéme est satisfaite pour tout n < min(1, 5 — 1).

Théoréme 4.4.1. Soit T : X — X une tour localement Gibbs-Markov transitive de base Y,

préservant une mesure de probabilité m. Soit f € 1(X,Y) une fonction intégrable de moyenne

nulle. Alors

— Si fy € LA(Y), il existe une constante o > 0 telle que \%Snf — N(0,0?%). De plus, 0*> =0
st et seulement si il existe une fonction mesurable x : X — R telle que f = x — xoT
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presque partout.

- Sim(|fy] > z) = 272l(x) avec L(z) =2 [] @du a variation lente et non bornée, soit
B, — +oc telle que nL(B,) = By. Alors 5-Suf — N(0,1).

- Sim(fy > z) = (c; +o(1)zPL(z) et m(fy < —x) = (e + o(1))xPL(z), oti L est une
fonction a variation lente, p €]1,2], et ¢1, ¢y = 0 satisfont ¢y + ¢y > 0, soit B, — 400 telle
que nL(B,) = B?. Alors BinSnf — Zpep ol c = (c1 + c2)[(1 — p)cos (&) et g = e

Ce théoreme est analogue au théoréme 4.2.4, au moins en ce qui concerne les conclusions : il

affirme que, si la distribution de fy est dans le domaine d’attraction d’une certaine loi normale

ou stable, alors les sommes de Birkhoff de f convenablement renormalisées convergent vers
cette loi, la normalisation étant la méme que dans le cas indépendant.

Il y a cependant des différences entre ces deux théorémes : le théoréme 4.2.4 fait intervenir
des hypotheéses sur le temps de retour, tandis qu’il n’y a aucune hypothése de ce type dans le
théoréeme 4.4.1. D’un autre coté, les hypothéses de régularité sont un peu plus fortes dans le
théoréme 4.4.1 : d’une part, il y a la condition supplémentaire »_ . ¢y (a)mla]D; fy(a)" <
00, et d’autre part la premiére condition dans la définition de I(X,Y’) requiert que f soit
bornée et holderienne sur toute la tour (méme si les constantes peuvent dépendre de la
hauteur dans la tour). Cependant, dans la pratique, toutes ces conditions sont vérifiées, si
bien qu’on peut souvent appliquer indifféremment les théorémes 4.2.4 ou 4.4.1. Par exemple,
tous les exemples du paragraphe 4.2.3 peuvent étre étudiés a ’aide du théoréme 4.4.1.

En revanche, les techniques de preuve sont trés différentes : dans les deux cas, on utilise
des informations sur 'application induite Ty, mais c’est le seul point commun aux deux
arguments. Il ne faut donc pas s’étonner que les possibilités de généralisation soient trés
différentes : on verra dans le chapitre 5 que 'approche du théoréme 4.4.1 est trés féconde
pour démontrer des résultats limites plus subtils, qui ne semblent pas accessibles par des
méthodes élémentaires comme celle du théoréme 4.2.4.

Remarque 4.4.2. Le théoréme reste en fait valable pour des classes de fonctions un peu
plus grandes que (X, Y') : au cours de la preuve, on verra que ce qui est important est qu’il
existe des parties de l'espace de mesure arbitrairement grandes sur lesquelles f induit des
fonctions assez réguliéres. Lorsque f € I(X,Y'), on prend pour ces parties Uév_l T(Y) pour
N — o0, mais d’autres choix sont possibles.

4.4.1 Reéduction au cas mélangeant

Pour démontrer le théoréeme 4.4.1, on va appliquer le théoréme 4.3.1 aux opérateurs de trans-
fert de premier retour. Pour cela, il faut qu’ils forment une suite d’opérateurs de renouvelle-
ment, ce qui n’est vrai que lorsque 7' : X — X est Markov-mélangeante. Dans ce paragraphe,
on va voir qu’il suffit de traiter le cas Markov-mélangeant puisqu’il implique le cas Markov-
transitif :
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Proposition 4.4.3. Si le théoreme 4.4.1 est vrai pour les tours Markov-mélangeantes, alors
il est également vrai pour les tours Markov-transitives.

Démonstration. Soient T : X — X et f: X — R vérifiant les hypothéses du théoréme 4.4.1.
D’aprés la proposition 1.3.14, il existe un entier d > 1 et une partition X,..., Xy 1 de X
telle que T envoie X; dans X;,; pour 0 < i < d— 1, et telle que la restriction de T & chaque
X, est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante. La base de la tour 79 : X; — X, est
obtenue en prenant les éléments de o contenus dans X; et de hauteur au plus d — 1 dans la
tour X.

On traite tout d’abord le troisiéme cas du théoréme 4.4.1, i.e. on suppose que m(fy > z) =
(e +0(1))xPL(x) et m(fy < —x) = (ca + 0o(1))x PL(x). Soit 0 < i < d — 1, et notons fy,
la fonction induite par S;f = Zg_l foTFk sur la base Y; de la tour X;. Soit ¢; le temps de
retour de Y; & lui-méme pour Iapplication T alors fy.(y) = S>%W=1 ¢(Tky). Soit a € .
Si ¢y (a) < d, alors fy est bornée sur a x {0} par d||f|| ., et fy, est également bornée par la
méme constante sur I’éventuel élément de Y; de la forme a x {k} avec k < d — 1. Sinon, soit
k<d—1tel queax{k} CY. Poury € a,ona fy(y,0) = fy;(y, k) £d||f| .. Cela implique
que fy, vérifie aussi m(fy, > x) = (¢; + o(1))x P L(z) et m(fy, < —z) = (c2 + o(1))z"PL(x).
De la méme fagon, on vérifie que fy, € I(X;,Y;) en utilisant que fy € I(X,Y). Ainsi, on
peut appliquer le théoreme 4.4.1 a la fonction (S;f) x, dans la tour localement Gibbs-Markov
mélangeante 7% : X; — X; munie de la mesure de probabilité m; = %, et on obtient que,
pour tout intervalle I de R,

m{y € X; | Sanf(y)/Ban € I} — m(X;)P(Z € 1)

ou Z = Z,.p est comme dans la conclusion du théoréme 4.4.1. En sommant sur les différents
X;, on trouve que Sy, f/Ban — Z sur X. On étend ensuite ce résultat a des temps arbitraires,
de la forme dn + r avec 0 < r < d — 1, en remarquant que Sy, f et Sg,..f sont a distance
bornée 'un de 'autre sur des ensembles de mesure arbitrairement proche de 1, tandis que
B, — +o0.

Le deuxiéme cas du théoréme est analogue.

Dans le cas du théoréme central limite, on montre par le méme type d’argument que fy, €
L3(Y;) pour tout 4, si bien que Sy, f/v/dn converge en loi sur X; vers une gaussienne N (0, 0?),
mais la variance dépend a priori de i. Pour x € X;, on a \/Ld—nSdnf(Tx) = \/%Tnsdnf(:v) +

f(ri"z) [ z)—f(x)
Vin

—J@  Comme tend vers 0 en probabilité, on en déduit que les lois limites

Vdn
de Sgnf/Vdn sur X; et sur X;,1 sont les mémes, i.e. que 0; = 0;41. En notant o la valeur

commune des o;, on conclut comme plus haut que S, f/v/n — N(0,0?).

Finalement, si 02 = 0, alors S;f est un cobord sur X, i.e. il s’écrit y — x o 7% pour une
certaine fonction mesurable y : Xy — R. On étend y a tout X en posant, pour z € X, et
0<k<d—1, x(TFz) = x(x) — 15—1 f(T*z). On vérifie alors que f = x — x o T sur X, et
f est donc un cobord pour 7. O
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La suite de cette partie est consacrée a la démonstration du théoréme 4.4.1 dans le cas

Markov-mélangeant. En fait, on va essentiellement s’intéresser au cas du théoréme central

limite, i.e. le cas fy € L?, et on verra dans un dernier paragraphe comment traiter les deux

autres cas. On va commencer par travailler sur Y, avant de voir qu’on peut en fait faire le
A . N—1

méme raisonnement sur | J,  77(Y).

4.4.2 Le résultat local sur Y

Dans ce paragraphe, on suppose que f satisfait les hypothéses du premier cas du théoréme
441, 1e felI(X,Y)et fy € LAY).

Rappelons que les opérateurs de transfert de premier retour R,, ont été définis dans la partie
2.1, ot on a également vu qu’ils formaient une suite d’opérateurs de renouvellement puisque
T est Markov-mélangeante. On perturbe ces opérateurs en posant R,(t) = R,(e/v.) =
R,(e5"f.). On perturbe également les opérateurs T, de la partie 2.1 par T;,; = T, (e'5»7.).
Comme les sommes de Birkhoff de f pour T et de fy pour Ty coincident, ’équation du
renouvellement (2.3) est encore valide pour ces perturbations, i.e.

Too= Y. Ri(t)...Ry).

ki+...+kj=n
Cette équation peut aussi s’écrire Y T), ;2" = ([ -> Rn(t)z”)fl.
Pour des raisons techniques, on va faire agir les opérateurs non pas sur £,(Y) l'espace des
fonctions lipschitziennes pour la distance d,, mais plutdt sur L.4(Y) ou 7 est comme dans
la, définition de I(X,Y). Comme 77 > 7, la distorsion de Ty est également 77-hélderienne,
si bien que I'application T est encore une tour localement Gibbs-Markov pour la distance

d». En particulier, toutes les estimées sur les tours localement Gibbs-Markov continuent a
s’appliquer. Par exemple, le lemme 2.1.2 implique que || R, |, , = O(m[py = n]).

Lemme 4.4.4. [l eziste des constantes r, et o > 0 telles que, Yn > 1,Vt € [—a,a],
[Ra(E)l ., < 7ny avec 3 nry, < oo.

De plus, pour tout n > 1, lapplication t — R, (t) est continue en t = 0.

Démonstration. On va utiliser les opérateurs M, , ; introduits dans le paragraphe 4.1.1, pour
I'application Gibbs-Markov Ty. On a R,(t) = > M, ; ou la somme porte sur tous les
cylindres ay = [a]y avec ¢y(a) = n. En additionnant les estimées données par le lemme
4.1.2, on obtient

Ra®lley <IRalle, +B| S mlalDofy(@) + / ¢ — 1] dm

a€ao,py (a)=n {py=n}

< Cmlpy =n|+ B Z mla]D; fy(a)" + 2Bm|py = n] =: 1y,.

a€ao,py (a)=n
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On sait que ), ¢y (a)m(a)D; fy(a)? < oo par définition de I(X,Y), et que Y nmlpy =
n] = m(X) < oo par la formule de Kac. Cela montre que > nr, < oo.

Finalement, pour obtenir la continuité de ¢ — R,,(t) en t = 0, on somme encore les estimées
du lemme 4.1.2) mais cette fois dans 'espace L, (i.e. les quantités 7 et n du lemme sont
prises égales respectivement a 77 et 1). La somme Y mla] D, fy(a) est finie puisqu’elle est
majorée par »_ mla]D; fy(a) qui est elle-méme finie par définition de I(X,Y). On obtient
[ Bn(t) = Rnll , < Blt|. O

On va appliquer le théoréme 4.3.1 aux opérateurs R, (t) agissant sur L. Il faut pour cela
un controle de la norme de R, (t), donné par le lemme 4.4.4; et d’autre part un controle de
la valeur propre A(1,t) de R(1,t) = > R,(t) = Ty (e®/v.). Comme Ty est Gibbs-Markov et

fy € L?, le théoréme 4.1.4 assure que A\(t) = 1— #fy)tQ—l—o(tZ) pour un certain 02 > 0. Notons

que cette normalisation en #(zy) est la normalisation naturelle étant donné que m(Y') < 1.
Si 0% # 0, toutes les hypotheses du théoréme 4.3.1 sont satisfaites pour A(t) = t? et ¢ = 2"(;(23’)’

et on obtient :

Proposition 4.4.5. Supposons que 0% > 0. Alors, Vt € R,

/ eIV Am — m(Y)2e_”2t2/2.
T-nyny

Démonstration. Sitest fixé, t/\/n € [—eq, €] pour n assez grand, si bien qu’on peut appliquer
le théoréme 4.3.1. La constante u est égale a $ d’apres le lemme 2.1.5.

D’une part,

_ / eitSnf/vn dm,
T-nYNY

et d’autre part

(72 t2 nl m[Y] 242
T,iymldm= [ (1- ————) —P(1)d 1)=——e 7" 401
/ ity ST /( 2um(Y)n) P dm+oll) = = = +oll)
en utilisant P(1) = 1y, et 1/u =m(Y) donc um(Y) = 1. O

Si 02 = 0, on ne peut pas utiliser le théoréme 4.3.1, mais on a néanmoins le résultat suivant :

Proposition 4.4.6. Supposons que o? = 0. Alors f est un cobord sur X, i.e. il existe une
fonction mesurable x : X — R telle que f =x —xoT.
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Démonstration. Le théoréme 4.1.4 montre que, si 02 = 0, alors fy est un cobord, i.e. on peut
I’écrire sous la forme fy =1 — 1 o Ty pour une certaine fonction ¢ : Y — R. Il faut revenir
de fy a f.
On étend ¢ a tout 'espace X par ¢(x) = 0 si z € Y. Alors, en posant f: f—v+voT,
onapourz €Y

ey (z)-1

> f(Tix) = fy(z) — () + (Tyx) = 0.

Posons 0(z) = “;Y(x)*l f(T'z), on @y désigne le premier retour (respectivement la premicre

entrée) dans Y six € Y (respectivement x ¢ V). Alors, si Tz ¢ Y, on a flz) = 6(x)—6(Tx),
tandis que si Tz € Y alors §(Tx) = 0 et §(z) = f(z) donc f(z) = d(zx) — 6(Tx). Ainsi,

I'égalité f =0 — 0o T a lieu partout, puis f = (¢ +0) — (¢ +0) o T. O

4.4.3 Le résultat local sur | ' T(Y)

On suppose encore que f € I(X,Y) et que fy € L2 La proposition 4.4.5 décrit alors
Jrnyry €5°/V7 alors quion aurait besoin de connaitre [ e™5nf/V? pour démontrer le pre-
mier cas du théoreme 4.4.1. Pour estimer cette intégrale, on va utiliser des parties de plus en
plus grandes de X auxquelles on pourra encore appliquer (une version légérement modifiée
de) la proposition 4.4.5.

Soit Z = Zy = JN,' T%(Y) laréunion des N premiers étages de la tour. Alors I'application T
induite par T" sur Z est markovienne pour la partition ay obtenue en restreignant o & 7, mais
elle n’est pas Gibbs-Markov, puisque les images des éléments de la base n’ont pas une mesure
uniformément minorée. Cependant, sur les éléments qui n’ont pas une grande image (i.e. ceux
qui ne reviennent pas a la base de la tour), il n’y a pas de distorsion : T est un isomorphisme
qui préserve la mesure entre chacun de ces éléments et leurs images. Cela permet de faire
marcher toutes les preuves sur les applications Gibbs-Markov, en distinguant a chaque fois les
éléments qui reviennent a la base et les autres. Plus précisément, en répétant avec de légéres
variations les preuves dans le cas Gibbs-Markov, on peut démontrer les résultats suivants, qui
sont les analogues dans ce cadre des résultats valables pour les applications Gibbs-Markov.
Les preuves détaillées sont données dans | |

1. |Corollaire 1.1.14| Notons £,(Z) les fonctions sur Z qui sont lipschitziennes pour la dis-
tance d.(z,y) = 7°®¥) sur chaque élément de ay, et bornées. Alors fz agit contintiment
sur £,(Z). De plus, pour tout n > N, T 7 veérifie une inégalité de Doeblin-Fortet.

Pour la preuve de la continuité, on traite séparément les points qui reviennent a la base
et les autres. Pour 'inégalité de Doeblin-Fortet, on utilise le fait que tous les éléments
de la partition retournent a la base en temps < N, ce qui donne une grande image.

2. [Proposition 1.1.15] Soit u : Z — R intégrable avec ) .. m[a]Du(a) < oo et qui, sur
I’ensemble des points qui ne retournent pas a la base, est bornée et lipschitzienne pour
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d,. Alors Tyu € L.(Z).

3. [Proposition 1.1.17| L’opérateur fZ agissant sur £,(Z) a une valeur propre simple isolée

LU
mlZ]"*

en 1, le projecteur spectral correspondant étant donné par Pu =

4. Les opérateurs de premier retour R, (Z) forment encore une suite d’opérateurs de re-
nouvellement.

La seule petite différence dans les arguments est que, dans la preuve du lemme 2.1.4,
R(2)™ ne vérifie une inégalité de Doeblin-Fortet que pour n > N.
5. Le théoréme 4.1.4 est valable pour toute fonction i : Z — R avec ), m[a]Dh(a) <

o0, h € L*(Z) et [ h =0, et qui, sur I'ensemble des points qui ne retournent pas a la
base, est bornée et lipschitzienne pour d..

En effet, la méme preuve s’applique encore, en notant que les hypothéses supplémen-
taires sur h impliquent que Tzh € L.(Z) d’apreés le point 2.

Pour pouvoir appliquer les arguments du paragraphe 4.4.2, on aura en plus besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.4.7. [l existe 7 < 1 tel que Uapplication f7 induite par f sur Z vérifie les propriétés
sutvantes :

> pala)mla]D; fz(a)" < oo

acan

S mlal D firla) < oo

acan

et

Démonstration. On sait que ces propriétés sont vérifiées par fy sur Y. On va démontrer la
premieére, la seconde étant analogue.

Soient A I’ensemble des éléments de la partition de Z qui ne retournent pas a la base Y de
la tour a la prochaine itération de T, et B I’ensemble de ceux qui reviennent a la base. Si
a € A, alors oz = 1 sur a et f; = f est uniformément 7y-hdlderienne sur ces ensembles,
d’aprés la définition de (X, Y'). Par conséquent, si 7 > 7y,

ZSOZ [a] D+ fz(a CZm (7] < .
acA acA

Soient a € B et x,y € a. Soient x’ et ' les points dans la base de la tour correspondant a x
et y, et a’ 'élément de partition correspondant : z = Tix' et y = T pour un certain i < N.
Alors fy(2') = 6_1 f(T72") + fz(x), et on a la méme expression pour y, donc si 7 > 7y

f2(2) = fz(y)] < |fy(2) |+Z\fTJ T7y))|

< OD;, fy(d')r* +CN7‘ < (CD, fy(a') +CN)7_S(.Z’7y)
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en utilisant s(z’,y') = s(x,y). Comme ¢z(a) < @y(a’), on obtient

ZQOZ D fZ Z QOY CD fy( )—i—CN)n
a€B a’Eag
Cette derniére somme est finie par la formule de Kac et I’hypothese sur fy. ]

Les estimées du lemme 4.4.7 permettent alors de démontrer I’analogue sur Z du lemme 4.4.4.

De plus, on démontre de la méme maniére que f; € L*(Z). La fonction f, appartenant a
I(X,Y), est bornée et lipschitzienne sur Z. Comme fz(x) = f(x) si x ne retourne pas a la
base de la tour, fz est bornée et lipschitzienne sur I’ensemble des points de Z dont I'image
par T n’est pas dans la base de la tour. Le théoréme 4.1.4 s’applique donc & fz, et il montre

~ 2
que la valeur propre proche de 1 de Tz, peut se mettre sous la forme Az (t) = 1— Q;I(VZ) t*40(1)
pour un certain oy = 0.

On a vérifié toutes les hypothéses nécessaires pour appliquer le théoréme 4.4.1 aux opérateurs
de transfert de premier retour R,(Z), dans le cas oy > 0. On démontre donc de la méme
facon que dans le paragraphe 4.4.2 ’analogue suivant des propositions 4.4.5 et 4.4.6 :

Proposition 4.4.8. Si oy =0, alors f est un cobord sur X.
Sinon, [, 5, €SIV dm — m(Z)2eont/2,

4.4.4 Démonstration du théoréme central limite

Dans ce paragraphe, on démontre le premier cas du théoréeme 4.4.1. Pour cela, on aura besoin
de voir que la variance oy sur Zy ne dépend pas de N :

Proposition 4.4.9. oy est indépendant de N.

Démonstration. On fixe N > 1, et on va montrer que oy = o7. On écrira Z = Zy et
fz(x) =357 @)=L f(z). Rappelons que fy désigne la méme fonction, mais sur la base Y et
avec le temps de retour y. On notera ¢ le temps de retour de Y a lui-méme pour I’application
Tz induite par T sur Z. Avec ces notations, pour z € Y, fy(z) = >, 5, f2(Thzx).

Le théoréme 4.1.4 donne que of = [f2 +2[afy ov a = (I — fy)_l(fyfy) et Ty est
lopérateur de transfert associé¢ a Ty. De la méme fagon, o = [ fZ2+2 [bfz ou b= (I —
Tz) " (Tzfz)-

On définit une fonction ¢ sur Z par ¢(x,i) = a(z) + Z;;t fz(T}x) pour x dans la base de la
tour et ¢ < @(x). Alors, si 1 est une fonction bornée sur Z, on va montrer que

/ZC'(¢—¢OTZ):/ZfZ'¢OTZ- (4.26)
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Notons que la définition de a implique que, pour toute fonction x sur Y, fY (x —xoTy) =
[y fv - x o Ty. Ainsi,

/ (Y —¢oly) = / > ( +Zfz(Téw)> (W(Tyx) — (T "))

i<p(z) j<i

:/Ya(xxw() G(Tya) + S ST (The) — (T3 )

J<i<@(x)
~ [ Wu@a+ 3 AT ) — u(Tva)
J<@(z)-1

/ Z F2(Tha)b(Tyx) + Z F2(T72) () (T4 2) — y(Ty))
j<@(x) J<@(z)-1

/ Z fZ (Tha)(TS x) + fZ(T}D Oy (Ty)
j<@(z)—

/ Z fZ Tél‘ Té+1CC /fZ sz
J<@(2)

L’équation (4.26) implique que (I — T\Z)c = T, f. Par définition de b, on a aussi (I — T\Z)b =
Ty fz. Ainsi, ¢ — b est dans le noyau de I — T, c’est donc une constante K, et c =b+ K.

On calcule finalement o7, en utilisant [ fz =0 :

2
af:/yffx—l—2fya:/y Z Iz sz) +2 Z fz(T,x)a(x)

i<@p(x i<p(x)
/ > faThx)® +2 Z fZ ) f2(Th)
i<@(zx) J<i<e(z
+2 ) fZ(T;x)< o(Thr) = > f2(Tha )
i<@(x) J<i
[ 3 temr v2 ¥ AT = [ o)+ 24at)e)
i<p(z) i<p(z)
_ / Fa(@)? + 2f5(@) (blz) + K) = / (@) + 2f7(2)b(x) = o2 0
Z Z

Conclusion de la preuve du premier cas du théoréme 4./4.1. Soit o2 le nombre égal & tous les
oy, comme le garantit la proposition 4.4.9.
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Si 02 = 0, alors la proposition 4.4.6 montre que f est un cobord. Ainsi, S, f/+/n tend vers 0
en probabilité, et le théoréme est prouvé.

Supposons maintenant que o2 > 0. Soit ¢ € R, on veut montrer que [, eSnf/vVn — e~ t/2
Soit € > 0. Soit Z = Zy avec N assez grand pour que m(Z) > 1 — . La proposition 4.4.8
appliquée dans Zy montre qu’il existe ng tel que, pour n > ny,

/ eitSnf/Vn _ m(Z>26—02t2/2 <e.
T-"ZNZ

De plus,
[ [ s <\ 20T 2)
X T-"ZNZ
<m(X\Z) + m(X\T"Z) = 2m(X\Z) < 2.
Finalement,

)6—02752/2 _ m<Z)2e—a2t2/2‘ <1—m(2)? < 2.

Ces trois inégalités montrent que ‘ | X eitSnf/vn _ g=o?t?/ 2‘ < be, ce qui conclut la preuve. [

4.4.5 Preuve des autres cas du théoréme 4.4.1

La preuve est quasiment la méme que celle du théoréme central limite. On ne considére que
le cas p €]1, 2], le dernier cas étant analogue.

On travaille sur Z = Zy la réunion des N premiers étages de la tour. En posant fz(z) =

gzm_l f(z), le lemme 4.4.7 montre que Y pzlalmla]D, fz(a)" < oo et Y mla]D, fz(a) <
oo. Pour appliquer le théoréme 4.1.7 pour obtenir le développement de la valeur propre A(t)
de fZﬂf, on doit estimer m[fz > z] et m[fz < —z] pour x grand.

Sur la base Y de la tour, ¢; est caractérisé par m[fy > z] = (¢; + o(1))z PL(z). On va
montrer qu’on a aussi m[fz > x] = (¢; + o(1))x PL(x). Soient A le dernier étage de la tour
dans Z, et A sa projection sur la base Y. Alors fz est bornée sur Z\A et fy est bornée sur
Y\ A, donc il suffit de considérer A et A. Soient z € A et y = TV 'z son image dans A. Alors
f2(y) = fy(z) + 37 f(Tz). Comme la somme est bornée par C' = N | fiz||.., on obtient
fz(y) = fy(z) £ C. Ainsi, si x est assez grand, m[fy > x—C]| = m[f; > z] > m[fy > z+C].
Comme m[fy > x] = (¢; + o(1))z PL(z), on obtient la méme estimée pour m[fz > x| en
utilisant la variation lente de L. De la méme fagon, m[f; < —x] = (¢ + 0(1))z P L(x).

En utilisant le théoréme 4.1.7 on obtient que \(t) = 1 —alt|PL(1/]t]) + ibsgn(t)|t|PL(1/|t]) +
o(|t|PL(1/]t])), pour a = izt b= Btan (BF).

On utilise ensuite la remarque 4.3.2; avec A(t) = t?L(1/t), pour obtenir

- % (1 eltPL(1/1]) + e tan (B ) san() P L(1/ 1)) P

m(2)

T <e(t) +d(n).
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Si B,, est défini par B = nL(B,), on a
I (2 = A2l

=n Sk 78 il VA "k
"\ LBy

puisque L est a variation lente. Ainsi,

Toi/B, = le_clﬂp“cﬁ tan( ) sgn(®)|tl” p
b n /I[/

En appliquant ce résultat a la fonction 1 et en intégrant, on obtient

/ e!t5nI/Br dm — m(Z)2e P miBsan(t) tan(i))
T-"ZNZ

et I'exponentielle qui apparait ici est la fonction caractéristique de la loi stable Z,, . s.

187

On fait ensuite tendre N vers +o0o et on conclut la preuve comme celle du théoréme central

limite.

]
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Dans le chapitre précédent, on s’est intéressé aux théorémes limites les plus simples pour les
sommes de Birkhoff d’applications markoviennes, c’est-a-dire la convergence en loi de la suite
BLnS" f pour une certaine normalisation B, — +o00. En théorie des probabilités, il existe de
nombreux raffinements de ces théorémes limites, par exemple donnant la vitesse de conver-
gence (théoréme de Berry-Esseen), ou encore des renseignements plus précis sur certaines
probabilités (théoréme de la limite locale). Dans le cas des applications Gibbs-Markov, ces
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théorémes sont assez faciles a démontrer par des méthodes spectrales perturbatives en utili-
sant le développement de la valeur propre donné par le théoréme 4.1.4 et le fait que toutes
les erreurs sont exponentiellement petites (voir par exemple | D-

Dans ce chapitre, qui correspond essentiellement & l'article | |, on va démontrer ces
théorémes dans le cas des tours localement Gibbs-Markov. Les preuves reposeront sur le
développement perturbatif des opérateurs de transfert de premier retour, comme dans la
partie 4.4, mais en controlant précisément les termes d’erreur. Ce controle proviendra dune
version quantitative du théoréme 4.3.1, qu’on va démontrer dans la partie 5.1. On 'appliquera
ensuite dans les parties 5.3 et 5.4 pour démontrer le théoréme de la limite locale et le théoréme
de Berry-Esseen dans certaines tours localement Gibbs-Markov. Enfin, dans une derniére
partie, on montrera comment en déduire le méme type de résultats pour des applications
non-uniformément dilatantes générales : contrairement aux théorémes limites démontrés dans
le chapitre précédent, la réduction au cas des tours localement Gibbs-Markov demande ici des
arguments non triviaux, particuliérement pour vérifier certaines hypothéses d’apériodicité.

5.1 Un résultat spectral perturbatif quantitatif

Si (an)nen €t (bn)nen sont deux suites réelles, on note (a,) * (b,) la suite ¢, = > 7 _ arbn_g.
Si (an)nez et (bn)nez sont deux suites sommables indexées par Z, on pose aussi (ay,) * (b,) =

D b oo Wbk

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant, qui nous permettra plus tard
d’estimer des fonctions caractéristiques de la forme [ eSnf avec un terme d’erreur explicite.

Rappelons que les suites d’opérateurs de renouvellement ont été définies dans la définition
2.2.1.

Théoréme 5.1.1. Soit > 2. Soit (R,),>1 une suite d’opérateurs de renouvellement sur
un espace de Banach L, avec Y_3° . | Rel| = O(1/nP). En particulier, soit ju > 0 tel que le
projecteur spectral P associé a la valeur propre 1 de R(1) = > R,, satisfait PR'(1)P = uP.

Soit a > 0. Pour tous n > 1 et t € [—a,al, soit R,(t) un opérateur sur L tel que
Srenit |Ri(t) = Ri|l < Clt]/n~t. Pour z € D et t € [—a,a], notons R(z,t) =Y 2"R,(t).
Soit A(z,t) la valeur propre proche de 1 de R(z,t), pour (z,t) proche de (1,0). On suppose
que MN(1,t) =1 — Z(t) avec Z(t) ~ ct? pour une certaine constante c telle que Re(c) > 0.

Alors, pour t assez petit, I — R(z,t) est inversible pour tout z € D. Notons son inverse
Y T2 Alors il existe g > 0, d > 0 et C > 0 tels que, pour tout t € [—¢g, &), pour tout
n € N¥,

1 1_ \" C 1 n
T — . (1 — ;:(t)) PH < ==+l (nﬁ—l) * (1—dt*)". (5.1)
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5.1.1 Estimées techniques préliminaires

La preuve du théoréme 5.1.1 se fera essentiellement en travaillant dans certaines algébres de
Banach judicieusement choisies, qui satisferont le lemme de Wiener. Elles sont analogues aux
algébres introduites dans la partie 2.2.4.

Soit A une algébre de Banach (la plupart du temps, on prendra A = Hom(L, £)). Pour
v > 1, on note O,(A) I'ensemble des séries ) _, A,2" ou A, € A, Y [|A.|| < oo et
sup,ez [n|" || Al < co. Cette définition est analogue a la définition 2.2.14 pour la suite u,, =
1/n7, la différence étant qu’on exige également un controle en —oo. On montre comme dans la
proposition 2.2.15 qu’il existe sur O, (A) une norme équivalente a Y [| A, || +sup,cz 7| || 4|
qui en fait une algebre de Banach. De plus, cette algébre de Banach satisfait le lemme de
Wiener, la preuve du théoréme 2.2.16 s’adaptant immédiatement.

On aura également besoin de 1'algebre de Banach (’)w+ (A) donnée par 'ensemble des séries
YA € Oy(A) avec A, = 0 pour n < 0. C’est une sous-algebre fermée de O,(A), et
elle satisfait également un lemme de Wiener : si ) A,2" € OF(A) et si cette somme est
inversible pour tout z € D, alors cette série admet un inverse dans (’);r (A). La preuve du
théoréme 2.2.16 s’adapte en effet directement & ce cas.

Notation. Soient f : [—«a,a] x Z — Ry pour un certain o > 0 et A une algébre de Banach.
On note O4(f(t,n)) Uensemble des séries > - cp(t)2" ot ¢, 1 [—a,a] — A est telle qu’il
existe o/ > 0 et C' > 0 tels que
Vt € [—d,d],Vn € Z, |lca(t)]] < Cf(t,n).

On omettra souvent l'indice dans O4. Comme d’habitude, on écrira souvent » ¢, (t)z" =
O(f(t,n)) au lieu de la notation formellement plus correcte > ¢, (t)z" € O(f(t,n)). On
écrira également O(g(n)) pour 'ensemble des séries de la forme > A,2" avec ||A,] < Cg(n)
pour une certaine constante C'. C’est un cas particulier de la notation précédente, dans lequel
les fonctions f(t,n) sont indépendantes de t. Jusqu’a la fin de la partie 5.1, le symbole O se
référera exclusivement a cette notation.

Remarque 5.1.2. Il ne faut pas confondre les notations O et O : il y a des similarités, ce
qui explique qu’on ait utilisé la méme lettre, mais la notation calligraphique O indique en
plus qu’on a affaire a une algébre de Banach. En particulier, on peut y utiliser la continuité
de l'inversion ou le lemme de Wiener.

Avec ces notations, le lemme de Wiener dans I'algebre O, (A) se reformule comme suit : si

ST A2" = O(1/(In| + 1)) pour v > 1 et > A,2" est inversible pour tout 2z € S*, alors
(3 A,z = 0(1/(In| +1)7). Le fait que O, (A) soit une algébre de Banach implique aussi
r

que, pour 7 > 1,
° () () = () o2
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ie., si deux séries ) ., Ap.2" et >, Bn2" (avec A,, B, € A) vérifient sup,c;(|n| +
D7 ||A, |l < oo et sup,cz(|n| + 1)7 || Byl < oo, alors la série > Cp2" = (3 An2") (3. Bnz"™)
satisfait aussi sup,,cz(|n| + 1) ||C,|| < oco.

Pour alléger les notations, on notera souvent ¢ au lieu de |¢t| dans ce qui suit. De maniére
équivalente, le lecteur peut considérer que les preuves sont écrites pour ¢ > 0. On notera

aussi au lieu de W, en négligeant le probléme en n = 0.

Lemme 5.1.3. Lorsque v > 1 etd >0,

O (|nl| ) * O (150t?(1 — dt*)") C <‘ ‘ + 150t (1 — gtz) n) :

et 1,50t*(1 — dt?)"

L
n|”

Démonstration. Pour n < 0, le n-iéme terme de la convolution entre T IV

est majoré par Zk:o t2(1 — dt?)* |n| < Tkl \” Pour n > 0, il est majoré par
n/2 8.
—t2 — dt*)"/? —dtH" P < O (1 — dtH)? 4+ —.
Z BT )R < O e
Comme V1 —dt2 <1 — gtz, on obtient la conclusion. m

Lemme 5.1.4. Soienty > 1 etd > 0. Soit Gi(z) = O (| =+ Lysot®(1 — dt?)" ) et supposons
que F(z) = O(1/|n|") est inversible pour tout z € S*. Alors [F(z) + Gt(z)} = F(2)7!
O (s + Lsot® (1= &12)").

Démonstration. On suppose tout d’abord que F'(z) = 1. Si on pose Hy(z) = >, ., ‘n%z” +

Y onen (1 — dt*)"2", la norme du coefficient de 2" dans [1 + G,(z)]”! est majorée par le

coefficient de 2" dans [1 — Hy(z)]7!. Ainsi, il suffit de considérer —— L ou K(z) =
—E T ey

> % Notons que

1 1 1—(1—dt?)z
1—tK _ T 1—tK(z) - 3 3 ' (5:3)
—t (Z) T 1—(1—-dt?)z 1- (1 - dtz) [1 + 1—tK(z)—t3] &
1 —a?) [1 1 —H;&Hg}
1—(1—dt?)z
3
1—(1—dt2> [14‘17”;?]2
2 = 2 t3 !
1—(1—dt?) (1—dt?) " 0.4
= ( ; { 1—tK(z)—t31 : o4
t2(l—df?) ) t? "
=1 t 1—dt*)" |1 "
T RG) -8 D U ey < pom

n=0
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Etudions tout d’abord la somme. Soit A = O,(C) l'algébre de Banach des séries dont les
coefficients sont dans O(1/|n|”). Comme K(z) € A, on a 1 —tK(z) — 3 = 1 —i— OA()
Puisque l'inversion est lipschitzienne sur une algébre de Banach, on obtient

134+ O4(tY). [1 + = tK tg] H C(1+ 2t3)". Lorsque
¢ est assez petit pour que (1—dt?)(142t%) < (1 — 4¢%), le coefﬁ(nent cpde 2P dans 2 >°7 (1—
dt?)" [1 + %] 2" vérifie donc

o £ ! o (1 26%)"
= t2 1—dt> )" | |1 <OY #(1—dt?)'—I—
=1 (1-d) ({ *1—tf<<z>—t3} ) Z EEE

n=0
" 1
<C t2 1——L‘2 _.
;0 ( 2 ) | —n+pp

On retrouve la méme expression que dans la convolution entre O (1n>0t2( — %t2)n) et
O(1/|n|"), qu’on a déja estimée dans le lemme 5.1.3. Ainsi, on obtient

- tK(z) =

G £ ! d,o\"
2y (1—dt*)" |1 " Lsot? (1= %) .
2 (=) [*1—tf<<z>—t3} ; (H e ( y
Comme % = O(t/|n|"), une autre convolution donne

t d\"
5.4) =1 Lsot® [1—=t*) ).
(5.4) +O(|n| + Lot ( 815) )

En multipliant par m =1+0 <‘n%>, on obtient

d n
_ 3 . 2
(5.3)_1+O<| 5+ Losot (1 —16t) )

Cela conclut la preuve du cas F(z) = 1.

On traite maintenant le cas de F(z) arbitraire. Notons que

[F(2)+Gi(2)] " = [1+ F(z)7'Gi(2)] ' F(2)".

Par le lemme de Wiener, F(z)™! = O ( 1 ) et le lemme 5.1.3 donne donc F(2)7'Gy(z) =

||

O <|n|7 + Losot® (1 — th)n>. Ainsi, le cas F'(z) = 1 implique que

1+ F(z)7'Gy(2)] ' =1+0 (| t| + oot (1 - %ﬂ) n) .

On obtient le résultat en convolant une derniére fois avec F/(z)~'. O
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5.1.2 Démonstration du théoréme 5.1.1

Soit Z(t) comme dans le théoréme 5.1.1. On fixe une fois pour toutes d > 0 tel que \1—%5(1&)] <

1 — dt? pour t assez petit, et on restreint ¢ & un intervalle dans lequel cette inégalité est vraie.
L’inversibilité de R(z,t) pour z € D et ¢ assez petit est démontrée dans la proposition 4.3.4.

On va utiliser la perturbation ﬁ(z,t) de R(z,t) définie dans le paragraphe 4.3.2. Etudions
tout d’abord sa valeur propre A(z,t) proche de 1.

Lemme 5.1.5. On a

1— Mz, t) 1-X(2) t 5 d,\"
_ 0 Lot (1= 22) ).
(1= 1=z  C\pr 2

Démonstration. Soient K(z,t) = X(l’?:x(z’t) — 1;5(;) et B(z) = 115(;). Rappelons que A(1,1) =
A1,t) =1 —Z(¢). On a alors

Mz, t) =1—=Z(t)+ (2 — 1)(K(2,t) + B(2)).

Ainsi,
1= Mzt) B2 - E(t) + (1= 2)(K(2t) + B(2)) — [1 = (1 = ;E(1))2] B(2)
1—-(1-12()= 1—(1- =)
_ K(2.f) 1—=2 L2 1 —2B(2)/u

1—=z2 1
1—(1- =) I

=(t) (1 — iz(t))n_l 2" =1+ O(Lysot*(1 —dtH)™).  (5.5)

Soit A = Og_1(Hom(L, £)) 'algébre de Banach des fonctions dont les coefficients de Fourier

sont dans O(1/|n|?~1) pour n € Z. On a R(Z’t;:f(l’t) = RU R(l + O4(t). La preuve du
lemme 4.3.3 s’applique dans 'algébre A et avec des tildes partout en utilisant le lemme
de Wiener pour vérifier qu’on reste dans A quand on prend les inverses. Elle montre que
A, t) (lt) = (Z) )‘(1 + O4(t), ie. K(z,t) = O(t/|n|’~1). En multipliant cette estimée et
(o.o) et en utlhsant le lemme 5.1.3, on obtient

_ t 3 d2 "
roo (it (1-2)').
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Comme ﬁ(z);f(l) =0 <| 1|B> on montre que B(z ( > en répétant la troisiéme étape
de la preuve du théoréme 2.2.5 dans I’algébre de Banach 3(Hom(L, £)). Comme 1—-2B(z)/p
s’annule en 1 d’aprés I'équation (2.12) et est dans O (%) il peut s’écrire sous la forme
(1 — 2)D(z) avec D(2) = O(1/|n|?~1).

Comme =(t) = O(#?), équation (5.5) montre que Z(t) -
Le terme ] est obtenu en multipliant cette expression et D(z) = O(1/|n|?~1). Le lemme

5.1.3 montre donc que
t? do\"
II:O(MB T+ Losot? (1—§t2> ) O

) () o ()

Démonstration. Soient P(z t) le projecteur spectral associé a la valeur propre X(z,t) de
R(z,t) et Q(z,t) = I — P(z,t). Soit A = Oy_y(Hom(L, L£)). Alors R(z,t) = R(z) + O(t)
puisque R,(t) = R, + O(t/ nﬁ ') par hypothése. Comme A vérifie le lemme de Wiener, 'ex-
pression intégrale du projecteur spectral P(z,t) montre que P(z t)=P(z)+0 ) A(t). De plus,

I = R(z,1)Q(z,1) = I = R(2)Q(z) + 0a(t), donc (I = R(z,)Q(=, 1)) = (I - R(2)Q(2)) " +
O.4(t), puisque I — R(z)Q(z) est inversible dans A et I'inversion est lipschitzienne.

i Teays = O+ Lusot! (1= di)").

Corollaire 5.1.6. On a

Comme B B B B _ _
les lemmes 5.1.4 et 5.1.5 impliquent que

il i) g <1 . <1 - lz@)) ) (1 = Bz 0)0(,1) 0z, 1)

i O (e (1 57) )| [P0 ()

+[(1 = 2) + O(1n=t?)] [<1—§<z>@@)>1+0 <|n|2—1>} {Q( )o <| IZ 1”

1—2z =~ BN 10 ! —iQ '
= 1—X(z)P(Z)+(1_Z)(I_R(Z>Q(2)) Q(z)+ 0O (|n|ﬁ 1 + Lisot” (1 256t) )
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N
[ I—-R(») t 5 d ,\"
_< — ) +0(|n|5 1t (1—256t . O

Corollaire 5.1.7. On a
-1

1_zii;%)z - () o (e (- 5) )

Démonstration. Soit x1, Y2 une partition de I'unité C* de S* telle que R(z) = R(z) sur le sup-

port de x;. Comme x; est O, x1(2) = O(1/|n|?~1). Si on note A(z,t) = (

-1
1 z,t)
1(1;E(t))z> ’
le corollaire 5.1.6 implique donc que

X1(2)A(z,1) = x1(2)A(z,0) + O (| |Z -+ Lnsot® (1 - %ﬁ) n) .

En ce qui concerne ys, on peut modifier R hors du support de y» de sorte que I — R(z) soit
partout inversible sur S*. Soit A = Op_;(Hom(L, £)). Comme I — R(z,t) = I — R(z)+O0(t),
le lemme de Wiener implique que (I — R(z,t))"' = (I — R(2)) ™' 4+ O4(t), donc

M@Amw:m@m@m+o(m;0. 0

Les fonctions apparaissant dans I’énoncé de ce corollaire sont en fait définies sur tout le disque
D, i.e. leurs coefficients s’annulent pour n < 0. Cependant, il était important dans la preuve
de travailler dans un contexte moins rigide, entre autres pour introduire des partitions de
I'uniteé.

Démonstration du théoréme 5.1.1. Soit
-1

Alors
> T2 = (- R(z 1)
1 1 1—2 1
pu— P
(= 120)3n  1-(-120)
=I+1I+1II.
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Le coefficient de 2" dans I est i <1 — %E(t)) P. On doit donc estimer les coefficients de I/

et 111 pour conclure.

Par (5.5) et le lemme 5.1.3, les coefficients de /1 sont de la forme

[14+0 (*(1—dt*)")] O (n;_1> =0 (nﬁl_l (1 — gt2>n> :

De plus, le corollaire 5.1.7 montre que le coefficient de 2™ dans 111 est de la forme

O((1—dt*)") 0 (n;_l (1 — %ﬁ) n) :

La convolution entre (1—dt?)™ et t3(1— :2¢?)" est bornée par la convolution entre (1— th)
et t3(1 — :5¢%)", qui donne nt*(1 — :L¢?)". Ce terme est majoré par Ct(1 — 1 £:t%)" puisque,
pour tout ¢ > 0,

n/2 9

nt?(1—ct®)" <2 (1= ct)F(1— ct®)"? < (1 = ct?)"/2.

k=0 ¢
Comme ¢(1— 1 £;%)" < t(1—1%;t%)"* (=5 ), on obtient bien une borne de la forme annoncée
dans I’énoncé du théoréme. O

5.2 L’estimée clé

Dans cette partie, on suppose que 7" : X — X est une tour localement Gibbs-Markov
mélangeante de base Y, qui préserve une mesure de probabilité m. On supposera également
que le temps de retour ¢y satisfait m[py > n] = O(1/n?) pour un certain 8 > 2.

Soit f € L.(X) avec [ fdm = 0, on va estimer trés précisément la fonction caractéristique
de S, f dans le théoréme 5.2.1. Notons que la fonction fy(y) = fiéy)fl f(T*y) satisfait

/Y|fy|2<02n2m[soy — O i (mlpy > n—1) — m(py > n))

< C’an(ng >n) < oo,

ie. fy € LQ(Y), et
> mlaDfy(a) <C D m|

acoag acag
qui est fini par la formule de Kac. Ainsi, fy satisfait les hypotheses du théoreme 4.1.4. La
valeur propre A(t) de Ty; = Ty (e™/v-) peut donc s’écrire

(5.6)
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ou A(t) = t* + o(t?). De plus, =S, f — N(0,0?) d’aprés le théoréme 4.4.1.

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1. Sous les hypotheses ci-dessus, supposons que o > 0. Alors il existe C' >
0, >0 et d> 0 tels que, pour toutes fonctions u € L,(X) et v € L>®(X), pour tout n € N*,
pour tout t € [—a, o,

2 n
/eitSnf.u.UoT”dm— (1_"_/\@)) /udm/vdm’
x 2 X X

1 1 .
<0+ () = (0= 0 ol ol

En prenant ¢ = 0, on obtient que les corrélations de u et v o T™ décroissent en O(1/n"~1),
i.e. on retrouve l'estimée (optimale) du théoréme 2.3.6 dans le cas u, = 1/n”.

Dans la suite de cette partie, les hypotheéses seront toujours celles du théoréme 5.2.1.

5.2.1 Perturbation des opérateurs de transfert

Dans cette partie, on va utiliser tous les opérateurs de transfert définis dans le paragraphe
2.1.1, a savoir R,, T, A,, B, et C,. On va ensuite les perturber, en posant, pour U =
R, T, A, B,C, U,(t) = U,(e"f.). On a déja utilisé les perturbations R, (t) et T}, de R, et
T,, dans le paragraphe 4.4.2, et on a vu qu’elles vérifiaient I’équation du renouvellement

Top= Y. Ri(t)-Rylt). (5.7)

ki4...+ki=n

De la méme fagon, I’équation (2.4) subsiste aprés perturbation, i.e.

TP =Cat)+ > Adt) T Bolt). (5.8)

a+k+b=n

Comme fy = S,f sur {y € Y | py(y) = n}, on a R,(t)(u) = R,(e"Yu). Soient R(z) =
S R,2" et

R(z,t) =Y Ry(t)2". (5.9)

Cela correspond a considérer toutes les préimages d'un point de Y par Ty, donc R(1) est
I'opérateur de transfert Ty associé a Ty et

R(1,t)(u) = Ty (e u). (5.10)
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On va récapituler dans le lemme suivant toutes les propriétés des opérateurs R, (t) qu’on a
déja plus ou moins établies dans les chapitres précédents et qui nous serviront dans la suite.
Pour des raisons techniques, on ne va pas faire agir ces opérateurs sur L., mais plutot sur
L avecn =1/2.

Lemme 5.2.2. Les opérateurs R, et R,(t) agissant sur L., avec n = 1/2 satisfont les
Propriétés survantes :

L3 1Bl = O(1/n7).
2. L’opérateur R(z,t) satisfait une inégalité de Doeblin-Fortet

1Bz, 8)"ull < C+ [t ("[2)" [Jull + Clz]™ [Jull; -

Ainsi, son rayon spectral est < |z| et son rayon spectral essentiel est < 7"|z|. En
particulier, si I — R(z,t) n’est pas inversible, alors 1 est une valeur propre de R(z,t),
et cela ne peut se produire que pour |z| = 1.

3. R(1) a une valeur propre simple en 1, les fonctions propres correspondantes étant les
fonctions constantes, et I — R(z) est inversible pour z # 1.

4. Il existe C' > 0 tel que, pour tout t assez petit, pour tout n € N*,

g
1

S IR - Ru0)] < €

k=n-+1

nb

5. Pour tout réel t, il existe une constante ,C qui dépend de t telle que, pour tout réel t/,
pour tout n € N*, || R,(t') — R, (t)|| < CL4"

Démonstration. La premiére assertion découle du lemme 2.1.2 qui donne ||R,,|| = O(m[py =
La deuxiéme assertion découle des preuves du lemme 2.1.4 et du corollaire 4.1.3.

La troisiéme assertion est une reformulation des lemmes 2.1.3 et 2.1.4.

Pour la quatriéme assertion, on applique le lemme 4.1.2 dans 'espace L., i.e., les quantités
7, m, s et t du lemme 4.1.2 sont prises égales respectivement & 77, 1, ¢ et 0 dans le contexte
actuel. On somme les estimées données par ce lemme sur les éléments a € o avec py(a) = k,
et on obtient

oy (a)=k {oy =k}

Mais D, fy(a) < Cpy(a) = Ck et ey — 1] < |t||fy| < C|t|oy = C|t|k. Ainsi,

[Bi(t) = Rie|| < Clt[km(py = k).
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Finalement,

Y IRt = Rill < Cltf Z km(py = k)

k=n+1 k=n+1

= Ct] ((n + Dm(py >n) + Z m(py > k)) ;
k=n+1
ce qui permet de conclure puisque m(py > n) = O(1/n”).

Finalement, pour la cinquiéme assertion, on somme encore les inégalités données par le lemme
4.1.2, mais cette fois sur I'espace L., et on majore 1 + |t|"D, f(a)" par C'py(a)". On obtient

|Rat+5)~ R <C 3 ( )Isl"D, fy (a / € — 1y ( >)
ey (a)=n

On majore |/ — 1| par Olsf|? < C|s|"¢}, et on obtient au final une majoration en
Cls|"(n")?m(ey = n) = C|s|"nm(py = n). Cela conclut la preuve car m(py = n) <
m(py >n—1) = 0(1/nP). O

On aura aussi besoin des estimées suivantes sur A,(t), By(t) et C,(t); elles é¢tendent au cas
perturbatif les lemmes 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5.

Lemme 5.2.3. Soient u,v € L™(X). Alors [ Ay(t)(u)-v= [ As(u)-v+0O <aﬁ1

[ Au(uw)-v=0(1/d") et
Z/ (1y) - v—/ (5.11)

aeN

) . De plus,

Ici, le O (agll) est uniforme sur R : il existe C' > 0 tel que Vt € R, Va € N*,

[0 [ o] < D pal ol

Démonstration. Un changement de variables donne [ Aq(t)(u) v = [, .., eSalyy! | ot v/
est défini par v/(y,0) = v(y, a) si py(y) > a et v'(y,0) = 0 sinon. Ainsi,

‘ [ Ao [ A e /{ Sl el

< [timlpy > ala || flloo 1l V]l o
Comme m[py > a] = O(1/a”), cela conclut la preuve du premier point. De plus, comme
> Au(ly) = 1x, (5.11) est immédiat. O

N
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Lemme 5.2.4. Pourt € R, By(t) = By +O (bﬁ‘i) 0t || By|| = O(1/b%). De plus, Yu € L(X),

on a
Z/Bbudm:/udm.
o JY X

Démonstration. Soit A, 'ensemble des points qui arrivent dans la base aprés exactement
b itérations, si bien que By(t)(u) prend en compte les valeurs de w sur A,. On vérifie en
utilisant le lemme 4.1.2 que ||By(t) — Byl| < Clt|m(Ap) DSy f(Ap). Comme DS,f < Cbh et
m(Ay) = mpy > b] = O(1/bP), on obtient que || By(t) — By|| < Cbg%.

De plus, || By|| = O(m(Ay)) = O(1/b7) d’aprés le lemme 2.3.4. Comme [, Byudm = [, udm,
on obtient finalement Y, [ Byudm = [, udm. O

Lemme 5.2.5. [] existe une constante C' > 0 telle que, pour tout n € N* et pour tout t € R,
IC @O @)l < 7= Nl

Démonstration. Pour tout € X, |C,,(t)(u)(z)] < |Cp(u)(z)|. Ainsi, le lemme est une consé-
quence directe du lemme 2.3.5. O

5.2.2 Démonstration du théoréme 5.2.1

On veut appliquer le théoréme 5.1.1 & R(z,t) = >_ R,(t)z". On sait déja que la valeur propre
proche de 1 de R(1,t) se met sous la forme 1 — #&)A(t) avec A(t) ~ t?, d’aprés le théoréme
4.1.4. De plus, le lemme 5.2.2 implique les estimées requises sur les normes de R,, et R, ().

Finalement, le projecteur spectral P de R(1,0) associé a sa valeur propre 1 est la projection

sur les fonctions constantes sur Y, donnée par Pu = n{‘(;) Il satisfait PR'(1)P = m(ly)P
d’apres le lemme 2.1.5.
Ainsi, on peut appliquer le théoréme 5.1.1 avec =(t) = #&)A(t) et u = #Y) Comme

S Tn2™ = (I — R(2,t))7! par (5.7), on en déduit qu’il existe un terme d’erreur E(n,t) tel
que T,,; = m(Y) ( — %A(t)) P+ E(n,t), avec

|E(n,t)|]| < C {nﬂl_l + [¢] (nﬂl_1> *(1— dtz)”] =:e(n,t). (5.12)

Dans la suite, on notera C' et d des constantes génériques qui pourront varier un nombre fini
de fois. En particulier, on pourra écrire des inégalités comme 10e(n,t) < e(n,t). Avec cette
convention, le lemme 5.1.3 implique que

(#) we(n,t) = Ole(n, 1), (5.13)
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Soient u € L(X) et v € L*(X). Pour simplifier les expressions, on supposera que ces deux
fonctions sont de norme au plus 1. Alors (5.8) implique que

/e“s”f~u~voT":/ (6150w /f"(u)v
X

— Z / (t) T4 By () (u )v+/Cn(t)(U)v

= a%; n /X Au(tym(Y) (1 - ";Mt))kPBb(w(u)v .
+a+§n/ E(k,t)By(t) v—i—/C

)o| < o llull vl

Bornons ensuite d’abord la deuxiéme somme. Si h € L£(X), la fonction A,(t)h est sup-
portée par T*({y € Y | py(y) > a}), dont la mesure est m[py > a] = O(1/a”). Ainsi,
[ Aat)()o| < 5 17l vlloe < 25 [IRI]- De plus, [|[E(k, )By(t) ()| < e(k,t) | By(t)]| <
e(k,t) 5 d’aprés le lemme 5.2.4. Ainsi,

Z/ Bk, ) By(t)(u)o

a+k+b=n

D’aprés le lemme 5.2.5

C C
< Z aﬁfle(k’t)w
a+k+b=n (515)

<C (nﬁll) we(n,t) * (%) < e(n,t)

d’aprés (5.13).

On peut écrire la premiére somme de (5.14) comme
o? F
=y ( / Aa(t)(ly)v) (1 - —A(t)) ( / Bb(t)(u)) .
a+k+b=n X 2 Y

En utilisant les lemmes 5.2.3 et 5.2.4 et en convolant, on obtient une suite w,. telle que

we =0(1/c?), Ywe = ([u) (fv), et

= (o (L)) (1- )

k
Comme A(t) ~ t* quant ¢t — 0, le terme venant de O (CJJ,J * (1 - %QA(t)) est borné par

It (o) * (1 — dt*>)" < e(n, t). De plus, pour z,y € R,

le® —eY| < |z —yle max(@.y) (5.16)
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- C - o? 2 k
,; (n —k)# +kz:/2 (n— k)ﬁ(n — k) |In (1 - ?A(t))‘ (1 - —A(t))
S ngl * k:zn;z ( _C/;)B 21— dt*)"? < e(n,t).

Ainsi, & O(e(n,t)) prés, Uintégrale [e™nf .- voT™ est égale & >} wy— <1 — ";A(t)) :

Finalement,

(0] (L) () Lo -0

o? "= = 1 C
— (1 - 7A(t)) Y ow<C Y 5 < o <e(nt).
k=n+1 k=n+1
Cela conclut la preuve. O

5.3 Le théoréme de la limite locale

5.3.1 Problémes de périodicité

Ce paragraphe est a rapprocher de la fin de la partie 3 de | |-

Soit T': X — X une tour localement Gibbs-Markov mélangeante préservant une mesure de
probabilité m, de base Y, et f € L.(X). Pour t € R, on dit que e/ est cohomologue & une
constante A € S* §'il existe w : X — S* mesurable telle que ¢/ = A\22T presque partout.

Proposition 5.3.1. Soient t € R et z € S'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. e est cohomologue ¢ 2 ".

2. 1 est valeur propre de l'opérateur R(z,t) agissant sur L.(Y).

Démonstration. Supposons tout d’abord qu'il existe w € L£.(Y') non nul tel que R(z,t)w =
w. Comme R(z,t)(v) = Ty (2% e™vv), lopérateur adjoint dans L? de R(z,t) est W(v) =
2o vy o Ty, Alors |[Ww —wlf3 = [|[Wwl|3 — ||w|l3. Comme Ty préserve la mesure, on
a |lwll, = [[Wwl||y, donc [Ww —w|, = 0. Par conséquent, w = z7%¥e "/Yw o Ty presque
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partout. En prenant le module, on obtient |w| = |w| o Ty, et I'ergodicité de Ty implique que
|w| est presque partout constant. Comme w n’est pas la fonction nulle, on peut supposer que
|w| = 1. On étend w & X en posant

w(z, k) = w(z,0)et/ @0 .. gitf@h=1) k

Alors, pour k < @y (x) — 1, on a par construction w o T'(z, k)/w(x, k) = ze/ @) De plus,
pour k = py(z) — 1,

wo T(x, k) w(x, k) =wo Ty(x,0)/w(z, k) = @0kt (20) fw(x, k) = e @F) 4,

Ainsi, e/ = 271w o T'/w presque partout.

Réciproquement, supposons qu'une fonction mesurable w sur X satisfasse ¢/ = 271w o
T/w. Le calcul précédent montre qu’en ce cas ey = z7%Yw o Ty /w. L'opérateur R(z,t) =
Ty (%7 eIy ) agit sur LY(Y) et

R(Z’t)((,(}) = fY (Z@Yeitfy’w) = fY (w o) TY) = w.

Mais, dans le point 2 du lemme 5.2.2; on a vu que R(z,t) satisfait une inégalité de Doeblin-
Fortet entre les espaces £,.(Y) et L}(Y'). D’apreés la proposition 1.1.12; cela implique que les
fonctions propres de R(z,t) dans L'(Y') sont en fait dans £,(Y). Ainsi, w € £L.(Y). O

Corollaire 5.3.2. L’ensemble 2 := {t € R | €'/ est cohomologue & une constante} est un
sous-groupe fermé de R. De plus, pour tout t € 2, il existe un unique z(t) € St tel que e’
soit cohomologue a z(t). Finalement, l'application t — z(t) est un morphisme continu de A
dans S*.

Démonstration. L’ensemble 2 est clairement un sous-groupe de R. Si €/ est cohomologue
simultanément a z et 2/, alors 2’ = e;hZTz pour une certaine fonction h : X — R. Comme T’
est mélangeante d’apres le théoréme 1.3.15, toute constante s satisfaisant g o T" = sg pour
une fonction non nulle g est nécessairement égale a 1. Cela implique que z = 2’. L’application

t +— z(t) est donc bien définie, et c’est un morphisme de groupe.

Il reste a vérifier que A est fermé et que z(t) est continue. Soit ¢,, une suite de 2 qui converge
vers T € R. Soit Z une valeur d’adhérence de la suite z(t,). Par le point 5 du lemme 5.2.2,
(z2,t) — R(z,t) est une application continue a valeurs dans Hom(L 1/2(Y),L.12(Y)). Si
I — R(Z',T) était inversible, alors I — R(z,!,t,) serait également inversible pour n assez
grand, ce qui est absurde d’aprés la proposition précédente (appliquée dans L 1/2). Ainsi,
I — R(Z71,T) n’est pas inversible, donc 1 est une valeur propre de R(Z!,T) par quasi-
compacité. Cela implique que 7" € 2 et que Z = z(T), encore une fois par la proposition
précédente. O

Par conséquent, il y a trois possibilités : 2 est soit R, soit {0} (auquel cas on dit que f est
apériodique), soit un sous-groupe discret de R. Si c’est R, | | implique que f peut étre
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écrite sous la forme y — y o T, donc 02 = 0 dans le théoréme central limite et il n’y a rien a
démontrer. Si 2 = {0}, alors f ne peut pas s’écrire sous la forme p+g—goT + Mg ou p € R,
g+ X — R est mesurable, A > 0 et ¢ : X — Z. On verra dans le théoréme 5.3.3 comment
obtenir un théoreme de la limite locale dans ce cas. Finalement, si 2 est un sous-groupe
discret non trivial de R, par exemple 2 = 27Z, alors on peut écrire f = p+g—goT 4 q ou
q prend des valeurs entiéres, mais il n’existe pas de telle décomposition de f ol ¢ prendrait
ses valeurs dans nZ avec n > 2. Ce cas est traité dans le théoréme 5.3.4.

5.3.2 Le cas apériodique

Lorsque la fonction f est apériodique, on peut démontrer le théoréeme de la limite locale
suivant :

Théoréme 5.3.3 (Théoréme de la limite locale, cas apériodique). Soit T : X — X une tour
localement Gibbs-Markov mélangeante de base Y, qui préserve une mesure de probabilité m.
On suppose que m[py > n] = O(1/nP) pour un certain B > 2. Soit f € L,(X) d’intégrale
nulle, et soit 02 la variance dans le théoréme central limite pour f, donnée par le théoréme
4.1,

On suppose que f est apériodique, c’est-a-dire qu’elle ne s’écrit pas sous la forme p+g—go
T+MAgoup€eR,g: X — R est mesurable, \ > 0 et ¢ : X — Z. Cela implique en particulier
que 0 > 0.

Alors, pour tout intervalle borné J C R, pour toute suite k,, avec k,/\/n — k € R, pour
toutes fonctions u € L,(X) et v: X — R mesurable,

w2

e 202

oV 2T

La fonction a droite est la densité de N'(0, 0?) : lorsque u = v = 0 et k,, = k+/n, ce théoréme
signifie que

vnm{z € X | S,f(z) € J+ky +u(z)+o(T"z)} — |J]|

1 J J
—S,f€Ek+—=p~P (N0, 0*)er+—=]).
m{ s ent TP (MO ent T)
Autrement dit, inSn f se comporte non seulement globalement comme N (0, 0%) comme 1'af-
firme le théoréme central limite, mais également localement.

L’hypothése d’apériodicité est importante. Autrement, f pourrait par exemple ne prendre
que des valeurs entiéres, et le théoréme ne pourrait pas étre valide par exemple pour k, = 0,

u=v=0etJ=1[1/3,2/3].

Démonstration. Pour tout (z,t) € (D x R)\{(1,0)}, I — R(z,t) est inversible : pour |z| < 1,
le rayon spectral de R(z,t) est au plus |z| < 1 d’aprés le point 2 du lemme 5.2.2; et pour
|z| =1 cela vient de la proposition 5.3.1 et du corollaire 5.3.2 puisque 2 = {0}.
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Soit o > 0 donné par le théoréme 5.2.1. Ce théoréme permet de controler le comportement
des fonctions caractéristiques de S, f pour |t| < a. Soit K > 0. On va montrer 'affirmation
suivante : il existe C' > 0 tel que, pour tout |t| € [a, K], pour tout n € N*, pour toutes
fonctions u € L.(X) et v e L>®(X),

/Xetsnf.u.vo:r < = llull o]l (5.17)

Soit A = Of_(Hom(L,1/2(Y), L,1/2(Y))) Talgebre de Banach des séries » ° A,2" avec
|4, = O(1/n”Y), muni de la norme ||>° A,2"|| = sup(n + 1)#71||A,|. L’application
t — R(z,t) est continue de [—K, —a] U [«a, K] dans A d’aprés le point 5 du lemme 5.2.2. De
plus, I — R(z,t) est inversible sur D pour ¢ dans ces intervalles. Le lemme de Wiener montre
donc que (I — R(z,t))~! € A, et la continuité de I'inversion implique que t + (I — R(z,t))!
est continue. Par compacité, il existe C' tel que ||(I — R(z,t))7"||, < C pour |t| € [o, K].
Comme (I — R(z,t))™" = 3T, 2", cela implique que ||T,,;|| < =&+, uniformément en n et ¢.

On a
/ ¢S Ly o T = / Colu)v + / Au(8)Tu By() () - .
X X at+k+b=n "X
D’apres Ch(u)v| < =& ||ull  [[v]| - D’aprés les lemmes 5.2.3 et 5.2.4,
C C
(&) TkaBo(t) (w)v) < —57 1Tk Bo(t) (W)l 0lle < 57 Tl 1 Bo(®) [} lull o]l
¢ C c
~ arB*l kﬁil b’Bil ||U|| Hv”oo
Ainsi,

i . 1 1 1 C
Jestuvor| <o ()« () * () Tl < o Bl ol

et 'équation (5.17) est démontrée.

On prouve maintenant le théoréme de la limite locale en utilisant la méthode de Breiman
(| ]). Soient u,v et k, comme dans les hypothéses du théoréme. Soit ¢ € L'(R) dont
la transformée de Fourier zZ est continue et a support inclus dans [—K, K]. Alors ¢(x) =
= ff{K D(t)eitr dt done

n K . -
VREW(Suf = kn —u—voT") = — /_K D()E (HSnI—Fn—u=voT™) gy
n e}

— _/ {p\(t>e—itknE(eitSnfe—itue—ituoT”) dt (518)

4+ vV / {Z}\(t)e—itknE(eitSnfe—itue—itvoT”) dt.
a<|t|I<K
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Pour a < [t| < K, les normes ||e” || et |[e=||_ restent bornées donc I'équation (5.17)
montre que | E(enfemitue=itveT™)| < £ Par conséquent, la deuxiéme intégrale dans (5.18)
tend vers 0. Pour la premiére intégrale, le théoréme 5.2.1 montre qu’on peut approcher

E(eitSnf gmitug=itvoT™) pay (1 — %A(t)) [ e [e~. L’erreur est bornée par

C\/ﬁ/_z (nﬁl_l + || (nﬂl_l) *(1— dtz)”) dt.

Montrons que cette intégrale tend vers 0. C’est clair pour le premier terme. Pour le deuxiéme,
5o 12 1 . , . 1
on coupe l'intégrale en deux morceaux. Pour || < T la convolution est bornée puisque —5—

est sommable et (1—dt*)" < 1, donc 'intégrale est < CV/n [, 5 [t| = 0. Pour [t| > T le

lemme 5.1.3 montre que la convolution est majorée par It\n% + [¢](1 — dt?)", donc I'intégrale
vaut au plus

Inn

1
C\/ﬁ/ —— + |t - dtH) " < Cvn +C\/ﬁ[
N K ) nf=1

1— 2\n+17 &
( dt’) ] — 0.

—2d(n+1) wo

Finalement, on a montré que

VRE((S] ~kamu—voT™)) = ¥ [ Gt (12 ZA0) BB arrol)

Mais

2_\/77? /_ Z D(t)eithn (1 - %2A(t)>nE(e““)E(em) dt

= — - = 6 " -5 = e " € "
o oA NG 2 Vn
1 [~ e e
= o [Boee T ar
2T R

par convergence dominée. On a utilisé le fait que A(t) ~ ¢ prés de 0, si bien qu’en particulier
22\ " o242

n
<1 — §A <\/Lﬁ>> < < — W) < e 1 sia est assez petit, ce qui donne la domination.

2

w2 ) o2 .
Soit x(k) = 2; = o e~itre= Tt On a prouvé que, pour toute fonction ¢ € L! dont la

transformée de Fourier est continue & support compact,

VRE(Spf —kn —u—voT")) — x(k) /Rw(x) dz. (5.19)

L’équation (5.19) peut alors étre étendue & une classe plus large de fonctions par des argu-
ments de densité (voir | ]), et cette classe plus large contient en particulier les fonctions
caractéristiques d’intervalles bornés. Cela conclut la preuve. O
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5.3.3 Le cas périodique

Le théoréeme suivant donne le théoréme de la limite locale quand le groupe 2 du paragraphe
5.3.1 est un sous-groupe discret de R, par exemple 27Z.

Théoréme 5.3.4 (Théoréme de la limite locale, cas périodique). Soit T : X — X une tour
localement Gibbs-Markov mélangeante de base Y, qui préserve une mesure de probabilité m.
On suppose que m[py > n] = O(1/n?) pour un certain B > 2. Soit f € L.(X) d’intégrale
nulle, et soit 0% la variance dans le théoréme central limite pour f donnée par le théoréme
4.4.1.

Supposons que f = p+q ou q est a valeurs entieres et p € R, et que f ne peut pas étre écrite
sous la forme f = p'+g—goT + A ou A € N\{0,1} et ¢ : X — Z. Cela implique en
particulier que o > 0. Alors, pour toute suite k,, avec k, —np € Z telle que k,//n — Kk € R,

w2

e 202

vnm{ze X | S, f(x) =k,} —

o2

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle du théoréme 5.3.3, sauf
qu’on va utiliser la transformée de Fourier sur Z, c’est-a-dire les séries de Fourier, au lieu de
la transformée de Fourier sur R.

Si k et [ sont deux entiers,

Y
1k:l = —/ elt(lik) dt.
2 ) .

En appliquant cette équation a k, — np et S, f(x) — np et en intégrant, on obtient

1 i ) )
m{r e X | Spf(x) =k,} = %/ e~ thn B (5T dt.

C’est un analogue de (5.18). A partir de 1, la preuve du théoréme 5.3.3 s’applique. Le seul
probléme est de montrer que, sur [—m, —a]U[a, 7], I — R(2,t) est inversible pour z € D. Cela
vient des hypothéses sur f qui assurent que I — R(z,t) est inversible dés que ¢ & 277 d’apres
la proposition 5.3.1 et le corollaire 5.3.2, puisque A = 27Z. O]

5.4 Le théoréme de Berry-Esseen

Théoréme 5.4.1 (Vitesse dans le théoréme central limite). Soit T : X — X une tour
localement Gibbs-Markov mélangeante de base Y, qui préserve une mesure de probabilité m.
On suppose que m[py > n] = O(1/n?) pour un certain B > 2. Soit f € L.(X) d’intégrale
nulle, et soit 0% la variance dans le théoréme central limite pour f donnée par le théoréme

441,



5.4. LE THEOREME DE BERRY-ESSEEN 209

Supposons que o2 > 0 et qu’il existe 0 < § < 1 tel que E(|fy|*1iyy>.) = O(27%) quand
z — 400. Si 6 =1, supposons de plus que E(f{14,<.) = O(1). Alors il existe C > 0 tel que
Vn € N*,Va € R,

Lorsque fy € LP pour un certain 2 < p < 3, alors les conditions du théoréme sont satisfaites
pour § = p — 2. En particulier, quand fy € L3, on obtient une convergence en O(1/y/n), ce
qui est le théoréme de Berry-Esseen habituel. On a donné un résultat un peu plus précis dont
les hypothéses correspondent aux conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir une vi-
tesse en O(n~%/%) dans le théoréme central limite pour des variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées, d’apres | , théoréeme 3.4.1|. En effet, dans les applications, une
hypothése fy € LP ne serait pas toujours suffisante, par exemple dans le cas des applica-
tions LSV dans le paragraphe 5.5.4. Notons aussi que, pour toute fonction f € L£,(X), les
hypothéses du théoréme sont satisfaites pour 6 =3 —2si2< <3 et pourd =1si 5> 3.

Démonstration du théoreme 5.4.1. L’inégalité de Berry-Esseen (| , lemme XVI.3.2]) im-
plique que le résultat sera prouvé si 'on montre que, pour un certain ¢ > 0,

cvn 1 e S 2 1
nf — 2| _
On estime tout d’abord l'intégrale entre —1/n et 1/n :

o T
1/n . 2 1/n 1 -
/ ‘E GaSnly _ =5t g/ —’E(e’ —1)+/ ( —1(
1n ¢l “1/m It 1/n 1t

[ Legssn+ [ 2
< — n +/ - It
—1/n \/ﬁ —1/n 2
Mais E(|S,f|) < nE(|f|), donc on obtient O(1/4/n) pour ce terme.

Soit A(t) comme dans le théoréme 5.2.1. Alors, si ¢ est assez petit,

2 n 5
g/ i‘(l_a_/\ (L)) Lot
1/n<ltl<eym |1 2 \Wn
1 it S f o? t "
+/ _'E<ew)_(1__A(_)> |
1n<ltl<eym ] 27 \vn

Montrons que le deuxiéme terme satisfait

Jcgeit P55 (7))

2
Cft2

1 it
/ —‘E(ez\/tﬁs”f)—e_7
1/n<lti<evn |
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Soit e(n,t) = C' [ + |t| (z5=) * (1 — dt*)"]. Par le théoréme 5.2.1,

’E(&«’%S"f) - (1 - “;A (%))n < eln,t//n).

Ainsi, il suffit de démontrer que

Joe ™0 ().

Pour le terme ——, lintégrale vaut 252, qui est en O(1/y/n).

Pour l'autre terme c(n,t) = [t| (5= ) * (1 — dt*)", on coupe lintégrale en deux. Pour [t| < 1
la convolution est bornée puisque —— est sommable et (1 — dﬁ)” < 1. I reste [ ﬁ\% = \/iﬁ

Pour |t| > 1, on utilise le lemme 5.1.3, qui donne que ¢(n,t) < i L+ [t| (1 — 4¢*)". Ainsi,

T e )

On a donc démontré que
C\/ﬁ 1 ;_t o2 1 2 t " o2 1
/ — ’E(elﬁsnf) —e 7% < / — ’ (1 ~ZA (—)) —e 7"+ 0 (—) .
ey [t tj<ey [t 2 \vn vn
(5.20)

On s’est ramené a 1’étude des puissances d'une fonction, et on va donc pouvoir appliquer les
mémes méthodes que celles utilisées en probabilités. Plus précisément, 1’étude de la vitesse
dans le théoréme central limite dans | , théoréeme 3.4.1] repose sur les deux faits suivants :

1. Si une variable aléatoire Z vérifie E(|Z|?1|7/>.) =400 O(27%) avec 0 < § < 1 et, dans le
cas § = 1, E(Z%17<.) = O(1), alors il existe une constante A? > 0 telle que E(e"?) =
1= 5801 +9(1)), avee [7, £7(t)] = O(x*+) quand = — 0.

2. Si une fonction J(t) vérifie [* #*[5( )\ = O(:L‘3+5) avec 0 < § < 1, et 0% > 0, alors

(1= 220 +5(/vm) —e 58| = 0mr),

Comme m[py > n] = O(1/n?) avec B > 2, on vérifie aisément que fy vérifie (4.6), si bien que

1
J<eym

le lemme 4.1.6 sapplique. Ainsi, la valeur propre A(t) de Ty, s'écrit By (e7) 4+ at2 + O(t3)
pour une certaine constante «. De plus, le fait 1 rappelé ci-dessus, appliqué a la variable
aléatoire fy : Y — R, montre que Ey (e®/Y) =1 — ’\;tQ(l + 7v(t)) pour une certaine fonction
y(t) avec fx 2ly(t)] = O(x3+?). Comme A(t) = 1 — #&A(t), on en déduit que A(t) =
£2(14+m(Y) 257(t)+O0(t)). Ainsi, on peut écrire A(t) = t>(1+7(t)) avec [*, £2[7(t)] = O(x*+),

(1-52(%)) - =] = o).

E(ezﬁSnf> _ e—%t2

et le fait 2 montre alors que fl f<eym ﬁ

= O(n™%?), ce qui conclut la preuve.
]

D’apreés (5.20), on a donc f " |t|
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5.5 Applications

Dans cette partie, on montre comment les théorémes de la limite locale et de Berry-Esseen,
démontrés dans le cas des tours localement Gibbs-Markov mélangeantes, peuvent en fait
s’appliquer a toutes les applications qui admettent des modeéles localement Gibbs-Markov
(définies dans le paragraphe 1.3.4). La réduction pose des problémes essentiellement au ni-
veau des hypothéses d’apériodicité, car il n’est pas évident qu'une fonction apériodique pour
une application 7" : X — X reste apériodique dans une extension de X. En général, la
période peut effectivement varier d’un facteur multiplicatif fini, comme on le verra dans
I’exemple 5.5.4. Pour cette raison, on se restreindra pour le théoréeme de la limite locale au
cas apériodique.

5.5.1 Le cas Markov-transitif

Les preuves des théorémes des deux parties précédentes ont reposé de fagon importante sur
le fait que les opérateurs de transfert de premier retour forment une suite d’opérateurs de
renouvellement, et donc sur le fait que la tour était Markov-mélangeante. On peut en fait
affaiblir cette hypothése, de maniére analogue au paragraphe 4.4.1 :

Proposition 5.5.1. Les théoremes 5.5.5 et 5.4.1 restent vrais si on y remplace ’hypotheése
“Markov-mélangeant” par “Markov-transitif”.

Démonstration. Soit T : X — X une tour localement Gibbs-Markov transitive. Comme dans
la preuve de la proposition 4.4.3, on décompose X = Xy U...UX,_1 ou T envoie X; dans X;
pour 0 <i<d—1,et T?: X; — X; est une tour localement Gibbs-Markov mélangeante.

Soit f : X — R appartenant a £, apériodique. Pour 0 < 7 < d — 1, soit f; = (Saf)x,-
Montrons qu’elle est apériodique pour T%. Sinon, f; = p+ g — go T? + \q, ol g et ¢ sont
définies sur X;. On étend g et g & tout X en posant, pour z € X; et 0 < r < d, g(T"z) =
g(x) = >0 (f(TPz) — 2) 4+ Aq(z) et q(T"z) = 0. Alors f = 24 g— goT + Ag, ce qui est
absurde. Ainsi, toutes les fonctions f; sont apériodiques. On peut leur appliquer le théoréme
5.3.3 dans la tour mélangeante (X;, T¢) et on obtient que, si J est un intervalle borné de R

et kn/v/n — K €R,

2

e 202

o/ o’

ot la variance o2 est indépendante de i, comme on ’a vu dans la preuve de la proposition
4.4.3. En sommant sur ¢, on obtient la conclusion du théoréme 5.3.3 pour f, et pour les temps
de la forme dn. Pour des temps dn+r avec 0 < r < d, on utilise le méme résultat pour fol™,

Vdnm{z € X; | Snf(x) € J + kg + ulz) + 0(T"z)} — m(X;)|J]
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u—3S,.f,voT" et la suite ky,,,, et on obtient que

2

67 202
o\ 2w '

Comme Sy, foT"(x) + S, f(x) = San+rf(z), cela conclut la preuve du théoréme 5.3.3 dans le
cas Markov-transitif.

Vdn+rm{z € X | SynfoT () € J + kgnir +u(z) — S, f(z) + 0(T" " z)} — |J]

De la méme fagon, le théoréme central limite avec vitesse se déduit du méme résultat sur
chaque X;, pour des temps de la forme dn. On étend ensuite le résultat a des temps arbi-

traires : pour un temps dn + r avec r < d, on a \/Ldfnwdnﬂf — Sanf| < %, donc cela

introduit une erreur d’au plus O(1/4/n). O

5.5.2 Apériodicité et extensions

Dans tout ce paragraphe, 7" : X’ — X’ sera une application préservant une mesure de
probabilité m’ sur un espace X’. Soient également (X,m) un espace probabilisé standard,
T : X — X une application ergodique qui préserve m et m : X’ — X une projection a fibres
dénombrables telle que m = m,(m') et Tomr =m0 T".

On va alors relier les propriétés d’apériodicité d’une fonction f : X — R a celles de f' =
fom: X' —R.

Proposition 5.5.2. La fonction f est un cobord pour T, i.e. elle s’écrit sous la forme f =
x —xoT, siet seulement si f' est également un cobord pour T".

Démonstration. Si f = x — x o T alors, en posant ' = yom, ona f' = x ' —x oT’. En
revanche, la réciproque n’est pas immédiate car, si f' = x’ — x' o T”, il n’est pas évident que
X’ soit constante sur les fibres de 7, ce qui impliquerait qu’elle se factoriserait en y o 7.

On utilise la caractérisation suivante des cobords : soit T' un endomorphisme d’un espace
probabilisé (X, m). Alors une fonction mesurable f sur X peut s’écrire comme x — x o T
presque partout si et seulement si

Ve >0,3C > 0,Yn > 1,m{z € X | |S.f(z)| = C} <e. (5.21)

Cette caractérisation, due a Schmidt, est prouvée par exemple dans | |.

Comme (5.21) ne fait intervenir que les distributions des sommes de Birkhoff et que S, f
et S, f ont la méme distribution respectivement pour m et m/, la proposition en découle
immédiatement. O]

L’hypothése de dénombrabilité des fibres ne sert pas dans la proposition 5.5.2. En revanche,
elle sera essentielle dans le théoréeme qui suit :
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Théoréme 5.5.3. La fonction [ est apériodique sur X pour T (i.e. elle ne s’écrit pas sous
la forme p+g—goT + A oup€R, g: X = R est mesurable, \ >0 et q: X — 7Z) si et
seulement si ' est apériodique sur X' pour T".

Démonstration. Si f est périodique sur X, i.e. f = p+g—goT+M\q, alors f' = p+g'—g'oT'+ ¢

ol ¢ = gomet ¢ = qom. Ainsi, f' est périodique. La réciproque est plus compliquée.
Supposons que [’ est périodique, on va montrer que f 'est également en utilisant des idées
de | |. On peut supposer par exemple que A\ = 27. Quitte & remplacer m’ par une de ses

composantes ergodiques, on peut la supposer ergodique.

Comme la projection 7 est & fibres dénombrables, il existe une partie mesurable A de X’
telle que 7 est un isomorphisme entre A et X, avec m/(A) > 0. On définit une fonction g
sur X par g(z) = ¢'(z') ou 2’ est 'unique préimage de = dans A. Quitte & remplacer f par
f—=g+goT —p et g par ¢ —gom, on peut supposer sans perte de généralité que ¢’ = 0
sur A et que p’ = 0.

Pour x € X, soit W,,(z) la mesure sur S' donnée par
1~
Walz) = = §(e/)
n
k=1

ol §(y) est la masse de Dirac en y. Pour u € CY(S'), on peut trouver, par compacité, une
sous-suite ny telle que

/ udW,, (z) = L(u)(x) en topologie faible * dans L*(X).
Sl

Par procédé diagonal, on peut garantir cette convergence pour un ensemble dénombrable
dense de fonctions de C°(S). Quitte & prendre encore une sous-suite, on peut méme demander
que = >0 [ udW,, (2) — L(u)(z) ponctuellement sur un ensemble Y C X avec m(Y) =
1, par le théoréme de Komlos (| |). Par densité, on obtient la méme convergence pour
tout u € CO(ST).

Pour z € Y, l'application u € C°(S') — L(u)(z) € R est une forme linéaire continue
positive envoyant 1 sur 1, et est donc donnée par une mesure de probabilité P,. De plus,
ces mesures satisfont Pr,(S) = P,(e¥®S) pour tout borélien S de S*, car W,,(Tz)(S) =
W, (z) (e @ 3) £ 2.

Pour un certain € > 0, on va montrer que

m{x | P,({1}) > e} > . (5.22)
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Sia’ € ANT'7F(A), alors eiSfor(@) = ¢ild'@)=g'oT"@)) = 1 je. S f on(2') € 2nZ. Ainsi,
1 n
/ W (x)({1}) dm(x E / (Skf(z) € 27Z) dm(x)
n
k=1

n

1
>1s :/ HANT ™ A) dm! (')
n ’

k=1

:/ 1y - (ﬁZlAOT/k> dm/(2") — m/(4)? > 0

k=1

par le théoréme de Birkhoff. Ainsi, si n est assez grand, [, W, (z)({1}) > 3¢ > 0. Par consé-
quent, [ (2377 Wy, (z)) ({1}) > 2e pour n assez grand. Comme (1377 W, (z)) ({1}) <

1, on obtient
m { | (%me) (1)) > } >
k=1

Ainsi, Pensemble C' = {z | limsup (£ Y°7_, W, (2)) ({1}) > ¢} satisfait m(C) > . Finale-
ment, P,({1}) > e sur C, et cela démontre (5.22).

On définit une mesure p sur X x S par u(U x V) fU (x). Alors p est inva-
riante sous 'action de T : (z,7) — (T(z), e~ @y). [ ] montre que, pour presque toute
composante ergodique P de p, il existe un sous-groupe compact H de S! et une application
w: X — St telle que, si my est la mesure de Haar sur H,

YVUxV CX xS, PUxV)= /UmH(w(x)V) dm(x).

De plus, il existe alors une fonction 1 & valeurs dans H telle que e/(®) = %w(x)

Si, pour toute composante P de p, on avait H = S!, alors P = m ® Leb pour tout P, donc
p=m ® Leb. C’est impossible puisque p(C x {1}) > 0 tandis que (m ® Leb)(C x {1}) = 0.
Ainsi, pour un certain choix de P, H = Z/kZ, donc 9 (z)* = 1, et */@) = w(Ta)* Ainsi, f

w(x)k
est périodique sur X. O

La preuve montre seulement que la période de f sur X divise la période de f o m sur X',
et pas qu’elles sont égales. L’exemple qui suit montre que les périodes peuvent effectivement
différer, méme lorsque X’ est une tour de Young.

Exemple 5.5.4. Construction d'un exemple ot les périodes différent : on prend X = {0, 1}V
muni de la mesure de Bernoulli qui donne un méme poids 1/2 4 0 et 1, avec f(x) = xg et T
le décalage a gauche.

Fait : f est de période exactement 1.
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Démonstration. Supposons que f = p+g—go T + q ou q est a valeurs dans NZ, N > 2.
Alors e //N = \e2im9/N ¢=2ingoT/N 1 fonction e™//N est a-mesurable, ol v est la partition
de X en cylindres [0], [1]. Ainsi, | , théoréme 3.1] assure que e*™9/N est a,-mesurable,
oll @, est la partition engendrée par les images des éléments de . Autrement dit, e279/N est
constante, puis e2™//N = X est également constante, ce qui est absurde puisque f prend les
valeurs 0 et 1. O

Fuait : il existe une tour de Young X' au-dessus de X dans laquelle f' est de période au moins
2.

Démonstration. 1’idée est de partir d'un produit gauche X' = X x {—1,1}, avec T'(z,¢) =
(T(x),e™@e). Si g(x,e) = ¢ et h est telle que g = €™ alors f' =h —hoT'+1 ol est &
valeurs dans 27Z.

X’ est muni d’une structure markovienne avec 4 éléments de partition : les [i] x {¢} pour
i =0,1et e =+1. Cette structure est transitive et méme mélangeante puisque [0] x 1 est
envoyé sur lui-méme. On construit une tour X” de base [0] x 1 en considérant les retours &
[0] x 1. Comme la base de X” se projette injectivement dans X, c’est en particulier une tour
au-dessus de [0] dans X, dans laquelle f n’est plus de période 1. O

5.5.3 Applications ayant un modéle localement Gibbs-Markov

Dans ce paragraphe, T' sera une application sur un espace métrique mesuré (X, d,m) ad-
mettant un modéle localement Gibbs-Markov, comme dans la définition 1.3.17 : il existe un
nombre fini de parties bornées deux a deux disjointes Uy, . .., Uy de X, une partition (modulo
0) finie ou dénombrable (W;),cs de |JU; dont chaque élément est inclus dans I'un des U;, et
des temps ¢; € N* tels que

— Pour tout j € J, T%/ est un isomorphisme mesurable entre W; et I'un des U;, et sa distorsion

g(x) = %(m) vérifie : pour presque tous z,y € W,

g9(z)

9(y)

< Cd(T#z, T%y)

ou C est une constante indépendante de j.
— Il existe C' > 0 tel que, pour tout j € J, pour presque tous z,y € W;, pour tout k& < ¢;,

d(T*z, T*y) < Cd(T? x, T%y).
— Il existe A > 1 tel que, pour tout j € J, pour presque tous z,y € Wj,
d(T%x,T%y) = Md(x,y).

= 2_oym(W;) < oo.
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D’aprés la proposition 1.3.18, T" admet alors un nombre fini de mesures invariantes absolument
continues ergodiques my, ..., my sur A =, -, UX, 7(Uy).

Dans ce cadre, on obtient les théorémes suivants :

Théoréme 5.5.5. Supposons que Z%>nm(Wj) = O(1/nP) pour un certain B > 2. Soit

[ X — R une fonction hélderienne, avec [ fdm; =0 pour un certain i.

Alors il eziste 0® > 0 tel que \%Snf — N(0,0?) pour la probabilité m;. De plus, 0® = 0 si et
seulement si il existe x : X — R telle que f = x — x o T sur un ensemble de mesure pleine
pour m;.

Théoréme 5.5.6. Supposons que »_, ., m(W;) = O(1/n?) pour un certain 3 > 2. Soit
[+ X = R une fonction hélderienne, avec [ fdm; = 0 pour un certain i. Supposons qu’il
nexiste pas p ER, g: X - R, A >0etq: X — Z tels que f =p+g—goT + \qg sur un

ensemble de mesure pleine pour m;.

Soit 02 > 0 donné par le théoréme 5.5.5. Soient J C R un intervalle borné, u,v : X — R deux
fonctions respectivement hélderienne et mesurable, k, une suite telle que k,//n — k € R.

Alors

2

o

Vnmi{z € X | Suf(x) € J+ ky +u(z) + v(T"2)} — || 2 .
o221
Théoréme 5.5.7. Supposons que Z%>nm(Wj) = O(1/n®) pour un certain B > 2. Soit
[ X — R une fonction hilderienne, avec [ fdm; =0 pour un certain i. Soit o® > 0 donné
par le théoréeme 5.5.5, et supposons que o > 0.

Pour x € W;, soit fy(x) = gjfl f(T*x). Soit U la réunion des ensembles Uy, sur lesquels
m; est équivalente a m. Supposons que [, | fy |*1jz > dm = O(27%) quand z — 400, pour un
certain 0 < 0 < 1. Supposons de plus que [, |fy[>dm < 400 si § = 1.

Alors il existe C' > 0 tel que Vn € N*,Va € R,

‘mi {x | %Snf(x) < a} - P(N(O,O’2) < a) < %.

Les hypothéses de ce dernier théoréme sur fy sont automatiquement vérifiées si fy € LP,
pour 0 = p — 2. De plus, elles sont vérifiées pour 6 = f—25si 2 < < 3, et pour d = 1 si
8> 3.

Démonstration. Ces trois théorémes sont des conséquences immédiates des théorémes équi-
valents dans ’extension X’ de X en forme de tour localement Gibbs-Markov construite dans
le paragraphe 1.3.4. Pour montrer dans le théoréme 5.5.5 que 0? = 0 si et seulement si f est
un cobord, on utilise la proposition 5.5.2. Enfin, pour montrer que ’apériodicité de f dans
X implique celle de f” dans X’ (pour qu’on puisse appliquer le théoréme 5.3.3), on utilise le
théoréme 5.5.3. O
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5.5.4 Exemples

L’application de Viana (3.7) admet un modéle localement Gibbs-Markov qui satisfait de plus
Do m(Wj) = O(e=*V™) pour un certain ¢ > 0, d’aprés le chapitre 3. Ainsi, les théorémes
du paragraphe 5.5.3 s’appliquent : les fonctions holderiennes satisfont un théoréeme de la
limite locale, et un théoréme central limite avec vitesse en 1/4/n.

De la méme fagon, les applications LSV (1.25) de paramétre o €]0,1/2[ sont localement
Gibbs-Markov, et elles vérifient les hypothéses du paragraphe précédent pour 5 = 1/a >
2. Ainsi, on obtient un théoréme de la limite locale pour ces applications. Il faut noter
que I'hypothése d’apériodicité peut parfois étre vérifiée de fagon concréte en utilisant les
informations sur les points périodiques du systéme, car le théoréme 1.3.19 assure que les
cobords sont nécessairement assez réguliers. Par exemple, le corollaire 1.4.4 montre que log |T”|
est apériodique pour I'application LSV, si bien que cette fonction vérifie le théoreme de la
limite locale.

On obtient également une vitesse dans le théoréme central limite en 1/4/n pour toutes les
fonctions hélderiennes lorsque v < 1/3, et en 1/n2e ! lorsque 1/3 < a < 1/2, d’aprés le
théoréme 5.5.7 et les commentaires qui le suivent. De plus, lorsque f(0) = 0, la fonction fy
gagne en intégrabilité, si bien que la vitesse de convergence augmente. Par exemple, méme
lorsque 1/3 < av < 1/2, une fonction lipschitzienne de moyenne nulle et avec f(0) = 0 donne
lieu & une convergence en 1/4/n dans le théoréme central limite.

Finalement, ces résultats s’appliquent encore aux applications de Holland, ou au produit
gauche étudié dans la partie 1.5 lorsque ap,, < 1/2, d’aprés la proposition 1.5.18.
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux propriétés de mélange des applications non unifor-
mément dilatantes, par exemple les applications en dimension 1 ayant un point fixe neutre.
Aprés un premier chapitre introductif rappelant des résultats bien connus sur les applications
Gibbs-Markov, nous établissons au chapitre deux des résultats trés précis sur la vitesse de
décorrélation des applications localement Gibbs-Markov (bornes inférieures et supérieures),
en appliquant des techniques d’algébres de Banach aux opérateurs de transfert de premier
retour. Dans le chapitre trois, nous montrons en utilisant des techniques de temps hyperbo-
liques qu’une large classe d’applications admet un modéle localement Gibbs-Markov, ce qui
permet de leur appliquer les résultats du deuxiéme chapitre.

Les deux derniers chapitres sont consacrés a des théorémes de type probabiliste pour les
sommes de Birkhoff de fonctions holderiennes, dans le cadre des applications localement
Gibbs-Markov. En étendant a un cadre perturbatif les techniques spectrales du chapitre deux,
nous montrons d’une part la convergence des sommes de Birkhoff vers des lois normales ou des
lois stables (suivant le systéme considéré), et d’autre part des théorémes limites fins comme
le théoréme de Berry-Esseen (avec vitesse optimale) ou le théoréme de la limite locale, sous
des hypothéses légérement plus fortes.

Abstract

In this thesis, we study the mixing properties of non uniformly expanding maps, for example
maps in dimension 1 with a neutral fixed point. After an introductory chapter recalling well
known facts on Gibbs-Markov maps, we establish in chapter 2 very precise results on the
speed of decay of correlations of locally Gibbs-Markov maps (lower and upper bounds), by
applying Banach algebra techniques to the first return transfer operators. In chapter 3, we
show — using hyperbolic times techniques — that a large class of maps admit locally Gibbs-
Markov models, which makes it possible to apply the results of the previous chapter to these
maps.

The last two chapters are devoted to probabilistic limit theorems for the Birkhoff sums of
Holder functions, in the setting of locally Gibbs-Markov maps. We extend to a perturbative
setting the spectral results of chapter 2, and prove on the one hand the convergence of the
Birkhoff sums to normal laws or stable laws (depending on the system we are considering),
and on the other hand fine limit theorems, the Berry-Esseen theorem (with optimal speed)
and the local limit theorem, under slightly stronger assumptions.
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