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Abstract We study spectral properties of a transfer operatorM�(x) = ∑
ω gω(x)�(ψωx)

acting on functions of bounded variation. Using a symmetrical integral, we first obtain bounds
on its spectral and essential spectral radii. We then consider the dynamical determinant
Det#(Id+zM). Our main theorem generalizes to discontinuous weights the result of Baladi
and Ruelle (for continuous weights) on the link between zeroes of the sharp determinant and
eigenvalues of the transfer operator. The proof is based on regularizing the weights and uses
a (new) spectral result giving the surjectivity of some applications between eigenspaces of
operators.

1. Introduction

Pour obtenir des mesures invariantes pour une transformationf agissant sur
un espaceX, il est utile de considérer un opérateur, appelé opérateur de transfert,
défini parL�(x) = ∑

f (y)=x �(y). Pour étudier des flots, ou pour faire intervenir
le jacobien def dans le cas différentiable, il faut même considérer des opérateurs
de transfert avec poids, de la formeL�(x) = ∑

f (y)=x g(y)�(y).
Dans cet article, on s’intéressera à une généralisation de ces opérateurs, en

dimension 1. Plus précisément, on posera

M�(x) =
∑
ω∈�

gω(x)�(ψωx)

Dans le cas des opérateurs notésL ci-dessus, lesψω seront les branches inverses
de la fonctionf , définies sur des intervalles
ω, et les poidsgω seront nuls hors
de ces intervalles. On va étudier les propriétés spectrales de ces opérateurs.

Un des problèmes est de savoir sur quel espace faire agirM : comme en général
les poids ne seront pas continus on ne peut pas prendre l’espaceC0 (et même dans
le cas des poids continus on n’aura en général pas de trou spectral pour l’action de
M surC0, par manque de régularité des fonctions continues). D’autre part, si on
étudie l’action deM surL1 il n’y a presque jamais de valeur propre isolée. Un bon
compromis est de prendre un espace de fonctions pas forcément continues mais
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ayant néanmoins une certaine régularité, l’espace des fonctions à variation bornée,
notéB. Pour que cet espace soit stable parM, on supposera que les poidsgω sont
également à variation bornée (c’est par exemple vrai si ils sontC1 par morceaux).

Les renseignements spectraux intéressants sont liés aux valeurs propres isolées
et de multiplicité finie deM ([Bal00]). Pour les détecter, on s’intéresse au rayon
spectral deM sur B (noté r(M)Var), et à son rayon spectral essentiel (dont la
définition est rappelée au début de l’appendice B) : si le premier majore strictement
le second, on aura au moins une valeur propre isolée (et un trou spectral, qui pourra
donner des informations sur la décroissance des corrélations). SiR désigne le
rayon spectral deM pour son action sur les fonctions bornées (etR̂, R̂ε les rayons
spectraux de deux opérateurs duaux, définis dans la partie 2), on montre que

Théorèmes 3.2.1, 3.4.4.On a R̂ε � r(M)Var � max(R, R̂) et ress(M)Var � R̂.

Ce résultat est intéressant carR, R̂ et R̂ε sont beaucoup plus faciles à estimer
dans la pratique quer(M)Var et ress(M)Var. Ce théorème est dû essentiellement à
Ruelle ([Rue96a]) mais la preuve exposée ici dans la partie 3 est formellement un
peu différente et utilise une intégrale construite dans l’appendice A. Cette amélio-
ration permet des preuves plus naturelles.

Pour obtenir des renseignements spectraux supplémentaires, on considère un
déterminant noté Det# (définition 4.1.3). Ce déterminant peut être vu comme l’in-
verse d’une fonction zêta dynamique, mais ne nécessite aucune hypothèse du type
“nombre de points fixes finis”, et il rend effectivement compte des propriétés spect-
rales deM. On prouve en effet

Théorème 5.5.2.Si les poids sont continus aux points périodiques du système
(condition (G), page 388), alors Det#(Id−zM) est holomorphe pour |z| < R̂−1,
ses zéros y sont les inverses des valeurs propres de M, et les multiplicités (comme
zéro et comme valeur propre) coïncident.

Dans l’article [BR96], où ce déterminant est introduit, ce résultat est prouvé en
supposant de plus les poidsgω continus à support compact, en montrant que Det# est
égal au déterminant (régularisé) d’un opérateur de Hilbert–Schmidt, analogue aux
matrices de kneading de Milnor et Thurston introduites dans [MT88]. La partie 4
rappelle rapidement la preuve deViviane Baladi et David Ruelle, jusqu’à l’obtention
de leur résultat principal dans le théorème 4.4.5.

L’objet de cet article est d’affaiblir cette hypothèse de continuité des poids. En
effet, ce résultat ne s’applique pas dans des cas très naturels, par exemple quand
on étudie un opérateurM�(x) = ∑

f (y)=x �(y). Ici, le poidsgω vaut 1 sur
l’intervalle où la branche inverseψω def est définie, et 0 ailleurs ; il n’est donc
pas continu !

Le cas des poids discontinus a déjà été étudié dans la littérature, par exemple
dans l’article [BK90], ou dans le livre [Rue94a], pour des branches inverses de
fonctions monotones par morceaux ; mais la définition des fonctions zêta dyna-
miques introduites dans ces articles nécessite quef n ait un nombre de points fixes
fini pour toutn, ou un choix arbitraire de représentants. Le cadre plus général de
cet article permet d’éviter ces problèmes.

On prouve dans la partie 5 (théorèmes 5.4.1 et 5.5.2) que les propriétés de Det#

restent vraies lorsque les poids (à variation bornée) sont seulement continus aux
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points périodiques du système. L’idée de la démonstration, due à Ruelle([Rue94b])
et mentionnée brièvement dans l’article [BR96], est de remplacer les points où les
poids sont discontinus par des petits intervalles, et de se ramener ainsi au théorème
dans le cas des poids continus. Le problème principal est en fait de vérifier que
cette transformation ne modifie pas les rayons spectraux.

Dans le cours de la preuve, on utilisera un résultat spectral général, démontré
dans l’appendice B (théorème B.0.2), qui donne automatiquement la surjecti-
vité de certaines applications entre sous-espaces caractéristiques d’opérateurs. Ce
théorème, apparemment nouveau, peut être utile dès qu’on modifie un système,
pour voir que les propriétés spectrales ne changent pas.

On verra également que tous les résultats restent vrais si l’on considère l’action
de l’opérateur de transfert sur les fonctions définies à un ensemble dénombrable
près.

Notons qu’il existe des généralisations de ces résultats en plus grande dimension
(avec des conclusions un peu moins complètes), en particulier dans [BKRS97] (cas
holomorphe) et [Bai01] (cas des dimensions impaires).

Je tiens à remercier Viviane Baladi, particulièrement pour m’avoir suggéré à
plusieurs reprises des pistes pour affaiblir les hypothèses dans la partie 5, jusqu’à
la version actuelle qui semble la plus naturelle possible, ainsi que Mathieu Baillif
et Jérôme Buzzi pour leurs commentaires.

2. Action de l’opérateur de transfert sur les fonctions bornées

2.1. Introduction

On considère une applicationf : [0,1] → [0,1] continue par morceaux et
monotone par morceaux. On peut alors définir, pour une fonction�, M�(x) =∑

f (y)=x �(y) : M est l’opérateur de transfert associé àf . Il agit sur différents
espaces, par exemple les fonctions bornées ou les fonctions à variation bornée. On
va essayer de relier ses rayons spectraux sur ces deux espaces.

En fait, il est utile de rajouter un poidsg, ce qui transforme la définition deM
enM�(x) = ∑

f (y)=x g(y)�(y).
Finalement, pour être dans un cadre plus général (nécessaire pour les preuves

qui vont suivre, et qui permet entre autres facilement de considérer des branches
inverses d’applications multivaluées en certains points), il convient de modifier
encore un peu ces définitions, en considérant séparément chaque branche inverse
def .

On aura alors� un ensemble au plus dénombrable (le cas� espace me-
suré non nécessairement dénombrable est aussi considéré dans la littérature, par
exemple dans [Rue96b]) et, pourω ∈ �, 
ω un intervalle deR, gω une fonc-
tion à variation bornée définie sur
ω, et ψω un homéomorphisme de
ω sur
son image, incluse dansX = ⋃


ω. L’opérateur de transfert est alors défini par
M�(x) = ∑

x∈
ω
gω(x)�(ψωx) (on noteψωx au lieu deψω(x) pour alléger les

notations).
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On peut aussi supposer que tous les
ω sont inclus dans(−1,1) : on considère
f un plongement deR dans(−1,1) et on remplacegω par gω ◦ f−1, ψω par
f ◦ψω ◦f−1, et� par�◦f−1. Cela ne modifie pas les variations desgω ou de�.

Cela permet de prolonger tous lesψω en des homéomorphismes deR sur lui-
même. On prolonge également lesgω par 0 hors de
ω (ce qui ne modifie pas
Vargω ; rappelons qu’on note Var la norme de la variation totale sur l’espaceB des
fonctions à variation bornée, ces notations étant introduites dans l’appendice A).
La formule pourM devient alorsM�(x) = ∑

ω gω(x)�(ψωx) (sans restriction
du typex ∈ 
ω).

2.2. L’espace des fonctions bornées

On noteraF l’espace des fonctions bornées surR, muni de la norme‖ ‖∞ qui
en fait un espace de Banach. On noteFc = F/F∞ etπ : F → Fc la projection
canonique, oùF∞ désigne les fonctions bornées nulles hors d’un ensemble au
plus dénombrable. CommeF∞ est fermé,‖ ‖∞ induit une norme surFc. Plus
précisément, soit� ∈ F , etπ(�) = �c sa classe dansFc. Alors ‖�c‖∞,c est le
sup des réelsr tels qu’il existe un nombre indénombrable dex avec|�(x)| � r.

Proposition 2.2.1.Si χ ∈ Fc, alors il existe � ∈ F avec �c = χ et ‖�‖∞ =
‖χ‖∞,c.

Démonstration. Soit� ∈ F telle que�c = χ .A = {x | |�(x)| > ‖�c‖∞,c} est au
plus dénombrable, comme réunion des ensembles{x | |�(x)| � ‖�c‖∞,c + 1/n},
chacun étant au plus dénombrable par définition. En posant� = � hors deA, et
� = 0 surA, on obtient le résultat. ��
Remarque 2.2.2.En fait, dans la suite, tout ce qui importera sera queF soit un
Banach pour‖ ‖∞ et qu’il contienneB l’ensemble des fonctions à variation bornée.
On pourrait donc aussi prendre pourF l’adhérence pour‖ ‖∞ deB. Ce sont les
fonctions réglées, c’est-à-dire les fonctions deR dansR qui en tout point deR
admettent une limite à droite et une limite à gauche. Un des intérêts de considérer
plutôt cet espace serait qu’une fonction deFc aurait un représentant canonique
dansF , celui dont les discontinuités seraient symétriques (la considération de ce
représentant donne immédiatement l’équivalent de la proposition 2.2.1). Par contre,
on ne gagnerait pas au niveau des rayons spectraux : pour tous les opérateurs qui vont
suivre, leurs rayons spectraux sur l’espace des fonctions bornées ou sur l’espace
des fonctions réglées seront les mêmes.

2.3. Les notations

Soit � un ensemble au plus dénombrable ; pourω ∈ � on suppose donnés
gω une fonction à variation bornée définie surR nulle hors de(−1,1), etψω un
homéomorphisme deR. On suppose

V =
∑
ω

Vargω < +∞
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On noteraεω = 1 siψω est croissante,−1 si elle est décroissante.
Pour� ∈ F , on noteM�(x) = ∑

gω(x)�(ψωx).

Proposition 2.3.1.M est un opérateur de F dans lui-même. Il est continu, et vérifie
même ‖M‖∞ � V/2.

Démonstration. Comme‖gω‖∞ � 1
2 Vargω d’après la proposition A.1.4, on a

pour� ∈ F

|M�(x)| �
∑

‖gω‖∞ ‖�‖∞ � 1

2

∑
Vargω ‖�‖∞ = V

2
‖�‖∞ < +∞. ��

On définit d’autres opérateurs : soitMε�(x) = ∑
εωgω(x)�(ψωx), ainsi que

M̂�(x) = ∑
εωgω(ψ

−1
ω x)�(ψ−1

ω x), et enfinM̂ε�(x) = ∑
gω(ψ

−1
ω x)�(ψ−1

ω x).
Les opérateurs avec chapeau correspondent à renverser le sens de l’écoulement du
temps, en rajoutant éventuellement des signes qui interviendront dans des formules
de changement de variables. Ces opérateurs sont intéressants car ce sont en quelque
sorte des duaux par rapport à l’opérateurM (pourM̂, voir le théorème 3.1.1 ; pour
M̂ε, la preuve du théorème 3.3.1). Les deux opérateurs essentiels dans la suite
serontM et M̂, mais les deux autres interviendront naturellement dans certaines
preuves (essentiellement par le biais du lemme 3.6.1).

Les quatre opérateursM, Mε, M̂ et M̂ε sont tous continus, deF dans lui-
même (pour‖ ‖∞). Comme ils envoient tousF∞ dans lui-même, ils induisent des
opérateurs surFc (les fonctions bornées modulo les ensembles dénombrables), que
l’on notera avec un indicec.

On noteR le rayon spectral deM pour son action sur(F, ‖ ‖∞), et on définit
de façon analogueRε, R̂ et R̂ε. En considérant le rayon spectral deMc pour son
action sur(Fc, ‖ ‖∞,c), on définit aussiRc et tous ses analogues.

Si ω = (ω1, . . . , ωm), on note|ω| = m. On note aussiεω = εω1 . . . εωm , ainsi
quegω(x) = gω1(x)gω2(ψω1x) . . . gωm(ψωm−1◦. . .◦ψω1x), etψω = ψωm◦. . .◦ψω1.
On vérifie alors queMm�(x) = ∑

|ω|=m gω(x)�(ψωx), et qu’on a des formules
analogues pour les autres opérateurs (simplement, tous lesω de la formule au rang
1 sont remplacés par desω).

2.4. Propriétés spectrales élémentaires

Dans ce paragraphe, on va étudier les liens entre les divers rayons spectraux
R, R̂, Rc, . . . , et on va ce faisant établir un certain nombre de lemmes qui nous
seront utiles par la suite. C’est souvent un peu fastidieux, donc les preuves des
deux premiers résultats sont bien détaillées, et les suivantes un peu moins.

Proposition 2.4.1.On a R � Rc et R̂ � R̂c.

Démonstration. Commeπ : F → Fc est continue surjective, il suffit d’appliquer
le théorème B.0.2. ��
Proposition 2.4.2.On a Rc = Rε

c , et R̂c = R̂ε
c .
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Démonstration. Il suffit de prouver queRc = Rε
c , l’autre égalité étant analogue.

CommeMc etMε
c jouent le même rôle, il suffit même de prouver queRc � Rε

c .
On va démontrer que‖Mc‖∞,c �

∥∥Mε
c

∥∥∞,c
. La même preuve s’appliquera à

Mn
c et (Mε

c)
n, et en prenant la puissance 1/n et la limite enn on pourra conclure.

CommeMc est la limite uniforme des mêmes opérateurs où on se restreint à des
parties finies de�, il suffit même de se restreindre au cas où� est fini.

Fixons� ∈ F telle que‖Mc�c‖∞,c > ‖Mc‖∞,c − δ, et ‖�c‖∞,c = 1.
D’après la proposition 2.2.1, on peut supposer que‖�‖∞ = 1.

NotonsB l’ensemble des pointsx tels qu’il existeω avecψω croissante, et
ω′ avecψω′ décroissante, tels queψω(x) = ψω′(x). Comme, pour chaque couple
(ω, ω′), il y a unseulx qui vérifieψω(x) = ψω′(x), B est fini. SoitC l’ensemble
des discontinuités desgω ; il est au plus dénombrable. Comme‖Mc�c‖∞,c >

‖Mc‖∞,c − δ, l’ensemble{x | |M�(x)| > ‖Mc‖∞,c − δ} est indénombrable,
donc il contient un pointx0 qui n’appartient ni àB ni àC.

SoitD = {ψω(x0)} pourψω croissante, etE = {ψω′(x0)} pourψω′ décrois-
sante. Ces deux ensembles sont finis (car� est fini) et disjoints (carx0 �∈ B). Soit
η > 0 tel que les intervalles[y − η, y + η] poury dansD ∪E soient deux à deux
disjoints.

On définit alors une fonction� ∈ F . Poury ∈ D, on pose�(z) = �(y)

pour z ∈ [y − η, y + η]. Poury ∈ E, on pose�(z) = −�(y) pour z ∈ [y −
η, y + η]. Enfin, ailleurs, on pose�(z) = 0.� est alors bien définie, et elle vérifie
Mε�(x0) = M�(x0) (car on a rajouté à la main les signes, pour les éléments de
E), donc|Mε�(x0)| > ‖Mc‖∞,c − δ. Mais, commex0 �∈ C, Mε� est continue
enx0. Il existe donc un voisinage dex0 sur lequel|Mε�(x)| > ‖Mc‖∞,c − δ.

Ainsi,
∥∥Mε

c�c

∥∥∞,c
� ‖Mc‖∞,c − δ, et ‖�c‖∞,c � ‖�‖∞ � 1 (car les

valeurs prises par� sont aussi prises, au signe près, par�, et‖�‖∞ = 1). On en
déduit

∥∥Mε
c

∥∥∞,c
� ‖Mc‖∞,c − δ, et on conclut en faisant tendreδ vers 0. ��

Lemme 2.4.3.Si δ > 0 et m ∈ N, il existe une partie finie A de R telle que, si
� ∈ F et x �∈ A, |Mm�(x)| � (

∥∥Mm
c

∥∥∞,c
+ δ) ‖�‖∞.

Démonstration. CommeM et Mm sont du même type, il suffit de le prouver
pourm = 1. Si on a prouvé le résultat pour des� finis, on se restreint dans le cas
général à une partie finie de�, assez grande pour que|M�(x)| et‖Mc‖c,∞ soient
approchés àδ près, et on obtient le résultat à 3δ près.

Ainsi, on peut supposer� fini, de cardinalN . On noteA l’ensemble des discon-
tinuités desgω plus grandes queδ/N ; il est fini puisque les poids sont à variation
bornée et en nombre fini.

Soitx �∈ A et� ∈ F . Il existe un voisinage dex sur lequel|gω(y)− gω(x)| �
δ/N pour toutω, puisqu’on a écarté les discontinuités trop importantes. On définit
une fonction�, égale à�(ψωx) au voisinage de chacun desψωx, et nulle ailleurs.
En particulier,M�(x) = M�(x). Sur un voisinage dex,

|M�(y)−M�(x)| =
∣∣∣∑(gω(y)− gω(x))�(ψωx)

∣∣∣
�

∑
|gω(y)− gω(x)| ‖�‖∞ � N

δ

N
‖�‖∞ = δ ‖�‖∞ .
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Ainsi, |M�(y)| � |M�(x)| − δ ‖�‖∞ sur un voisinage dex, donc‖Mc�c‖ �
|M�(x)| − δ ‖�‖∞. Mais

‖Mc�c‖ � ‖Mc‖ ‖�c‖ � ‖Mc‖ ‖�‖∞ � ‖Mc‖ ‖�‖∞ .

En combinant ces deux résultats, et en utilisantM�(x) = M�(x), on trouve
|M�(x)| � (‖Mc‖∞,c + δ) ‖�‖∞. ��
Remarque 2.4.4.En décomposant une fonction� ∈ F comme somme d’une
fonction nulle hors deA (ce qui correspond à un opérateur de rang fini) et d’une
fonction nulle surA, on en déduit par le théorème de Nussbaum que, pour l’action
deM sur(F, ‖ ‖∞), ress(M) � Rc.

Proposition 2.4.5.Si les poids gω sont continus, on a R = Rc (et les trois égalités
analogues pour Rε, R̂, R̂ε). En particulier, R = Rε et R̂ = R̂ε.

Démonstration. Montrons queR = Rc. On sait déjà (proposition 2.4.1) queR �
Rc, il suffit de prouver queR � Rc.

Il découle de la preuve du lemme précédent que, quand les poids sont continus,
on peut prendreA = ∅. Dans ce cas, on obtient‖Mm‖∞ �

∥∥Mm
c

∥∥∞,c
, ce qui

donne en passant à la limite surm queR � Rc.
Les trois autres égalitésRε = Rε

c , R̂ = R̂c etR̂ε = R̂ε
c sont identiques. Comme

on sait déjà queRc = Rε
c (proposition 2.4.2), on en déduitR = Rε, et de la même

façonR̂ = R̂ε. ��
Remarque 2.4.6.On peut prouver cette proposition directement sans utiliser le
lemme ; cela revient à refaire la preuve du lemme, sans les problèmes techniques
dus aux discontinuités. Simplement, on pose� égale à�(ψωx) au voisinage de
chaqueψωx (après s’être ramené au cas où� est fini).

La proposition qui précède a été énoncée pour des poids continus. Elle sera
généralisée (ainsi que d’autres résultats) dans la partie 5 sous une hypothèse plus
faible de continuité aux points périodiques (en se ramenant par une construction
annexe au cas continu).

Mentionnons pour finir deux lemmes, qui nous seront utiles par la suite, et qui
utilisent les mêmes idées que les résultats précédents :

Lemme 2.4.7.Si � ∈ F , |M�(x)| � ‖M‖∞ sup|�(ψωx)|.
Démonstration. On définit� égale à� en chacun desψωx, et nulle ailleurs. Alors
M�(x) = M�(x), donc|M�(x)| � ‖M‖∞ ‖�‖∞ = ‖M‖∞ sup|�(ψωx)|.
��
Lemme 2.4.8.Soit � ∈ F . Alors il existe un ensemble A dénombrable tel que,
pour tout réel x n’appartenant pas à A, |M�(x)| � ‖Mc‖∞,c sup|�(ψωx)|.
Démonstration. On applique le lemme 2.4.3 àδ = 1/n etm = 1 pour obtenir une
partieAn. AlorsA = ⋃

An convient (car dans la preuve du lemme 2.4.3 on montre
en fait que, hors deAn, |M�(x)| � (‖Mc‖∞,c + 1/n) sup|�(ψωx)|).

Directement, on peut aussi prendre pourA les discontinuités des poids, et, si
x �∈ A, poser� égale à� au voisinage desψωx, et nulle ailleurs. Il faut pour cela
avoir� fini, donc faire aussi un raisonnement àδ près. ��
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3. Action de l’opérateur de transfert sur les fonctions à variation bornée

Dans cette partie, on utilisera librement les notations et les résultats de l’appen-
dice A. Rappelons seulement queB désigne l’espace des fonctions à variation
bornée, muni de la norme Varϕ = sup

{|ϕ(a0)| +∑ |ϕ(ai)−ϕ(ai−1)| + |ϕ(an)|
}
,

le sup étant pris sur toutes les subdivisionsa0 < . . . < an. Rappelons aussi qu’on
définit dans cet appendice une intégrale

∫
ψ ∇ϕ χ pour des fonctions à variation

bornéeψ, ϕ etχ , qui vérifie des théorèmes de changement de variables et d’inté-
gration par parties.

M agit surB l’ensemble des fonctions à variation bornée. Cette action est
continue, et on a même‖M‖Var � V , oùV = ∑ ‖gω‖∞. De la même façon, les
trois autres opérateursMε, M̂ etM̂ε agissent également surB.

On noterar(M)Var le rayon spectral deM pour son action sur(B,Var). Dans
cette partie, on va étudier le lien entre ce rayon spectral etR et R̂, en utilisant
essentiellement l’intégrale construite dans l’appendice A.

3.1. Lien entre M et M̂

Le lien entreM etM̂ s’exprime bien par une formule intégrale :

Théorème 3.1.1.Soient ψ,� ∈ B et m ∈ N. Alors

∫
ψ ∇(Mm�) =

m∑
k=1

∑
ωk

∫
M̂k−1ψ ∇(gωk ) (Mm−k�) ◦ ψωk +

∫
M̂mψ ∇�.

Démonstration. Il suffit de démontrer la propriété pourm = 1 ; ensuite, on conclut
par récurrence en écrivantMm� = M(Mm−1�), et en utilisant le résultat au
rang 1.

Siψ,� ∈ B, on a

∫
ψ ∇(M�) =

∑
ω

∫
ψ ∇(gω ·� ◦ ψω)

=
∑
ω

(∫
ψ ∇(gω)� ◦ ψω +

∫
ψgω ∇(� ◦ ψω)

)

=
∑
ω

∫
ψ ∇(gω)� ◦ ψω +

∑
ω

εω

∫
ψ ◦ ψ−1

ω · gω ◦ ψ−1
ω ∇�

=
∑
ω

∫
ψ ∇(gω)� ◦ ψω +

∫
M̂ψ ∇�.

On a utilisé∇(f · g) = ∇(f )g + f ∇(g), qui vient de la proposition A.2.3, ainsi
que la propriété de changement de variables A.2.4.��
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3.2. Majoration du rayon spectral

On a déjà vu queM agissait sur les fonctions à variation bornée. De plus, si
� ∈ B, alorsM� ∈ B0 l’ensemble des fonctions à variation bornée qui tendent
vers 0 à l’infini (car tous les poids ont leur support dans[−1,1]).
Théorème 3.2.1.M agit sur B. Son rayon spectral (pour la norme Var) est majoré
par max(R, R̂).

Remarque 3.2.2.On a un énoncé identique pour̂M, puisque les deux opérateurs
jouent le même rôle.

Démonstration. Etant donnée une fonction� ∈ B, on veut majorer VarMm�.
Pour cela, il suffit d’après le théorème A.3.2 de majorer des expressions du type∫
ψ ∇(Mm�) (carMm� ∈ B0), ce qui se fait en utilisant le théorème 3.1.1.

Siψ ∈ B, on a d’après ce théorème∫
ψ ∇(Mm�) =

m∑
k=1

∑
ωk

∫
M̂k−1ψ ∇(gωk ) (Mm−k�) ◦ ψωk +

∫
M̂mψ ∇�.

SoientC > max(R, R̂) et K une constante telle que‖Mm‖∞ � KCm et∥∥M̂m
∥∥∞ � KCm pour toutm. En utilisant‖�‖∞ � Var�/2 et le fait que∣∣∫ ψ1∇ϕ ψ2

∣∣ � ‖ψ1‖∞ ‖ψ2‖∞ varϕ, on obtient alors∣∣∣∣
∫
ψ ∇(Mm�)

∣∣∣∣
�

m∑
k=1

∑
ω

vargω
∥∥M̂k−1ψ

∥∥∞ ∥∥∥Mm−k�
∥∥∥∞ + var�

∥∥M̂mψ
∥∥∞

�
m∑
k=1

∑
ω

VargωKC
k−1 ‖ψ‖∞KCm−k ‖�‖∞ +KCm Var� ‖ψ‖∞

� (mVK2/(2C)+K)Cm Var� ‖ψ‖∞ .

Le théorème A.3.2 donne donc que VarMm� � 3(mVK2/(2C)+K)Cm Var�,
ce qui montre que‖Mm‖Var � 3(mVK2/(2C) + K)Cm. Prenant la puissance
1/m, on trouve que le rayon spectral deM est majoré parC. C’est valable pour
toutC > max(R, R̂), ce qui permet de conclure.��

3.3. Minoration du rayon spectral

Dans [Rue96a], théorème B.1 (a), Ruelle affirme quer(M)Var � R̂, mais
ce résultat est faux. Considérons par exempleψ1 = Id, g1 = δ0, ψ2 = − Id et
g2 = −δ0 (où δ0 est la fonction qui vaut 1 en 0 et 0 ailleurs). AlorsM = 0, donc
r(M)Var = 0, tandis quêM�(0) = 2�(0), doncR̂ = 2.

En fait, il vaut mieux comparerr(M)Var à R̂ε.
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Théorème 3.3.1.Le rayon spectral de M vérifie r(M)Var � R̂ε.

Démonstration. Si ψ est une fonction bornée et� une fonction deB∞, i.e. une
fonction à variation bornée nulle hors d’un ensemble dénombrable, notons, suivant
[BR96],

〈ψ,�〉 =
∑
x

ψ(x)�(x).

Cette notation a un sens, et la somme vérifie même|〈ψ,�〉| � ‖ψ‖∞ Var�/2 (car∑ |�(x)| � Var�/2, ce qui se voit en considérant une subdivision obtenue en
intercalant des points où� = 0, qui sont denses, et des points où� �= 0).

On a alors

〈M̂εψ,�〉 = 〈ψ,M�〉.

Pour le prouver, on calcule :

〈ψ,M�〉 =
∑
x,ω

ψ(x)gω(x)�(ψωx) =
∑
y,ω

ψ(ψ−1
ω y)gω(ψ

−1
ω y)�(y)

= 〈M̂εψ,�〉.

Considérons maintenantψ une fonction bornée etδx le Dirac enx, i.e. la
fonction qui vaut 1 enx et 0 ailleurs. Alors

∣∣M̂εψ(x)
∣∣ = ∣∣〈M̂εψ, δx〉

∣∣ = ∣∣〈ψ,Mδx〉
∣∣ � ‖ψ‖∞ Var(Mδx)/2

� ‖ψ‖∞ ‖M‖Var Var(δx)/2 = ‖ψ‖∞ ‖M‖Var .

En passant au sup surx, on trouve
∥∥M̂εψ

∥∥∞ � ‖ψ‖∞ ‖M‖Var, donc
∥∥M̂ε

∥∥∞ �
‖M‖Var. Comme ce résultat s’applique aussi aux itérés des deux opérateurs, cela
permet de conclure.��
Remarque 3.3.2.On déduit der(M)Var � max(R, R̂) et r(M)Var � R̂ε que
R̂ε � max(R, R̂), un résultat qui n’est pas du tout évidenta priori.

Dans les bons cas (poids continus, ou encore branches inverses d’une fonction)
où R̂ = R̂ε, on retrouve l’affirmation de Ruelle.

3.4. Majoration du rayon spectral essentiel

Lemme 3.4.1.Soit U : B → B un opérateur continu. Si N : B → B est défini par
N�(x) = ∫

Uχ(−∞,x) ∇�, alors ‖N‖Var � 3‖U‖∞.
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Démonstration. Soit a0 < . . . < an une subdivision deR. Alors, pour certains
signesδ0, δ1 et εi , on a

|N�(a0)| +
∑

|N�(ai)−N�(ai−1)| + |N�(an)|
= δ0N�(a0)+

∑
εi(N�(ai)−N�(ai−1))+ δ1N�(an)

= δ0

∫
Uχ(−∞,a0) ∇�+

∫
U

(∑
εiχ[ai−1,ai )

)∇�+ δ1

∫
Uχ(−∞,an) ∇�

�
(∥∥Uχ(−∞,a0)

∥∥∞ +
∥∥∥U(∑

εiχ[ai−1,ai )

)∥∥∥∞ + ∥∥Uχ(−∞,an)

∥∥∞)
Var�

� 3‖U‖∞ Var�.

On obtient le résultat en passant au sup sur la subdivision.��
Remarque 3.4.2.Ce lemme reste vrai pour des opérateurs qui sont de la forme
N�(x) = limy↗x

∫
Uχ(−∞,y) ∇�, on l’obtient en fait simplement par passage à

la limite simple.

Théorème 3.4.3.Le rayon spectral essentiel de M pour son action sur B vérifie
ress(M)Var � R̂.

Démonstration. Le théorème 3.1.1 donne que, siψ,� ∈ B∫
ψ ∇(Mm�) =

m∑
k=1

∑
ωk

∫
M̂k−1ψ ∇(gωk ) (Mm−k�) ◦ ψωk +

∫
M̂mψ ∇�.

La proposition A.3.1 (qui affirme que sif est à variation bornée et tend vers 0
à l’infini alors f (x) = 2

∫
χ(−∞,x) ∇f − limy↗x

∫
χ(−∞,y) ∇f ) permet alors

d’écrire

Mm�(x) =
m∑
k=1

∑
ωk

[
2

∫
M̂k−1χ(−∞,x) ∇(gωk ) (Mm−k�) ◦ ψωk

− lim
y↗x

∫
M̂k−1χ(−∞,y) ∇(gωk ) (Mm−k�) ◦ ψωk

]

+ 2
∫

M̂mχ(−∞,x) ∇�− lim
y↗x

∫
M̂mχ(−∞,y) ∇�.

On a pu intervertir somme et limite puisque tout converge absolument. Ainsi, on
peut décomposerMm comme somme de deux opérateursA1 etA2.

On va voir que le premier opérateur est compact. Il suffit de vérifier que chaque
terme de la somme est compact. Pour cela, on va utiliser les théorèmes A.4.1 et
A.4.2. Il suffit de vérifier quey �→ M̂kχ(−∞,y)(x) a sa variation bornée par une
constante indépendante dex. Mais

M̂kχ(−∞,y)(x) =
∑
|ω|=k

εωgω(ψ
−1
ω x)χ(−∞,y)(ψ

−1
ω x)

=
∑
|ω|=k

εωgω(ψ
−1
ω x)χ

(ψ−1
ω x,+∞)

(y).
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À x fixé, c’est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’inter-
valles, de variation bornée par 1. Ainsi, la variation dey �→ M̂kχ(−∞,y)(x) est
majorée par

∑ ∥∥gω

∥∥∞ � V k. Cela montre que l’opérateur intégralT�(y) =∫ M̂k−1χ(−∞,y) ∇(gω)� est compact, et sa composée avecMm−k l’est aussi. En
sommant,A1 est compact.

De plus, on a‖A2‖Var � 9‖M̂m‖∞, en utilisant le lemme 3.4.1 (et la remarque
qui le suit). Ainsi,ress(Mm) � 9‖M̂m‖∞, i.e. ress(M) �

(
9‖M̂m‖∞

)1/m. En
faisant tendrem vers l’infini, on obtient bienress(M)Var � R̂. ��
Théorème 3.4.4.Le rayon spectral essentiel de M pour son action sur B vérifie
ress(M)Var � R̂c.

Démonstration. Dans la preuve du théorème 3.4.3, on a montré que, pour un certain
opérateur compactK (qui ne joue pas de rôle pour le rayon spectral essentiel),Mm

s’écrit

Mm�(y) = K�(y)+ 2
∫

M̂mχ(−∞,y) ∇�− lim
z↗y

∫
M̂mχ(−∞,z) ∇�.

NotonsN�(y) = ∫ M̂mχ(−∞,y) ∇� ; on va le décomposer comme somme
d’un opérateur de rang fini et d’un opérateur de norme de l’ordre de‖M̂m

c ‖∞,c.
On applique le lemme 2.4.3 à̂Mm, pour obtenir une partie finieA telle que

si � ∈ F et x �∈ A, |M̂m�(x)| � (
∥∥M̂m

c

∥∥∞,c
+ δ) ‖�‖∞. On définit alors,

pour χ ∈ F , T χ(x) = χ(x) si x �∈ A, 0 si x ∈ A, et on poseU = Id−T .
Alors ‖T M̂mχ‖∞ � (‖M̂c

m‖∞,c + δ) ‖χ‖∞ : c’est clair hors deA, d’après sa
définition, et ça reste vrai surA par construction deT .

Posons

N�(y) =
∫

M̂mχ(−∞,y) ∇�

=
∫
T M̂mχ(−∞,y) ∇�+

∫
UM̂mχ(−∞,y) ∇�

= N1�(y)+N2�(y).

Le lemme 3.4.1 garantit que‖N1‖Var � 3‖T M̂m‖∞ � 3(‖M̂c
m‖∞,c + δ). De

plus, commeUM̂mχ est nulle hors deA, N2� ne dépend que des valeurs de� en
a, a− et a+ poura dansA, doncN2 se factorise par un opérateur de rang fini, et
est lui-même de rang fini.

De la même façon, si on poseN ′�(y) = limz↗y

∫ M̂mχ(−∞,z) ∇�, on dé-
composeN ′ comme somme de deux opérateursN ′

1 et N ′
2, le premier étant de

norme� 3(‖M̂c
m‖∞,c + δ) et le second de rang fini.

Finalement, on peut écrireMm = K ′ + 2N1 − N ′
1, oùK ′ est compact. Donc

ress(Mm) � 2‖N1‖ +
∥∥N ′

1

∥∥ � 9(‖M̂c
m‖∞,c + δ). On conclut en faisant tendre

δ vers 0 puism vers l’infini. ��
On peut récapituler les inégalités entre les rayons spectraux :

ress(M)Var � R̂c = R̂ε
c � R̂ε � r(M)Var � max(R, R̂).

Dans de nombreux cas, ces inégalités permettent de calculerr(M)Var, ou de montrer
l’existence d’un trou spectral pour l’action deM surB.
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3.5. Action sur le quotient

On a des analogues des théorèmes précédents au niveau du quotient :

Théorème 3.5.1.On a r(Mc)Varc � max(Rc, R̂c).

Démonstration. La preuve est analogue à celle du théorème 3.2.1, mais en rem-
plaçant toutes les intégrales

∫
par des intégrales

∫
c
, et en utilisant le théorèmeA.5.1.

��
Théorème 3.5.2.On a r(Mc)Varc � R̂ε

c (= R̂c).

Démonstration. On montre que‖Mc‖Varc �
∥∥M̂ε

c

∥∥∞,c
comme dans la démonst-

ration du théorème 3.3.1. On suit le même schéma de preuve, le seul problème étant
que dans le cas non quotienté on prend un Dirac, tué dans le quotient, ce qu’il faut
éviter. On peut supposer� fini.

On prendψ avec‖ψ‖∞ = 1 et
∥∥M̂ε

cψc
∥∥∞,c

grand. Soitx un point de continuité

desgω ◦ ψ−1
ω en lequelM̂εψ est grand. Siϕ est égale à 1 sur un petit voisinage

dex (c’est l’analogue deδx), on vérifie alors queMϕ tend versMδx en chacun
desψ−1

ω x (par continuité), et qu’elle s’annule entre deux de ces points (si on a
pris le voisinage dex oùϕ vaut 1 suffisamment petit, et en utilisant� fini). Donc
Varc(Mcϕc) � Var(Mδx) �

∣∣M̂εψ(x)
∣∣, et on conclut comme précédemment.

��
Théorème 3.5.3.On a ress(Mc)Varc � R̂c.

Démonstration. On pourrait répéter la preuve du cas non quotienté, en utilisant les
propriétés de compacité de

∫
c
, mais il n’y en pas besoin. En effet, on sait déjà que

ress(M)Var � R̂c, et le théorème B.0.2 assure queress(Mc)Varc � ress(M)Var.
��

3.6. Lien entre B et Bc
La projectionπ : B → Bc va envoyer les sous-espaces caractéristiques deM

dans ceux deMc. On peut préciser son comportement. En particulier, dans le cas
des poids continus, on va voir que c’est un isomorphisme.

Lemme 3.6.1.Si � ∈ B∞ (les fonctions à variation bornée nulles hors d’un en-
semble dénombrable) vérifie M� = λ� avec |λ| > R̂ε, alors � = 0.

Démonstration. On utilise la notation〈ψ,�〉 = ∑
ψ(x)�(x) introduite dans la

preuve du théorème 3.3.1 ; elle vérifie〈ψ,M�〉 = 〈M̂εψ,�〉, donc ici〈ψ,�〉 =
λ−1〈M̂εψ,�〉.

Soit R̂ε < C < |λ|, etK tel que
∥∥M̂εm

∥∥ � KCm. Alors

|〈ψ,�〉| = |λ|−m|〈M̂εmψ,�〉| � |λ|−m∥∥M̂εmψ
∥∥∞ Var�/2

� |λ|−mKCm ‖ψ‖∞ Var�/2.

En passant à la limite,〈ψ,�〉 = 0. En prenant pourψ la fonction qui vaut 1 enx
et 0 ailleurs, on obtient�(x) = 0. ��
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Proposition 3.6.2.Pour |λ| > R̂ε, π : B → Bc réalise un isomorphisme de
Eλ(M) sur Eλ(Mc) (où Eλ(M) désigne le sous-espace caractéristique associé à
l’action de M sur B, et à la valeur propre λ).

Démonstration. On a vu dans les propositions 2.4.1 et 2.4.2 queR̂ε � R̂ε
c = R̂c.

Donc |λ| > R̂c � ress(M)Var, ce qui assure queEλ(M) est bien défini, de même
queEλ(Mc). On sait alors (théorème B.0.2) queπ est une surjection deEλ(M)

surEλ(Mc). Il reste à vérifier son injectivité.
Soit� ∈ Eλ(M) telle que�c = 0. Autrement dit,� ∈ B∞. Soit n tel que

(λ Id−M)n� = 0. Notons� = (λ Id−M)n−1� : � ∈ B∞ et� vérifieM� =
λ� avec|λ| > R̂ε, donc par le lemme précédent� = 0, i.e.(λ Id−M)n−1� = 0.
Ainsi, on fait diminuer len, jusqu’à 0, ce qui donne� = 0. ��
Corollaire 3.6.3. On suppose les poids gω continus. Alors, pour |λ| > R̂, π réalise
un isomorphisme de Eλ(M) sur Eλ(Mc).

Démonstration. Cela vient juste dêR = R̂ε(= R̂c) (proposition 2.4.5). ��

4. Déterminant des opérateurs de transfert ([BR96])

Dans cette partie, on reprend l’article [BR96], dans lequel sont définis une
trace et un déterminant pour les opérateurs de transfert : la trace et le déterminant
sharp (qu’on pourrait traduire par déterminant dièse en français, mais je préfère
m’en tenir à la terminologie “sharp” pour ne pas introduire de confusion). Dans
cet article [BR96] (et donc dans cette partie), les poids sont supposés continus. On
généralisera les résultats à des poids discontinus dans la partie suivante.

4.1. Définition de la trace sharp

En général, les opérateurs de transfert considérés dans cet article ne sont pas
compacts (sauf lorsque tous les poids ont des supports finis). Il n’y a donc pas
d’espoir de définir leur trace (et leur déterminant) de façon canonique (i.e. comme
trace et déterminant d’opérateurs nucléaires). Il faut donc poser une définitionad
hoc, en espérant qu’elle vérifiera de bonnes propriétés.

On commence par définir une “trace”, notée Tr#, pour les opérateurs élémen-
taires :

Définition 4.1.1.Si L�(x) = g(x)�(ψx), on pose Tr#(L) = ∫ 1
2 sgn(ψ(x) −

x)dg(x).

(la notation sgn désigne la fonction qui vaut 1 sur(0,+∞),−1 sur(−∞,0) et est
nulle en 0). L’intégrale utilisée ici est une intégrale de Stieltjes classique.

On définit ensuite la trace d’un opérateur général :

Définition 4.1.2.Pour un opérateurMde la formeM�(x) = ∑
gω(x)�(ψωx) =∑ Lω�(x), on pose Tr#(M) = ∑

Tr#(Lω).

Enfin, une fois que la trace est définie, on peut définir le déterminant deM :
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Définition 4.1.3.On pose Det#(Id+ zM) = exp
(−∑

n�1(−1)n z
n

n
Tr#(Mn)

)
pour |z| assez petit.

On vérifie aisément que Tr#(Mn) � V n (oùV désigne
∑

Vargω, fini par hypo-
thèse), donc Det# est bien défini sur le disque de rayon 1/V .

En fait, il y a unpetit abus de notation, puisque Tr# ne dépend pas seulement
de l’opérateurM, mais aussi de la façon de le représenter comme somme (le choix
d’une autre représentation peut faire varier la trace ; par exemple, la représentation
de l’opérateur nul dans l’exemple du paragraphe 3.3 donne une Tr# égale à 1). Il
faut donc considérer que Tr# s’applique à des sommes formelles (et pas vraiment
à des opérateurs) pour lever l’ambiguïté (en considérant que la représentation en
somme formelle deMn estMn�(x) = ∑

|ω|=n gω(x)�(ψωx)).
Par contre, on vérifie que cette ambiguïté disparaît si on se restreint à des

poids continus ([BR96], lemme 2.1). En fait, nombre de problèmes (notamment
ceux liés aux intégrations par parties) disparaissent lorsque les poids sont continus.
C’est pourquoidans toute la suite de cette partie, on supposera les poids continus,
suivant [BR96]. Rappelons qu’on suppose aussi que les poids sont à support dans
(−1,1), donc à support compact.

On montrera alors que Det#(Id+zM) se prolonge analytiquement au disque de
rayon 1/R̂, et qu’il s’annule exactement aux points où Id+zM n’est pas inversible.
Autrement dit, Det# vérifie les bonnes propriétés qu’on attend d’un déterminant.

4.2. Premières propriétés de la trace sharp

Proposition 4.2.1.Soit L�(x) = g(x)�(ψx). Siψ a un nombre fini de points fixes
a1 < . . . < an, alors Tr#(L) = ∑

L(ai, ψ)g(ai) où L(ai, ψ) = 1 si le graphe de
ψ traverse strictement la diagonale en ai de gauche à droite, −1 si il traverse la
diagonale de bas en haut, et 0 sinon.

Démonstration. Entreai et ai+1, ψ(x)− x reste de signe constantε = ±1. Donc∫ ai+1
ai

1
2 sgn(ψ(x)− x)dg(x) = ε/2(g(ai+1)− g(ai)). En sommant, on obtient∫

sgn(ψ(x)− x)

2
dg(x) =

∑ 1

2
g(ai)

(
sgn(ψ(ai)− ai)− − sgn(ψ(ai)− ai)+

)
=

∑
g(ai)L(ai, ψ).

On a utilisé la nullité deg(±∞) (car les poids sont à support compact), et le fait que
L(ai, ψ) a été défini pour être égal à12

(
sgn(ψ(ai)− ai)− − sgn((ψ(ai)− ai)+

)
.

��
Ainsi, on peut considérer que Tr# compte les points périodiques avec le poids

g, en ajoutant un signe analogue à un indice de Lefschetz (en fait,L(a,ψ) =
sgn(1− ψ ′(a)), au moins quandψ estC2 etψ ′′(a) �= 0 ; c’est un véritable indice
de Lefschetz, qui se généralise en dimension supérieure par sgn(det(Id−Taψ))).
Autrement dit, siζ(z) = 1/Det#(1 − zM), alorsζ(z) = exp

(∑
zn

n
Tr#(Mn)

)
est une sorte de fonctionζ dynamique, qui compte les points périodiques avec
des poidsgω. Ainsi, tous les résultats que l’on obtiendra pour Det# pourront être
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interprétés comme des résultats sur une fonctionζ dynamique. C’est entre autres
pour cela qu’on a posé cette définition de la trace sharp.

Remarquons que, dans cette preuve, on a utilisé la continuité deg auxai pour
intégrer (sinon, on aurait eu des termesg(ai−) etg(ai+)). Ainsi, pour que Det# soit
vraiment un déterminant dynamique, il faut au moins avoir la continuité des poids
aux points périodiques. On verra plus loin que, effectivement, cette hypothèse est
suffisante pour avoir les résultats que l’on va démontrer dans cette partie dans le cas
des poids continus. Par contre, quand on retire cette hypothèse, tout se complique
(voir par exemple [Rue96a], où l’équation Det#(Id+M) = 1/Det#(Id+M̂) est
remplacée par une équation fonctionnelle plus compliquée qui tient compte des
discontinuités des poids aux points périodiques).

Remarque 4.2.2.Quandψ n’a pas un nombre fini de points fixes, et que les poids ne
sont pas continus, on a quand même une interprétation analogue. Ecrivons l’ouvert
{ψ(x) �= x} comme réunion de ses composantes connexes(ai, bi), et soitσi le
signe deψ(x)−x sur cet intervalle.Alors Tr#(L) = ∑

i
σi
2 (g(bi−)−g(ai+)) : cela

se voit en écrivant sgn(ψ(x) − x) = ∑
i σiχ(ai ,bi )(x), en utilisant

∫
χ(ai ,bi ) dg =

g(bi−)−g(ai+), et en sommant en utilisant par exemple le théorème de convergence
dominée. Dans tous les cas, Tr# ne dépend donc que de la valeur des poids au
voisinage des points fixes.

La trace Tr# vérifie des propriétés analogues à celles d’une trace habituelle, par
exemple :

Proposition 4.2.3.On a Tr#(M1M2) = Tr#(M2M1) (avec l’hypothèse de conti-
nuité des poids).

Démonstration. Il suffit de le prouver pourM1 etM2 des opérateurs élémentaires,
c’est-à-direLi�(x) = gi(x)�(ψix) pouri = 1,2.

Traitons d’abord le cas oùψ1 etψ2 sont croissantes.Alorsψ2ψ1− Id etψ1ψ2−
Id sont conjuguées l’une de l’autre (parψ1), donc ont le même signe sur des
intervalles conjugués l’un de l’autre. Plus précisément, l’ensemble{x |ψ2ψ1x �= x}
est un ouvert, qui s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’intervalles
ouverts(ai, bi). Soitσi le signe deψ2ψ1x − x sur(ai, bi) ; en notanta′i = ψ(ai)

etb′i = ψ1(bi), ψ1ψ2x − x est aussi de signeσi sur l’intervalle(a′i , b′i ), donc

Tr#(L2L1) =
∫

1

2
sgn(ψ2ψ1x − x)d

(
g1(x)g2(ψ1x)

)
=

∑ 1

2
σi

(
g1(bi)g2(ψ1bi)− g1(ai)g2(ψ1ai)

)
=

∑ 1

2
σi

(
g1(ψ1b

′
i )g2(b

′
i )− g1(ψ1a

′
i )g2(a

′
i )

) = Tr#(L2L1).

Siψ1 etψ2 sont décroissantes, la preuve est identique, en posanta′i = ψ1(bi)

etb′i = ψ1(ai).
Enfin, si l’une est croissante et l’autre décroissante,ψ2ψ1 a un unique point

fixe a, et Tr#(L2L1) = g1(a)g2(ψ1a). De même,ψ1ψ2 a un unique point fixe
b(= ψ1(a)) et Tr#(L1L2) = g1(ψ2b)g2(b). C’est la même valeur.��
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Remarquons qu’on utilise la continuité des poids pour se débarrasser des limites à
gauche et à droite. En fait, quand les poids ne sont pas continus, le résultat devient
faux pourψ1 croissante etψ2 décroissante (ou inversement).

On peut établir un lien entre les traces deM et deM̂, qui nous sera utile par
la suite.

Proposition 4.2.4.On a Tr#(M̂) = −Tr#(M).

Démonstration. Il suffit de le prouver pour un opérateur élémentaireL. Notons
ε = 1 siψ croît et−1 si elle décroît. On a alors

Tr#(L̂) =
∫
ε

1

2
sgn(ψ−1x − x)d(g ◦ ψ−1(x)) =

∫
1

2
sgn(y − ψ(y))dg(y)

= −
∫

1

2
sgn(ψ(y)− y)dg(y) = −Tr#(L). ��

Corollaire 4.2.5. On a Det#(1− zM̂) = 1/Det#(1− zM) = ζ(z).

C’est en jouant de cette manière entreM et M̂ qu’on va établir les propriétés de
Det#.

4.3. L’opérateur de kneading

Pour établir des propriétés d’une fonctionζ dans le cas de fonctions monotones
par morceaux, Milnor et Thurston ([MT88]) ont introduit une matrice, appeléemat-
rice de kneading, dont les coefficients (des séries formelles) codent la trajectoire
des extrémités des intervalles de monotonicité. Ils ont alors montré que le déter-
minant de cette matrice était égal à 1/ζ . On va ici généraliser cette méthode, mais
comme il y a des poids il faut coder les trajectoires de tous les points. Coder une
trajectoire revient à savoir, pour chaquey, si lesψωx sont à gauche ou à droite de
y, et donc à connaître la fonction sgn(ψωx − y). On ne pourra donc pas tout coder
par une matrice, mais plutôt par un noyau, qui agira par exemple sur un espaceL² :
on l’appellera opérateur de kneading.

On définit une mesureµ surR parµ(dx) = ∑
ω |d(gωx)|+

∑
ω |d(gω◦ψ−1

ω x)| :
c’est une mesure (sans atome) de référence, par rapport à laquelle toutes les autres
mesures que l’on considère sont absolument continues. C’est sur l’espaceL²(µ)
que l’opérateur de kneading agira. On noterag′ω(x) la dérivée de Radon-Nikodym
de d(gωx) par rapport àµ(dx) : ainsi, d(gωx) = g′ω(x)µ(dx).

Pour|z| < R−1, on définit l’opérateurDz : L²(µ)→ L²(µ) par

Dz�(y) =
∑
ω

∫
�(x)

[
(Id−zM)−1 1

2
sgn(· − y)

]
(ψωx)d(zgω(x))

=
∫

Dz(y, x)�(x)dµ(x)
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où on a posé

Dz(y, x) =
∞∑
k=1

zk
∑

ω1,... ,ωk

g′ω1
(x)gω2(ψω1x) . . . gωk (ψωk−1 ◦ . . . ◦ ψω1x) ·

1

2
sgn(ψωk ◦ . . . ◦ ψω1x − y).

Comme on a pris|z| < R−1, Id−zM est inversible sur les fonctions bornées, ce
qui montre queDzϕ(y)est bien défini, de même que le noyauDz(y, x). Remarquons
que l’on utilise les mêmes notations pour le noyau et l’opérateur ; cela ne devrait
néanmoins pas prêter à confusion.

De la même façon, on définit un opérateurD̂z pour|z| < R̂−1.
Pourz fixé,Dz(y, x)est un noyau borné qui agit surL2(µ). On peut lui appliquer

le théorème suivant :

Théorème 4.3.1.Soit (X,µ) un espace séparable mesuré de mesure finie. Soit K
une fonction définie partout sur X×X, bornée, mesurable. On définit un opérateur
A de L2(µ) dans lui-même par Aϕ(y) = ∫

K(y, x)ϕ(x)dµ(x).
Soit �n(K) = ∫

Xn detn×n
(
(K(xi, xj ))

)
dµ(x). Si on pose Det∗(Id+A) =∑ �n(K)

n! , alors Det∗ est bien défini, analytique en A, et nul si et seulement si
Id+A n’est pas inversible. L’ordre de 1 comme 0 de Det∗(Id+zA) et la multipli-
cité (algébrique) de la valeur propre −1 de A sont alors égaux.

Pour z petit, on a Det∗(Id+zA) = exp
(−∑∞

n=1(−1)n z
n

n! Tr∗(An)
)
, où Tr∗(An)

est défini par
∫
Xn K(x1, x2)K(x2, x3) . . . K(xn, x1)dµ(x1, . . . , xn).

Démonstration. Il suffit d’utiliser le théorème X.6.1 de [GGK00] dans le cas d’un
opérateur de Hilbert–Schmidt, en prenanth(x) = K(x, x), ce qui a bien un sens
puisqueK est défini partout. ��

Cela permet de définir le déterminant régularisé Det∗(Id+Dz) (qui est ana-
lytique enz pour |z| < R−1). On a alors un analogue du théorème de Milnor-
Thurston :

Théorème 4.3.2.On a Det#(Id−zM) = Det∗(Id+D̂z) et Det#(Id−zM̂)

= Det∗(Id+Dz) (l’égalité ayant lieu au sens des séries formelles).

Démonstration. C’est la proposition 3.1 de [BR96]. La preuve consiste à faire une
identification formelle après de nombreuses intégrations par partie, et est relative-
ment longue et technique. C’est pourquoi nous ne la reproduisons pas ici.��

Notons que, dans les multiples intégrations par parties de cette preuve, tant la
continuité des poids que la compacité de leurs supports (pour éliminer les termes
de bord) sont essentielles (une décroissance vers 0 à l’infini suffirait, mais on a vu
dans le paragraphe introductif 2.1 qu’on pouvait sans perte de généralité supposer
les poids à support dans(−1,1)).

L’intérêt de ce théorème est qu’on dispose, pour les déterminants régularisés
d’opérateurs surL2, de résultats d’analyticité. On va en déduire des résultats ana-
logues pour Det#.
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4.4. Lien entre zéros du déterminant et valeurs propres de l’opérateur de transfert

Proposition 4.4.1.La fonction Det#(Id−zM̂) est holomorphe pour |z| < R−1. Si
R−1 < R̂−1, elle se prolonge en une fonction méromorphe pour |z| < R̂−1, qui ne
peut avoir de pôles qu’aux λ−1 pour λ valeur propre de M agissant sur B.

Démonstration. Pour|z| < R−1, Det#(Id−zM̂) = Det∗(Id+Dz) est bien défini,
et holomorphe (car Id−zM est inversible et peut être appliqué à sgn(· − y)), ce
qui donne la première partie du résultat.

Supposons maintenant queR−1 < R̂−1. Sur le disque{|z| < R̂−1}, la fonction
Det#(Id−zM) = Det∗(Id+D̂z) est bien définie et holomorphe, donc son inverse
Det#(Id−zM̂) (par le corollaire 4.2.5) y est méromorphe. De plus, lorsquez n’est
pas l’inverse d’une valeur propre deM agissant surB, Id−zM est inversible et
peut s’appliquer à sgn(· − y), donc Det#(Id−zM) est fini, etz n’en est pas un
pôle. Les pôles sont donc tous des valeurs propres deM. ��

On va préciser le lien entre l’ordre du zéro et la multiplicité de la valeur propre.

Lemme 4.4.2.Si λ est une valeur propre simple de M agissant sur B (avec R �
|λ| > R̂), Det#(Id−zM̂) a au plus un pôle simple en λ−1.

Démonstration. Intuitivement, la valeur propreλ deM apporte une contribution
de rang 1 àDz, qui induira un terme en 1

1−λz dans Det∗(Id+Dz). La difficulté est
la non-linéarité du déterminant, qui fait qu’on ne peut pas séparer les problèmes. Il
faut donc être un peu plus précis.

On va montrer que, au voisinage deλ−1, Det∗(Id+Dz) croît au plus à la vitesse
de 1/(1− λz). Comme Det∗(Id+Dz) = Det#(Id−zM̂), cela montrera queλ−1

est au plus un pôle simple de Det#(Id−zM̂), et permettra de conclure.
On noteE le sous-espace propre associé àλ (pour l’action deM) et F son

supplémentaire spectral ;B = E ⊕ F . On note aussiPE et PF les projecteurs
spectraux associés. Sur l’espaceF , Id−zM est inversible pourz dans un voisi-
nage deλ−1, et la norme de son inverse y reste bornée. SurE, M = λ Id, donc
(Id−zM)−1 = 1

1−λz Id.

D’après le théorème 4.3.1, on peut écrire Det∗(Id+Dz) = ∑ �n(Dz)
n! où�n(Dz) =∫

Rn detn×n
(
(Dz(xi, xj ))

)
dµn(x). Cela donne, en utilisant Id= PE + PF ,

Dz(y, x) =
∑
ω

zg′ω(x)
[
(Id−zM)−1 1

2
sgn(· − y)

]
(ψωx)

=
∑
ω

zg′ω(x)
[
(Id−zM)−1 1

2
PE sgn(· − y)

]
(ψωx)

+
∑
ω

zg′ω(x)
[
(Id−zM)−1 1

2
PF sgn(· − y)

]
(ψωx)

=
∑
ω

zg′ω(x)
1

1− λz

[1

2
PE sgn(· − y)

]
(ψωx)

+
∑
ω

zg′ω(x)
[
(Id−zM)−1 1

2
PF sgn(· − y)

]
(ψωx)

= Az(y, x)+ Bz(y, x).
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CommePE est de rang 1 (d’image engendrée par une fonction�), on peut écrire
1
2PE sgn(· − y) sous la formeχ(y)�. En sommant surω, on trouve queAz peut
s’écrire sous la formeAz(y, x) = z

1−λzχ(y)ψ(x) (oùχ etψ sont des fonctions deB
indépendantes dez). Comme Id−zM est inversible surF pourz dans un voisinage
deλ−1, on a également queBz est borné sur ce voisinage, par une constanteC.

Si x1, . . . , xn sont fixés, on calcule detn×n
(
(Dz(xi, xj ))

)
en décomposantDz

commeAz + Bz. Quand on développe le déterminant par multilinéarité, les déter-
minants où il y a plus de deux colonnes avecAz seront nuls (car toutes les colonnes
avecAz sont proportionnelles). Le déterminant detn×n

(
(Bz(xi, xj ))

)
, dont les coef-

ficients sont bornés parC, est donc borné parCnnn/2 par l’inégalité de Hadamard.
Quant aux déterminants avec une colonne deAz, la norme euclidienne de cette
colonne est bornée parn1/2 ‖χ‖∞‖ψ‖∞|z|

|1−λz| , et la norme des autres colonnes est ma-

jorée parCn1/2, donc le déterminant est borné parK|1−λz|C
nnn/2. Finalement, en

sommant, on trouve
∣∣∣detn×n

(
(Dz(xi, xj ))

)∣∣∣ � L
|1−λz|C

nnn/2+1.

En intégrant (et car dµ est de masse finie),|�n(Dz)| � M
|1−λz|C

nnn/2+1. En
sommant tout, on obtient

|Det∗(Id+Dz)| =
∑ �n(Dz)

n! � M

|1− λz|
∑ Cnnn/2+1

n! . ��

Le résultat qui suit nous sera utile plus loin.

Lemme 4.4.3.Si � ∈ B vérifie M� = λ� pour R̂ < |λ| � R, alors � tend vers
0 à l’infini et est continue.

Démonstration. Comme lesgω sont à support compact, il est clair que� tend vers
0 à l’infini.

Pour prouver la continuité, notons̃�(x) = limy↘x �(y) − limy↗x �(y) : �̃
est nulle hors d’un nombre dénombrable de points, et à variation bornée. Alors∑
εωgω(x)�̃(ψωx) = λ�̃(x) (les signes viennent du renversement du sens des

limites quandψω est décroissante). Autrement dit,Mε�̃ = λ�̃ (où Mε désigne
l’opérateurMεχ(x) = ∑

εωgω(x)χ(ψωx)).
On peut appliquer le lemme 3.6.1 àMε et �̃ (car |λ| > R̂, qui correspond à

R̂ε dans l’énoncé du lemme) pour obtenir�̃ = 0.
Ainsi, en tout point,� a la même limite à gauche et à droite. Si on note�1 la

version régularisée de� (qui vérifie donc aussiM�1 = λ�1, par continuité des
poids), alors�2 = � − �1 est nulle hors d’un ensemble dénombrable et vérifie
M�2 = λ�2. CommeR̂ = R̂ε car les poids sont continus (proposition 2.4.5), on
peut appliquer le lemme 3.6.1 pour obtenir�2 = 0. Autrement dit,� = �1, et�
est continue. ��
Proposition 4.4.4.Soit λ̂ une valeur propre de M̂ agissant sur B, avec R̂ � |̂λ| >
R. Alors λ̂−1 est un zéro de Det#(Id−zM̂).

Démonstration. Soit� ∈ B qui tend vers 0 à l’infini et a des discontinuités ré-
gulières. Alors, comme les poids sont continus et� régulière, d(zgω(x)�(x)) =
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zgω(x)d(�(x))+�(x)d(zgω(x)). Un calcul donne alors (voir [BR96], corollaire
3.4)

(Id+Dz)�(y) =
∫ [

(Id−zM)−1 1

2
sgn(· − y)

]
(x)d

(
zM̂�(x)−�(x)

)
.

Ce calcul utilise d’une part que�(y) = ∫ −1
2 sgn(x − y)d�(x), et d’autre part

que Id+zM(Id−zM)−1 = (Id−zM)−1, ce qui peut se vérifier par exemple en
multipliant des deux côtés par Id−zM.

Prenons maintenantz = λ̂−1 et� un vecteur propre dêM pour cette valeur
propre. Le lemme précédent (appliqué à̂M) montre que� est continue, et on
peut appliquer le calcul précédent. CommezM̂� − � = 0, l’intégrale de droite
est nulle, donc(Id+Dz)� = 0. Ainsi, Id+Dz n’est pas inversible surL², donc
Det∗(Id+Dz) = 0, i.e. Det#(Id−zM̂) = 0 d’après le théorème 4.3.2.��
Théorème 4.4.5.Le déterminant Det#(Id−zM) est holomorphe dans la région
{z | |z| < R̂−1}. Ses zéros vérifient R−1 � |z| < R̂−1, et sont les inverses des
valeurs propres de M agissant sur B. De plus, l’ordre de λ−1 comme zéro de
Det#(Id−zM) est égal à la multiplicité de λ comme valeur propre de M.

Démonstration. Le dual de la proposition 4.4.1 montre que Det#(Id−zM) est
holomorphe pour|z| < R̂−1. Cette même proposition montre que son inverse
Det#(Id−zM̂) est méromorphe dans cette même région, et que ses pôles sont de
la formeλ−1 pourλ valeur propre deM, avecR̂ < λ � R. Cela prouve que tous
les zéros de Det#(Id−zM) sont des inverses de valeurs propres deM.

Il reste à prouver que, réciproquement, tous les inverses des valeurs propres
sont bien des zéros, et que les multiplicités coïncident. Siλ est une valeur propre
simple deM, la proposition 4.4.4 montre que c’est un zéro de Det#(Id−zM), et le
lemme 4.4.2 que ce zéro est au plus d’ordre 1 (puisque c’est au plus un pôle simple
de Det#(Id−zM̂) = 1/Det#(Id−zM)), donc il est d’ordre exactement 1, ce qui
permet de conclure.

Dans le cas de valeurs propres multiples, on peut montrer des analogues du
lemme 4.4.2 (la preuve étant la même, en conservant simplementk colonnes en
Az si la valeur propre est de multipliciték) et de la proposition 4.4.4 (en prenant
�1, . . . , �k une base du sous-espace caractéristique associé àλ, et en vérifiant
qu’ils sont tous dans le noyau d’un(Id+D1/λ)

n). Cela donne le résultat. On peut
aussi le montrer en utilisant le cas des valeurs propres simples, en déformant un
peu l’opérateurM pour faire apparaîtrek valeurs propres simples distinctes, qui
correspondront chacune à un zéro du déterminant.��

5. Régularisation des poids

Pour généraliser les résultats valables dans le cas des poids continus, on va
essayer de construire un système isomorphe à(M, gω, ψω), dans lequel les poids
seront continus.

Cela permettra d’obtenir en particulier l’analogue des résultats sur le détermi-
nant sharp dans le cas de poids discontinus (moyennant quand même une hypothèse
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supplémentaire, l’hypothèse(G) introduite dans le paragraphe 5.3, un peu plus
faible que la continuité des poids aux points périodiques).

L’idée de la preuve, due à Ruelle ([Rue94b]) et déjà mentionnée dans l’article
[BR96], est de remplacer les points où les poids sont discontinus par des petits
intervalles, sur lesquels on prolonge les poids de manière affine de façon à les
rendre continus.

5.1. Construction de R̃, M̃

SoitS l’ensemble des discontinuités desgω : il est fini ou dénombrable. Notons
S∗ l’ensemble des points obtenus en partant deS et en appliquant desψω et des
ψ−1
ω : c’est la plus petite partie deR contenantS et stable par lesψω et leurs

inverses ; elle est au plus dénombrable. On remplace chaque points deS∗ par un
segmentIs , de telle sorte que

∑ |Is | < +∞ ; on crée ainsi un nouvel espacẽR,
homéomorphe àR. On a une injectioni : R → R̃, qui envoies sur le milieu
deIs pour s ∈ S∗ ; elle est croissante, et c’est un homéomorphisme deR\S∗ sur
R̃\(⋃ Is

)
. On peut aussi définir une projectionp : R̃ → R qui envoie tous les

points deIs surs.
On noteB̃ l’espace des fonctions à variation bornée surR̃, et F̃ l’espace des

fonctions qui y sont bornées. Sĩ� ∈ B̃, on peut définirα�̃(x) = �̃(ix) : α�̃ est
à variation bornée, et vérifie même Var(α�̃) � Var �̃. Ainsi, α : B̃ → B est une
surjection linéaire continue. On a la même chose pourα : F̃ → F .

Pourω ∈ �, on définitg̃ω ∈ B̃ : on posẽgω(x) = gω(px) si x n’est pas dans
un desIs , g̃ω(x) = gω(s) pour x le milieu deIs , on prolongẽgω par continuité
aux bords desIs et on imposẽgω affine sur les deux moitiés deIs . Ainsi, g̃ω est
continue, elle vérifie Var̃gω = Vargω, etgω = αg̃ω.

On définit aussi des homéomorphismesψ̃ω de R̃ : si x n’est pas dans un des
S∗, alorsψω(x) non plus, et on posẽψω(ix) = i(ψωx). Ainsi, ψ̃ω est définie hors
desIs . On peut la prolonger par continuité au bord de ces intervalles. Finalement,
siψω(s) = t (avecs, t ∈ S∗), il faut définirψ̃ω surIs . On pose qu’elle est affine de
Is dansIt . Ainsi, ψ̃ω est bien définie, et c’est un homéomorphisme deR̃ (croissant
ou décroissant suivant queψω est croissant ou décroissant).

Finalement, pour̃� ∈ B̃ ou F̃ , on poseM̃�̃(x) = ∑
g̃ω(x)�̃(ψ̃ωx).

En fait, on a défini les fonctions̃gω et ψ̃ω de telle façon que le diagramme
suivant commute :

F̃
α

��

M̃ �� F̃
α

��
F M �� F

On peut considérer tous ces opérateurs modulo les ensembles dénombrables.
On définit ainsi un espacẽFc, avec une projectionπ : F̃ → F̃c. On a alors un
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diagramme commutatif

F̃
α

��

π �� F̃c

αc

��
F π �� Fc

(1)

Sur chacun de ces espaces agit un opérateur (respectivementM̃, M̃c, M etMc),
et tout est commutatif. Ces opérateurs ont des rayons spectraux respectifsR̃, R̃c,
R etRc. Le théorème B.0.2 garantit que ces rayons spectraux décroissent le long
des flèches. On sait en plus quẽR = R̃c, par la proposition 2.4.5 (car les̃gω sont
continus).

5.2. Injectivité de α

Lemme 5.2.1.Soit � ∈ B̃ nulle hors des Is , et vérifiant M̃� = λ� avec |λ| > ˜̂R.
Alors � = 0.

Démonstration. Pourψ bornée qui, sur chaqueIs , est non nulle en au plus un
point, on définit〈ψ,�〉 = ∑

x ψ(x)�(x). C’est bien défini car
∑ |ψ(x)�(x)| �

‖ψ‖∞ Var�/2 (on le voit en intercalant entre lesx avecψ(x) �= 0 des points hors
desIs , en lesquels on a donc� = 0).

On peut définir〈ψ,�〉 pourψ qui est non nulle en au plus deux points de
chaqueIs , de la même manière. Alors|〈ψ,�〉| � ‖ψ‖∞ Var�.

Fixons maintenantx dans unIs = [u, v] (x = (1− µ)u+ µv), etψ qui vaut

1 enx, 0 ailleurs. Alors˜̂Mε
n
ψ est non nulle en au plus deux points sur chaque

It = [u′, v′]. En fait, si˜̂Mε
n
ψ(y) �= 0, alorsy s’écrit sous la formẽψωx, pour un

certainω de longueurn. Mais ψ̃ω est affine deIs dansIt et elle envoie bords sur
bords, donc si elle est croissantey = (1− µ)u′ + µv′, et si elle est décroissante
y = (1− µ)v′ + µu′ ; il y a donc au plus deux possibilités.

D’après la preuve du théorème 3.3.1,〈ψ,M̃n�〉 = 〈˜̂Mε
n
ψ,�〉. Soit alors

|λ| > C > ˜̂R. CommeC > ˜̂R = ˜̂Rε (car les poids̃gω sont continus), il existe une

constanteK telle que
∥∥˜̂Mε

n∥∥∞ � KCn. Alors

|�(x)| = |〈ψ,�〉| = |λ|−n|〈ψ,M̃n�〉| = |λ|−n∣∣〈˜̂Mε
n
ψ,�〉∣∣

� |λ|−n∥∥˜̂Mε
n
ψ

∥∥∞ Var� � K|λ|−nCn ‖ψ‖∞ Var�

En faisant tendren vers l’infini, on obtient�(x) = 0. ��
Proposition 5.2.2.Pour |λ| > ˜̂R, α réalise un isomorphisme entre Eλ(M̃) et
Eλ(M).

Démonstration. Les espacesEλ sont bien définis (car̂̃Rmajore les rayons spectraux
essentiels des deux opérateurs). La surjectivité deα deEλ(M̃) dansEλ(M) résulte
du théorème B.0.2, et son injectivité du lemme précédent (en itérant, comme dans
la preuve de la proposition 3.6.2).��
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On a un analogue modulo les ensembles dénombrables :

Proposition 5.2.3.Pour |λ| > ˜̂Rc, αc réalise un isomorphisme de Eλ(M̃c) sur
Eλ(Mc).

Démonstration. Il suffit de prouver un analogue du lemme 5.2.1. Soit donc�c

(avec� à discontinuités symétriques) telle quẽMc�c = λ�c, etαc�c = 0. On
veut voir que�c est nulle.

SoitX un ensemble dénombrable en dehors duquelM̃� = λ�. On remplace
X par l’ensemble de ses itérés par lesψω. Si x �∈ X (et x ∈ Is), on va montrer
que�(x) = 0, ce qui permettra de conclure. Pour le prouver, il suffit de répéter la
preuve du lemme 5.2.1.��

5.3. Conditions pour avoir l’égalité des rayons spectraux

On cherche des conditions qui garantiront que tous les rayons spectraux seront
égaux. Toutes les flèches du diagramme (1) donneront alors des isomorphismes
entre les sous-espaces caractéristiques des différents opérateurs.

En général, les rayons spectraux en question peuvent être distincts.

Exemple 5.3.1.Soit g = δ0 etϕ = Id : alorsM�(x) = �(0) si x = 0, 0 sinon,
doncR = 1 etRc = 0.

Exemple 5.3.2.Soitg1 = 2δ0,ψ1(x) = x+ 1,g2(x) = 2 pour 0< |x− 1| < 1/2
et 0 ailleurs, etψ2(x) = x − 1. AlorsM2 = 0 doncR = 0, tandis quẽR = 1.

Il faut donc introduire des conditions supplémentaires, pour s’assurer qu’il n’y aura
pas de “résonance”. Nous utiliserons la condition suivante :

Siψωn . . . ψω1x = x, alors∀i ∈ {1, . . . , n}, gωi est continu enψωi−1 . . . ψω1x.

(G)

On abrégera cette condition en disant queles poids sont continus le long des cycles.
Il faut noter que cela ne signifie pas que tous les poids sont continus aux points
périodiques, mais juste lesgωi pourψωi qui intervient dans le cycle. La condition
(G) est donc strictement plus faible que

Les poids sont continus aux points périodiques. (G′)

La condition(G′) peut se reformuler en disant que les discontinuités des poids (i.e.
les éléments de l’ensembleS) ne reviennent pas sur elles-mêmes, i.e.∀ω,∀x ∈
S,ψωx �= x.

On pourrait essayer de travailler directement avec(G′), sans passer par l’inter-
médaire de(G). Cependant, cette condition(G′) a un défaut : ce n’est pas parce
qu’elle est vérifiée parM qu’elle va l’être parMn. Par exemple, si(G′) est vé-
rifiée et quex est un point périodique, il se peut qu’il soit envoyé par unψω1 sur
une discontinuité d’un poidsgω2, qui ne participe pas à un cycle. Alorsgω1ω2 est
discontinu enx, doncM2 ne vérifie pas(G′).
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C’est essentiellement pour cette raison qu’on va travailler avec(G), qui n’a
pas ce problème. De toutes façons, comme(G′) implique (G), tous les résultats
valables avec(G) le seront aussi avec(G′).

L’idée de la démonstration de l’égalité des rayons spectraux sous l’hypothèse
(G) est de modifier l’opérateur̃M sur les intervallesIs . Elle est cependant un peu
technique à mettre place. On commence donc par traiter un cas plus simple, même
s’il ne nous servira pas par la suite. Les preuves suivantes seront simplement des
généralisations de cette preuve, avec des difficultés techniques supplémentaires.

Proposition 5.3.3.Si on pose M′�(x) = ∑
g′ω(x)�(ψωx), où les g′ω sont égaux

aux gω le long des cycles et sur un ensemble dense (et
∑

Varg′ω < +∞) , alors
r(M′)∞ = r(M)∞.

Les hypothèses seront en particulier vérifiées, dans le cas de(G), si g′ω est égal à
gω hors de ses discontinuités.

Démonstration. SoitR > ‖M‖, on va montrer queR � r(M′). Cela permettra
de conclure. En effet, fixons alorsR > r(M). Soitn tel queRn > ‖Mn‖. Comme
l’hypothèse qu’on utilise est valable aussi pourMn et M′n, on peut appliquer le
résultat annoncé qui donneRn � r(M′n). On obtientR � r(M′), et on trouve
en faisant tendreR versr(M) quer(M) � r(M′). Comme les deux opérateurs
jouent le même rôle, on a finalement l’égalité.

Fixons doncR > ‖M‖, ainsi queε > 0. On va montrer quer(M′) � R+ 2ε.
On peut écrireM′ = M + N , où N�(x) = ∑

hω(x)�(ψωx) avechω =
g′ω − gω nulle le long des cycles, etW = ∑

Varhω < +∞. On peut isoler une
partie finie�1 de�, de complémentaire�∗, telle que

∑
ω∈�∗ ‖hω‖∞ < ε. Si�1 est

de cardinalQ, on écrit alorsN = N1+ . . .+NQ+N ∗, chaqueNs correspondant
à un poidshs ayant un coefficients dans�1.

On décomposeM′n = (M + N )n comme une somme de 2n termes, chaque
terme étant un produit deM et deN . SoitT un tel terme, aveckN qui apparaissent.
En décomposant chaqueN commeN1+ . . .+NQ+N ∗, on décomposeT comme
somme de(Q+ 1)k termes.

SoitU un de ces termes, eti le nombre desNs qui interviennent. Il y a alors
k − i termesN ∗, etn− k termesM. En regroupant les termes consécutifs enN ∗
etM, on peut alors écrireU = P0Ns1P1 . . .NsiPi .

Montrons que

|U�(x)| � ‖P0‖ . . . ‖Pi‖ ‖�‖∞
· sup
ω1,... ,ωi

|hs1(ψω1
x)hs2(ψω2

ψs1ψω1
x) . . . hsi (ψωi

ψsi−1 . . . ψω1
x)|. (2)

Le résultat est clair pouri = 0. En le supposant acquis au rangi, montrons-le au
rangi + 1, pourV = P−1Ns0 . . .NsiPi . Si on note� = P0Ns1P1 . . .NsiPi�,
alorsV�(x) = P−1Ns0�(x). Donc |V�(x)| � ‖P−1‖ sup|Ns0�(ψω0

x)|, les
ψω0

étant les fonctions intervenant dansP−1 (en utilisant le lemme 2.4.7). Mais
Ns0�(ψω0

x) = hs0(ψω0
x)�(ψs0ψω0

x). On conclut en appliquant l’hypothèse de
récurrence à� = U�, ce qui donne (2).

Dans le terme de droite de l’équation (2), considérons un produit du type
|hs1(ψω1

x) . . . hsi (ψωi
ψsi−1 . . . ψω1

x)|. Si deux itérés dex sont égaux, comme les
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hs sont nuls le long des cycles, le produit est nul. Dans le cas contraire, tous
les points sont distincts, et la nullité deshs sur un ensemble dense permet d’écrire∑

r |hsr (ψωr
◦. . .◦ψω1

x)| �
∑

Varhω � W . L’inégalité arithmético-géométrique

donne alors
∏ |hsr (ψωr

◦ . . . ◦ ψω1
x)| �

(∑ |hsr (ψωr
◦...◦ψω1x)|
i

)i
� (W/i)i .

On obtient donc, en utilisant (2), que‖U‖ � ‖P0‖ . . . ‖Pi‖ (W/i)i . Dans les
Pr , il y a k− i opérateursN ∗, de norme majorée parε, etn− k opérateursM, de
norme majorée parR. On obtient donc‖U‖ � Rn−kεk−i (W/i)i .

Le termeT se décompose comme somme de(Q+ 1)k termesU . Il y a
(
k
i

)
Qi

termesU qui ont exactementi facteurs du typeNs : on choisit la place de ces
termes, puis pour chaque place on a le choix entreQ opérateurs. Ainsi

‖T ‖ �
k∑
i=0

(
k

i

)
QiRn−kεk−i (W/i)i �

k∑
i=0

2kQiRn−kεk−i (W/i)i

= Rn−k(2ε)k
k∑
i=0

(
WQ

εi

)i

En posantC = ∑+∞
i=0

(
WQ
εi

)i
< +∞ (indépendant dek, et den), on obtient

‖T ‖ � CRn−k(2ε)k.
Quand on décompose(M+N )n comme somme de termesT , il y a

(
n
k

)
termes

qui ont exactementk facteursN . On obtient donc

∥∥(M+N )n
∥∥ �

n∑
k=0

(
n

k

)
CRn−k(2ε)k = C(R + 2ε)n

On en déduitr(M′) = r(M+N ) � R + 2ε. ��
Cette proposition a un analogue surR̃ :

Proposition 5.3.4.Si on pose M̃′�(x) = ∑
g̃′ω(x)�(ψ̃ωx), où les g̃′ω sont égaux

aux g̃ω hors des Is et le long des cycles dans les Is (et
∑

Var g̃′ω < +∞) , alors
r(M̃′)∞ = r(M̃)∞.

Démonstration. La preuve est identique à la précédente. Le seul point à vérifier
est que, avec les notations de l’équation (2), on a

∑
r |̃hsr (ψ̃ωr

◦ . . . ◦ ψ̃ω1
x)| �∑

Var h̃ω � W (car, pour le prouver, on utilisait la nullité deshω sur un ensemble
dense, ce qui n’est plus vrai ici).

Remarquons que, si on est hors desIs ou sur un cycle dans lesIs , le produit∏ |̃hsr (ψ̃ωr
◦ . . . ◦ ψ̃ω1

x)| est nul par hypothèse. Dans le cas contraire, tous les
points sont distincts et dans lesIs et, comme les̃ψω sont affines sur lesIs , il y a au
plus deux points dans chaqueIs . Comme les̃hω sont nulles entre lesIs , on obtient∑

r |̃hsr (ψ̃ωr
◦ . . . ◦ ψ̃ω1

x)| � 2
∑

Var h̃ω � 2W , ce qui permet de conclure.��
On a enfin un analogue pour les fonctions définies à un ensemble dénombrable

près :

Proposition 5.3.5.Sous les hypothèses de la proposition précédente, r(M̃′
c)∞,c =

r(M̃c)∞,c.
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Démonstration. Le seul problème dans la preuve de la proposition 5.3.3 est l’éta-
blissement de l’équation (2) : si on considère tout modulo des ensembles dénom-
brables, on n’a plus|P−1Ns0�(x)| � ‖P−1‖∞,c sup|Ns0�(ψ̃ω0

x)|.
On montre plutôt que, pour toutx hors d’un ensemble dénombrable, on a

|U�(x)| � ‖P0‖c . . . ‖Pi‖c ‖�‖∞,c sup|̃hs1(ψ̃ω1
x) . . . h̃si (ψ̃ωi

◦ . . . ◦ ψ̃ω1
x)|.

(3)

On raisonne encore par récurrence, le résultat étant clair pouri = 0. On conserve
les notations de la preuve précédente. D’après le lemme 2.4.8, on a hors d’un
ensemble dénombrableA que |V�(x)| � ‖P−1‖∞,c sup|Ns0�(ψ̃ω0

x)|. En ap-
pliquant l’hypothèse de récurrence à�, on obtient un ensemble dénombrableB
en-dehors duquel|�(x)| � ‖P0‖c . . . ‖Pi‖c ‖�‖∞,c sup|̃hs1(ψ̃ω1

x) . . . h̃si (ψ̃ωi
◦

. . . ◦ ψ̃ω1
x)|. On en déduit la validité de l’équation (3) pour� hors deA ∪

{(ψ̃s0ψ̃ω0
)−1(x) | x ∈ B} dénombrable.

En utilisant l’équation (3) et l’inégalité arithmético-géométrique, on montre
alors que‖U‖c � ‖P0‖c . . . ‖Pi‖c (2W/i)i . La preuve se termine comme plus
haut. ��

Les propositions qui précèdent permettent d’utiliser à peu près n’importe quel
relèvement deM dansR̃, où on fait des modifications juste sur lesIs et hors
des cycles. Lorsque l’hypothèse(G) est vérifiée, on peut donc modifier̃gω sur les
intervallesIs tels quegω ne soit pas continu ens, puisqu’ils n’interviennent pas
dans des cycles.

On définit en particulier̃M′�(x) = ∑
g̃′ω�(ψ̃ωx), où g̃′ω est égal à̃gω hors

desIs , àgω(s−) sur la moitié gauche deIs , àgω(s+) sur sa moitié droite, et àgω(s)
au milieu. C’est un opérateur auxiliaire, un artifice qui va nous servir dans la preuve
deR̃ = R.

Lorsque l’hypothèse(G) est vérifiée, on peut appliquer à̃M′ les deux propo-
sitions précédentes, pour obtenirr(M̃′)∞ = r(M̃)∞ et r(M̃′

c)∞,c = r(M̃c)∞,c.

Lemme 5.3.6.On a r(M̃′)∞ = r(M)∞.

Démonstration. Le résultat général B.0.2 de décroissance du rayon spectral donne
déjàr(M̃′) � r(M), il faut démontrer l’autre inégalité. On va montrer que‖M̃′‖ �
‖M‖. Quitte à passer à la limite uniforme, on peut supposer� fini.

Soit� ∈ F̃ de norme 1, avec‖M̃′�‖ > ‖M̃′‖−ε. Soitx tel que|M̃′�(x)| >
‖M̃′‖ − ε. Si x n’est pas dans un desIs , ou est le milieu d’un desIs , on projette
tout dansR : on pose� = α� et y = p(x) : alors‖�‖ � 1 et |M�(y)| =
|M̃′�(x)| > ‖M̃′‖ − ε, ce qui donne‖M‖ > ‖M̃′‖ − ε.

Sinon, on peut par exemple supposer quex est dans la moitié droite d’un
desIs . On définit alors� qui est égale à�(ψ̃ωx) sur un voisinage à droite de
ψω(s) lorsqueψω est croissante, et sur un voisinage à gauche lorsqueψω est
décroissante (c’est possible car� est fini), et nulle ailleurs. Ainsi,M� tend vers
M̃′�(x) à droite des, puisquegω tend vers̃g′ω(x) à droite des (par définition
desg̃′ω). En particulier‖M�‖∞ � |M̃′�(x)|. Comme‖�‖∞ � 1, on en déduit
‖M‖ � |M̃′�(x)| > ‖M̃′‖ − ε. ��
Lemme 5.3.7.On a r(M̃′

c)∞,c = r(Mc)∞,c.
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Démonstration. Comme dans la preuve précédente, il suffit de voir que‖M̃′
c‖ �

‖Mc‖. On prend�c de norme 1 telle que‖M̃′
c�c‖ > ‖M̃′

c‖ − ε ; on peut même
imposer‖�‖∞ = 1, d’après la proposition 2.2.1. Il existe alors un nombre indé-
nombrable de pointsx tels que|M̃′�(x)| > ‖M̃′

c‖−ε. Si tous ces points sont hors
desIs , ou en leur milieu, on pose� = α� ; il existe un nombre indénombrable de
pointsy (lesp(x)) tels que|M�(y)| > ‖M̃′

c‖− ε. Donc‖Mc�c‖ � ‖M̃′
c‖− ε,

puis‖Mc‖ � ‖M̃′
c‖ − ε.

Sinon, il existe unx dans une des deux moitiés desIs avec|M̃′�(x)| > ‖M̃′
c‖−

ε, par exemple dans la moitié de droite. Comme dans la preuve précédente, on
construit� telle queM� tende vers̃M′�(x) à droite des. On obtient‖Mc�c‖ �
|M̃′�(x)| � ‖M̃′

c‖ − ε, puis‖Mc‖ � ‖M̃′
c‖ − ε. ��

Théorème 5.3.8.Si l’hypothèse (G) est vérifiée, alors R̃ = R̃c = R = Rc.

Démonstration. On sait déjà quẽR = R̃c, puisque les poids̃gω sont continus (et
en utilisant la proposition 2.4.5).

Pour établir quẽR = R, on utilise queR̃ = r(M̃′)∞ d’après la proposition
5.3.4, et quer(M̃′)∞ = R d’après le lemme 5.3.6. Pour établir̃Rc = Rc, on utilise
les analogues de ces résultats modulo les ensembles dénombrables.��
Remarque 5.3.9.Je ne sais pas prouver directement (i.e. sans la construction deR̃

et la modification des opérateurs qui y agissent) queR = Rc, même en utilisant la
proposition 5.3.3 !

5.4. Conclusion

Théorème 5.4.1.On suppose que (G) est vérifiée. Alors R̃ = R̃c = R = Rc et˜̂R = ˜̂Rc = R̂ = R̂c. De plus, sur le diagramme

B̃
α

��

π �� B̃c
αc

��
B π �� Bc

les flèches induisent des isomorphismes sur tous les sous-espaces caractéristiques
associés aux valeurs propres λ vérifiant |λ| > R̂c.

Démonstration. Le théorème 5.3.8 montre l’égalité des quatre premiers rayons
spectraux. L’autre égalité en découle d’ailleurs, en l’appliquant àM̂.

Il reste à voir que les flèches induisent des isomorphismes. Pour la flèche du
haut, comme les poids sont continus, c’est juste le corollaire 3.6.3. Pour la flèche
de droite, c’est la proposition 5.2.3. Enfin, on sait que la flèche de gauche et celle
du bas induisent des surjections, par le résultat général B.0.2. De plus, la composée
de ces deux flèches induit un isomorphisme (en suivant les deux autres flèches),
donc ce sont également des injections car on est en dimension finie.��
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Remarquons que la condition(G) n’est pas trop restrictive ; elle est même
générique. C’est même le cas de la condition(G′). En fait, si on fixe les poids
gω, l’ensemble desψω vérifiant la condition(G′) va être unGδ dense (du produit
dénombrable de l’espace des homéomorphismes deR), puisque chaque condition
individuelleψωm ◦ . . . ◦ ψω1(x) �= x est vérifiée sur un ouvert dense, et que ces
conditions sont en nombre dénombrable.

Plus précisément, soitE l’espace des applications monotones deR dansR,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Cette topologie
provient d’une distanced (en posantd(f, g) = ∑

2−n min(‖f − g‖∞,[−n,n] ,1)),
qui fait deE un espace complet. L’espaceF des homéomorphismes est défini par les
conditions ouvertesf (r) �= f (r ′) pourr, r ′ rationnels distincts, et∃x : f (x) > n,
∃y : f (y) < −n pour n entier. Ainsi,F est unGδ de E, et sa topologie est
définie par une distanced ′ qui le rend complet. Alors la topologie deFN est induite
par la distanceδ(fn, gn) = ∑

2−n min(d ′(fn, gn),1), qui le rend complet. Ainsi,
l’espaceFN (muni de sa topologie naturelle) est un espace de Baire, ce qui permet
de justifier les assertions du paragraphe précédent.

5.5. Déterminant sharp

La périodicité aux points périodiques est l’hypothèse naturelle pour obtenir des
renseignements sur Det#(Id+zM), comme expliqué après la proposition 4.2.1.
L’hypothèse(G) va effectivement suffire pour généraliser les résultats déjà vus
dans le cas des poids continus.

Lemme 5.5.1.Sous l’hypothèse (G), Det#(Id+zM) = Det#(Id+zM̃).

Démonstration. SoitL�(x) = g(x)�(ψx)un opérateur élémentaire qui intervient
dansM ou une de ses puissances, etL̃ son relevé dans̃R. On va montrer que
Tr#(L) = Tr#(L̃). Remarquons que l’hypothèse(G) garantit queg est continu aux
points fixes deψ .

On décompose l’ouvert{ψ(x) �= x} comme réunion disjointe de ses com-
posantes connexes(ai, bi). Si σi désigne le signe deψ(x) − x sur (ai, bi), on a
(remarque 4.2.2) Tr#(L) = ∑

i
σi
2 (g(bi−)− g(ai+)).

Supposons d’abordψ croissante. Si le pointai (resp.bi) est éclaté dans̃R en un
intervalle, notons̃ai (resp.b̃i) le bord droit (resp. gauche) de l’intervalle créé. Si le
point n’est pas éclaté, notons̃ai (resp.b̃i) son équivalent dans̃R. Alors {ψ̃x �= x}
est la réunion disjointe des(ãi , b̃i ) (car un éclatement en un point fixe deψ crée un
intervalle entier de points fixes dẽψ), et Tr#(L̃) = ∑

i
σi
2 (g̃(b̃i−) − g̃(ãi+)). Par

construction dẽg, on obtient Tr#(L̃) = Tr#(L) (et on n’a pas besoin de l’hypothèse
(G)).

Supposons maintenantψ décroissante. Elle a alors un unique point fixea, et
Tr#(L) = g(a−) − g(a+). Soit ã l’équivalent dea dansR̃ s’il n’est pas éclaté,
ou le milieu du segment créé s’il est éclaté. C’est l’unique point fixe deψ̃ , donc
Tr#(L̃) = g̃(̃a−) − g̃(̃a+) = 0 par continuité dẽg. C’est a priori différent de
Tr#(L) mais, quand l’hypothèse(G) est vérifiée,g est continue ena, donc on a
aussi Tr#(L) = 0, i.e. Tr#(L) = Tr#(L̃). ��
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Théorème 5.5.2.On suppose l’hypothèse (G) vérifiée. Alors les conclusions du
théorème 4.4.5 restent vraies.

Démonstration. Ces conclusions sont vraies pour̃M. Mais Det#(Id+zM) =
Det#(Id+zM̃) par le lemme précédent. Il suffit donc de vérifier queM et M̃
ont les mêmes propriétés spectrales pour conclure. Mais c’est exactement ce que
dit le théorème 5.4.1. ��
Comme(G′) implique (G), les conclusions sont en particulier vraies lorsque les
poids sont continus aux points périodiques.

Remarquons que le théorème 5.4.1 permet de voir que Det# traduit aussi les
propriétés spectrales de l’action deM sur le quotientBc. Comme Det# ne dépend
des valeurs des poids que presque partout (car c’est le cas de la mesure dgω), on
aurait directement tout pu formuler dans le quotient. On obtient ici des résultats
plus forts, puisqu’ils sont valables également dans l’espace non quotienté (alors
qu’on aurait pu croire que le quotient aurait fait disparaître certains problèmes).

A. Fonctions à variation bornée

A.1. Premières propriétés des fonctions à variation bornée

Si X est une partie deR, on dit queϕ : X → C est à variation bornée si∑ |ϕ(ai)−ϕ(ai−1)| est borné pour toute subdivisiona0 � . . . � an deX. On note
alors varϕ la borne supérieure de ces sommes. On note aussi Varϕ = sup

{|ϕ(a0)|+∑ |ϕ(ai)− ϕ(ai−1)| + |ϕ(an)|
}
. Si on noteB(X) les fonctions à variation bornée

surX, Var est une norme surB(X) (équivalente à‖ ‖∞ + var, mais plus agréable
à manipuler), qui en fait un espace de Banach.

On noteraB au lieu deB(R).
Si X est un intervalle borné deR, on a un plongement isométrique deB(X)

dansB, obtenu en prolongeant les fonctions par 0 en dehors deX. Dans la suite,
on identifiera donc une fonction deB(X) avec son prolongement.

Les propriétés qui suivent découlent directement des définitions.

Proposition A.1.1.Soient X une partie de R et ψ1, ψ2 des fonctions à variation
bornée sur X. Alors Var(ψ1ψ2) � Varψ1 Varψ2.

Proposition A.1.2.Soitψ un homéomorphisme de R, et ϕ ∈ B. Alors Var(ϕ◦ψ) =
Var(ϕ).

Proposition A.1.3.Soit ψ une fonction à variation bornée, limite simple de fonc-
tions ψn ∈ B. Alors varψ � lim varψn.

Proposition A.1.4.Si ψ est une fonction à variation bornée, ‖ψ‖∞ � 1
2 Varψ .

Définition A.1.5. On notera B0 l’ensemble des fonctions à variation bornée qui
tendent vers 0 en −∞ et +∞.

Proposition A.1.6.Si ϕ ∈ B0, varϕ = Varϕ.

Mentionnons pour finir un lemme qui nous servira par la suite.
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Lemme A.1.7.Soit ψ ∈ B. Alors ψ est limite uniforme de combinaisons linéaires
de fonctions caractéristiques d’intervalles non bornés.

Démonstration. Quitte à prolongerψ par sa limite en−∞ et en+∞, on peut se
ramener au cas d’un segment, par exemple à[0,1]. On vérifie alors queψ est limite
uniforme de fonctions en escalier (c’est vrai pour toutes les fonctions réglées, i.e.
celles qui en tout point ont une limite à gauche et une limite à droite, et se montre
en construisant une approximation sur[0, x] et en faisant croîtrex). Cela permet
de conclure. ��

A.2. Construction d’une intégrale

Une fonction à variation bornée définit une mesure, appelée mesure de Stieltjes
associée. On a donc naturellement une intégrale définie sur les fonctions à varia-
tion bornée, mais cette intégrale a l’inconvénient de ne pas tenir compte de toute
la fonction : si on modifie une fonction en un nombre fini ou dénombrable de
points, la mesure associée n’est pas modifiée. En particulier, il n’y a pas d’espoir
de reconstituer une fonction, ou même sa variation, juste à partir d’intégrales de
Stieltjes. C’est pourquoi on va introduire une autre notion d’intégrale, qui résoudra
ces problèmes.

A.2.1. Une notion de limite Soit (E,�) un ensemble ordonné (l’ordre n’étant
pas forcément total). Si� est une fonctionE → R, on dit que� tend versl pour
� si ∀ε > 0,∀P ∈ E, ∃Q � P,∀R � Q, |�(R)− l| � ε.

Quand l’ordre est total, la définition se simplifie en∃Q,∀R � Q, |�(R)− l| �
ε. Par exemple, surR, dire que� tend versl pour� revient à dire que� tend vers
l en+∞.

En fait, la définition se simplifie de la même manière quand l’ordre est dirigé,
c’est-à-dire que deux éléments ont toujours un majorant commun. En effet, suppo-
sons que∀R � Q, |�(R)− l| � ε. Soit alorsP fixé, etQ′ un majorant commun à
Q etP . Alors,∀R � Q′, |�(R)− l| � ε, ce qui montre la convergence de� vers
l pour�.

On va appliquer cette notion de convergence aux subdivisions deR, avec pour
ordre a � b lorsqueb est un raffinement dea. Comme deux subdivisions ont
toujours un raffinement commun, cet ordre est dirigé.

A.2.2. Définition de l’intégrale symétrique

Lemme A.2.1.Soient ψ1, ψ2 et ϕ des fonctions à variation bornée. Alors la limite
(pour l’ordre �, au sens précédent) de

∑
ψ1(ai)ψ2(ai−1)

(
ϕ(ai)−ϕ(ai−1)

)
existe.

Démonstration. Il suffit de le prouver pourψ1 et ψ2 fonctions caractéristiques
d’intervalles non bornés. En effet, on en déduit le résultat pour des combinaisons
linéaires de telles fonctions, puis on l’étend à toutes les fonctions à variation bornée
par densité (en utilisant le lemme A.1.7, et car tout est continu).

Démontrons donc le résultat dans le cas des fonctions caractéristiques d’inter-
valles non bornés. Pour chaque fonctionχ1 etχ2 il y a 5 possibilités (χ(−∞,+∞),
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ou fonctions caractéristiques d’intervalles bornés d’un côté, contenant−∞ ou
+∞, ouverts ou fermés). On traite par exemple le cas deχ1 = χ(−∞,x) et χ2 =
χ(−∞,+∞), les autres étant analogues (i.e. tout est explicitable).

Soita = (a−K < . . . < a0 = x < a1 < . . . < aL) une subdivision deR. Alors∑
χ(−∞,x)(ai)

(
ϕ(ai)− ϕ(ai−1)

) = ϕ(a−1)− ϕ(a−K).

Soit a une subdivision telle queϕ soit proche deϕ(x−) à ε près sur[a−1, x), et
telle queϕ soit proche deϕ(−∞) à ε près sur(−∞, a−K). Alors∣∣∣∑χ(−∞,x)(ai)

(
ϕ(ai)− ϕ(ai−1)

)− (ϕ(x−)− ϕ(−∞))

∣∣∣ � 2ε

et il en ira de même pour toutes les raffinements dea. Ainsi, la limite existe bien
(et elle vautϕ(x−)− ϕ(−∞)). ��

On a de même la convergence de
∑
ψ1(ai−1)ψ2(ai)

(
ϕ(ai) − ϕ(ai−1)

)
, et de

la moyenne de ces deux expressions. La définition qui suit a donc un sens.

Définition A.2.2. Soient ψ1, ψ2 et ϕ des fonctions à variation bornée. On notera∫
ψ1∇ϕ ψ2 = lim

�

∑ ψ1(ai)ψ2(ai−1)+ ψ1(ai−1)ψ2(ai)

2

(
ϕ(ai)− ϕ(ai−1)

)

et on appellera cette intégrale intégrale symétrique de ψ1 et ψ2 par rapport à ϕ.

En fait, les bonnes subdivisions pour la convergence seront celles qui contien-
dront les grandes discontinuités deϕ, ψ1 etψ2, et qui auront un pas petit sur un
grand compact. Par contre, avoir un petit pas ne suffit pas.

L’intégrale ainsi définie est une fonction trilinéaire continue deψ1, ψ2 et ϕ.
Elle vérifie ∣∣∣∣

∫
ψ1∇ϕ ψ2

∣∣∣∣ � ‖ψ1‖∞ ‖ψ2‖∞ varϕ.

Il faut remarquer que la place des fonctions dans l’intégrale est importante : en
général,

∫
ψ1ψ2∇ϕ �= ∫

ψ1∇ϕ ψ2.
Cette intégrale est symétrique enψ1 et ψ2 (d’où son nom). En fait, c’est un

analogue symétrisé de l’intégrale avec des semi-mesures définie dans [Rue91].

A.2.3. Premières propriétés de l’intégrale symétrique La proposition qui suit tra-
duit la possibilité d’intégrer par parties :

Proposition A.2.3.Si ψ1, ψ2 et ϕ1, . . . , ϕm sont à variation bornée, alors

∫
ψ1∇(ϕ1 . . . ϕm)ψ2 =

m∑
i=1

∫
ψ1ϕ1 . . . ϕi−1∇ϕi ϕi+1 . . . ϕmψ2.
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Démonstration. Il suffit de le prouver pourm = 2. On utilise alors la factorisation

ϕ1(ai)ϕ2(ai)−ϕ1(ai−1)ϕ2(ai−1)

= (
ϕ1(ai)− ϕ1(ai−1)

)
ϕ2(ai)+ ϕ1(ai−1)

(
ϕ2(ai)− ϕ2(ai−1)

)
appliquée au terme facteur deψ1(ai−1)ψ2(ai), et son analogue oùϕ1 et ϕ2 sont
inversées appliqué au terme facteur deψ1(ai)ψ2(ai−1). ��

On peut également faire des changements de variables dans cette intégrale :

Proposition A.2.4.Soientψ1, ψ2 et ϕ à variation bornée et f un homéomorphisme
de R. Notons ε = 1 si f est croissante et −1 si elle est décroissante. Alors∫

ψ1 ◦ f ∇(ϕ ◦ f )ψ2 ◦ f = ε

∫
ψ1∇ϕ ψ2.

C’est pour avoir cette proposition qu’on a symétrisé dans la définition de l’inté-
grale.

Proposition A.2.5.
∣∣∫ ψ1∇ϕ ψ2

∣∣ �
∫ |ψ1|| ∇ϕ||ψ2|, où | ∇ϕ| désigne ∇ψ où

ψ(x) = Var(−∞,x](ϕ).

A.3. Reconstruction de ϕ à partir des
∫
ψ ∇ϕ

Un des intérêts de l’intégrale qu’on vient de construire est qu’elle dépend des
valeurs deϕ en chaque point, contrairement à l’intégrale de Stieltjes classique.
Ainsi, si on connaît les valeurs de toutes les

∫
ψ ∇ϕ, il y a unespoir de reconstituer

ϕ. On a en effet

Proposition A.3.1.Soit ϕ ∈ B0 (i.e. ϕ est une fonction à variation bornée qui tend
vers 0 en l’infini). Posons

ϕ̃(x) = 2
∫
χ(−∞,x) ∇ϕ − lim

y↗x

∫
χ(−∞,y) ∇ϕ.

Alors ϕ̃ est bien définie, et égale à ϕ.

Démonstration. Un calcul explicite donne que
∫
χ(−∞,x) ∇ϕ = ϕ(x)+ϕ(x−)

2 −
ϕ(−∞) = ϕ(x)+ϕ(x−)

2 carϕ tend vers 0 en l’infini. Ainsi

2
∫
χ(−∞,x) ∇ϕ −

∫
χ(−∞,y) ∇ϕ = 2

ϕ(x)+ ϕ(x−)
2

− ϕ(y)+ ϕ(y−)
2

−−→
y↗x

2
ϕ(x)+ ϕ(x−)

2
− ϕ(x−)+ ϕ(x−)

2
= ϕ(x)

��
En fait, on a choisi l’expression dẽϕ pour que ça marche, en s’arrangeant pour
éliminer lesϕ(x−).
Théorème A.3.2.Soit ϕ ∈ B0 telle que ∀ψ ∈ B, ∣∣∫ ψ ∇ϕ∣∣ � C ‖ψ‖∞. Alors
Varϕ � 3C.
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Démonstration. Commeϕ tend vers 0 en l’infini, varϕ = Varϕ. Il suffit donc
d’étudier varϕ. Pour cela, on va utiliser l’expression deϕ donnée par la proposition
précédente.

Notonsη(x) = ∫
χ(−∞,x) ∇ϕ. Montrons que varη � C. Si a0 < . . . < an, on

a ∑
|η(ai)− η(ai−1)| =

∑
εi

(
η(ai)− η(ai−1)

) = ∫ (∑
εiχ[ai−1,ai )

)
∇ϕ

� C

∥∥∥∑
εiχ[ai−1,ai )

∥∥∥∞ � C.

La fonctionη̃(x) = limy↗x

∫
χ(−∞,y) ∇ϕ est la limite simple des fonctionsη(x−

1/n), donc d’après la proposition A.1.3 sa variation est aussi majorée parC. Fina-
lement, commeϕ = 2η − η̃ (par la proposition précédente), varϕ � 3C. ��

A.4. Propriétés de compacité d’opérateurs intégraux

Théorème A.4.1.Soit f (y, x) une fonction telle que Varf (., x) est borné par une
constante M indépendante de x, et g une fonction à variation bornée. Alors A :
B → B défini par A�(y) = ∫

f (y, x)∇g(x)�(x) est un opérateur compact, de
norme bornée par M varg.

Démonstration. Notons� = A�. Si a0 < . . . < an est une subdivision, alors

|�(a0)| +
∑

|�(ai)−�(ai−1)| + |�(an)|
= δ0�(a0)+

∑
εi(�(ai)−�(ai−1))+ δ1�(an)

=
∫ (

δ0f (a0, x)+
∑

εi(f (ai, x)− f (ai−1, x))+ δ1f (an, x)
)
∇g(x)�(x)

�
∫

Varf (., x)| ∇g(x)||�(x)| � M varg ‖�‖∞ .

Cela montre queA est un opérateur continu, de norme majorée parM varg.
Pour voir queA est compact, on va voir qu’il est limite uniforme d’opérateurs

de rang fini. Il est plus agréable de se placer sur(−1,1) (ce qui revient au même
queR). On prolongera toutes les fonctions par continuité en−1 et en 1.

Fixonsε > 0.
La fonctiong a un nombre fini de discontinuités plus grandes queε/2. On peut

donc écrireg = h+ k, oùh n’a pas de sauts plus grands queε/2, k correspond à
un nombre fini de sauts, et varh � varg. AlorsAg = Ah + Ak, etAk est de rang
fini (carAk� ne dépend que des valeurs de� enx, x+ etx− pourx saut dek).

Soit −1 = a0 < · · · < an = 1 une subdivision telle que la variation de
h sur chacun des intervalles[a0, a1], . . . , [an−1, an] soit majorée parε (pour les
construire, on part dea0, et on rajoute des points pour que var[ai ,ai+1] h ∈ [ε/2, ε],
ce qui est possible puisque les sauts sont bornés parε/2 ; ce procédé terminera
puisqueh est de variation finie). Si� ∈ B((−1,1)), on définitB� comme la
fonction égale à� sur lesai , et affine sur les[ai, ai+1]. L’opérateurB est continu
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(on a Var(B�) � Var(�)), et de rang fini (puisque les éléments de son image sont
définis par leurs valeurs enn+ 1 points).

L’opérateurAhB est de rang fini, on va voir qu’il approche bienAh. Fixons
� ∈ B((−1,1)). Notonsχ = B�−� : χ est nulle sur lesai , et Varχ � 2 Var�.
Soitmi le maximum deχ sur l’intervalle[ai, ai+1]. Commeχ est nulle sur lesai ,∑
mi � Varχ . De plus, le calcul du début de la preuve montre que

Var(Ah�− AhB�) = Var(Ahχ) �
∫
M| ∇h||χ | =

∑
i

∫
[ai ,ai+1]

M| ∇h||χ |

�
∑
i

M var[ai ,ai+1](h)mi

� Mε
∑

mi � MεVarχ � 2MεVar�

Ainsi, ‖Ah − AhB‖Var � 2Mε. Puis

‖A− AhB − Ak‖Var = ‖Ah − AhB‖Var � 2Mε

Commeε est arbitraire,A peut être approché arbitrairement près par des opérateurs
de rang fini. Il est donc compact.��

Notons que, dans cette preuve, on n’approche pasf (y, x) par des opérateurs
du type

∑
gi(y)hi(x), contrairement à ce qu’on fait habituellement dans la preuve

de la compacité de ce type d’opérateurs, par exemple dans le cadre des fonctions
continues.

Théorème A.4.2.Soit f (y, x) une fonction telle que Varf (., x) est borné par
une constante M indépendante de x, et g une fonction à variation bornée. Alors
A′ : B → B défini par A′�(y) = limz↗y

∫
f (z, x)∇g(x)�(x) est un opérateur

compact.

Démonstration. La preuve est identique à la précédente, en utilisant en plus que si
� est limite simple des�n alors Var� � lim Var�n. Cela implique en particulier
queA′ est un opérateur bien défini (carA′�(y) = lim

z↗y
A�(z) est la limite à gauche

deA� eny, qui existe bien puisqueA� est à variation bornée), et continu (puisque
Var(A′�) � Var(A�) en passant à la limite simple).

Si h et k sont définies comme dans la preuve précédente, ainsi queB, on a
juste besoin de voir que

∥∥A′
h − A′

hB
∥∥

Var � 2Mε pour obtenir la compacité deA′.
Pour cela, on écrit que� = (A′

h − A′
hB)� est limite simple des�n définies par

�n(y) = (Ah−AhB)�(y−1/n). Comme Var�n � 2MεVar� d’après la preuve
précédente, on obtient le résultat demandé en passant à la limite.��

A.5. Fonctions définies à un ensemble dénombrable près

On noteBc = B/B∞, oùB∞ désigne les fonctions à variation bornée qui sont
nulles hors d’un ensemble au plus dénombrable.B∞ est fermé pour Var, donc cette
norme induit une norme surBc. Plus précisément, soit� ∈ B et �c sa classe
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dansBc. Si �̃ désigne la version régularisée de�, où on a rendu ses discontinuités
symétriques, alors Varc(�c) = Var �̃.

On peut définir une intégrale
∫
c

surBc comme précédemment ; simplement, les
subdivisions sur lesquelles on prend la limite ne doivent pas contenir de disconti-
nuité des fonctionsψ1, ψ2 etϕ. En fait, siA est un ensemble dénombrable suffisam-
ment grand (i.e. il contient les discontinuités de toutes les fonctions considérées),∫
c

est la limite des sommes pour les subdivisions qui ne rencontrent pasA. On en
déduit la trilinéarité de

∫
c
. On a également∣∣∣∣

∫
c

ψ1∇ϕ ψ2

∣∣∣∣ � ‖(ψ1)c‖∞,c Varc(ϕc) ‖(ψ2)c‖∞,c

Pour l’obtenir, il suffit de considérer les versions régularisées des fonctions, ce qui
ne modifie pas l’intégrale.

Il faut vérifier qu’il y a bien convergence. On peut se restreindre aux fonctions
caractéristiques d’intervalles, et tout est alors explicitable. Par exemple, on vérifie
que

∫
c
χ(−∞,x) ∇ϕ = ϕ(x+)+ϕ(x−)

2 . On peut remarquer que, dans toutes les ex-
pressions explicites, les valeurs deϕ aux points n’interviennent pas. C’est normal,
puisque l’intégrale ne doit pas bouger siϕ est modifiée en un nombre fini de points.

On a un analogue du théorème A.3.2 :

Théorème A.5.1.Soit ϕ ∈ B0 telle que ∀ψ ∈ B, ∣∣∫
c
ψ ∇ϕ∣∣ � C ‖ψ‖∞. Alors

Varc(ϕc) � C.

Démonstration. Notonsϕ̃(x) = ∫
c
χ(−∞,x) ∇ϕ : on a vu quẽϕ était la version

régularisée deϕ, donc Varc(ϕc) = Var ϕ̃ = var ϕ̃ (puisquẽϕ ∈ B0).
Si a0 < · · · < an, alors

∑
|ϕ̃(ai)− ϕ̃(ai−1)| =

∑
εi

(
ϕ̃(ai)− ϕ̃(ai−1)

) = ∫
c

(∑
εiχ[ai−1,ai )

)
∇ϕ

� C

∥∥∥∑
εiχ[ai−1,ai )

∥∥∥∞ � C

En passant au sup sur la subdivision, on obtient varϕ̃ � C, i.e. Varc(ϕc) � C. ��
On peut également prouver des analogues des autres propriétés, par exemple

des propriétés de compacité, mais nous n’en aurons pas besoin.

B. Un théorème de théorie spectrale

Si A est un opérateur linéaire continu sur un espace de BanachE, son rayon
spectralr(A) est le maximum des modules des éléments deσ(A) (le spectre deA).
Il vérifie r(A) = lim ‖An‖1/n.

On définit aussi le rayon spectral essentiel deA, notéress(A), comme suit.
Si λ est un élément isolé du spectre deA, on dit que c’est une valeur propre de
multiplicité finie deA si l’image du projecteur spectral associé àλ, i.e. Pλ =∫
|z−λ|=δ(z Id−A)−1 dz pourδ petit, est de dimension finie. Le rayon spectral es-

sentiel est alors le plus petitr tel queσ(A) ∩ {|z| > r} soit constitué de valeurs
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propres isolées de multiplicité finie. Le théorème de Nussbaum ([Nus70]) affirme
que

ress(A) = inf
{ ∥∥An −Kn

∥∥1/n | n � 1,Kn compact
}

Si λ est une valeur propre isolée deA, de multiplicité finie, on noteraEλ(A)
l’image du projecteur spectralPλ. Il coïncide avec{x | ∃n ∈ N, (λ Id−A)nx = 0},
i.e. le sous-espace caractéristique associé à la valeur propreλ ; il est de dimension
finie.

Théorème B.0.2.Soient E1 et E2 deux Banach, A1 ∈ L(E1), A2 ∈ L(E2) et
π ∈ L(E1, E2) une surjection, tels que le diagramme suivant commute :

E1

π

��

A1 �� E1

π

��
E2

A2 �� E2

Alors r(A1) � r(A2), ress(A1) � ress(A2). De plus, pour |λ| > ress(A1),π réalise
une surjection deEλ(A1) surEλ(A2) (oùEλ désigne le sous-espace caractéristique
associé à λ).

Démonstration. Montrons que r(A1) � r(A2).
La projectionπ est une surjection entre deux Banach, c’est donc une application

ouverte. Doncπ(B(0,1)) contient une bouleB(0,1/M), etπ(B(0,M)) contient
B(0,1) ; ainsi, tout élémenty deE2 a un antécédentx par π vérifiant ‖x‖ �
M ‖y‖. Il existe aussi une constanteM ′ telle que‖π(x)‖ � M ′ ‖x‖, puisque
π ∈ L(E1, E2).

On va montrer que‖A2‖ � MM ′ ‖A1‖. On aura alors de la même façon∥∥An2∥∥ � MM ′ ∥∥An1∥∥, donc en prenant la puissance 1/n et en faisant tendren vers
l’infini on obtiendrar(A2) � r(A1).

Soit y de norme 1 tel que‖A2y‖ � ‖A2‖ − ε. Soitx tel queπ(x) = y, avec
‖x‖ � M. Alors

‖A2‖ − ε � ‖A2y‖ = ‖A2πx‖ = ‖πA1x‖ � M ′ ‖A1x‖
� M ′ ‖A1‖ ‖x‖ � MM ′ ‖A1‖ .

En faisant tendreε vers 0, on obtient‖A2‖ � MM ′ ‖A1‖, ce qui est le résultat
annoncé.

Montrons que ress(A1) � ress(A2).
On va utiliser le même type de méthode. Le seul problème est que, si on dit que

ress(A2) = inf
∥∥An2 −Kn

∥∥1/n, alors pour obtenir une majoration il faudra relever
les opérateurs compactsKn, ce qui n’est pas évidenta priori.

Pour éviter ce problème, on utilise une caractérisation du rayon spectral essentiel
démontrée dans [Nus70]. SiA est un opérateur sur un BanachE, notons̃γ (A) l’inf
des réelsr tels queA(B(0,1)) puisse se recouvrir par un nombre fini de boules
de rayonr. CommeA(B(0,1)) ⊂ B(0, ‖A‖), γ̃ (A) est bien défini, et majoré par
‖A‖. Par exemple,̃γ (A) = 0 si et seulement siA est un opérateur compact ; ainsi,
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on peut voir̃γ (A) comme une mesure de la non-compacité deA. Le théorème de
Nussbaum affirme alors queress(A) = lim γ̃ (An)1/n.

Pour montrer queress(A2) � ress(A1), on va voir quẽγ (A2) � MM ′γ̃ (A1).
Ce résultat appliqué àAn2 etAn1 donneγ̃ (An2) � MM ′γ̃ (An1), donc en prenant la
puissance 1/n et en faisant tendren vers l’infini on obtiendra le résultat.

Soit r > MM ′γ̃ (A1), montrons queA2(B(0,1)) est recouvert par un nombre
fini de boules de rayonr. Cela donnerãγ (A2) � r, et on conclura en faisant tendre
r versMM ′γ̃ (A1).

Commer > MM ′γ̃ (A1), A1(B(0,M)) est recouvert par un nombre fini de
boules de rayonr/M ′, de centres respectifsx1, . . . , xn. Notantyi = π(xi), on va
voir queA2(B(0,1)) ⊂ ⋃

B(yi, r). Fixonsy ∈ B(0,1). Soitx un de ses antécé-
dents parπ , vérifiant‖x‖ < M. Alors il existei tel queA1x ∈ B(xi, r/M

′), i.e.
‖A1x − xi‖ < r/M ′.Alors, comme‖πz‖ � M ′ ‖z‖, on obtient‖πA1x − yi‖ < r,
i.e.πA1x ∈ B(yi, r). MaisπA1x = A2(y), doncA2(y) ∈ B(yi, r), ce qui permet
de conclure.

Montrons que, pour |λ| > ress(A1), π réalise une surjection de Eλ(A1) sur
Eλ(A2).

On pourrait le prouver en adaptant la méthode de [Rue91], proposition 1.3, qui
consiste à considérer des sommes desEλi , mais on va plutôt montrer un résultat un
peu plus fort, à savoir que siλ est une valeur propre isolée de multiplicité finie de
A1 etA2 (sans supposer|λ| > ress(A1)), alorsπ est une surjection deEλ(A1) sur
Eλ(A2). On peut supposer queλ = 0.

On décomposeE2 = F1 ⊕ F2, où F1 = E0(A2), et F2 son supplémentaire
spectral (i.e. l’image du projecteur spectralPσ(A2)−{0}). NotantGi = π−1(Fi),
alorsE1 = G1 ⊕G2, et lesGi sont stables parA1 (car lesFi sont stables parA2).
On a alors un diagramme commutatif

G1

π

��

A1 �� G1

π

��
F1

A2 �� F1

etπ est une surjection deG1 surF1.
Comme 0 est encore une valeur propre isolée de multiplicité finie pourA1|G1

(car cette propriété est stable par restriction à un sous-espace stable admettant un
supplémentaire stable) on peut décomposerG1 enH1⊕H2 oùH1 = E0(A1|G1) ⊂
E0(A1), etH2 est son supplémentaire spectral. On va montrer queπ est nulle sur
H2, ce qui montrera queπ : H1 → F1 est surjective, et permettra de conclure.

L’opérateurA2 agit sur l’espaceF1 de dimension finie, et a 0 pour seule valeur
propre, il est donc nilpotent. Soitn tel queA2

n
|F1

= 0. Soity ∈ H2. CommeA1
est inversible surH2 (car 0 n’est pas dans son spectre),An1 l’est également, donc
il existez ∈ H2 tel quey = An1z. Alors π(y) = π(An1z) = An2(πz) = 0 puisque
An2 = 0 surF1. Cela montre queπ est nulle surH2. ��
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