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Abstract We study spectral properties of a transfer operAthb (x) = Y, g (X) P (Y»x)

acting on functions of bounded variation. Using a symmetrical integral, we first obtain bounds
on its spectral and essential spectral radii. We then consider the dynamical determinant
Det?(Id +zM). Our main theorem generalizes to discontinuous weights the result of Baladi
and Ruelle (for continuous weights) on the link between zeroes of the sharp determinant and
eigenvalues of the transfer operator. The proof is based on regularizing the weights and uses
a (new) spectral result giving the surjectivity of some applications between eigenspaces of
operators.

1. Introduction

Pour obtenir des mesures invariantes pour une transformgtagissant sur
un espace, il est utile de considérer un opérateur, appelé opérateur de transfert,
défini parL® (x) = 3 »(,)—, P(y). Pour étudier des flots, ou pour faire intervenir
le jacobien def dans le cas différentiable, il faut méme considérer des opérateurs
de transfert avec poids, de la formi@ (x) = Zf(y)zx gD ().

Dans cet article, on s’intéressera a une généralisation de ces opérateurs, en
dimension 1. Plus précisément, on posera

MO) =) 2o ()P (Wpx)

we

Dans le cas des opérateurs nofési-dessus, leg,, seront les branches inverses
de la fonctionf, définies sur des intervalles,, et les poidsg,, seront nuls hors
de ces intervalles. On va étudier les propriétés spectrales de ces opérateurs.

Un des problémes est de savoir sur quel espace fairdégtomme en général
les poids ne seront pas continus on ne peut pas prendre I'e§fgeeméme dans
le cas des poids continus on n'aura en général pas de trou spectral pour I'action de
M surc9, par manque de régularité des fonctions continues). D’autre part, si on
étudie I'action deM surLl il n’y a presque jamais de valeur propre isolée. Un bon
compromis est de prendre un espace de fonctions pas forcément continues mais
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ayant néanmoins une certaine régularité, 'espace des fonctions a variation bornée,
notéB. Pour que cet espace soit stable padr on supposera que les poigls sont
également & variation bornée (c’est par exemple vrai si ilsGbmar morceaux).

Les renseignements spectraux intéressants sont liés aux valeurs propres isolées
et de multiplicité finie deM ([Bal00]). Pour les détecter, on s’intéresse au rayon
spectral deM sur B (notér(M)var), €t & son rayon spectral essentiel (dont la
définition est rappelée au début de I'appendice B) : si le premier majore strictement
le second, on aura au moins une valeur propre isolée (et un trou spectral, qui pourra
donner des informations sur la décroissance des corrélatign@\.déisigne le
rayon spectral dé pour son action sur les fonctions bornéesReR¢ les rayons
spectraux de deux opérateurs duaux, définis dans la partie 2), on montre que

Théorémes 3.2.1,3.4.0na R < r(M)var < max(R, ﬁ) et ress (M)var < R.

Ce résultat est intéressant darR et R? sont beaucoup plus faciles a estimer
dans la pratique que M )vyr €tress (M)var. Ce théoreme est di essentiellement a
Ruelle ([Rue96a]) mais la preuve exposée ici dans la partie 3 est formellement un
peu différente et utilise une intégrale construite dans I'appendice A. Cette amélio-
ration permet des preuves plus naturelles.

Pour obtenir des renseignements spectraux supplémentaires, on considére un
déterminant noté D&t(définition 4.1.3). Ce déterminant peut &tre vu comme l'in-
verse d’'une fonction zé&ta dynamique, mais ne nécessite aucune hypothése du type
“nombre de points fixes finis”, et il rend effectivement compte des propriétés spect-
rales deM. On prouve en effet

Théoreme 5.5.2.S les poids sont continus aux points périodiques du systéme
(condition (G), page 388), alors Det*(Id —z.M) est holomorphe pour |z| < R~ 2,
ses zérosy sont les inverses des valeurs propres de M, et les multiplicités (comme
zéro et comme valeur propre) coincident.

Dans l'article [BR96], ou ce déterminant est introduit, ce résultat est prouvé en
supposant de plus les poigls continus & support compact, en montrant qué'Bst
égal au déterminant (régularisé) d’'un opérateur de Hilbert—Schmidt, analogue aux
matrices de kneading de Milnor et Thurston introduites dans [MT88]. La partie 4
rappelle rapidementla preuve de Viviane Baladi et David Ruelle, jusqu’al’obtention
de leur résultat principal dans le théoréme 4.4.5.

L'objet de cet article est d’affaiblir cette hypothése de continuité des poids. En
effet, ce résultat ne s’applique pas dans des cas trés naturels, par exemple quand
on étudie un opérateuM ®(x) = Zf(y):x ®(y). Ici, le poidsg, vaut 1 sur
l'intervalle ou la branche inversg,, de f est définie, et O ailleurs ; il n’est donc
pas continu !

Le cas des poids discontinus a déja été étudié dans la littérature, par exemple
dans l'article [BK90], ou dans le livre [Rue94a], pour des branches inverses de
fonctions monotones par morceaux ; mais la définition des fonctions zéta dyna-
miques introduites dans ces articles nécessitefjat un nombre de points fixes
fini pour toutn, ou un choix arbitraire de représentants. Le cadre plus général de
cet article permet d’éviter ces problemes.

On prouve dans la partie 5 (théorémes 5.4.1 et 5.5.2) que les propriétés'de Det
restent vraies lorsque les poids (a variation bornée) sont seulement continus aux
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points périodiques du systeme. L'idée de la démonstration, due a Ruelle([Rue94b])
et mentionnée brievement dans l'article [BR96], est de remplacer les points ou les
poids sont discontinus par des petits intervalles, et de se ramener ainsi au théoreme
dans le cas des poids continus. Le probleme principal est en fait de vérifier que
cette transformation ne modifie pas les rayons spectraux.

Dans le cours de la preuve, on utilisera un résultat spectral général, démontré
dans l'appendice B (théoréme B.0.2), qui donne automatiquement la surjecti-
vité de certaines applications entre sous-espaces caractéristiques d'opérateurs. Ce
théoréme, apparemment nouveau, peut étre utile dés qu’on modifie un systeme,
pour voir que les propriétés spectrales ne changent pas.

On verra également que tous les résultats restent vrais si I'on considére I'action
de I'opérateur de transfert sur les fonctions définies a un ensemble dénombrable
preés.

Notons qu’il existe des généralisations de ces résultats en plus grande dimension
(avec des conclusions un peu moins complétes), en particulier dans [BKRS97] (cas
holomorphe) et [Bai01] (cas des dimensions impaires).

Je tiens a remercier Viviane Baladi, particulierement pour m’avoir suggéré a
plusieurs reprises des pistes pour affaiblir les hypothéses dans la partie 5, jusqu’a
la version actuelle qui semble la plus naturelle possible, ainsi que Mathieu Baillif
et Jérdbme Buzzi pour leurs commentaires.

2. Action de I'opérateur de transfert sur les fonctions bornées
2.1. Introduction

On considére une applicatioft : [0, 1] — [0, 1] continue par morceaux et
monotone par morceaux. On peut alors définir, pour une fondioM @ (x) =
Zf(y):x ®(y) : M est I'opérateur de transfert associ¢ all agit sur différents
espaces, par exemple les fonctions bornées ou les fonctions a variation bornée. On
va essayer de relier ses rayons spectraux sur ces deux espaces.

En fait, il est utile de rajouter un poids ce qui transforme la définition dét
enMP(x) =3 ()= 8O-

Finalement, pour étre dans un cadre plus général (nécessaire pour les preuves
gui vont suivre, et qui permet entre autres facilement de considérer des branches
inverses d'applications multivaluées en certains points), il convient de modifier
encore un peu ces définitions, en considérant séparément chaque branche inverse
de f.

On aura alors2 un ensemble au plus dénombrable (le €agspace me-
suré non nécessairement dénombrable est aussi considéré dans la littérature, par
exemple dans [Rue96b]) et, powr € 2, A, un intervalle deR, g, une fonc-
tion a variation bornée définie sux,, et ¥, un homéomorphisme da, sur
son image, incluse das = | J A,. L'opérateur de transfert est alors défini par
M (x) = erAw 2o (X)® (Y,x) (0N notey,x au lieu deyr, (x) pour alléger les
notations).
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On peut aussi supposer que tousAgssont inclus dang—1, 1) : on considére
f un plongement d&® dans(—1, 1) et on remplace,, par g, o f 1, ¥, par
fova,o f1 etdpardo f~1. Celane modifie pas les variations gesou ded.

Cela permet de prolonger tous l¢s en des homéomorphismes RBesur lui-
méme. On prolonge également lgs par 0 hors deA,, (ce qui ne modifie pas
Var g, ; rappelons qu’on note Var la norme de la variation totale sur I'espaites
fonctions a variation bornée, ces notations étant introduites dans I'appendice A).
La formule pourM devient alorsM®(x) = ), g, (x) P (Y,x) (Sans restriction
du typex € A,).

2.2. L’ espace des fonctions bornées

On noteraF 'espace des fonctions bornées Bymuni de la normd ||, qui
en fait un espace de Banach. On ngie= F/Fy etn : F — F. la projection
canonique, oUF, désigne les fonctions bornées nulles hors d’'un ensemble au
plus dénombrable. CommEg,, est fermé,| |, induit une norme suf*.. Plus
précisément, soib € F, etw(P) = . sa classe dans.. Alors || .||, . est le
sup des réels tels qu’il existe un nombre indénombrablexiavec|® (x)| > r.

Proposition 2.2.1.9 y € F,, alorsil existe ® € F avec &, = yx e || D] =
X lloo,c-

Démonstration. Soitw € Ftelleque¥, = x. A = {x | [¥(x)| > [| ¥l )} €StAU
plus denombrable, comme réunion des ensenblésV (x)| > | V.l o + 1/},
chacun étant au plus dénombrable par définition. En paBaat¥ hors deA, et
® = 0 surA, on obtient le résultat. O

Remarque 2.2.2 En fait, dans la suite, tout ce qui importera sera gusoit un
Banach pouf |5, et qu’il contienn&3 I'ensemble des fonctions a variation bornée.

On pourrait donc aussi prendre paérl’adhérence pouf ||, de B. Ce sont les
fonctions réglées, c’est-a-dire les fonctionsRlelansR qui en tout point déR
admettent une limite a droite et une limite a gauche. Un des intéréts de considérer
plutdt cet espace serait qu’'une fonction Bg aurait un représentant canonique
dansF, celui dont les discontinuités seraient symétriques (la considération de ce
représentant donne immédiatement I'équivalent de la proposition 2.2.1). Par contre,
on ne gagnerait pas au niveau des rayons spectraux : pour tous les opérateurs qui vont
suivre, leurs rayons spectraux sur I'espace des fonctions bornées ou sur I'espace
des fonctions réglées seront les mémes.

2.3. Lesnotations

Soit © un ensemble au plus dénombrable ; paue 2 on suppose donnés
go Une fonction a variation bornée définie Kimulle hors de(—1, 1), ety un
homéomorphisme dB. On suppose

Vv :ZVarga, < 400
w
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On notera,, = 1 sivy,, est croissante;1 si elle est décroissante.
Pour® € F, on noteM®(x) = Y g, (x) P (Yepx).

Proposition 2.3.1.M est un opérateur de F danslui-méme. || est continu, et vérifie
méme | M|, < V/2.

Démonstration. Comme||gyllse < %Vargw d'aprés la proposition A.1.4, on a
pour® e F

1 \%
MO < Y 18ullos 1Plloe < 5 ) Vargs @l = 5 1@l < +o0. 0

__On définit d’autres opérateurs : sMed)(x/)\: > w8w(X)P (Y,x), ainsique
MO (x) = Y 6080 (¥, 1x) P (Y, 1x), etenfinMe @ (x) = 3 gu, (¥, 1x) @ (¥, 1x).
Les opérateurs avec chapeau correspondent a renverser le sens de I'écoulement du
temps, en rajoutant éventuellement des signes qui interviendront dans des formules
de changement de variables. Ces opérateurs sont intéressants car ce sont en quelque
sorte des duaux par rapport a I’opérateidr(pour/\//\l, voir le théoréme 3.1.1; pour
M?, la preuve du théoreme 3.3.1). Les deux opérateurs essentiels dans la suite
serontM et M, mais les deux autres interviendront naturellement dans certaines
preuves (essentiellement par le biais du lemme 3.6.1).

Les quatre opérateurst, M?, M et M sont tous continus, d& dans lui-
méme (pout]| ||,). Comme ils envoient tous,, dans lui-méme, ils induisent des
opérateurs suf, (les fonctions bornées modulo les ensembles dénombrables), que
I'on notera avec un indice.

On noteRr le rayon spectral d&1 pour son action suiF, | |l), €t on définit
de facon analogug&®, R et R?. En considérant le rayon spectral di¢. pour son
action sunF, | ll«.c), on définit aussk. et tous ses analogues.

Siw = (w1, ..., wn), ONNOtel@| = m. ON Note aussiy, = €u; - . - £a,,, AINSI
queg@(x) = gwl(x)ng(wwlx) o 8o (wwm,lo' oY X), etl/fg = VY, 0. . .0Yw,.
On vérifie alors queV” & (x) = Z|Q|:m 8w (X)®(Yex), et qu'on a des formules
analogues pour les autres opérateurs (simplement, towsdesa formule au rang
1 sont remplacés par des.

2.4. Propriétés spectrales é émentaires

Dans ce paragraphe, on va étudier les liens entre les divers rayons spectraux
R, R, R., ..., eton va ce faisant établir un certain nombre de lemmes qui nous
seront utiles par la suite. C'est souvent un peu fastidieux, donc les preuves des
deux premiers résultats sont bien détaillées, et les suivantes un peu moins.

Proposition 2.4.1.0naR > R, et R > ﬁc.

Démonstration. Commer : F — F, est continue surjective, il suffit d'appliquer
le théoreme B.0.2. O

Proposition 2.4.2.0na R, = R, et R, = RC.
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Démonstration. Il suffit de prouver queR. = RZ, l'autre égalité étant analogue.
CommeM. et M¢ jouent le méme role, il suffit méme de prouver qiie< RE.

On va démontrer qQUEM. [l - < [ ME], .- La méme preuve s'appliquera &
M et(M?)", et en prenant la puissanc;énlei la limite enn on pourra conclure.
CommeM_, est la limite uniforme des mémes opérateurs ou on se restreint a des
parties finies de&, il suffit méme de se restreindre au cas@@st fini.

Fixons® € F telle que[Mc®Pcllooe > Mcllooe — 8, €[ Pclloo = 1.
D’aprés la proposition 2.2.1, on peut supposer (¢, = 1.

Notons B I'ensemble des points tels qu'il existew avec,, croissante, et
o' avecyr,, décroissante, tels qui,(x) = v, (x). Comme, pour chaque couple
(w, @), ily aunseulx qui vérifiey,,(x) = ¥, (x), B est fini. SoitC 'ensemble
des discontinuités deg, ; il est au plus dénombrable. Commé M .|l ., >
[IMclloo.c — 8, 'ensemble(x | IM®(x)| > [Mclloo. — 8} est indénombrable,
donc il contient un pointg qui n'appartient ni 8 niaC.

Soit D = {v,,(x0)} pour,, croissante, eE = {v,(xp)} poury,, décrois-
sante. Ces deux ensembles sont finis {za&st fini) et disjoints (catg ¢ B). Soit
n > 0 tel que les intervalleyy — 5, y 4+ n] poury dansD U E soient deux & deux
disjoints.

On définit alors une fonctiod € F. Poury € D, on pose¥(z) = ®(y)
pourz € [y — n,y + n]. Poury € E, on pose¥(z) = —®(y) pourz € [y —

n, y + nl. Enfin, ailleurs, on pos#(z) = 0. ¥ est alors bien définie, et elle vérifie
MEW (xg) = M (xp) (car on a rajouté a la main les signes, pour les éléments de
E), donc|M®W¥ (xg)| > Mcllao. — 8. Mais, commexg ¢ C, M*W est continue
enxo. Il existe donc un voisinage dg sur lequel MW (x)| > Mo — 8.

Ainsi, ”Mi“pc”w,c 2 [Mclloo,e — 3, etlWello,e < Wlloo < 1 (carles
valeurs prises pab sont aussi prises, au signe pres, paet || ®|,, = 1). Onen
déduit| M| . > IMcllo.c — 8, et on conclut en faisant tendbevers 0. 0

Lemme 2.4.3.S5 § > Oet m € N, il existe une partie finie A de R telle que, s
PeFetx g A MO0 < (M. +8) [Pl

Démonstration. Comme M et M™ sont du méme type, il suffit de le prouver
pourm = 1. Si on a prouvé le résultat pour dedinis, on se restreint dans le cas
général a une partie finie d& assez grande pour que1® (x)| et M. . » Soient
approchés a pres, et on obtient le résultat & pres.

Ainsi, on peut supposé fini, de cardinalv. On noteA I'ensemble des discon-
tinuités des,, plus grandes qu&/N ; il est fini puisque les poids sont a variation
bornée et en nombre fini.

Soitx ¢ A et®d € F. Il existe un voisinage de sur lequel g, (y) — go(x)| <
§/N pour toutw, puisqu’on a écarté les discontinuités trop importantes. On définit
une fonctiony, égale &b (v, x) au voisinage de chacun d¢sx, et nulle ailleurs.
En particulier, MW (x) = M®(x). Sur un voisinage de,

MB() = MI@] = |3 (@0 — 8P W)

8
<D 180() = oW 1Pl <N 1Plloc = 8 [Pl -
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Ainsi, MY (y)| = |IMW¥(x)| — § || D]l SUr un voisinage de, donc|| M Y. | >
IMU(x)| — 8 || P - Mais

MWell < IMcll el < IMell W oo < TMell TP loo -

En combinant ces deux résultats, et en utilisét (x) = M®P(x), on trouve
IMP(x)| < (Mcllso,e +) [Plloo- O

Remarque 2.4.4En décomposant une fonctich € 7 comme somme d’'une
fonction nulle hors ded (ce qui correspond a un opérateur de rang fini) et d'une
fonction nulle surd, on en déduit par le théoréme de Nussbaum que, pour I'action
de M sur(F, || llag)s Fess(M) < Re.

Proposition 2.4.5.9S les poids g, sont continus, ona R = R, (et lestrois égalités
analogues pour R¢, R, R?). En particulier, R = R® et R = R®.

Démonstration. Montrons queR = R.. On sait déja (proposition 2.4.1) que>
R., il suffit de prouver queR < R..

Il découle de la preuve du lemme précédent que, quand les poids sont continus,
on peut prendrel = ¢. Dans ce cas, on obtieft™ |, < | M| . ce qui
donne en passant a la limite surqueR < R..

Les trois autres égalité®” = R®, R = R, etR® = R¢ sontidentiques. Comme
on sait déja que&k, = R’ (proposition 2.4.2), on en déduit= R?, et de la méme
fac;onﬁ: RE. O

Remarque 2.4.6.0n peut prouver cette proposition directement sans utiliser le
lemme ; cela revient a refaire la preuve du lemme, sans les problémes techniques
dus aux discontinuités. Simplement, on pdsé&gale a® (v, x) au voisinage de
chaquey,x (apres s'étre ramené au cas@uest fini).

La proposition qui précéde a été énoncée pour des poids continus. Elle sera
généralisée (ainsi que d’autres résultats) dans la partie 5 sous une hypothese plus
faible de continuité aux points périodiques (en se ramenant par une construction
annexe au cas continu).

Mentionnons pour finir deux lemmes, qui nous seront utiles par la suite, et qui
utilisent les mémes idées que les résultats précédents :

Lemme 2.4.7.9 ® € F, IM®(x)| < M|l o SUP|P (X))

Démonstration. On définitw égale & en chacun deg,,x, et nulle ailleurs. Alors
MO (x) = MY (x), doncIMD(x)| < Ml Voo = Ml SUPIP (X))
O

Lemme 2.4.8.%0it ® € F. Alors il existe un ensemble A dénombrable tel que,
pour tout réel x n’appartenant pasa A, |IM® (x)| < M|l SUPIP (Yo x)].

Démongtration. On applique le lemme 2.4.388&= 1/n etm = 1 pour obtenir une
partieA,. Alors A = | A, convient (car dans la preuve du lemme 2.4.3 on montre
en fait que, hors de,,, |M® (x)] < (IMello.c + /1) SUP|D (x)]).

Directement, on peut aussi prendre pdules discontinuités des poids, et, si
x € A, poserd égale & au voisinage deg,,x, et nulle ailleurs. Il faut pour cela
avoir € fini, donc faire aussi un raisonnement prés. O
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3. Action de l'opérateur de transfert sur les fonctions a variation bornée

Dans cette partie, on utilisera librement les notations et les résultats de I'appen-
dice A. Rappelons seulement gifedésigne I'espace des fonctions a variation
bornée, muni de la norme Var= sup{|¢(ao)| + Y_ lo(a;) — (ai—1)| + lp(an)l},
le sup étant pris sur toutes les subdivisiaps< ... < a,. Rappelons aussi qu'on
définit dans cet appendice une intégral¢: Vo x pour des fonctions & variation
bornéey, ¢ et x, qui vérifie des théoremes de changement de variables et d'inté-
gration par parties.

M agit surB I'ensemble des fonctions a variation bornée. Cette action est
continue, et on a mémeM|lya, < V, 00V =} g llo- De la méme fagon, les
trois autres opérateurst®, M et M¢ agissent également sir

On noterar (M)vzy le rayon spectral da1 pour son action sug3, Var). Dans
cette partie, on va étudier le lien entre ce rayon spectr& et R, en utilisant
essentiellement I'intégrale construite dans I'appendice A.

3.1. Lienentre M et M

Le lien entreM et M s’exprime bien par une formule intégrale :

Théoréme 3.1.1Soient v, ® € Betm € N. Alors

[ovore) =35 [ BN Vien) (M F) 0 + [ Ty Ve,

k=1 wi

Démonstration. 1l suffit de démontrer la propriété pour = 1 ; ensuite, on conclut
par récurrence en écrivarit” ® = M(M™~1d), et en utilisant le résultat au
rang 1.

Siy,® eB,ona

[ovomer =% [ w9, oow)
=Z(/ngw)@oww+/wgwwd>oww>)
=X [0Vt + Yen [voustaovstive
=Zf¢wgw)q>oww+f/\7qu>.

OnautiliséV(f -g) = V(f)g + f V(g), quivient de la proposition A.2.3, ainsi
gue la propriété de changement de variables A.2(@.
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3.2. Majoration du rayon spectral

On a déja vu queM agissait sur les fonctions a variation bornée. De plus, si
® € B, alorsM® € By I'ensemble des fonctions a variation bornée qui tendent
vers 0 a I'infini (car tous les poids ont leur support dgng, 1]).

Théoreme 3.2.1.M agit sur B. Son rayon spectral (pour la norme Var) est majoré
par max(R, R).

Remarque 3.2.2.0n a un énoncé identique poﬁﬁ, puisque les deux opérateurs
jouent le méme role.

Démonstration. Etant donnée une fonctiol € B, on veut majorer VaMm™ .
Pour cela, il suffit d’apres le théoréme A.3.2 de majorer des expressions du type
[ ¥ V(M™®) (carM™d € By), ce qui se fait en utilisant le théoréme 3.1.1.

Siy € B, on ad’aprés ce théoréme

[uvoane) =35 [T Vi) (M@)o g, + [ HM v,

k=1 wi

_SoientC > max(R, R) et K une constante telle qUEM™ |0 < KC™ et
|M™| ., < KC™ pour toutm. En utilisant|®[|,, < Vard/2 et le fait que

|[¥1 Vo vra| < Y1l 1¥2]l0 Vare, on obtient alors
‘f v V(M’”CD)‘

m
<Y Y varg, [ Xty Mo vare| Ky
oo
k=1 o

m
<Y Y Vargo KC [yl KC"H | @l + KC™ Var @ |11
k=1

< (mVK?/(2C) + K)C" Var @ || o, -

Le théoréme A.3.2 donne donc que Vat” & < 3(mV K?/(2C) + K)C™ Var ®,
ce qui montre quéi M |lve, < 3(mVK?/(2C) + K)C™. Prenant la puissance
1/m, on trouve que le rayon spectral de¢ est majoré paC. C'est valable pour
toutC > max(R, ﬁ), ce qui permet de concluren

3.3. Minoration du rayon spectral

Dans [Rue96a], théoréme B.1 (a), Ruelle affirme quét)var > R, mais
ce résultat est faux. Considérons par exemple= Id, g1 = 3o, Y2 = —Id et
g2 = —8p (0u dp est la fonction qui vaut 1 en 0 et 0 ailleurs). Alokg = 0, donc
r(M)var = 0, tandis queM ® (0) = 2 (0), donck = 2.

En fait, il vaut mieux comparer(M)var aRe.
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Théoréme 3.3.1Lerayon spectral de M vérifier (M)yar > RE.

Démonstration. Si i est une fonction bornée dt une fonction de3.,, i.e. une
fonction a variation bornée nulle hors d’'un ensemble dénombrable, notons, suivant
[BR96],

(¥, @) =D YD)

Cette notation a un sens, et la somme vérifie mEmed)| < ||v ||, Var ®/2 (car
> @ (x)| < Vard/2, ce qui se voit en considérant une subdivision obtenue en
intercalant des points ot = 0, qui sont denses, et des pointsdiz 0).

On a alors

(MEy, @) = (¥, MD).

Pour le prouver, on calcule :

(. M) =Y Y ()8 ()P (Wox) = Y YWy )80 Wy 1) P(y)
X, y,w
= (MEy, D).

Considérons maintenant une fonction bornée et, le Dirac enx, i.e. la
fonction qui vaut 1 enx et 0 ailleurs. Alors

| Mey ()| = [(MEy, 80)| = [(¥, M8)| < ¥l Var(Msy) /2
< llao 1M llvar Var(8:)/2 = 1% o M llvar -

En passant au sup saron trouve| My || < 19 oo M [lvar, donc| M? || <
|Ml]lvar- Comme ce résultat s’applique aussi aux itérés des deux opérateurs, cela
permet de conclure.o

Remarque 3.3.20n déduit der(M)var < Max(R, R) etr(M)var > R que
Ré < max(R, R), un résultat qui n’est pas du tout éviderpriori.

Dans les bons cas (poids continus, ou encore branches inverses d’une fonction)
oU R = R¢, on retrouve l'affirmation de Ruelle.

3.4. Majoration du rayon spectral essentiel

Lemme 3.4.1.%0it U : B — B unopérateur continu. S N : B — 3 est défini par
N@(x) = [Ux-cox) VO, a0rs [Nllyar < 31U lloo-
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Démonstration. Soitag < ... < a, une subdivision d&. Alors, pour certains
signesdp, 81 etg;, on a

IN® (ao)| + Z IN®(a;) — N®(a;i-1)| + NP (a)]
= 80N @ (ao) + ZSi N@(a;) — N®(a;j-1)) + 8N P (ay)
= 50/ U X(~o0.a0) V¢+/U(Zsz’><[a,»_1,a,->)v¢ +51/ UX(~o0.an) VP

Oo) Var ¢

< (1 xcwan oo + [ U irtasan) |+ Um0
< 3||U|| o Var ®.

On obtient le résultat en passant au sup sur la subdivisian.

Remarque 3.4.2.Ce lemme reste vrai pour des opérateurs qui sont de la forme
N®(x) =limy [ U x(—oc,y) VP, on I'obtient en fait simplement par passage a
la limite simple.

Théoreme 3.4.3Le rayon spectral essentiel de M pour son action sur 5 vérifie

Fess (M)var < R.

Démonstration. Le théoréme 3.1.1 donne queysi® € B

/wwmcb) ZZ/M" YV (guy) (M"F®) 0 Y, + /M"’ch

k=1 ok

La proposition A.3.1 (qui affirme que gi est a variation bornée et tend vers 0
a linfini alors f(x) = 2 x(—co,x) V.S — limy 2y [ X(—c0,y) Vf) Permet alors
d’écrire

M"®(x) = ZZ[ /M" X(—o0.) V(8wp) (M" K ®) 0 9,

k=1 wi

- ‘Iri;nx / MR gy V(8w (MM K D) 01//wk1|

+2//\7’"X(_oo,x)vq> —;iyxfﬂmx(_m,y)v¢.

On a pu intervertir somme et limite puisque tout converge absolument. Ainsi, on
peut décomposekt™ comme somme de deux opératedrset As.

On va voir que le premier opérateur est compact. |l suffit de vérifier que chaque
terme de la somme est compact. Pour cela, on va utiliser les théoremes A.4.1 et
A.4.2. Il suffit de vérifier quey — MEk X(—oc0,y) (X) & sa variation bornée par une
constante indépendante deMais

Moo @) = D 2080(Wg %) X(—so.y) (Vg )

lw|=k

= Z SQgQ(I/fQ_lX)X(%—l,HFOO) ).

lw|=k
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A x fixé, c’est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d'inter-
valles, de variation bornée par 1. Ainsi, la variationyde> ka(_oo,y)(x) est
majorée pary_ | go|,, < V*. Cela montre que I'opérateur intégrakb(y) =
fﬂk‘lx(,o@,y) V(g,) ® est compact, et sa composée and® ~* I'est aussi. En
sommantA; est compact.

De plus, ond Az |lyar < 9||/\//T’” ||oo, en utilisant le lemme 3.4.1 (et la remarque
qui le suit). AINSi ey, (M™) < M |loo, i.€. ress (M) <_(IIM™ o) ™. En
faisant tendren vers l'infini, on obtient bienr,s; (M)var < R. O

Theoreme 3.4.4Le rayon spectral essentiel de M pour son action sur 5 vérifie
Tess (M)var < Re.

Démonstration. Dans la preuve du théoréme 3.4.3, on amontré que, pour un certain
opérateur compad (qui ne joue pas de rdle pour le rayon spectral essentidl),
s'écrit

M"P(y) = Kd>(y)+2fﬁ/l\'"x<—oo,y> Vo — I|m /M X(—00,2) V.

NotonsN®(y) = f/\/l X(—o0,y) V@ ON va le décomposer comme somme
d’un opérateur de rang fini et d'un operateur de norme de I’ ordr[b/\d(f;ﬂuoo .

On applique le lemme 2.4. 3A", pour obtenir une partie finid telle que
Sid e Fetx ¢ A, |M"O)| < (M|, + 8 I®ll. On définit alors,
pourx € F, Tx(x) = X(x) Six ¢ A, OS|x € A, eton poseaU = Id-T.
Alors ||T/\/l'"x loo < (||MC loo.c +8) llxlls : C'est clair hors deA, d’aprés sa
définition, et ¢a reste vrai sur par construction dé&'.

Posons

No(y) = f M"Y (=00,y) V@

:/Tﬂ"’x(,w,y)vqwfUﬂ”ix(,oo,y)vq>
= N1@(y) + N2®@ ().

Le lemme 3.4.1 garantit queNi[lvar < 31T M oo < 3(IM." loo.c + 8). De
plus, comme/ M™ x est nulle hors det, N>® ne dépend que des valeursden
a,a_ eta, poura dansA, doncN> se factorise par un opérateur de rang fini, et
est lui-méme de rang fini.

De la méme fagon, si on pogé€’®(y) = lim_ », fﬂmx(,m,z) V&, on dé-
composeN’ comme somme de deux opératel$ et A}, le premier étant de
norme< 3(|M." [lso.c + 8) et le second de rang fini.

Finalement, on peut écricé1” = K’ + 2N1 — N, ou K’ est compact. Donc
Fess(M™) < 2[IN1ll + | V]| < 9UIM:" o, + ). ON conclut en faisant tendre
§ vers 0 puisn vers l'infini. O

On peut récapituler les inégalités entre les rayons spectraux :
Fess(M)var < Re = RE < R < r(M)var < Max(R, R).

Dans de nombreux cas, ces inégalités permettent de cal GMER 4y, Ou de montrer
I'existence d’un trou spectral pour I'action de surB.
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3.5. Action sur le quatient

On a des analogues des théorémes précédents au niveau du quotient :
Théoréme 3.5.10na r(M,)var, < Max(Re, R).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoréme 3.2.1, mais en rem-
plagant toutes les intégral¢spar des intégralef, eten utilisant le théoréeme A.5.1.
|

Théoréme 3.5.20nar(Mc)var, > RE(= R.).

Démonstration. On montre queéi M [lvar, = H/\//Ti | . comme dans la démonst-
ration du théoréme 3.3.1. On suit le méme schéma de preuve, le seul probléme étant
gue dans le cas non quotienté on prend un Dirac, tué dans le quotient, ce qu'il faut
éviter. On peut suppose€x fini.

On prendy aved)|y ||, = 1et| MEy, ||OO’C grand. Soif un point de continuité

desg, o ¥, en quueUT/l\Sl// est grand. Sy est égale a 1 sur un petit voisinage
dex (c’est 'analogue dé,), on vérifie alors queMg tend versMs§, en chacun
desy,1x (par continuité), et qu'elle s’annule entre deux de ces points (si on a
pris le voisinage de ou ¢ vaut 1 suffisamment petit, et en utilisa@tfini). Donc
Var.(Mcge) > Var(Ms,) > |M#y(x)|, et on conclut comme précédemment.
|

Théoréme 3.5.30N a rogs (M )var, < Re.
Démonstration. On pourrait répéter la preuve du cas non quotienté, en utilisant les
propriétés de compacité de, mais il n’y en pas besoin. En effet, on sait déja que

Fess(M)var < Re, et le théoréme B.0.2 assure qug (Mc)var, < Fess(M)var.
O

3.6. Lienentre B et B,

La projectionr : B — B, va envoyer les sous-espaces caractéristiquestde
dans ceux déM.. On peut préciser son comportement. En particulier, dans le cas
des poids continus, on va voir que c’est un isomorphisme.

Lemme 3.6.1.S5 ® € By (lesfonctions a variation/tlornée nulles hors d'un en-
semble dénombrable) vérifie M® = A d avec |A| > R¢,alors® = 0.

Démonstration. On utilise la notationy, ®) = Y ¥ (x)®(x) introduite dans la
preuve du théoréme 3.3.1; elle vérifie, M) = (/\//Fw, ®), doncici(y, ®) =
ALY MEY, D).

SoitR® < C < |Al, etK tel que| ME" | < KC™. Alors

(¥, @) = A" [(ME" g, )] < |4 [ ME" || Var &2
SIAMTTKC™ 1§l Var &/2.

En passant a la limitgyr, ®) = 0. En prenant pouy la fonction qui vaut 1 enx
et 0 ailleurs, on obtienb(x) =0. 0O
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Proposition 3.6.2.Pour |A| > R, 7w : B — B. réalise un isomorphisme de
Ej (M) sur E; (M) (ou E; (M) désigne le sous-espace caractéristique associé a
I’action de M sur B, et ala valeur propre A).

Démonstration. On a vu dans les propositions 2.4.1 et 2.4.2 &E@ I/QE = R..
Donc|A| > ﬁc > regs (M)var, C€ qui assure quE; (M) est bien défini, de méme
queE; (M.,). On sait alors (théoréme B.0.2) queest une surjection d&; (M)
sur E; (M.). Il reste a vérifier son injectivité.

Soit ® € E; (M) telle qued, = 0. Autrement dit,® € B.,. Soitn tel que
(A 1d —M)"® = 0. Notons¥ = (A ld — M) 1d : W € B, et W vérifie MW =
AW avec|i| > R?, donc par le lemme précédebt= 0, i.e.(A ld —M)"~1d = 0.
Ainsi, on fait diminuer lez, jusqu'a 0, ce quidonn® = 0. O

Corollaire 3.6.3. On supposelespoids g, continus. Alors, pour |A| > R, 7 réalise
un isomorphisme de E; (M) sur E; (M.,).

Démonstration. Cela vient juste d® = R°(= R.) (proposition 2.4.5). O

4. Déterminant des opérateurs de transfert ((BR96])

Dans cette partie, on reprend l'article [BR96], dans lequel sont définis une
trace et un déterminant pour les opérateurs de transfert : la trace et le déterminant
sharp (gu’on pourrait traduire par déterminant diése en frangais, mais je préfére
m’en tenir & la terminologie “sharp” pour ne pas introduire de confusion). Dans
cet article [BR96] (et donc dans cette partie), les poids sont supposés continus. On
généralisera les résultats a des poids discontinus dans la partie suivante.

4.1. Définition de la trace sharp

En général, les opérateurs de transfert considérés dans cet article ne sont pas
compacts (sauf lorsque tous les poids ont des supports finis). Il n'y a donc pas
d’espoir de définir leur trace (et leur déterminant) de fagon canonique (i.e. comme
trace et déterminant d’opérateurs nucléaires). Il faut donc poser une défaution
hoc, en espérant qu’elle vérifiera de bonnes propriétés.

On commence par définir une “trace”, noté& Tsour les opérateurs élémen-
taires :

Définition 4.1.1.S L&(x) = g(x)®(Yx), on pose Tr*(L) = [ 3sgny (x) —
x)dg(x).

(la notation sgn désigne la fonction qui vaut 1 8lr+-oo), —1 sur(—oo, 0) et est
nulle en 0). L'intégrale utilisée ici est une intégrale de Stieltjes classique.
On définit ensuite la trace d’un opérateur général :

Définition 4.1.2. Pour unopérateur M delaforme M@ (x) = " g, (x) @ (Ypx) =
3 L,®(x), onpose TrF (M) = S Tr#(L,,).

Enfin, une fois que la trace est définie, on peut définir le déterminai de
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Définition 4.1.3.0n pose Det*(Id +zM) = exp(—Y_,-1(—1)" & Tr (M)
pour |z| assez petit.

On vérifie aisément que fEM™) < V" (o0 V désigney_ Var g,,, fini par hypo-
thése), donc Détest bien défini sur le disque de rayonvl

En fait, il y a unpetit abus de notation, puisque”Tre dépend pas seulement
de I'opérateur, mais aussi de la fagcon de le représenter comme somme (le choix
d’une autre représentation peut faire varier la trace ; par exemple, la représentation
de I'opérateur nul dans I'exemple du paragraphe 3.3 donne uhégaite a 1). Il
faut donc considérer que s’applique a des sommes formelles (et pas vraiment
a des opérateurs) pour lever 'ambiguité (en considérant que la représentation en
somme formelle de\t”" est M"®(x) = Z\len 8w (X)) D (Yeux)).

Par contre, on vérifie que cette ambiguité disparait si on se restreint & des
poids continus ([BR96], lemme 2.1). En fait, nombre de problémes (notamment
ceux liés aux intégrations par parties) disparaissent lorsque les poids sont continus.
C’est pourquotans toute |a suite de cette partie, on supposera les poids continus,
suivant [BR96]. Rappelons qu’on suppose aussi que les poids sont a support dans
(—1, 1), donc a support compact.

On montrera alors que D&ld +z.M) se prolonge analytiquement au disque de
rayon J,/ﬁ, et qu’il sS'annule exactement aux points outtd M n’est pas inversible.
Autrement dit, D€t vérifie les bonnes propriétés qu’on attend d’un déterminant.

4.2. Premiéres propriétés de la trace sharp

Proposition 4.2.1.So0it L& (x) = g(x)P(Y¥x). S ¢ aunnombrefini de pointsfixes
ap < ...<ap, aorsTr*(L) = L(a;, ¥)g(a;) 00 L(a;, ¥) = 1 legraphede
Y traverse strictement la diagonale en a; de gauche a droite, —1 si il traverse la
diagonale de bas en haut, et 0 sinon.

Démonstration. Entreqa; eta; 11, ¥ (x) — x reste de signe constant= +1. Donc
fa‘j"“ % sgn(yr (x) — x) dg(x) = &/2(g(a;i+1) — g(a;)). En sommant, on obtient
/ sgn(y (x) — x)

1
5 dg(x) = ) Se(an) (sgny (@) — ai)— — SgY (@) — ai)-+)

=Y " gla)Lai, ¥).

On a utilisé la nullité deg (xo0) (car les poids sont a support compact), et le fait que

L(a;, ¥) a été défini pour étre égal%’é(sgr(x/f(a,-) —a;)_ —sgn(¥(a;) — ai)+).
O

Ainsi, on peut considérer que*fcompte les points périodiques avec le poids
g, en ajoutant un signe analogue a un indice de Lefschetz (enLfait,y) =
sgn1 — ¥/(a)), au moins quang estC? ety (a) # 0; c’est un véritable indice
de Lefschetz, qui se généralise en dimension supérieure patesgad —7,v))).
Autrement dit, si¢(z) = 1/ Det?(1 — zM), alors¢(z) = exp(Y < Tr(Mm™))
est une sorte de fonction dynamique, qui compte les points périodiques avec
des poids,,. Ainsi, tous les résultats que I'on obtiendra pour’Dedurront étre
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interprétés comme des résultats sur une fonatiognamique. C’est entre autres
pour cela qu’on a poseé cette définition de la trace sharp.

Remarquons que, dans cette preuve, on a utilisé la continugéadra; pour
intégrer (sinon, on aurait eu des termges; ) etg(a;,)). Ainsi, pour que Détsoit
vraiment un déterminant dynamique, il faut au moins avoir la continuité des poids
aux points périodiques. On verra plus loin que, effectivement, cette hypothése est
suffisante pour avoir les résultats que I'on va démontrer dans cette partie dans le cas
des poids continus. Par contre, quand on retire cette hypothése, tout se complique
(voir par exemple [Rue96a], ol 'équation Bétl +M) = 1/ Det*(Id +M) est
remplacée par une équation fonctionnelle plus compliquée qui tient compte des
discontinuités des poids aux points périodiques).

Remarque 4.2.2.Quandy n’a pas un nombre fini de points fixes, etque les poids ne
sont pas continus, on a quand méme une interprétation analogue. Ecrivons I'ouvert
{¥(x) # x} comme réunion de ses composantes conn@xe$;), et soito; le

signe dey (x) —x sur cetintervalle. Alors (L) = > %(g(bi,) —g(a;y)) :cela

se voit en écrivant sgi (x) — x) = >_; 07 X(a;.5;) (x), €N utilisant/ x; ») dg =
g(bi_)—g(a;),etensommanten utilisant par exemple le théoréme de convergence
dominée. Dans tous les cas*Tme dépend donc que de la valeur des poids au
voisinage des points fixes.

La trace T vérifie des propriétés analogues a celles d’une trace habituelle, par
exemple :

Proposition 4.2.3.0naTr¥*(M1M>) = Tr¥(MaM1) (avec|’ hypothése de conti-
nuité des poids).

Démonstration. |l suffit de le prouver pouM 1 et M, des opérateurs élémentaires,
c’est-a-direL; ®(x) = g (x)®(¥;x) pouri = 1, 2.

Traitons d’abord le cas ofi; ety sont croissantes. Alofigpyr1 — Id ety —
Id sont conjuguées l'une de l'autre (p#é#q), donc ont le méme signe sur des
intervalles conjugués 'un de I'autre. Plus précisément, I'ensefwiilgryr1x # x}
est un ouvert, qui s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’intervalles
ouverts(a;, b;). Soito; le signe dey2y1x — x sur(a;, b;) ; en notanulf = ¥ (a;)
eth; = y1(b;), Y1¥2x — x est aussi de signe sur l'intervalle(a’, b}), donc

1
T (Caty) = [ 5 sgizvar - 0 d(ea(oga(va)
1
=2 50i(s1(bi)g2(¥1bi) — ga(ar)ga(Yai)
1
= 501 (1Y) g2(b) — g1(¥1a))g2(a))) = Tr (LaL1).

Siy1 ety sont décroissantes, la preuve est identique, en pasaat)y(b;)
eth, = y(a;).

Enfin, si 'une est croissante et l'autre décroissaritg)1 a un unique point
fixe a, et TF(L2L1) = g1(a)g2(Y1a). De mémey1y, a un unique point fixe
b(= Y1(a)) et TF(L1L2) = g1(Y2b)go(b). C'est la méme valeur. 0O



Spectre de I'opérateur de transfert en dimension 1 381

Remarquons qu’on utilise la continuité des poids pour se débarrasser des limites &
gauche et & droite. En fait, quand les poids ne sont pas continus, le résultat devient
faux pouryr; croissante er» décroissante (ou inversement).

On peut établir un lien entre les tracestie et deM, qui nous sera utile par
la suite.

Proposition 4.2.4.0n a Tr*(M) = — Tr¥(M).

Démonstration. Il suffit de le prouver pour un opérateur élémentafreNotons
& = 1 siyr croit et—1 si elle décroit. On a alors

—~ 1 1
(D) = / 550y~ x — v dg oy ) = / 5590 — ¥ () dg(v)

1
=— f >S9 (y) = y) dg(y) = — e, o

Corollaire 4.2.5. On a Def*(1 — zM) = 1/ Det(1 — zM) = ¢(2).

C’est en jouant de cette maniére enveet M gu’on va établir les propriétés de
Det”,

4.3. L' opérateur de kneading

Pour établir des propriétés d’une fonctipdans le cas de fonctions monotones
par morceaux, Milnor et Thurston ((MT88]) ont introduit une matrice, appebie
rice de kneading, dont les coefficients (des séries formelles) codent la trajectoire
des extrémités des intervalles de monotonicité. lls ont alors montré que le déter-
minant de cette matrice était égal &10n va ici généraliser cette méthode, mais
comme Iy a des poids il faut coder les trajectoires de tous les points. Coder une
trajectoire revient a savoir, pour chaquesi lesy,x sont & gauche ou a droite de
y, etdonc a connaitre la fonction sgh,x — y). On ne pourra donc pas tout coder
par une matrice, mais plutdt par un noyau, qui agira par exemple sur un égace
on I'appellera opérateur de kneading.

On définitune mesure surR paru(dx) = 3 [d(gux) |+, 1d(gworr; 1x)|:
c’est une mesure (sans atome) de référence, par rapport a laquelle toutes les autres
mesures que I'on considére sont absolument continues. C’est sur I'esf@aoe
que l'opérateur de kneading agira. On notgléx) la dérivée de Radon-Nikodym
de d(gex) par rapport qu(dx) : ainsi, dg,x) = g, (x)(dx).

Pour|z| < R~1, on définit 'opérateuD. : L2(u) — L2(w) par

1
Db(y) =) / ()] (1d —zM) 712 sgrt- = ) [ (W) dzgu ()

= /Dz(y, x) P (x) du(x)
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ol on a posé

Doy, )) =) 2 D 2, )8 (Wen®) - Guy Wy 1 © - 0 Y X) -
k=1 w1

s O

1
E SON(We, © ... 0 Yoy X — y).

Commeonaprig| < R~1,1d —zM estinversible sur les fonctions bornées, ce
gui montre quéd, ¢ (y) est bien défini, de méme que le noy2y(y, x). Remarquons
gue I'on utilise les mémes notations pour le noyau et I'opérateur ; cela ne devrait
néanmoins pas préter a confusion.

De la méme fagon, on définit un opérat@yrpour|z| < R~1.

Pourz fixé, D, (v, x) estun noyau borné qui agit sif (). On peut lui appliquer
le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1S0it (X, ) un espace séparable mesuré de mesure finie. Soit K
une fonction définie partout sur X x X, bornée, mesurable. On définit un opérateur
A de L2(p) danslui-méme par Ag(y) = [ K(y, x)p(x) du(x).

Soit @, (K) = [y detixy ((K (x;, x;))) du(x). S on pose Det,(Id +A) =
> %,K) alors Det, est bien défini, analytique en A, et nul s et seulement si
Id +A n’est pasinversible. L'ordre de 1 comme O de Det, (Id +zA) et la multipli-
cité (algébrique) dela valeur propre —1 de A sont alors égaux.

Pour z petit, onaDet, (Id +zA4) = exp(— 3001 (—=1)"£; Tr.(A")), 00 Tr.(A")
est défini par [y, K (x1, x2) K (x2, x3) . .. K (x,, x1) de(x1, . . ., Xp).

Démonstration. |l suffit d'utiliser le théoreme X.6.1 de [GGKO00] dans le cas d'un
opérateur de Hilbert—Schmidt, en prenaiit) = K (x, x), ce qui a bien un sens
puisqueK est défini partout. O

Cela permet de définir le déterminant régularisé,Qdt+D,) (qui est ana-
lytique enz pour |z| < R~1Y). On a alors un analogue du théoréme de Milnor-
Thurston :

Théoréme 4.3.20n a Det’(ld—zM) = Det,(Id+D,) et Det*(Id —zM)
= Det,(Id +D;) (I’ égalité ayant lieu au sens des séries formelles).

Démonstration. C’est la proposition 3.1 de [BR96]. La preuve consiste a faire une
identification formelle aprés de nombreuses intégrations par partie, et est relative-
ment longue et technique. C’est pourquoi nous ne la reproduisons paslici.

Notons que, dans les multiples intégrations par parties de cette preuve, tant la
continuité des poids que la compacité de leurs supports (pour éliminer les termes
de bord) sont essentielles (une décroissance¥erl'infini suffirait, mais on a vu
dans le paragraphe introductif 2.1 qu’on pouvait sans perte de généralité supposer
les poids a support daris-1, 1)).

L'intérét de ce théoreme est qu’on dispose, pour les déterminants régularisés
d’opérateurs sut?, de résultats d’analyticité. On va en déduire des résultats ana-
logues pour Dét
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4.4. Lien entre zéros du déterminant et valeurs propres de |’ opérateur de transfert

Proposmon 4.4.1.Lafonction Det*(1d —zM) est holomor phe pour lz| < R7L.S
RI<R1? elleseprolongeen une fonction méromor phe pour |z| < R qui ne
peut avoir de pdles qu’aux 2~ pour A valeur propre de M agissant sur B.
Démonstration. Pour|z| < R~L, Def*(Id —zM) = Det.(Id +D,) est bien défini,
et holomorphe (car ld-z M est inversible et peut étre appliqué a 6gn y)), ce
qui donne la premiére partie du résultat.

Supposons maintenant qie < R—2. Sur le disqué|z| < R~1}, la fonction
Def?(Id —zM) = Det.(ld +5 ) est bien définie et holomorphe, donc son inverse
Det*(Id —zM) (par le corollaire 4.2.5) y est méromorphe. De plus, lorsguest
pas l'inverse d’une valeur propre del agissant suB3, Id —zM est inversible et
peut s’appliquer & sgn— y), donc Det(ld —zM) est fini, etz n’en est pas un
pble. Les pdles sont donc tous des valeurs proprestde O

On va préciser le lien entre I'ordre du zéro et la multiplicité de la valeur propre.

Lemme 4.4.2.S A est une valeur propre simple de M agissant sur 3 (avec R >

|| > R), Def*(Id —zM) a au plus un pdle simpleen 11

Démonstration. Intuitivement, la valeur propri de M apporte une contribution

de rang 1 &,, qui induira un terme eﬁ dans Det(ld +D,). La difficulté est

la non-linéarité du déterminant, qui fait qu’on ne peut pas séparer les problémes. Il
faut donc étre un peu plus précis.

On va montrer que, au voisinagexte!, Det, (Id +D,) croitau plus a la vitesse
de /(1 — Az). Comme Det(ld +D;) = Det*(id —zM), cela montrera qué~!
est au plus un péle simple de Iﬁed —z M), et permettra de conclure.

On noteE le sous-espace propre associg gpour I'action deM) et F son
supplémentaire spectrall = E & F. On note aussPr et Pr les projecteurs
spectraux associés. Sur I'espateld —z M est inversible pout dans un voisi-
nage de.~1, et la norme de son inverse y reste bornée. BuM = i ld, donc
(d —zM) 1 = - 1d.

D’apréslethéoréme4.3.1, on peutécrireRet+D,) = > %?1) oud,(D,) =
Jrn deti, (D (xi, x))) du” (x). Cela donne, en utilisant let Pg + Pr,

D00 = Y e[ 0d M) gt — |0
= 3 2, [ 0d —eM) 2 Pesgre — ] W)

£ 22,0 0d M) 12 Pesge — )] W)

= Y e 075 Pe s — »] )

+ Zw:zg;(x)[(ld —ZM)_lépF sgn(- — y)](wwx)

= AZ(y7x) + BZ(yv-x)'
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CommePg est de rang 1 (d'image engendrée par une fonctipron peut écrire
%PE sgn- — y) sous la formey (y)®. En sommant su®, on trouve qued, peut
s’écrire souslaformd,(y, x) = 1_#”)( (») ¥ (x) (ouy ety sontdes fonctions d@
indépendantes dg. Comme ld—z.M estinversible suF pourz dans un voisinage
der~1, on a également quB. est borné sur ce voisinage, par une consté@nte
Sixi, ..., x, sontfixés, on calcule dgt, ((D.(x;, x;))) en décomposar®.
commeA, + B,. Quand on développe le déterminant par multilinéarité, les déter-
minants ouliy a plus de deux colonnes avdg seront nuls (car toutes les colonnes
avecA, sont proportionnelles). Le déterminant,d«ai((BZ (xi, x(,))), dontles coef-
ficients sont bornés pdr, est donc borné pat”»n"/2 par 'inégalité de Hadamard.
Quant aux déterminants avec une colonneddela norme euclidienne de cette

colonne est bornée paﬂ/zw, et la norme des autres colonnes est ma-

jorée parCn'/?, donc le déterminant est borné H?l‘(,\_dcn””/z- Finalement, en
sommant, on trouv%det,,xn((DZ(xi,xj)))’ < ‘lfAZ‘C"n"/Z“.

En intégrant (et card est de masse finie)p, (D,)| < %C”n”ﬂ“. En
sommant tout, on obtient

n,n/2+1
| Det.(id +D)] = Y *u@) M ZC AR

nl 11—z n!

Le résultat qui suit nous sera utile plus loin.

Lemme 4.4.3.S & € B vé&ifie M® = Ld pour R < L] < R, alors ® tend vers
Oal'infini et est continue.

Démonstration. Comme leg,, sont a support compact, il est clair g@rdend vers
0 a l'infini.

Pour prouver la continuité, notoms(x) = lim .\, ®(y) — lim, -, ®(y) : ®
est nulle hors d’un nombre dénombrable de points, et a variation bornée. Alors
stgw(x)E)(wwx) = Ad(x) (les signes viennent du renversement du sens des
limites quandy,, est décroissante). Autrement dif*® = Ad (ot M¢ désigne
I'opérateurM® x (x) = 3_ w8 (X)X (Y0X)).

On peut appliquer le lemme 3.6.18¢ et ® (car|A| > R, qui correspond &

R? dans I'énoncé du lemme) pour obtefir= 0.

Ainsi, en tout point® a la méme limite a gauche et a droite. Si on nbtela
version régularisée d@ (qui vérifie donc aussM ®; = Ad1, par continuité des
poids), alorsb, = & — &1 est nulle hors d’'un ensemble dénombrable et vérifie
M, = APy, CommeR = R? car les poids sont continus (proposition 2.4.5), on
peut appliquer le lemme 3.6.1 pour obtedi = 0. Autrement dit® = &1, et®
est continue. O

Proposition 4.4.4.Soit & une valeur propre de M agissant sur B, avec R > [4] >
R. Alors A ~1 est un zéro de Det(Id —zM).

Démongtration. Soit ® € B qui tend vers 0 & l'infini et a des discontinuités ré-
guliéres. Alors, comme les poids sont continusatguliére, dzg,(x)®(x)) =
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728w (x) d(®(x)) + P (x) d(zgw(x)). Un calcul donne alors (voir [BR96], corollaire
3.4)

1 _
(Id +D,)d(y) = /[(ld —zM)1S sgn - y)](x) d(qu>(x) — @(x)).

Ce calcul utilise d’'une part qué(y) = f —% sgnx — y) d®(x), et d’autre part
que ld4+-zM(d —zM)~1 = (Id —zM)~L, ce qui peut se vérifier par exemple en
multipliant des deux cotés par ek M.

Prenons maintenaat= 11 et ® un vecteur propre dé1 pour cette valeur
propre. Le lemme précédent (appllque/\%i) montre qued est continue, et on
peut appliquer le calcul précédent. Compiel® — & = 0, I'intégrale de droite
est nulle, dondld +D,)® = 0. Ainsi, Id+D, n’est pas inversible sut2, donc
Det,(Id +D.) = 0, i.e. Det(ld —zf\/\l) = 0 d'aprés le théoréme 4.3.20

Théoréme 4.4.5L e déterminant Det*(Id —z M) est holomorphe dans la région
{z]lz] < R™1}. Ses zéros vérifient R=1 < |z| < R~L, et sont les inverses des
valeurs propres de M agissant sur B. De plus, I’ordre de A~ comme zéro de
Det?(Id —zM) est égal & la multiplicité de A comme valeur propre de M.

Démonstration. Le dual de la proposition 4.4.1 montre que tied —z M) est
holomorphe poutz| < R~L. Cette méme proposition montre que son inverse
Det*(ld —zM) est méromorphe dans cette meme région, et que ses pdles sont de
la formex~1 pour valeur propre deu, avecR < A < R. Cela prouve que tous
les zéros de D&tld —zM) sont des inverses de valeurs propres\de

Il reste & prouver que, réciproquement, tous les inverses des valeurs propres
sont bien des zéros, et que les multiplicités coincident. &it une valeur propre
simple deM, la proposition 4.4.4 montre que c’est un zéro de’Ddt—z M), etle
lemme 4.4.2 que ce zéro est au plus d’ordre 1 (puisque c’est au plus un p6le simple
de Def'(Id —zM) = 1/ Def*(Id —z.M)), donc il est d’ordre exactement 1, ce qui
permet de conclure.

Dans le cas de valeurs propres multiples, on peut montrer des analogues du
lemme 4.4.2 (la preuve étant la méme, en conservant simpléneaibnnes en
A sila valeur propre est de multiplici#@ et de la proposition 4.4.4 (en prenant
®;, ..., & une base du sous-espace caractéristique assagiéten vérifiant
qu’ils sont tous dans le noyau d'id +D1,;)"). Cela donne le résultat. On peut
aussi le montrer en utilisant le cas des valeurs propres simples, en déformant un
peu 'opérateurtM pour faire apparaitreé valeurs propres simples distinctes, qui
correspondront chacune & un zéro du déterminant.

5. Régularisation des poids

Pour généraliser les résultats valables dans le cas des poids continus, on va
essayer de construire un systéme isomorpbetag,,, ¥.,), dans lequel les poids
seront continus.

Cela permettra d’obtenir en particulier I'analogue des résultats sur le détermi-
nant sharp dans le cas de poids discontinus (moyennant quand méme une hypothése
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supplémentaire, I’hypothégé&) introduite dans le paragraphe 5.3, un peu plus
faible que la continuité des poids aux points périodiques).

L'idée de la preuve, due a Ruelle ([Rue94b]) et déja mentionnée dans l'article
[BR96], est de remplacer les points ou les poids sont discontinus par des petits
intervalles, sur lesquels on prolonge les poids de maniére affine de fagon a les
rendre continus.

5.1. Construction de ]ﬁ, M

SoitS I'ensemble des discontinuités des: il est fini ou dénombrable. Notons
S* 'ensemble des points obtenus en partanfSds en appliquant deg,, et des
¥1: cest la plus petite partie dB contenantS et stable par leg,, et leurs
inverses; elle est au plus denombrable. On remplace chaquestert* par un
segmentl;, de telle sorte que_ |/;| < +oc; on crée ainsi un nouvel espake
homéomorphe &. On a une injection : R — R, qui envoies sur le milieu
deI; pours € S*; elle est croissante, et c'est un homéomorphism&\Jg* sur
R\(U I ) On peut aussi définir une projectign: R > R qui envoie tous les
points del; surs.

On noteB I espace des fonctions a variation bornée ﬁuetf I'espace des
fonctions qui y sont bornées. &i € B, on peut defmmd)(x) = d>(zx) ad est
a variation bornée, et vérifie méme Vad) < Var . Ainsi, « : B — Bestune
surjection linéaire continue. On a la méme chose pouﬁ’-' — F.

Pourw € €, on définitg, € B : on posed,, (x) = g, (px) Si x n'est pas dans
un desl;, g, (x) = g,(s) pourx le milieu del;, on prolongeg,, par continuité
aux bords deg; et on imposeg,, affine sur les deux moitiés dg. Ainsi, g, est
continue, elle vérifie Vag,, = Varg,,, etg, = agw

On définit aussi des homeomorphlsml% deR :sixn ‘est pas dans un des
S*, alorsy,, (x) non plus, et on pos¢rw(zx) = i (Y,x). Ainsi, x/fw est définie hors
desI. On peut la prolonger par continuité au bord de ces intervalles. Finalement,
Siv,(s) = 1 (avecs, t € §*), il faut définir,, surl;. On pose qu'elle est affine de
I, dansl,. Ainsi, ¥, est bien définie, et c’est un homéomorphismé&deroissant
ou décroissant suivant qule, est croissant ou décroissant).

Finalement, pout € BoufF,on pose/\/tcb(x) Zgw(x)GJ(wwx)

En fait, on a défini les fonctiong,, et ww de telle facon que le diagramme
suivant commute :

M~
_ f
la
Mg
On peut consideérer tous ces opérateurs modulo les ensembles dénombrables.
On définit ainsi un espacg., avec une projectiom :  — F.. On a alors un

N

15
-

)
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diagramme commutatif

« l (1)

Sur chacun de ces espaces agit un opérateur (respectivameht,, M et M.),

et tout est commutatif. Ces opérateurs ont des rayons spectraux resﬁe&gf,s

R etR.. Le théoreme B.0.2 garantit que ces rayons spectraux décroissent le long
des fléches. On sait en plus qRe= R., par la proposition 2.4.5 (car |65, sont
continus).

5.2. Injectivité de o

Lemme 5.2.1.50it ® e & nulle horsdes I, et vérifiant M{® = 1.® avec i > R.
Alors ® = 0.

Démonstration. Poury bornée qui, sur chaqug, est non nulle en au plus un
point, on définit(y,, ®) = " ¥ (x)®(x). C'est bien défini cad [/ (x) P (x)| <
|Vl Var ®/2 (on le voit en intercalant entre lesavecy (x) # 0 des points hors
desl/;, en lesquels on a donk = 0).

On peut définir(y,, ®) pour v qui est non nulle en au plus deux points de
chaquel;, de la méme maniére. Alotéy, @)| < |||l o, Var .

Fixons maintenant Qavns unly = [u, v] (x = (1 — w)u + pv), ety qui vaut
1 enx, O ailleurs. Alors/\//l\gnw est non nulle en au plus deux points sur chaque

I, = [/, v']. En fait, S|/\/l"3 ¥ (y) # 0, alorsy s’écrit sous la forme//a,x pour un
certaing de longueurn. Mais %ﬁw est affine de dansl, et elle envoie bords sur
bords, donc si elle est croissante= (1 — w)u’ + uv’, et si elle est décroissante
y = (11— p)v' + pu';ily adonc au plus deux possibilités.

D'apres la preuve du théoreme 3.3(, Moy = (ME ¥, ®@). Soit alors
|\l > C > R. CommeC > R = R° (car les poids;, sont continus), il existe une
constanteX telle queH/T/l\En |, < KC". Alors

—~ =n
|D()| = [(¥, D) = A" (Y, M"®)| = |A| " [(ME y, D)
< T ME | Var ® < KA TMC 1]l Var @
En faisant tendre vers l'infini, on obtient®(x) = 0. O

Proposition 5.2.2.Pour || > R, « réalise un isomorphisme entre E; (M) et
E,(M).

Démonstration. Les espaces; sontbien définis (cal’?\ majore les rayons spectraux
essentiels des deux opérateurs). La surjectivitédieE, (M) dansk; (M) résulte

du théoréme B.0.2, et son injectivité du lemme précédent (en itérant, comme dans
la preuve de la proposition 3.6.2)0
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On a un analogue modulo les ensembles dénombrables :

Proposition 5.2.3.Pour |A| > IN?C, a, réalise un isomorphisme de E,\(/\A/fc) sur
E3(M,).

Démonstration. I suffit de prouver un analogue du lemme 5.2.1. Soit ddnc
(avec® a discontinuités symétriques) telle qié &, = A, eta, P, = 0. On
veut voir qued, est nulle.

Soit X un ensemble dénombrable en dehors dueﬁ@ = A®. On remplace
X par I'ensemble de ses itéres par 5. Six ¢ X (etx e I;), on va montrer
que®(x) = 0, ce qui permettra de conclure. Pour le prouver, il suffit de répéter la
preuve du lemme 5.2.1.0

5.3. Conditions pour avoir I’ égalité des rayons spectraux

On cherche des conditions qui garantiront que tous les rayons spectraux seront
égaux. Toutes les fleches du diagramme (1) donneront alors des isomorphismes
entre les sous-espaces caractéristiques des différents opérateurs.

En général, les rayons spectraux en question peuvent étre distincts.

Exemple 5.3.1.Soitg = §p ety = Id : alorsMd(x) = ®(0) six = 0, 0 sinon,
doncR =1etR. =0.

Exemple 5.3.2.S0itg1 = 280, Y1(x) = x + 1, g2(x) = 2 pour O< |x — 1] < 1/2
et 0 ailleurs, et/>(x) = x — 1. Alors M? = 0 doncR = 0, tandis queR = 1.

[l faut donc introduire des conditions supplémentaires, pour s’assurer qu’il n'y aura
pas de “résonance”. Nous utiliserons la condition suivante :

Siv, ... Yo x =x, alorsVi € {1,... ,n}, g, estcontinu ey, ;... Y, x.

(G)

On abrégera cette condition en disant tpsgooids sont continuslelong des cycles.

Il faut noter que cela ne signifie pas que tous les poids sont continus aux points
périodiques, mais juste lgs, poury,, quiintervient dans le cycle. La condition

(G) est donc strictement plus faible que

Les poids sont continus aux points périodiques. G(

La condition(G") peut se reformuler en disant que les discontinuités des poids (i.e.
les éléments de I'ensembl ne reviennent pas sur elles-mémes, Y@, Vx €
S, Ypx # X.

On pourrait essayer de travailler directement a\&g, sans passer par l'inter-
médaire dgG). Cependant, cette conditidis’) a un défaut : ce n'est pas parce
gu’elle est vérifiee pam qu’elle va I'étre parM”. Par exemple, siG’) est vé-
rifiée et quex est un point périodique, il se peut gu’il soit envoyé paryuy sur
une discontinuité d’'un poids,,, qui ne participe pas a un cycle. Alogs, ., est
discontinu enx, donc M2 ne vérifie pagG’).
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C’est essentiellement pour cette raison qu’on va travailler &8¢ qui n'a
pas ce probleme. De toutes fagons, comi@® implique (G), tous les résultats
valables ave¢G) le seront aussi ave@’).

L'idée de la démonstration de I'égalité des rayons spectraux sous I'hypothese
(G) est de modifier 'opérateuk1 sur les intervalleg;. Elle est cependant un peu
technique a mettre place. On commence donc par traiter un cas plus simple, méme
s’il ne nous servira pas par la suite. Les preuves suivantes seront simplement des
généralisations de cette preuve, avec des difficultés techniques supplémentaires.

Proposition 5.3.3.9 onpose M'®(x) = > g/ (x) P (Y,x), oUles g/ sont égaux
aux g, lelong des cycles et sur un ensemble dense (et " Varg, < +o0), alors
V(M/)oo =7r(M)eo.

Les hypotheéses seront en particulier vérifiées, dans le casXdei g/, est égal a
go hors de ses discontinuités.

Démonstration. Soit R > || M||, on va montrer qu&k > r(M’). Cela permettra
de conclure. En effet, fixons aloRs > r(M). Soitn tel queR" > || M"|. Comme
I'nypothése qu’on utilise est valable aussi pdu” et M, on peut appliquer le
résultat annoncé qui donm® > r(M'"). On obtientR > r(M’), et on trouve
en faisant tendr® versr(M) quer (M) > r(M’). Comme les deux opérateurs
jouent le méme rdle, on a finalement I'égalité.

Fixons doncR > ||M]||, ainsi ques > 0. On va montrer que(M’) < R + 2¢.

On peut écrireM’ = M + N, oUN ®(x) = Y h,(x)®(Y,x) avech, =
g, — 8o Nulle le long des cycles, &V = )" Varh, < +oo. On peut isoler une
partie finieQ2; de<2, de complémentair@*, telle qued o« 7o lloo < €. Sif21 est
de cardinal, on écritalors\ = N1 +. ..+ Ny +N*, chaqueV correspondant
a un poids:, ayant un coefficient dansQ;.

On décomposé1’ = (M + N)* comme une somme dé Zermes, chaque
terme étant un produit d&f et de\. SoitT un tel terme, avek N qui apparaissent.
En décomposant chagiécommeNi +. ..+ N +N*, on décompos& comme
somme deg Q + 1)F termes.

Soit U un de ces termes, ele nombre desV; qui interviennent.lly a alors
k — i termesN*, etn — k termesM. En regroupant les termes consécutifs\éh
et M, on peut alors écrir& = PoNy, P1... N, Pi.

Montrons que

U@ < IPoll - - - IPill [Pl oo
sup _ |hx1(I/fglx)hsz(wgszngx) o hy (WQI Ysig - wglx”- (2

@i @

Le résultat est clair pour= 0. En le supposant acquis au rangnontrons-le au
rangi + 1, pourV = P_1Ny, ... N5, P;. Sion note¥ = PoNyP1... N, Pid
alors Vd (x) = P_1NsW(x). Donc |[VO(x)| < [Pyl sSUPINso W (Yuyx)l, les
Ve, €tant les fonctions intervenant daRs; (en utilisant le lemme 2.4.7). Mais
/\/so\ll(wwox) = th(wwa)\I’(lﬂml/fwox) On conclut en appliquant I'hypothése de
récurrence & = U ®, ce qui donne (2).

Dans le terme de droite de I'équation (2), considérons un produit du type
|hsy (W, X) - hs; (Yo, Us;_y - - - Yoy )| Sideux itérés de sont égaux, comme les
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hs sont nuls le long des cycles, le produit est nul. Dans le cas contraire, tous
les points sont distincts, et la nullité dessur un ensemble dense permet d'écrire
Do s, (Yo, 0. .0Pe x)| < ) Varh, < W.Linégalité arithmético-géométrique

0...0Y i N
donne alorg | |hs, (Y, © - .. © Y, )| < (Z‘h&'("@ri mx») < (Wi

On obtient donc, en utilisant (2), qu&/ || < || Poll ... IP;ll (W/i)!. Dans les
P,,ily ak —i opérateursV*, de norme majorée par etn — k opérateurs\, de
norme majorée pak. On obtient dondU || < R* *ek=i(W/i)'.

Le termeT se décompose comme somme(de+ 1) termesU. Iy a (’l‘) Q!
termesU qui ont exactement facteurs du typeV : on choisit la place de ces
termes, puis pour chaque place on a le choix eftapérateurs. Ainsi

k k
||T|| g Z (]:) QiRll—ksk—i(W/l-)i g szQiRn—kgk—i(W/i)i

i=0 i=0

k i
_ pnh—k k W_Q
= R"*(2¢) Z( - )

i=0

En posantC = Z+°° (%)l < +4oo (indépendant dé&, et den), on obtient
IT] < CR™*(2e)*.

Quand on décomposg@1 + N)" comme somme de term&sily a (Z) termes
qui ont exactemerit facteurs\/. On obtient donc

n

M+ <> (Z)CR”_I‘(ZS)]‘ = C(R +2¢)"

k=0

On en déduit (M) =r(M+N)< R+2¢. O
Cette proposition a un analogue &ur

Proposition 5.3.4.90n poseﬂ dx)=>7¢ (x)@(lpwx) oules g sont égaux
aux g,, hors des I; et le long des cycles dans I&s I; (et ) Varg, < +oo) alors
r(M oo = V(M)oo

Démonstration. La preuve est identique a la précédente. Le seul point a vérifier
est que, avec les notations de I'équation (2), OR alfs, (Y, © - .. © Ye,x)| <
ZVarﬁw < W (car, pour le prouver, on utilisait la nullité dég sur un ensemble
dense, ce qui n’est plus vrai ici).

Remarquons que, si on est hors desu sur un cycle dans lek, le produit
IT1As, (1/79" 0...0 1/791x)| est nul par hypothese. Dans le cas contraire, tous les
points sont distincts et dans I&set, comme Ies% sont affines sur leg;, il y a au
plus deux points dans chagiie Comme lesr,, sont nulles entre lek, on obtient
>, |hs, (ww 0...0 wwlx)| < ZZVarh < 2W, ce qui permet de conclureo

On aenfin un analogue pour les fonctions définies a un ensemble dénombrable
prés :
Proposition 5.3.5.Sousles hypotheses dela proposition précédente, r(M oo, =
r(Mc)oo ce
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Démonstration. Le seul probléme dans la preuve de la proposition 5.3.3 est |'éta-
blissement de I'équation (2) : si on considere tout modulo des ensembles dénom-
brables, on n'a plugP_1 N W (x)| < [IP-1ll o, e SUPINso W (Y0 X) |-

On montre plutét que, pour towthors d’'un ensemble dénombrable, on a

U@ < 1 Polle - - 1Pl 1@ oo SUPITgy (Weoy X) - . iy, (P, © - .. © Yoy X))
®)

Onraisonne encore par récurrence, le résultat étant clai¢ pex. On conserve
les notations de la preuve précédente. D'apres le lemme 2.4.8, on a hors d'un
ensemble dénombrablé que [V @ (x)| < [[P-1llq.c Sup|/\/_90\IJ(1ZQOx)|. En ap-
pliquant I'hypothéese de récurrencela on obtient un ensemble dénombratsle
en-dehors duquelv (x)| < [IPollc - - - IPille 1Pl o, SUPIAs; (Yoo, X) - - - hs; (Y, ©

.0 1/791x)|. On en déduit la validité de I'équation (3) podr hors deA U

{(¥so¥,) "1(x) | x € B} dénombrable.

En utilisant I'équation (3) et I'inégalité arithmético-géométrique, on montre
alors que||U|l, < | Poll.-..lIP:ll. 2W/i):. La preuve se termine comme plus
haut. O

Les propositions qui précedent permettent d'utiliser a peu prés n'importe quel
relevement deM dansR, ou on fait des modifications juste sur I&set hors
des cycles. Lorsque I'hypothes€) est vérifiée, on peut donc modifigy, sur les
intervalles; tels queg,, ne soit pas continu e puisqu’ils n’interviennent pas
dans des cycles.

On définit en pamcuhev\/l dx)=>% <I>(1ﬂwx) oug/ estégal &, hors
desl;, ag,(s—) surla moitié gauche dg, ag,(s1) sursa mome droite, etg, (s)
au milieu. C'est un opérateur auxiliaire, un artifice qui va nous servir dans la preuve
deR = R. .

Lorsque I'hypothesgéG) est vérifiee, on peut appliquer®(’ les deux propo-
sitions précédentes, pour obtenitM) o = (M) €tr(M.)oo.c = F(Mc)oo.c-

Lemme 5.3.6.0nar (M) = r(M)oo.

Démongtration. Le résultat general B.0.2 de décroissance du rayon spectral donne
déjar (M') > r(M),ilfautdémontrer I'autre inégalité. On va montrer dgjue!’|| <
| M]. Quitte a passer a la limite uniforme, on peut suppoxéni.

_Soitd € F denorme 1, avegM'®|| > ||M'|| —e. Soitx tel que|/\/l D (x)| >
||M | — e. Six n'est pas dans un d€s, ou est le milieu d’'un deg, on projette
tout dansR : on pose¥ = a® ety = p(x) : alors|¥| < 1 et MW¥(y)| =
IM'®(x)| > |M'|| — e, ce qui donndl M || > | M| — e.

Sinon, on peut par exemple supposer guest dans la moitié droite d’'un
des;. On définit alors¥ qui est égale z‘!b(@wx) sur un voisinage a droite de
Yo (s) lorsque,, est croissante, et sur un voisinage a gauche lorgguest
décroissante (c’est possible crest fini), et nulle ailleurs. AinsiM W tend vers
M’'®(x) a droite des, puisqueg,, tend versg, (x) a droite des (par définition
desg,,). En particulier| MW ||, > |[M'®(x)|. Comme|| ¥ |, < 1, on en déduit
IM| > MOx)| > M| —e O

Lemme 5.3.7.0n ar(ﬂg)w,c =r(Me)oo.c-
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Demonstration. Comme dans la preuve précedente, il suffit de voir |qMa( I <

M¢c]l. On prend®. de norme 1 telle qu¢M’<I> | > ||M’ | — e; on peut méme

imposer||®|,, = 1, d’apres la proposition 2.2.1. Il existe alors un nombre inde-

nombrable de pointstels qug M’ ®(x)| > ||M.| —e. Sitous ces points sont hors

deslI,, ou en leur milieu, on pos& = a® ; il existe un nombre indénombrable de

pointsy (les p(x)) tels que MW (y)| > ||M’ | —e. Doncl|| M W, || > ||M’ I —e,

puis|Mc]| > IM;]| - e. _ _
Sinon, il existe un dans une des deux moitiés deaved M’ ® (x)| > || M. ||—

e, par exemple dans la moitié de droite. Comme dans la preuve précédente, on

construity telle gueM W tende versvt/ <I>(x)adr0|te de. Onobtienf| M W, || >

M ®(x)| > MLl — &, puis|| M. || > IIM’ [ —e O

Théoréme 5.3.8S I hypothése (G) est vérifiée, alors R = R, = R = R,.

Démonstration. On sait déja quk = R., puisque les poid§,, sont continus (et
en utilisant la proposition 2.4.5).

Pour établir queR = R, on utilise queR = F(M)oo d apres la proposition
5.3.4, et que(M )oo = R d’aprés le lemme 5.3.6. Pour étably = R, on utilise
les analogues de ces résultats modulo les ensembles dénombrables.

Remarque 5.3.9.Je ne sais pas prouver directement (i.e. sans la construction de
et la modification des opérateurs qui y agissent) Rue R., méme en utilisant la
proposition 5.3.3!

5.4. Conclusion

~ ~

Théoréme 5.4.10n suppose que (G) est vérifiée. AlorsR = R. = R = R, €t

=

R =R, =R = R.. Deplus, sur le diagramme

les fleches induisent des i somor phismes sur tous les sous-espaces caractéristiques
associés aux valeurs propres A vérifiant |[A| > R..

Démonstration. Le théoreme 5.3.8 montre 'égalité des quatre premiers rayons
spectraux. L'autre égalité en découle d'ailleurs, en I'appliquakt.a

Il reste a voir que les fleches induisent des isomorphismes. Pour la fleche du
haut, comme les poids sont continus, c’est juste le corollaire 3.6.3. Pour la fleche
de droite, c’est la proposition 5.2.3. Enfin, on sait que la fleche de gauche et celle
du bas induisent des surjections, par le résultat général B.0.2. De plus, la composée
de ces deux fleches induit un isomorphisme (en suivant les deux autres fleches),
donc ce sont également des injections car on est en dimension fimie.
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Remarquons que la conditioiG) n'est pas trop restrictive ; elle est méme
générigue. C'est méme le cas de la conditiar). En fait, si on fixe les poids
gw, 'ensemble deg,, vérifiant la condition(G’) va étre unGs dense (du produit
dénombrable de I'espace des homéomorphismé®) deuisque chaque condition
individuelle ¥, o ... o ¥, (x) # x est vérifiée sur un ouvert dense, et que ces
conditions sont en nombre dénombrable.

Plus précisément, soif I'espace des applications monotonesRielansR,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Cette topologie
provient d’une distancé (en posant(f, g) = > 27" min(|| f — gllco.(—n.n)» D)
quifaitdeE un espace complet. L'espaEales homéomorphismes est défini par les
conditions ouverteg (r) # f(r') pourr, r’ rationnels distincts, €tx : f(x) > n,
dy : f(y) < —n pourn entier. Ainsi, F est unG;s de E, et sa topologie est
définie par une distanc® qui le rend complet. Alors la topologie d&" est induite
par la distancé (£, g,) = >_ 27" min(d'(f», gn), 1), qui le rend complet. Ainsi,
I'espaceF™ (muni de sa topologie naturelle) est un espace de Baire, ce qui permet
de justifier les assertions du paragraphe précédent.

5.5. Déterminant sharp

La périodicité aux points périodiques est I'hypothése naturelle pour obtenir des
renseignements sur Digtd +zM), comme expliqué aprés la proposition 4.2.1.
L'hypothése(G) va effectivement suffire pour généraliser les résultats déja vus
dans le cas des poids continus.

Lemme 5.5.1.Sous |’ hypothése (G), Det?(Id +-zM) = Det*(Id +zM).

Démonstration. SoitL®(x) = g(x)®(x) unopérateur €lémentaire quiintervient
dansM ou une de ses puissances, eson relevé dan®. On va montrer que
T (L) = Tr*(L). Remarquons que I'’hypothégg) garantit ques est continu aux
points fixes dej.

On décompose l'ouverty (x) # x} comme réunion disjointe de ses com-
posantes connexés;, b;). Si o; désigne le signe dé (x) — x sur(a;, b;), on a
(remarque 4.2.2) (L) = 3, 5 (s(bi-) — g(ai1)). N

Supposons d’aborgt croissante. Sile poini; (respb;) est éclaté darnk en un
intervalle, notong; (resp b; ) le bord droit (resp. gauche) de I'intervalle créé. Sile
point n’est pas éclaté, notoas (resp. b; ) son équivalent dar®. Alors (¥x # x}
est la réunion disjointe d€8s;, b) (car un eclatement en un point fixe giecrée un
intervalle entier de points fixes dg), et T#(L) = ¥, Z(F(bi_) — 3@ 1)). Par
construction dg, on obtient TH(L) = Tr*(L) (eton n'a pas besoin de I'hypothéese
(G)).

Supposons maintenatjt décroissante. Elle a alors un unique point fixest

T(L) = g(a_) — g(ay). Soitd 'équivalent dea dansR s'il nest pas éclaté,
ou le milieu du segment crée s'il est éclaté. C’est I'unique point f|xefddonc

T*(L) = §@_) — g(@,) = 0 par continuité d&. C’esta priori différent de
Tr(£) mais, quand I'hypothés@s) est vérifiée g est continue em, donc on a
aussi TF(£) = 0, i.e. TF(L) = Tr*(£). O
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Théoréme 5.5.20n suppose |" hypothése (G) vérifiée. Alors les conclusions du
théoréme 4.4.5 restent vraies.

Demonstration. Ces conclusions sont vraies pcwm Mais Def'(Id +zM) =

Det*(Id +zM) par le lemme précédent. Il suffit donc de vérifier queet/\/l

ont les mémes propriétés spectrales pour conclure. Mais c’est exactement ce que
dit le théoreme 5.4.1. 0

Comme(G’) implique (G), les conclusions sont en particulier vraies lorsque les
poids sont continus aux points périodiques.

Remarquons que le théoréme 5.4.1 permet de voir qué tstuit aussi les
propriétés spectrales de I'action dé sur le quotien3.. Comme Déet ne dépend
des valeurs des poids que presque partout (car c’est le cas de la mgsyrend
aurait directement tout pu formuler dans le quotient. On obtient ici des résultats
plus forts, puisqu’ils sont valables également dans I'espace non quotienté (alors
gu’on aurait pu croire que le quotient aurait fait disparaitre certains problemes).

A. Fonctions & variation bornée
A.1. Premiéres propriétés des fonctions a variation bornée

Si X est une partie d&®, on dit quep : X — C est a variation bornée si
> |e(a;) —@(a;—1)| est borné pour toute subdivisiep < ... < a, deX. On note
alors varg la borne supérieure de ces sommes. On note au5$i¥a$up{ l@(ao)|+
> le(ai) — e(ai—1)| + |g0(a,,)|}. Si on noteB(X) les fonctions a variation bornée
sur X, Var est une norme si##(X) (équivalente § ||, + var, mais plus agréable
a manipuler), qui en fait un espace de Banach.

On noteraB au lieu deB(R).

Si X est un intervalle borné dR, on a un plongement isométrique B¢X)
dansB, obtenu en prolongeant les fonctions par 0 en dehors.d@ans la suite,
on identifiera donc une fonction d&X) avec son prolongement.

Les propriétés qui suivent découlent directement des définitions.

Proposition A.1.1. Soient X une partie de R et 1, y2 des fonctions a variation
bornée sur X. Alors Var(yr1r2) < Var 1 Var yro.

Proposition A.1.2. Soit ¢ un homéomorphismedeR, et ¢ € B. AlorsVar(gov) =
Var(p).

Proposition A.1.3. Soit ¢+ une fonction a variation bornée, limite simple de fonc-
tionsy,, € B. Alorsvarys < lim vari,.

Proposition A.1.4.S ¢ est une fonction a variation bornée, || ¢ || o, < %Varw.

Définition A.1.5. On notera Bg I’ ensemble des fonctions a variation bornée qui
tendent vers 0 en —oo et +oo.

Proposition A.1.6.S ¢ € By, varg = Var ¢.

Mentionnons pour finir un lemme qui nous servira par la suite.
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Lemme A.1.7.Soit ¢ € B. Alors ¢ est limite uniforme de combinaisons linéaires
de fonctions caractéristiques d' intervalles non bornés.

Démonstration. Quitte a prolongery par sa limite en-oo et en+o0, on peut se
ramener au cas d'un segment, par exemple &]. On vérifie alors quer est limite
uniforme de fonctions en escalier (c’est vrai pour toutes les fonctions réglées, i.e.
celles qui en tout point ont une limite a gauche et une limite a droite, et se montre
en construisant une approximation $0rx] et en faisant croitre). Cela permet

de conclure. O

A.2. Construction d’une intégrale

Une fonction a variation bornée définit une mesure, appelée mesure de Stieltjes
associée. On a donc naturellement une intégrale définie sur les fonctions a varia-
tion bornée, mais cette intégrale a I'inconvénient de ne pas tenir compte de toute
la fonction : si on modifie une fonction en un nombre fini ou dénombrable de
points, la mesure associée n'est pas modifiée. En particulier, il n'y a pas d’espoir
de reconstituer une fonction, ou méme sa variation, juste a partir d’intégrales de
Stieltjes. C’est pourquoi on va introduire une autre notion d’'intégrale, qui résoudra
ces problémes.

A.2.1. Une notion de limite Soit (E, <) un ensemble ordonné (I'ordre n’étant
pas forcément total). SP est une fonctiorE — R, on dit qued tend verd pour
<siVe >0,YP € E,30 = P,VR = Q,|®(R) — ]| < &.

Quand I'ordre est total, la définition se simplifie®@, VR = Q, |®(R) —1| <
. Par exemple, suR, dire qued tend verd pour< revient a dire que tend vers
/ en+-o0.

En fait, la définition se simplifie de la méme maniére quand l'ordre est dirigé,
c’est-a-dire que deux éléments ont toujours un majorant commun. En effet, suppo-
sons qU&/R = Q, |®(R) — 1| < e. Soit alorsP fixé, etQ’ un majorant commun a
Q etP.Alors,VR = Q', |®(R) —[| < ¢, ce qui montre la convergence devers
[/ pour<.

On va appliquer cette notion de convergence aux subdivisiol®s deec pour
ordrea < b lorsqueb est un raffinement de. Comme deux subdivisions ont
toujours un raffinement commun, cet ordre est dirigé.

A.2.2. Définition del'intégrale symétrique
Lemme A.2.1.Soient 11, ¥ €t ¢ desfonctions a variation bornée. Alorslalimite
(pour I’ ordre <, au sensprécédent) de Y- yr1(a;)¥r2(ai—1) (¢(ai) — p(ai—1)) existe.

Démonsgtration. |l suffit de le prouver poury; et ¢, fonctions caractéristiques
d’intervalles non bornés. En effet, on en déduit le résultat pour des combinaisons
linéaires de telles fonctions, puis on I'étend a toutes les fonctions a variation bornée
par densité (en utilisant le lemme A.1.7, et car tout est continu).

Démontrons donc le résultat dans le cas des fonctions caractéristiques d’inter-
valles non bornés. Pour chaque fonctjpnet x2 il y a 5 possibilités f (oo, +o0)s
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ou fonctions caractéristiques d’intervalles bornés d’'un coté, contenantou
+o0, ouverts ou fermes). On traite par exemple le cagde= x(—oo.x) €L x2 =
X(—o0,4+00), €S autres étant analogues (i.e. tout est explicitable).

Soita =(a_x <...<agp=x <ay < ... < ar)unesubdivision d&. Alors

Y Xoom@)(p@) — plai) = pla-1) — pla_g).

Soita une subdivision telle que soit proche des(x_) a¢ prés sufa_1, x), et
telle quey soit proche dep(—o0) as pres su—oo, a_g). Alors

> Ko@) (pt@) — o) - (x) - p(—o0)| < 26

et il en ira de méme pour toutes les raffinementg d&insi, la limite existe bien
(etelle vautp(x_) — ¢(—00)). O

On a de méme la convergence ¥y (a;—1)¥2(a;) (¢(a;) — ¢(ai-1)), et de
la moyenne de ces deux expressions. La définition qui suit a donc un sens.

Définition A.2.2. Soient yr1, ¥r» €t ¢ des fonctions a variation bornée. On notera

. i i-1) + i— i
le Vo g = “Ln 3 Y1ai)Y2(ai-1) : Yi(ai-1)v2(ai) (qo(ai) B (p(aiil)>

et on appellera cette intégral e intégrale symétrique de 1 et ¥ par rapport a ¢.

En fait, les bonnes subdivisions pour la convergence seront celles qui contien-
dront les grandes discontinuités @deyr; et y,, et qui auront un pas petit sur un
grand compact. Par contre, avoir un petit pas ne suffit pas.

L'intégrale ainsi définie est une fonction trilinéaire continueyde v» et ¢.

Elle vérifie

< il 121100 Vare.

‘/l/flvﬁm/fZ

Il faut remarquer que la place des fonctions dans I'intégrale estimportante : en

genéral,[ yay2 Vo # [ Y1 Vo .
Cette intégrale est symétrique ¢n et ¢ (d’ou son nom). En fait, c'est un
analogue symétrisé de l'intégrale avec des semi-mesures définie dans [Rue91].

A.2.3. Premiérespropriétésdel’intégrale symétrique  La proposition qui suit tra-
duit la possibilité d'intégrer par parties :

Proposition A.2.3.9 1, Y2 €t @1, ... , @, SONt & variation bornée, alors

/%V(wl---wm)lﬂz: Z/.‘/flfpl---(/)iflv‘ﬂi Pitl- - PmV2.
i=1
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Démongtration. Il suffit de le prouver poum = 2. On utilise alors la factorisation

p1(ai)p2(ai)—p1(ai-1)p2(ai—1)
= (p1(ai) — p1(ai—1))p2(ai) + ¢1(ai-1) (p2(ai) — p2(ai—1))
appliquée au terme facteur ga (a;—1)¥2(a;), €t son analogue ogy et go sont
inversées appliqué au terme facteundéa;)v2(a;—1). O
On peut également faire des changements de variables dans cette intégrale :

Proposition A.2.4. Soient 1, ¥ €t ¢ avariationbornéeet f un homéomor phisme
deR. Notonse = 1§ f estcroissanteet —1 si elle est décroissante. Alors

/1//10fV(<00f)1ﬂ20f=8/¢1V¢1ﬁ2-

C’est pour avoir cette proposition qu’on a symétrisé dans la définition de l'inté-
grale.

Proposition A.2.5.|[ 1 Ve ¥2| < [ %1l Velly2l, o0 | Ve| désigne Vi ol
¥ (x) = Var(—co1(9)-

A.3. Reconstruction de ¢ a partir des [y Vg

Un des intéréts de l'intégrale qu’on vient de construire est qu’elle dépend des
valeurs dep en chaque point, contrairement a l'intégrale de Stieltjes classique.
Ainsi, si on connait les valeurs de toutes Jes Vo, il y a unespoir de reconstituer
¢. On a en effet

Proposition A.3.1. Soit ¢ € By (i.e. ¢ est unefonction & variation bornée qui tend
vers 0 en I’infini). Posons

P(x) = ZfX(fw,x) Vo — lim /X(wo,y) V.
y/'x

Alors ¢ est bien définie, et égale a ¢.

Démonstration. Un calcul explicite donne qug x(—co.v) Vo = £0HE)
9(—00) = L) carg tend vers 0 en linfini. Ainsi

o) +ox-)  e(y) +e(y-)
Z/X(—oo,x) Vo _/X(—oo,y) Vo =2 > - 5
S b)) +eb)
o > - > = ¢(x)
O

En fait, on a choisi I'expression dg pour que ¢a marche, en s’arrangeant pour
éliminer lesp(x_).

Théoreme A.3.2.%0it ¢ € By telle que V¢ € B,
Varg < 3C.

[¥ V| < Cl¥l. Alors
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Démonstration. Commeg tend vers 0 en l'infini, vap = Varg. Il suffit donc
d’étudier varp. Pour cela, on va utiliser I'expression delonnée par la proposition
précédente.

Notonsn(x) = fx(_oo,x) Ve. Montrons que vay < C. Siag < ... < a,, 0N
a

> @) = ntai-01 = Y eilnta) = na-0) = [ (X eitiaran) Vo
<C HZ&‘X[aFLa»
La fonction7j(x) = limy . [ x(—oc,y) Ve estla limite simple des fonctiongx —

1/n), donc d’aprés la proposition A.1.3 sa variation est aussi majoré€.f&na-
lement, comme = 25 — 7 (par la proposition précédente), varl 3C. O

< C.

‘ e¢]

A.4. Propriétés de compacité d’ opérateurs intégraux

Théoreme A.4.1.S0it f(y, x) unefonction telle que Var (., x) est borné par une
constante M indépendante de x, et g une fonction a variation bornée. Alors A :
B — B défini par A®(y) = [ f(y, x) Vg(x) ®(x) est un opérateur compact, de
norme bornée par M varg.

Démonstration. NotonsW¥ = A®. Siag < ... < a, est une subdivision, alors

W (ao)| + Y 1W(a;) — Wiai-1)| + ¥ (@)
= 8oW(ao) + Y _ & (W(a) — W(ai-1)) + 61% (ay)

= f(Sof(ao, X)+ Y ei(f(ai, x) = f(ai-1,x)) + 811 (an, x)) Vg (x) ®(x)
< [ ver .01 Vel < Mvarg |l

Cela montre quel est un opérateur continu, de norme majoréelgaarg.

Pour voir queA est compact, on va voir qu'il est limite uniforme d’opérateurs
de rang fini. Il est plus agréable de se placer(sttt, 1) (ce qui revient au méme
qgueR). On prolongera toutes les fonctions par continuité-dret en 1.

Fixonse > 0.

La fonctiong a un nombre fini de discontinuités plus grandesayiZ On peut
donc écrireg = h + k, o0k n'a pas de sauts plus grands gy@, k correspond a
un nombre fini de sauts, et viar< varg. Alors A, = Ay, + Ay, et A; est de rang
fini (car Ay ® ne dépend que des valeurs@denx, x4 etx_ pourx saut dek).

Soit—1 = a9 < --- < a, = 1 une subdivision telle que la variation de
h sur chacun des intervallésg, a1], ... , [a,—1, a,] SOit majorée pat (pour les
construire, on part dey, et on rajoute des points pour que ¥ay,. .1 4 € [¢/2, €],
ce qui est possible puisque les sauts sont bornés /f2arce procédé terminera
puisqueh est de variation finie). S € B((—1, 1)), on définitB® comme la
fonction égale & sur lesq;, et affine sur legq;, a; 11]. L'opérateurB est continu
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(onaVai(B®) < Var(d)), et de rang fini (puisque les éléments de son image sont
définis par leurs valeurs en+ 1 points).

L'opérateurA;, B est de rang fini, on va voir qu'il approche bighn,. Fixons
® € B((—1,1)). Notonsy = B® — @ : x estnulle surleg;, et Vary < 2Varo®.
Soitm; le maximum dey sur l'intervalle[q;, a;+1]. Commey est nulle sur leg;,
> m; < Varx. De plus, le calcul du début de la preuve montre que

Var(A,® — ApB®) = Var(Apx) < /M| Vhllx| = Z/ M| Vhl|lx|
. Ylaiaiq1]
< ZMvar[ai,qu](h)mi

i
< MsZmi < MeVar y < 2MeVar @
Ainsi, |Ay — ApBllvar < 2Me. Puis
A — ArB — Akllvar = l|An — AnBllvar < 2Me

Commeg est arbitraireA peut étre approché arbitrairement prés par des opérateurs
de rang fini. Il est donc compacto

Notons que, dans cette preuve, on n'approcheffiasx) par des opérateurs
du type)_ g; (y)h;(x), contrairement & ce gu’on fait habituellement dans la preuve
de la compacité de ce type d'opérateurs, par exemple dans le cadre des fonctions
continues.

Théoréme A.4.2.%0it f(y, x) une fonction telle que Var f (., x) est borné par
une constante M indépendante de x, et g une fonction a variation bornée. Alors
A’ : B — B défini par A'®(y) = lim_ ~, [ f(z, x) Vg(x) ®(x) est un opérateur
compact.

Démonstration. La preuve est identique a la précédente, en utilisant en plus que si
W est limite simple dew,, alors Var¥ < lim Var ¥,. Celaimplique en particulier
gueA’ est un opérateur bien défini (card (y) = Ii;n Ad(z) estlalimite & gauche

/0y

de A® eny, qui existe bien puisqué® est a variation bornée), et continu (puisque
Var(A'®) < Var(A®) en passant a la limite simple).

Si h etk sont définies comme dans la preuve précédente, ainsBgoa a
juste besoin de voir quAj, — A}, B|,,, < 2Me pour obtenir la compacité d¢'.
Pour cela, on écrit qu& = (A} — A} B)® est limite simple dew, définies par
W, (y) = (A, —ApB)®(y—1/n). Comme Vany,, < 2M¢ Var ® d’'aprés la preuve
précédente, on obtient le résultat demandé en passant a la limite.

A.5. Fonctions définies a un ensemble dénombrable pres
On noteBB, = B/Bx, 0U B désigne les fonctions a variation bornée qui sont

nulles hors d’'un ensemble au plus dénombrallg est fermé pour Var, donc cette
norme induit une norme sus.. Plus précisément, so® < B et ®. sa classe
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dansB,. Si ® désigne la version régularisée @leoli on a rendu ses discontinuités
symeétriques, alors Vafd,) = Var .

On peut définir une intégralg sur3. comme précédemment ; simplement, les
subdivisions sur lesquelles on prend la limite ne doivent pas contenir de disconti-
nuité des fonctiong1, 2 ete. En fait, siA est un ensemble dénombrable suffisam-
ment grand (i.e. il contient les discontinuités de toutes les fonctions considérées),
fc est la limite des sommes pour les subdivisions qui ne rencontrent.gas en
déduit la trilinéarité dgf.. On a également

S WD elloo,e Vare(@e) 1(W2)elloo,

/cdfl Vo yr2

Pour I'obtenir, il suffit de considérer les versions régularisées des fonctions, ce qui
ne modifie pas l'intégrale.

Il faut vérifier qu'il y a bien convergence. On peut se restreindre aux fonctions
caractéristiques d'intervalles, et tout est alors explicitable. Par exemple, on vérifie
que [, X(—cox) V@ = w. On peut remarquer que, dans toutes les ex-
pressions explicites, les valeursgaux points n’interviennent pas. C’est normal,
puisque l'intégrale ne doit pas bougepsist modifiée en un nombre fini de points.

On a un analogue du théoreme A.3.2 :

Théoréme A.5.1.%0it ¢ € Bo telleque V¢ € B, |[. ¥ Vo| < C ¥ |lo. Alors
Var:(¢.) < C.

Démonstration. Notons@(x) = [, x(—s0,x) V¢ : ON @ VU quep était la version
régularisée de, donc Var.(¢.) = Varg = varg (puisquep € Bp).
Siag < --- < ay, alors

D10 = Fai-vl =) &i(@la) — Glai-p) = / (> eistiasan ) Vo
<C Hzgl‘X[ai,l,a,‘)

En passant au sup sur la subdivision, on obtienfvarC, i.e. Var.(¢.) < C. O

<C

‘ o]

On peut également prouver des analogues des autres propriétés, par exemple
des propriétés de compacité, mais nous n’en aurons pas besoin.

B. Un théoreme de théorie spectrale

Si A est un opérateur linéaire continu sur un espace de BaBiasbn rayon
spectrak(A) est le maximum des modules des éléments @) (le spectre del).
Il vérifie r(A) = lim ||A"|Y".

On définit aussi le rayon spectral essentielAJenotér.zs(A), comme suit.
Si A est un élément isolé du spectre deon dit que c’est une valeur propre de
multiplicité finie de A si I'image du projecteur spectral associé. ai.e. P, =
f‘Z_M:(;(z Id —A)~1dz pours petit, est de dimension finie. Le rayon spectral es-
sentiel est alors le plus petittel ques (A) N {|z| > r} soit constitué de valeurs



Spectre de I'opérateur de transfert en dimension 1 401

propres isolées de multiplicité finie. Le théoréme de Nussbaum ([Nus70]) affirme
que

Fess(A) = inf { ||An K, ”l/n

n>1K, compac}

Si A est une valeur propre isolée de de multiplicité finie, on noterd; (A)
l'image du projecteur spectr&, . Il coincide avedx | 3n € N, (A 1d —A)"x = 0},
i.e. le sous-espace caractéristique associé a la valeur proprest de dimension
finie.

Théoréme B.0.2.Soient £, et E» deux Banach, A1 € L(E1), A2 € L(E) et
7 € L(E1, E2) une surjection, tels que le diagramme suivant commute :

Ay
E1——FEq

L r

E>—— E>

Alorsr (A1) = r(A2), ress(A1) = ress(A2). Deplus, pour [A| > regs (A1), 7w réalise
unesurjectionde E; (A1) sur E; (A2) (ou E;, désignelesous-espacecaractéristique
associéa ).

Démonstration. Montronsquer (A1) > r(A2).

La projectiont est une surjection entre deux Banach, c’estdonc une application
ouverte. Doner (B(0, 1)) contient une boul&(0, 1/M), etz (B(0, M)) contient
B(0, 1); ainsi, tout élémeny de E» a un antécédent par 7 vérifiant ||x| <
M ||y|l. Il existe aussi une constanfé’ telle que|z(x)|| < M’| x|, puisque
m € L(E1, E).

On va montrer qud|Az|| < MM'||Az]l. On aura alors de la méme fagon
|A%]| < MM’ || A}, donc en prenant la puissancélet en faisant tendre vers
I'infini on obtiendrar(A2) < r(A1).

Soity de norme 1 tel qu¢Azy| > ||A2|| — . Soitx tel quer(x) = y, avec
x| < M. Alors

A2l — & < A2yl = l[Aomx |l = llw Arxll < M" || Asx]|

M [ Axll Ixll < MM’ || Al

NN

En faisant tendre vers 0, on obtienf{ A2|| < MM’ ||A1]|, ce qui est le résultat
annonce.

Montrons que ress (A1) = ress (A2).

On va utiliser le méme type de méthode. Le seul probléme est que, si on dit que
Fess(A2) = inf || A} — K, ||1/", alors pour obtenir une majoration il faudra relever
les opérateurs compadks,, ce qui n'est pas évideatpriori.

Pour éviter ce probleme, on utilise une caractérisation du rayon spectral essentiel
démontrée dans [Nus70]. 8iest un opérateur sur un Bana€hnotonsy (A) I'inf
des réels tels queA(B(0, 1)) puisse se recouvrir par un nombre fini de boules
de rayonr. CommeA(B(0, 1)) C B(O, | Al}), ¥ (A) est bien défini, et majoré par
|A]l. Par exempley (A) = 0 si et seulement si est un opérateur compact ; ainsi,
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on peut voiry (A) comme une mesure de la non-compacitéidée théoreme de
Nussbaum affirme alors qug,, (A) = lim y(A")1/",

Pour montrer que,;;(A2) < r.ss(A1), On va voir quey(A2) < MM'y(A1).
Ce résultat appliqué A% et A} donney (A5) < MM’y (A}), donc en prenant la
puissance An et en faisant tendre vers l'infini on obtiendra le résultat.

Soitr > MM’y (A1), montrons qued,(B(0, 1)) est recouvert par un nombre
fini de boules de rayon Cela donner& (A») < r, et on conclura en faisant tendre
rversMM'y(Ay).

Commer > MM’y (A1), A1(B(0, M)) est recouvert par un nombre fini de
boules de rayon/M’, de centres respectifs, ... , x,. Notanty; = 7 (x;), on va
voir que A2(B(0, 1)) ¢ J B(y;, r). Fixonsy € B(0, 1). Soitx un de ses antécé-
dents parr, vérifiant||x|| < M. Alors il existei tel queA1x € B(x;,r/M’), i.e.
|A1x — x|l < r/M’'.Alors,commé|mz|| < M’ ||z||,onobtient|r A1x — y;ll <,
i.e.mA1x € B(y;,r). MaisTt A1x = A2(y), doncAx(y) € B(y;, r), Ce qui permet
de conclure.

Montrons que, pour |A| > r.(A1), 7 réalise une surjection de E; (A1) sur
E;.(A2).

On pourrait le prouver en adaptant la méthode de [Rue91], proposition 1.3, qui
consiste a considérer des sommesEgsmais on va plutét montrer un résultat un
peu plus fort, a savoir que siest une valeur propre isolée de multiplicité finie de
A1 et Ay (sans supposek| > r.s5(A1)), alorsm est une surjection dg; (A1) sur
E; (A2). On peut supposer que= 0.

On décomposd; = Fy @ F2, ou F1 = Eg(A»), et F» son supplémentaire
spectral (i.e. 'image du projecteur spectfdl(4,)—o;). NotantG; = x Y(F),
alorsE; = G1 ® Go, etlesG; sont stables pat1 (car lesF; sont stables paf>).
On a alors un diagramme commutatif

G1i>G1

ety est une surjection d€1 sur Fy.

Comme 0 est encore une valeur propre isolée de multiplicité finie pour,
(car cette propriété est stable par restriction a un sous-espace stable admettant un
supplémentaire stable) on peut décompaseen Hy & Hz ou Hy = Eo(A16,) C
Ep(A1), et H> est son supplémentaire spectral. On va montrerqast nulle sur
H>, ce qui montrera que : H1 — F1 est surjective, et permettra de conclure.

L'opérateurA» agit sur I'espacé’ de dimension finie, et a 0 pour seule valeur
propre, il est donc nilpotent. Soit tel queAngl = 0. Soity € H,. CommeA;
est inversible suff; (car 0 n'est pas dans son specti#j, I'est également, donc
il existez € Ho tel quey = Ajz. Alors(y) = n(A%z) = A5(wz) = 0 puisque
A% = 0 surFy. Cela montre que est nulle su;. O
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