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Avant-propos

Il faut étre honnéte, ces notes de cours ne prétendent a aucune originalité dans
leur contenu. On trouve sur internet de trés bons cours de théorie spectrale (y
compris en frangais) qui sont souvent bien plus complets. Seuls le choix des sujets
abordés (avec la contrainte des 24 heures), et '’enchainement des arguments, pourront
témoigner d’une réflexion personnelle de 'auteur. D’une part, le choix délibéré de
ne pas accorder une place prépondérante aux opérateurs auto-adjoints refléte un
mouvement de fond dans la recherche mathématique actuelle. D’autre part, et en
conséquence, puisqu’il faut malgré tout obtenir I'incontournable théoréme spectral
pour les opérateurs auto-adjoints non bornés (version calcul fonctionnel), il a fallu
trouver un chemin raisonnablement court. L’idée a été de se baser sur le rayon
spectral pour obtenir la norme de la résolvante, ce qui permet d’en déduire le calcul

fonctionnel de fagon élémentaire.






1.1

1.2

Spectrale ?

Ce cours est une introduction a la théorie spectrale des opérateurs qu’on appellera
« non bornés ». Sous cette appellation fantomatique se cache simplement 1’étude des
opérateurs linéaires en dimension infinie. Evidemment, ca sert a plein de choses, et
évidemment aussi, je vais essayer de vous motiver ¢a de mon point de vue personnel...

Infroduction de I’enseignant et ses motivations

Voir ma page web : https://perso.univ-rennesl.fr/san.vu-ngoc/

Présentation de mes thémes de recherche. Géométrie symplectique / analyse
microlocale / théorie spectrale.

Liens avec la physique : mécanique classique/mécanique quantique.

Mécanique classique et géométrie symplectique.

Espace des phases M. Observable. Champ hamiltonien sur R?*. Cas symplectique
général. Changements de var (transformations canoniques). Exemple : Lemme de
Morse symplectique en 1D. Théoréme ; les flots hamiltoniens sont des transformations
canoniques.

Mécanique quantique et théorie spectrale.

Espace des états quantiques : espace L?, énergie, donc Hilbert. Observables
quantiques. Interprétation probabiliste, opérateur position. formule (Au,u). Auto-
adjoint. Spectre, min-max. Analogue des transformations canoniques : opérateurs
unitaires.

Propagation Schrédinger. Flot unitaire.


https://perso.univ-rennes1.fr/san.vu-ngoc/
https://perso.univ-rennes1.fr/san.vu-ngoc/
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8 Chapitre 1. Infroduction

Limite semi-classique et analyse microlocale.

Liens mathématiques rigoureux entre les deux. Cf cours d’Analyse Microlocale.

Observables quantiques : opérateurs pseudo-différentiels.

Exemple de probléme qui m’intéresse : la théorie spectrale inverse pour un
Hamiltonien quantique. Par exemple le Laplacien sur un domaine (cf aussi le cours
EDP Elliptique)

La référence principale de ce cours est le livre 2] Christophe Cheverry et Nicolas
Raymond. Méme si on s’autorisera quelques divergences, le lecteur est fortement
invité a s’y référer régulierement.

Autres motivations rapides

— systémes dynamiques — équations d’évolution prés d’un point fixe
— solutions stationnaires d’EDP linéaires : chaleur (diffusion, covid), ondes (ins-
truments de musique), Schrédinger (mécanique quantique). ..

Comment suivre ce cours

Je ne crois pas aux vertus prétendument bénéfiques de 1'« effet de surprise » pour
des cours de mathématiques avancées. Au contraire, sauf si vous connaissez déja
toutes les notions sur le bout des doigts, il est souvent plus profitable (et, par la
meéme, plus agréable!) d’avoir (un peu) lu a 'avance ce dont le prof va parler en
cours. Ce texte peut servir a ¢a!

Attention, ce « livre » ne contient pas forcément tous les détails qui seront
expliqués en cours, mais devrait étre suffisant pour vous permettre de vous concentrer
sur les explications orales, et de poser des questions, quitte compléter vos notes par
la suite.

Faute de temps, trop peu d’exemples pourront étre détaillés pendant le cours. Il
vous appartient de vous familiariser avec la théorie en faisant des exercices que vous
pouvez trouver par exemple dans le livre [2].

&



2.1

Rappel sur les applications linéaires continues

Révisons préalables : analyse fonctionnelle, cf Appendice A dans [2].
Espaces de Banach, applications linéaires continues (opérateurs bornés) : par les
ouverts, par les boules en 0, par la norme.

Théoreme 2.1 — Application ouverte. A continue surjective = ouverte.

Démonstration. exo [l

Corollaire 2.2 — Graphe fermé. £, I’ Banach, A : E — F continue <= G4 est
fermé pour la topologie produit.

Démonstration.

— si f: X — Y est continue et Y et un espace topologique séparé, alors le graphe
de f est fermé. (exo)

— Si G4 est fermé alors c’est un Banach, et la projection sur le premier facteur
est surjective continue (par la norme). On montre alors que pour tout ouvert
V de F voisinage de 0, A~}(V) contient un ouvert U C E voisinage de 0. En
effet (£ x V)NG4 est un ouvert de G 4. Sa projection U sur le premier facteur
convient.

O

Corollaire 2.3 — Théoréme de Banach. £, F' Banach, A : E — F bijective et
continue, alors A~ est continue. (on dit que A est inversible)

Démonstration. A est ouverte donc A~! est continue. OJ

Proposition 2.4 E. F Banach, A : E — F continue. Alors A est injective d’image
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fermée <—
aC,  |ul| < C||Aull, Yu € E.

Démonstration.

— Si A est injective, alors A : E — f (A) est bijective, et ce dernier est un Banach
car fermé, donc inversible : il suffit alors d’écrire I'inégalité de la continuité de
I'inverse.

— Si on a l'inégalité, on prend une suite de I'image Awu,, qui converge vers y € F.
Alors elle est de Cauchy et par 'inégalité, u,, est de Cauchy, donc converge.
Par continuité de A on conclut que y est dans 'image.

O

Si on a une bijection linéaire bicontinue entre deux EVN E F' (on dit « iso-
morphisme), alors £ Banach <= F' Banach.

Motivation

Discussion sur le Laplacien sur R™, comment le définir ? Espaces C*° (pas Banach !
Fréchet au mieux). Rappel sur les Distributions, 2, .. Injection (continue) de L?
dans ces espaces. Nécessité du domaine. espace H2.

Définition
On suit la convention de [2] : on se donne deux Banach E, F' et le domaine n’est
pas nécessairement dense dans F.

] Définition 2.5 (A, Dom(A))

Attention on s’autorise parfois a dire A au lieu de (A, Dom(A)) lorsqu’il n’y a pas
de doute sur le domaine.

Question : exemple d’opérateur avec domaine E mais non continu. On peut le
faire avec une base algébrique, et définir Ae,, = e,, mais exemple plus intéressant 7 ?

m Exemple 2.6 Laplacien, opérateurs différentiels, domaine C§°. Discussion rapide
sur la quantification, commutateur [0,,x] = 1. Les opérateurs diff & coefficients C'*>
sont continus de ' — 2'. n

Graphes, norme du graphe
| Définition 2.7 Graphe G4 C E x F, muni de la topologie produit.

Bien siir, G4 détermine entiérement (A, Dom(A)). On retrouve le domaine en
projetant sur E.

Lemme 2.8 CNS pour qu’un sev G C E X F' soit un graphe :

(0,v) eG<=v=0
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Corollaire 2.9 Un sev d'un graphe est encore un graphe. (ce sera celui de la
restriction & un sous-espace, cf ci-dessous « Extensions »).

On a une bijection Dom(A) — G4, j(u) = (u, Au). On norme le produit E x F’
par la norme somme, et on prend le pull-back (image réciproque) de cette norme :

[l 4 := Nlull + ]| Awl]

Proposition 2.10 (définition) La norme ||-|| , est appelée la norme du graphe, et j est
une isométrie de (Dom(A), ||-|| ) sur Ga.

Extensions

Définition 2.11 (B, Dom(B)) est une extension de (A, Dom(A)) (noté A C B)
si Dom(A) C Dom(B) et Bipom(a) = A.

lLemme 2.12 AC B<= G4 C Gp

Démonstration. évident [l

Opérateurs fermés, fermables

Quelle est la bonne notion de continuité? Rappel : (exo) si f : X — Y est
continue et Y et un espace topologique séparé, alors le graphe de f est fermé. Dans
le cas ’EVN, et d’application linéaire, on a la réciproque (Théoréme du Graphe
Fermé).

| Définition 2.13 On dit que (A, Dom(A) est fermé si G4 est fermé dans F x F'

Donc si Dom(A) = E, fermé équivaut a continu (i.e. borné) (théoréme du graphe
fermé). Mais c’est le seul cas! car :

Lemme 2.14 Si (A,Dom(A)) est fermé et Dom(A) est dense dans E, alors A est
continu ssi Dom(A) = E.

Démonstration. Sens réciproque : théoréme du graphe fermé. Sens direct : j4 est
alors continue avec les normes habituelles, donc on peut I’étendre contintiment a F
entier. Donc puisque G4 est fermé, son image réciproque Dom(A) aussi...
Remarque : on peut directement le faire par des suites de Cauchy de Dom(A),
c’est plus rapide. [l

Définition 2.15 Opérateur fermable : admet une extension fermée. Dans ce cas
G4 est un sev du graphe de l'extension, donc c’est un graphe, 1'application
correspondante A est la fermeture de A. C’est bien siir la plus petite extension
fermée de A.

Proposition 2.16 On a les équivalences :
1. (A,Dom(A)) est fermé
2. (Dom(A),||-||4) est un Banach
3. Caractérisation séquentielle : siu, € Dom(A) converge vers u ET Au,, converge
vers v dans F, alors u € Dom(A) et Au = v.
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Démonstration. 2 : voir prop 2.10.
3 caractérisation séquentielle de G4 fermé. O

Attention! Erreurs courantes : Un opérateur fermé n’a pas forcément un domaine
fermé, ni une image fermée !

I Exercice 2.17 Exercice 2.21 dans [2]| : T = ¢(0) non fermable. ]
I Exercice 2.18 [2, Prop 2.14]. .

Exercice 2.19 Si A : Dom(A) — F est fermé est bijectif, alors son inverse
A7 F — Dom(A) C F est continu. .

Opérateurs symétriques

Ici E = F = S un espace de Hilbert. (Tous les espaces de Hilbert considérés
dans ce cours sont sur C.)

Définition 2.20 (A, Dom(A)) est symétrique si
Vu,v € Dom(A), (Au,v) = (u, Av)

s Exemple 2.21 Opérateurs différentiels “formellement symétriques” : polyndémes
en 10 a coefficients constants, réels, sur L*(R") avec domaine C§°. Cas variété
compacte avec densité, L*(X,dz). Cas non constant plus délicat : cf quantif a
gauche/droite/Weyl. Voir cours d’Analyse Microlocale. ]

I Exercice 2.22 Si A admet une extension symétrique, alors il est symétrique.

Démonstration. évident O
I Exercice 2.23 A est symétrique ssi Vu € Dom(A), (Au,u) € R .
Démonstration. |2, Prop 2.56]. Voir aussi plus loin le lemme 7.4. O

Adjoint, opérateur auto-adjoint
E=F=¢
On cherche & définir un opérateur A* tel que
(Au,v) = (u, A*v), Vu € Dom(A), Vv € Dom(A"). (2.1)
Condition nécessaire : pour tout v dans le domaine de A*, application u — (Au,v)
doit étre continue. Du coup :
Proposition 2.24 — Définition. Si Dom(A) est dense, on peut définir adjoint (A*, Dom(A*))

qui vérifie (2.1), de fagon unique, avec

Dom(A*) = {v e s; Dom(A) > u— (Au,v) se prolonge de fagon continue o F'}
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Démonstration. Pour tout v € Dom(A*), le théoréme de Riesz donne un w € 7
associé a la forme linéaire ¢, mentionnée dans le domaine, on pose A*v = w. Si v’
est un autre candidat alors pour tout u € Dom(A)

(u,w—w') =0
donc w = w' par densité de Dom(A). O

On voit que la densité du domaine est nécessaire pour que A* soit bien défini.
Attention le domaine de A* n’est pas nécessairement dense.

= Exemple 2.25 Calculons ladjoint de A = 9, sur L*(R), avec domaine C§°. On
remarque d’abord que C§° est bien dense dans L?. On cherche les v € L? tels que

CyP(R) 5 u — (Oyu,v)
s’étende en une flc sur L?(R) : il existe w € L? tel que (9,u,v) = (u,w). Vu dans &',
avec u a valeurs réelles, ¢a donne

(V,0u0) gy = (W, ) g
soit

=02V, ) g = (W, W) g

donc 9,v = w dans Z’. Autrement dit 9,v € L?, cad v € H'(R). Réciproquement si
v € H', ¢ga marche. Donc A* = —3, avec Dom(A*) = H!, et on peut voir ¢a comme
définition de H! .

Remarque : comme dans I’exemple, on a de fagcon générale :

Proposition 2.26 v € Dom(A*) <= il existe w € J tel quel
(Au,v) = (u, w) Yu € Dom(A)
Définition 2.27 (A, Dom(A)) (a domaine dense) est auto-adjoint si Dom(A*) =
Dom(A) et A = A*.
Proposition 2.28 (A, Dom(A)) est auto-adjoint <= il est symétrique et Dom(A*) =
Dom(A).

Démonstration. Le sens direct est évident par (2.1). Réciproquement, s’il est
symétrique alors pour tout u,v € Dom(A) on a (Au,v) = (u, Av) par symétrie et
(Au,v) = (u, A*v) par définition de 'adjoint. Par densité du domaine, Av = A*v. O

Exercice 2.29 Si A est fermé et B est borné, alors (A + B,Dom(A)) est fermé et
(A+ B)* = A* + B* avec domaine Dom((A + B)*) = Dom(A*). ]

Interprétation symplectique

Structure hilbertienne produit sur .7 x .. Forme symplectique Q((u1, ug), (v1,v2)) =

(ug,v1) — (uy,v9). Sesquilinéaire et anti-hermitienne, continue. Lien entre les deux :
la « structure complexe » J(v) = (—vq,v1) (isométrie de 7 x ) ; on a

Qu,v) = (u, J(v),.)
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Lemme 2.30 Si Dom(A) est dense, le graphe de A* est lorthogonal symplectique de
Ga :

Ga- = GY
Démonstration. On écrit la déf de G% l

I Corollaire 2.31 Un adjoint est toujours fermé.

Lemme 2.32 A est symétrique ssi G4 est isotrope. Si Dom(A) est dense, A est
symétrique ssi A C A*

Démonstration. Car dire que G4 est isotrope c’est dire que G4 C G9. O

| Corollaire 2.33 Si A est symétrique alors sa fermeture (si elle existe) est symé-
trique.

Démonstration. Si {2 s’annule sur G4 X G4, par continuité il s’annule sur ’adhé-
rence. [

Corollaire 2.34 Tout opérateur symétrique & domaine dense est fermable, et
Dom(A*) est dense.

Démonstration. On a G4 C G4 C G4~. En particulier le domaine de A* contient
celui de A. ]

Lemme 2.35 Si Dom(A) est dense, alors : Dom(A*) est dense ssi A est fermable, et
dans ce cas A = A**.

Démonstration. On remarque que V = (J(V))*, et donc J(V) = VL, car J
1

Y

isométrique et J? = —Id. En utilisant que (W1)+ = W on déduit que
Ga= (G = J(GDF = J(Ga )t = (Gan)™ (2.2)

Si Dom(A*) est dense, c’est égal & G 4-«, et donc A = A**. Réciproquement si Dom(A*)
n’est pas dense, il existe u € 2 non nul dans Dom(A*)*, et donc (u,0) € G%.. Donc,
par J, (0,—u) € G%. = G4; donc ce dernier ne peut pas étre un graphe, donc A
n’est pas fermable. O

Attention ’adjoint d’un opérateur symétrique n’est pas forcément symétrique.

Lemme 2.36 Si A est symétrique a domaine dense, alors (A* est symétrique ssi
A= A)

Démonstration. A* est symétrique ssi G4~ C G%., et ce dernier est égal & G 4.
par (2.2). D’autre part puisque A est symétrique on a toujours G4 C Gy car
ce dernier est fermé. Donc c’est équivalent & G4 = Ga-. Or A est fermable car
symétrique donc c’est équivalent & G4 = G, et donc a A* = A. O

= Exemple 2.37 Voir 2.25 : A = i0, est symétrique sur L?(R) avec domaine C§°.
Son adjoint B = A* est (i0,, avec domaine H'(R)). Ce dernier est symétrique, mais
différent du premier. En en déduit que le premier n’est pas fermé. "
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I Exercice 2.38 Montrer que B = A, et que B est auto-adjoint. "

Démonstration. En utilisant que C§°(R) est dense dans H'(R) on voit que B = A*
est symétrique, et donc par le Lemme 2.36, A = A* = B. Par (2.2), A = A*™ donc
B = B*. 0

Corollaire 2.39 Si A symétrique fermé & domaine dense, alors (A est auto-adjoint
ssi A* est symétrique)

I Exercice 2.40 Si Dom(A) est dense et A C B, alors B* C A*. .

Démonstration. Par la prop 2.26, v € Dom(B*) ss’il existe w € S tel que
(Bu,v) = (u,w) pour u € Dom(B). En particulier ¢’est vrai pour u € Dom(A), donc
v est bien dans Dom(A*). O

= Exemple 241 7 = LQ([O 1]). On pose

— (A =1i0;,Dom(A) = C5°(]0,1[))

— (B =0y, Dom(B) = C>([0,1])))

— (C =1i0;, Dom(C) = {u € COO([O, 1]));u(0) = u(1) = 0})
B et C sont des extensions de A. B est une extension de C'. A et C' sont symétriques,
B n’est pas symétrique. Par la Prop 2.26, v € Dom(A*) ssi Jw € L?(0,1) tel que
(Au,v) = (u,w) pour tous u € Dom(A) = C§°. Comme plus haut, on voit donc que
w = ' dans 2'(0,1). Donc v' € H'(0,1); et c’est une équivalence (remonter les
calculs), donc Dom(A*) = H(0,1).

En particulier on voit que B C A*. Puisque B n’est pas symétrique (prendre
u=1et veC™®quia des valeurs différentes en 0 et 1) on en déduit que A* n’est
pas symétrique. Donc A ne peut pas étre auto-adjoint.

(Remarque, par injection de Sobolev H'(0,1) C C°([0,1]).)

Spectre d’'un opérateur non borné

Seulement les définitions basiques pour se mettre en bouche. Voir le chapitre 6
pour plus de résultats.

Définition 2.42 Soit (A, Dom(A)) un opérateur sur un Hilbert # (marche aussi
sur un Banach). Le spectre de (A, Dom(A)) est 'ensemble des A € C tels que
A — Ad : Dom(A) — 4 n’admette pas d’inverse bornée. Notation o(A) C C.

Définition 2.43 Si A — AId n’est pas injectif, alors A est une valeur propre.
Vecteur propre...

Evidemment les valeurs propres sont dans le spectre. Donc si A € a(A),
1. soit A est vap

2. soit A — AId est injectif mais pas surjectif

3. soit A — MId est bijectif mais I'inverse n’est pas bornée.
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I Exercice 2.44 Si A est fermé, le cas 3 ne peut pas arriver. =

Démonstration. Dans ce cas A — AId est fermé (cf Probléme 2.29) et dans ce cas
on a le théoréme du graphe fermé. O

En d’autres termes :
Proposition 2.45 Si A n’est pas fermé, son spectre est C entier.
Démonstration. Si A — AId est bijectif, I'inverse n’est pas bornée ! O

Evidemment on ne va donc pas s’intéresser au spectre d’opérateurs non fermés...
Si A est fermé, on voit que A € o(A) ssi A — Ald n’est pas bijectif (car si bijectif,
alors on a vu (Probléme 2.19) que son inverse est automatiquement continue.)

I Exercice 2.46 En dimension finie, le spectre est ’ensemble des valeurs propres. =

Proposition 2.47 — Suites de Weyl. Soit (A, Dom(A)). S’il existe une suite u, €
Dom(A) telle que ||u,|| =1 et (A — Nu, — 0, alors A € o(A).

Démonstration. Par 'absurde, si (A — \)~! existe et est bornée, alors par compo-
sition on obtient u, — 0, absurde. O

= Exemple 2.48 |2, Example 3.14] Opérateur de multiplication sur L*(0,1), Tyu = fu
ou f € C°J0,1];C). En construisant 'inverse on montre facilement que le spectre
doit étre contenu dans l'intervalle f([0,1]). Réciproquement, si f(x¢) = A, en prenant
une suite de fonctions qui se concentrent sur zo (v/ne(n(z — xg))), on construit une
suite de Weyl. (Si on est sur le bord, attention de bien normaliser la suite : prendre
une fonction [|¢|| = 2 symétrique. Ou alors utiliser la proposition 2.49 ci-dessous). m

Proposition 2.49 o(A) est fermé.

Démonstration. Supposons que A € o(A); en remplagant A par A — A (question :
comment est transformé le spectre?) on peut se ramener & A = 0. Donc A™! est
borné. Prenons € € C de module assez petit pour que [[eA™!|| < 1, ce qui implique
que I + €A™t est borné et inversible. Posons B = (I + eA™1)"1 A~ Pour v € 47,
soit u = Bv. (I + €A™ )u = A~'v € Dom(A) donc u € Dom(A) et on peut calculer
Au en composant par A ce qui donne Au + eu = v donc (A + €)u = v, donc B est
I'inverse de (A + ¢€), donc € & o(A). Le complémentaire du spectre est bien ouvert. [J

On verra plus tard que z — (A — z) est holomorphe en un certain sens, sur le

complémentaire du spectre.
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Cadre hilbertien.
Le point de vue des formes quadratiques. On veut définir un opérateur A grace a
une forme quadratique a en posant (Au,v) = a(u,v).

Le cas borné
| Définition 3.1 a sesquilinéaire sur . x J# (linéaire a gauche)

I Exercice 3.2 Mq a est continue ssi. .. "

| Définition 3.3 a est coercive : |a(u,u)| > & [ul|?, C > 0.

Proposition 3.4 Si a est continue elle définit un unique A continu.

Démonstration.
Existence et unicité : Riesz pour la forme anti-linéaire v — a(u,v).
Pour la continuité on peut estimer ||Aul|* avec la continuité de a. O
Exercice 3.5 Sur L%(0, 1), la forme a(u,v) fo tu(t)o(t)dt est « définie positive »,
cad a(u,u) > 0 pour u # 0, mais elle n’est pas coercive. "

Théoreme 3.6 Si a est continue et coercive alors A : 57 — S est inversible.

Démonstration.

On prouve d’abord : injectif-+image fermée par la proposition 2.4, en utilisant la
coercivité. Puis on montre que I'image est dense en montrant que l'orthogonal est
nul (prendre v = v). On conclut par le théoréme de Banach. O
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Le cas non borné

On se donne un triplet (¢, 77, a) ou ¢ s’injecte densément contintiment dans 7.
a est une forme sesquilinéaire définie sur ¥ x ¥.

Par exemple H'(R") dans L?*(R"), et a(u,v) = (u,v) g = [ud + [ Vu - V.

On suppose que ¥ et 4 sont des Hilbert, mais attention 'inclusion ¢ C 7
n’est pas Hilbertienne! Les produits scalaires sont différents.

La continuité de I'inclusion dit que la norme de 7 est « contrélée » par la norme
de & (i.e. |||, < C|-|lg)- Donc tout forme linéaire sur & qui est J#-continue est
aussi ¥-continue, mais l'inverse n’est pas nécessairement vrai.

= Exemple 3.7 sur H'(R) C L? (fn continues par injection de Sobolev) Iapplication

u — u(0) est H'-continue mais ne peut clairement pas étre contrélée par la norme
L2 "

Par Lax-Milgram borné, on peut définir Ay € B(¥), inversible. Mais on veut
maintenant utiliser le produit scalaire « plus faible » de 7.
On veut donc v — a(u,v) F#-continue, donc on pose
Dom(A) ={ue¥9; v+ a(u,v) est F-continue sur ¥ }.
Proposition 3.8 a définit un unique (A, Dom(A)) tel que
(Au,v) 5 = alu,v), Vu € Dom(A),Yv € ¥.

Démonstration. Par densité on prolonge en une flc sur S et on applique Riesz. [

Théoreme 3.9 Si a est ¥-coercive alors A est inversible (i.e. d’inverse bornée), et
Dom(A) est dense dans J7Z.

Démonstration.
1. Injectivité. Soit u € Dom(A) avec Au = 0.

lull 5 < Cllully < Cla(u, w)| = C{Au,u)| = 0.

Ca donne l'injectivité, et méme mieux : ||ul|? % < CllAu| , llull ,, donc

[l < (3.1)

2. Surjectivité. Soit h € 7 donné, on cherche u € Dom(A), Au = h. En prenant
le produit scalaire avec v € & arbitraire, c’est équivalent a a(u,v) = (h,v) ,,.
Puisque v +— (h,v) , est J-continue, elle est aussi ¢-continue, donc par
¢ —Riesz, on trouve g € ¢ tel que (h,v) ,, = (g,v)y.
D’autre part, par Lax-Milgram borné, on a a(u,v) = (Agu,v),, pour tous
u,v €Y.
On pose donc u = Ay'g, ce qui donne (h,v), = (Ag,v), = a(u,v). Pour
en déduire Au = h il suffit de vérifier que u € Dom(A), cad v — a(u,v)
J€-continue, ce qui est automatique car = (h,v) .

3. Continuité de A~'. Utilise I'inégalité d’injectivité ci-dessus.
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4. Densité de Dom(A) dans 7. Soit h € Dom(A)*, on aVu € Dom(A), (u,h),, =
0. Par surjectivité, on peut écrire h = Av avec v € Dom(A). On obtient
a(u,v) = 0 pour tous u € Dom(A); en particulier a(v,v) = 0, donc v = 0, donc
h =0.

U

» Exemple 3.10 On prend a — le produit scalaire H' = ¢, avec 5 = L?. Alors
Ag = Id est trivial ; mais par contre on obtient A = —A + I. avec —A = V*V. Le
domaine : u € Dom(A) <= u € H' et v — a(u,v) est L*-continue = (Au,v) .
Donc on peut voir Au comme une distribution, et on trouve

(Au,0) 5 5 = alu,v) = (u — Au, ), , Yo € CF.

Donc Au = u — Au dans 2'. Or Au € L?, donc Au € L?.
Réciproquement, si Au € L?, le méme calcul montre que v — a(u,v) est L2-
continu, donc u € Dom(A). Conclusion :

Dom(A) = {u € H'(R"); Au € L*} = H*(R");
et
A=-A+1

Le théoréme indique en outre que —A + I : H?> — L? est inversible. .

Le cas hermitien

| Définition 3.11 a hermitienne si a(u,v) = a(v, u).

Théoreme 3.12 Sous les hypothéses de 3.9, si a est hermitienne, alors alors A = A*,
et Dom(A) est dense dans ¢4. (Dans 7 on le savait déja.)

Démonstration. On voit que A est symétrique, soit A C A*. Réciproquement soit
v € Dom(A*). Par surjectivité de A, Jvy € Dom(A) tq Avg = A*v. Donc pour tout
u € Dom(A),

(Au,vg) = (u, Avg) = (u, A*v) = (Au,v).

C’est vrai pour tout u et A est surjectif, donc v = vy : Dom(A*) C Dom(A), donc
égalité.

Densité dans ¢4 : Soit g € Dom(A)?*, soit (g,u), = 0 pour tout u € Dom(A).
On écrit g = Agv et

0= (Ayv,u)y = a(v,u) = a(u,v) = (Au,v) ,, = (v, Au) ,,

et encore par surjectivité de A, v = 0 donc g = 0. U
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Théoreme 3.13 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel.

Démonstration . [On ne démontre que le cas borné comme application de Lax-
Milgram. Pour le cas général, ¢a peut se démontrer plus directement (facilement),
voir Théoréme 7.5, mais apparemment pas avec Lax-Milgram (si on ne veut pas
parler de la racine |A|Y/2...)].

A est symétrique donc (Au,u) € R, donc on sépare parties réelle et imaginaire
dans :

(A= Nu,w)]* = [{(A = RN, u) + (3N, w)* > [T |l

Donc la forme (u,v) — ((A — X)u, v) est coercive sur J#, et donc l'opérateur associé
A — X est inversible.
U

Exercice 3.14 Montrer par Lax-Milgram que —A + pld : H*(R™) — L*(R") est
inversible pour tous p > 0. "

Extension de Friedrichs

Définition 3.15 Un op (A, Dom(A)) symétrique est minoré (les anglais traduiront :
semi-borné inférieurement) si (Au, u) > —C'||u|]” pour un C' € R (le «- » étant
donc cosmétique puisqu’on admet C' < 0).

= Exemple 3.16 P = —A + V avec V(z) > —C dans C°(R"), avec domaine C°. =

Theoreme 3.17 Si (A,Dom(A)) est symétrique et minoré, & domaine dense, alors
il admet une extension auto-adjointe. Cette extension est en générale non unique.
La construction donnée dans la preuve s’appelle I’extension de Friedrichs.

Démonstration. On considére la f.sequilinéaire sur Dom(A)
ao(u,v) = (Au, v).
On peut supposer ag(u, ) > ||u||* en remplacant A par A+ (C+1)Id. (Puis appliquer

I'exercice 2.29.)

On voudrait appliquer Lax-Milgram mais Dom(A) n’est pas Hilbertien (et ag pas
continu...). Astuce norme pg(u) = \/ag(uy, uy,), ga rend Dom(A) pré-hilbertien, et
on le compléte dans .7Z°. On obtient un Hilbert ¢ :

G ={ueH; 3Iu,) € Dom(A) tq u, — u dans H et (u,) Cauchy pour po}
(3.2)

Proposition 3.18 & défini par (3.2) est un Hilbert pour la norme

lully = tim po(us,)
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(voir justifications aprés) On a donc |Jul|Z = lim(po(u,))? = lim ag(u, u) > |lul%,
donc l'injection ¥ C % est continue. Et donc dense car ¢ contient Dom(A).
On peut donc appliquer Lax-Milgram non borné Hermitien avec

a(u,v) = (u,v)g

On obtient un opérateur auto-adjoint A qui étend A avec domaine dense Dom(fl) C
9.
O

p) SiAestdéjaauto-adjoint, bien sir la construction redonne A, car un opérateur
auto-adjoint n’admet pas d’autre extension auto-adjointe que lui-méme : A C
B = B*CA*, cad B C A.

m Exemple 3.19 A = —A avec Dom(A) = Cg°(Q2), ©2 ouvert borné dans R". On
obtient A = réalisation de Dirichlet, domaine H*(Q2) N H} (). ]

Preuve de la proposition : on utilise les lemmes suivants :
Lemme 3.20 La suite po(u,) est de Cauchy.

Démonstration. pg(u,) — po(um) < po(u, — uy) car py est une norme (inégalité
triangulaire : (u, — Upm) + U, ). O

Lemme 3.21 Siu, — 0 et po-Cauchy alors po(u,) — 0.

Démonstration. On sait que py(u,) converge, supposons vers « > 0. On a
ao(Un, Up) = ao(Un, Up) + ag(Up, Uy, — Up).

Par Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire ag on voit que
|ao(tn, um) — | < e

pour min(n, m) assez grand. En particulier ag(u,, u,,) = o?/2. Or, puisque ag(u,, ty,) =
(A, Up,) €t u, — 0, si on fait m — oo, ag(uy,, uy,) — 0, contradiction. O

Lemme 3.22 La déf de |||, ne dépend pas de la suite de Cauchy.

Démonstration. Un subtil calcul donne
pg(un - Un) = pg(un) - pg(vn) + 2%(1(’071, Up — un)

Si u,, — u et v, — u, le premier terme tend vers 0 par le Lemme précédent, et le
dernier terme tend vers 0 par Cauchy-Schwarz. Voici le calcul :

ao(u —v,u —v) = ag(u,u) + ag(v,v) — ag(u, v) — ap(v, u) (3.3)
= ap(u,u) — ap(v,v) + 2a0(v,v) — ap(u, v) — ag(v,u) (3.4)
= ag(u,u) — ap(v,v) + ag(v — u,v) + a(v,v — u) (3.5)
= po(u)? — po(v)* + 2R a(v,v — u). (3.6)
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Corollaire 3.23 Si (u,,) est une suite comme dans la définition, alors |ju, — ul|, — 0
quand n — oo.

Démonstration. FEn effet pour n fixé la suite (u,, — ug)x est bien py-Cauchy et
converge vers u,, — « quand k — oo, donc ||u,, — ul|, = limy po(u, — u). Pour € > 0
donné, on trouve N tel que po(u, —ug) < € dés que n,k > N. Donc ||u, —u|| < e O

Démonstration de la Proposition. % est pré-hilbertien avec le produit scalaire
associé a py (autrement dit (u,v), = limag(un,v,)). Il reste & montrer qu'il est
complet. Mais ||-||%, < ||-|5 par coercivité, donc Iinjection ¥ C # est continue,
et donc si la suite g, € ¢ est de Cauchy dans ¥, alors elle est de Cauchy dans
€. Donc elle converge vers un g € 7. D’autre part, pour chaque n fixé, il existe
une k-suite u, , € Dom(A) qui est po-Cauchy et telle que u,,  — g, quand k — 0.
Par le corollaire ci-dessus, [[tuni — gnll, — 0 quand k — oco. Soit k(n) tel que
|tk — gnlly < 1/n quand k > k(n). Posons G, = ty, k). C’est une suite po-Cauchy
dans Dom(A) : en effet :

po(gn - gm) = ”gn - gm”{ﬁ < ”~n - gan + Hgn o gm”{? + ”gm - gm”% (37)

1 1
< et —, (3.8)

n m
ot le e vient du caractére 4-Cauchy de (g,,). D’autre part |G, — gll o < |G — Gnll o +
l9n — gl - Le deuxiéme tend vers 0 comme mentionné plus haut, et le premier est
majoré par ||g, — gully < 1/n. Donc g, — g dans JZ, et on en déduit que g € ¥,
et le corollaire donne ||g, — gll; — 0, donc on peut finalement écrire ||g, — gl <
15 — gnlly + 130 — gllg < £+ 1dn — gl qui tend bien vers 0. O

Exercice 3.24 (difficile?) Si A = A, Dom(A) = C§°(R2), ouvert borné dans R,

alors Dom(A) = H?*(Q) N H}(Q). On lappelle la réalisation de Dirichlet du
Laplacien.

&
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Révisions préalables : compacité, espaces de Sobolev

Rappels : compact, (respectivement précompact) dans un métrique avec les suites
extraites convergentes (resp. suites extraites de Cauchy). Relativement compact.

On supposera que F, I’ sont des Hilbert.

Opérateurs compacts

Définition 4.1 Opérateur compact : I'image de la boule unité est relativement
compacte.

Proposition 4.2 dim E < oo sst lidentité E — E est compacte.

Démonstration. Théoréme de Riesz : la BU est relativement compacte <= dim
finie. U

Proposition 4.3 Un opérateur compact est borné.

Démonstration. l'image de la BU est bornée. 0

Proposition 4.4 Un op borné L : E — F est compact ssi pour toute suite u,
convergeant faiblement vers 0, alors Lu, — 0.

(donc plus fort que continu!!) Démonstration. Soit u,, — 0. u, est borné
par Banach-Steinhaus, donc (Lu,) est relativement compacte, on peut extraire
Lu,, — u. (Luy,,,v) = (un,, L*v) — 0. Donc Lu,, converge faiblement vers 0, donc
u = 0. Comme le raisonnement reste vrai pour toute sous-suite de Lu,, en fait
Lu,, converge. (une suite converge vers 0 ssi toute sous-suite admet une sous-suite
convergente vers 0.)

Récip. On se donne (u,) bornée. Banach-Alaoglu, la BO est relat. compact pour
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la topo faible®. Donc il existe une suite extraite tq pour tout h € . (h, u,, ) converge
vers (h,u). Par hypothése on obtient L(u,, —u) — 0. O

| Définition 4.5 C(E, F): I'idéal K(E).

Proposition 4.6 Les opérateurs bornés de rang fini sont compacts.

Démonstration. (Evidemment pas vrai sans « borné »). L’image de la BU est
contenue dans un espace de dimension finie, et elle est bornée, donc relativement
compacte. ([l

Théoréeme 4.7 KC(E, F) est fermé dans B(E, F).

Donc toute limite d’op de rang fini est compacte.
Proposition 4.8 Tout op compact est limite d’opérateurs de rang fini.
(Car Hilbert. Ne marche pas sur un Banach général)

Proposition 4.9 L’adjoint (borné) d’un compact est compact.

Injections de Sobolev etc.
Cf cours EDP Elliptiques.

Théoréme 4.10 VR > 0 l'injection H'(B(0, R)) — L*(B(0, R)) est compacte.

On ne peut pas remplacer B(0, R) par un ouvert € général, méme borné, car on ne
sait pas toujours prolonger une fonction H'(Q) dans H' d’une boule contenant €.
On arrive & controler les dérivées quand €2 est a bord régulier. Dans le cas général, il
faut supposer que les fonctions s’annulent au bord :

Théoréeme 4.11 H}(Q) < L?*(Q) est compacte pour tout {2 ouvert borné.

Il y a des généralisations aux cas Banach : (Rellich-Kondrachov) :

W'?(B(0,R)) — LY(B(0, R))

est compacte si 1 < ¢ < p* avec p* = % sip <n (sip=2onretrouve H' C L?

comme cas particulier).
Dans le cas non borné, c’est faux, mais par exemple on a :

Corollaire 4.12 — du théoréme 4.10. Soit f une fonction C*(R™) telle que lim | f(x)| —

0 quand |z| — oco. Alors opérateur de multiplication par f
Ty : HY(R") — L*(R"), uw fu
est compact.

Démonstration exercice. Tronquer (xg avec R — 00) et utiliser le théoréme 4.10.

O
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Théoreme 4.13 Schrodinger : on considére opérateur P = —A + V avec V — oo
a l'infini de R™ (défini par exemple par extension de Friedrichs, ou Lax-Milgram
avec la forme quadratique associée.). Alors pour tout A € o(P), (P — \)~! est
compacte.

Démonstration. exercice? O

Spectre d’un opérateur compact - début

Proposition 4.14 Soit A un op. compact sur F de dimension infinie. Alors 0 € o(A)
et les autres éléments du spectre sont des valeurs propres de multiplicité géométrique
finze.

Démonstration début. Si0 ¢ o(A) alors A : Dom(A) = 5 — S est inversible,
donc I = AA™! est compact, donc dimension finie (Proposition 4.2).

Si A € a(A)\ {0}, et si c’est une valeur propre on a A = A\ld sur ker(A — \),
qui est donc de dimension finie par Proposition 4.2. (La restriction d’un compact a
un sous-espace fermé invariant £’ est compacte £ — E’). Pour le cas général, on
aura besoin de I'alternative de Fredholm, voir chapitre suivant : Théoréme 5.12. [J

&
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Révisions préalables : fonctions holomorphes
Fredholm (1866-1927) mathématicien suédois, précurseur de la théorie spectrale.
Ses travaux auraient influencé Hilbert pour la création des « espaces de Hilbert ».

Opérateurs de Fredholm

On suppose que E, F' sont des Hilbert.
noyau = ker 7', conoyau = Coker T' = F//T(E) (quotient algébrique).

Proposition 5.1 Si dim Coker T" < oo alors T'(E) est fermée, et Coker T' ~ ker T*.

Rappel T* : F' — FE est ’adjoint au sens borné usuel. Démonstration. On se
raméne au cas T injective en posant E = F/ker T (ker T est fermé car T continue,
donc E est Hilbertien, isomorphe au supplémentaire orth de ker T.)

Soit G un supplémentaire algébrique de T'(E) dans F' : F' = G & T(FE). L’applica-
tion G 5 g+ [g] € Coker T est bijective : injective car [g) =0 =g € T(E) = g =0;
surjective car si [f] € Coker T'; on décompose f = g + v et bien str [f] = [g].

Donc G est de dimension finie, on peut le paramétrer par une base, cad une
application linéaire injective (forcément continue) ¢ : C* — F telle que G = p(C").
On a donc une application continue :

O ExC'"—F (5.1)
(u,x) = Tu + @x. (5.2)
Elle est injective : si Tu = —pz alors par somme directe pz = 0 donc x = 0, donc

Tu =0, donc u = 0. Elle est surjective : tout f € F s’écrit f =Tu+ g.
Donc par le théoréme de Banach ®~! est continue. Donc T(E) = (&~ 1)~} (Ex {0})
est fermé.
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Pour le dernier point : puisque T'(E) est fermée, on a F' = T(E) ® T(E)*, donc
Coker T~ T(E)* = ker T*. O

Définition 5.2 Un opérateur borné 7' € B(E, F') est dit Fredholm si son noyau
et son conoyau sont de dimension finie. On notera 7' € Fred(E, F).

| Définition 5.3 L’indice d’un opérateur de Fredholm est

Ind7T = dimker 7" — dim Coker T’

m Exemple 5.4 Un opérateur bijectif est Fredholm d’indice 0. "

1. On a donc, par la proposition, Ind T = dim ker " — dim ker T*

Donc un opérateur Fredholm auto-adjoint est toujours d’indice 0.

3. si B, F sont de dimension finie, tout opérateur est Fredholm et son
indice ne dépend pas de l'opérateur! (théoréme du rang : Ind7T =
dim E — dim F)

o

Définition 5.5 T € B(E, I) est dit semi-Fredholm si
1. T(E) est fermée
2. ker T est de dimension finie.

Donc par la proposition, Fredholm implique semi-Fredholm.

Proposition 5.6 Soit T' € B(E, F'). On a l’équivalence :
1. T semi-Fredholm ;
2. De toute suite bornée (u,) telle que (T'u,) converge, on peut extraire une
sous-suite (u,, ) convergente.

Démonstration. Le deuxiéme point implique que la BU de ker T' est compacte !,
donc ker T est de dimension finie. Montrons que pour une constante C'

Yue Ey=ker T+, |ul| < C||Tull. (5.3)

Sinon, on aurait une suite ||u;|| > j7u; (on peut supposer ||u;|| = 1). Donc T'u; — 0.
Par hyp on extrait une sous-suite convergente u,, — u. Par continuité u € ker T’
et d’autre part u doit rester dans Ejy qui est fermé, donc u = 0. Impossible car
ot || = 1.

Donc par la proposition “injectif d’image fermée” (2.4), T'(Ey) = T(E) est fermé.

Réciproquement si T' semi-Fredholm, Ty, est injective d’image fermée, donc (5.3)
est vraie. Si (u,) est bornée et (T'w,) converge, le projeté orth de (u,) sur Ej reste
de Cauchy donc converge, tandis que le projeté orth de u, sur Ej- = ker T" est borné
donc relativement compact car dimension finie, donc on peut extraire une sous-suite
convergente. 0

Problemes de Grushin

On a vu en proposition 5.1 comment étendre 7' en une application inversible.
On va systématiser cette astuce. Si T : E — F donné, on note opérateur de
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Grushin l'opérateur étendu a la fois au départ et a 'arrivée :
M = R Ex X — FxXy
Ry 0

ou X4 sont des Hilbert, R, : K — X,, R_.:X_ — F.
I Définition 5.7 Lorsque M est inversible on dit que le probléme de Grushin est

bien posé.

Si M est inversible, on notera l'inverse par blocs :

S S

-1 _ +

- (33)

Lemme 5.8 Si le pb de Grushin est bien posé, les opérateurs

1. Ry, S_ sont surjectifs
2. R_,S — + sont injectifs.

Démonstration. En écrivant MM = 1d dans F x X_ on trouve S_R_ = Id et
en écrivant MM ™ =1Id dans F' x X, on trouve RS, = Id. O

Théoreme 5.9 1. Soit T : £ — F Fredholm. Alors il existe des esp de dim finie
X, ~kerT et X_ ~ CokerT et des opérateurs

R,:X,—>F, R+:E—>X+

pour lesquels le pb de Grushin est bien posé.
2. Réciproquement, s’il existe X, Ry tels que le pb de Grushin est bien posé,
alors on a I’équivalence :
(a) T : E — F est Fredholm
(b) So: X, — X_ est Fredholm
(et dans ce cas Ind T = Ind Sy)

Evidemment trés pratique si R sont de dim finie, car alors I'indice ne dépend pas
de Sy : pas besoin de le calculer !

I Corollaire 5.10 7" € Fred <= T™* € Fred et IndT = — Ind T™

Démonstration. exo [l

Démonstration du théoréme. Supposons T € Fred. Soit G supplémentaire
algébrique de T(E) dans F. [Si on veut utiliser la Proposition 5.1, on peut prendre
G = T(E)*. Sinon, la preuve avec G général re-prouve cette proposition.] On pose
X_=Get Xy =kerT. On définit :

R X _—>F:x—zx

R+:E—>X+:ur—>errTu

Si (u,x_) € ker M, Tu = —R_x_ donc est nul par somme directe. Donc u € ker T' =
X, et la deuxiéme ligne donne R,u = 0, donc u = 0. L’op de Grushin est donc
injectif.
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Surjectivité. Soit (v,zy) € F x X,. On décompose v = Tu; + x_ et posons
u = uy —yer 7y +x4. Le couple (u, x_) vérifie Tu+R_z_ = Tut+xz_ = Tuj+x_ =v
(premiére ligne) tandis que R,u = R,z = x, (deuxiéme ligne), cad

()=~(2)

Preuve du deuxiéme point. On suppose le pb de Grushin bien posé.

1. Montrons que Sy : ker Sy — kerT' est bijectif. On sait par le lemme que S
est injectif. Une autre ligne de MM ™! = Id donne T'S, + R_Sy = 0. Donc S,
envoie ker Sy dans ker 7. Il reste a montrer la surjectivité. Une autre ligne de
MM =1d donne

Donc pour u € kerT', on obtient u = S, R, u. Mais on a également
SoRy +S5-T =0 (5.4)

donc SoRyu =0, i.e. Ryu € ker Sy, donc u =Sy Ryu € S, (ker Sp).
2. Montrons que S_ induit un isomorphisme de Coker 7' — Coker Sy. On le note

S: F/T(E) = X_/So(X,).

Il faut d’abord montrer que cette application est bien définie. Pour cela, il suffit
de montrer que I'application quotientée a l'arrivée : [S_] : FF — X_/So(X,)
« passe au quotient » au départ (dans F'/T(FE)), c’est-a-dire ne dépend pas du
choix du représentant, cad : T(E) C ker[S_]. Mais si v = T'(u) on voit & partir
de (5.4) que S_(v) € Sp(X,), ce qui veut dire que [S_](v) = [S_(v)] = 0. Donc
[S_] définit une unique application sur F//T(E), qu’on note S.

On sait déja que S_ est surjective, donc S également. Si Su = 0, on peut écrire
S_(u)Sp(z4 ), et on utilise

TS+ R_-S_=1d

ce qui donne u = T'Su + R_Spz,. En utilisant
TSy + R_Sy =0,

ona R_Syu=—-TS5,z, donc
u=T(Su— Syzy)

on a donc bien u € T(FE), ce qui prouve I'injectivité.
3. Les deux isomorphismes prouvent le théoréme.

O

Voici quelques applications importantes. Mais il y en a bien d’autres (voir 'ar-
ticle Sjostrand-Zworski http://www.numdam. org/article/AIF_2007__57_7_2095_
0.pdf), en particulier pour des opérateurs non auto-adjoints.


http://www.numdam.org/article/AIF_2007__57_7_2095_0.pdf
http://www.numdam.org/article/AIF_2007__57_7_2095_0.pdf
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Théoreme 5.11 Fred(E, F') est ouvert dans B(E, F'), et l'indice est localement
constant (exercice : constant sur chaque composante connexe.)

Démonstration. Si 7" € Fred, on construit son probléeme de Grushin M avec
des espace X.. En gardant les méme espaces on voit que si |77 — T est assez
petit, alors ||M’' — M]| est petit, et donc M’ est inversible car les inversibles de
B(E x X_,F x X ) forment un ouvert.

Puisque les espaces X sont fixés (et de dimension finie), 'indice dim X | —dim X
est constant. 0]

Théoreme 5.12 — Alternative de Fredholm. Si K : F — E est compact, alors
I + K est Fredholm d’indice O.

Donc Id + K est injectif si et seulement s’il est surjectif! En particulier ¢a termine la
preuve de la Proposition 4.14 sur le spectre d'un opérateur compact.

p) Pour Id + €K on aurait pu conclure directement pour € assez petit car un
inversible est Fredholm d’indice 0. Mais c’est vrai pour € quelconque!

Démonstration du Théoréme. Soit (u,) une suite bornée. On peut extraire u,,
telle que Ku,, converge. Donc si on suppose en plus que (Id + K)(u,) converge,
on voit que u,, elle-méme doit converger. Donc par la proposition 5.6, Id + K est
semi-Fredholm.

Puisque I'image est fermée, dim Coker(Id+ K) = dim(Id+ K)(E)* = ker(Id+K*).
Puisque K* est compact, cette dimension est finie (voir Proposition 4.14). Donc
Id + K est Fredholm.

Pour conclure il suffit d’appliquer la constance de I'indice sur le chemin Id + ¢t K,
t e [0,1]. O

Théoreme 5.13 — Théoréme d’Atkinson. Les opérateurs de Fredholm sont les
opérateurs qui sont « inversibles modulo compact » :

aS; TS —1d € K(F)
35, S'T—1d € K(E)
2. T € Fred d’indice zéro <= dK € K tq T + K est inversible.

1. T € Fred(E, F) <=

Démonstration. 1 : Si T est Fredholm, on écrit le pb de Grushin canoniquement
associé, il est inversible, et on en tire T'S + R_S_ =1d, soit TS =1d — R_S_, et ce
dernier (S_) est de rang fini donc compact. De méme on a ST + S, R, =Id et R,
est de rang fini. (remarque : S = S’)

Réciproquement, si S'T" = Id + K alors ker T C ker ST = ker(Id + K) de
dimension finie par Prop 4.14. De méme si T'S = Id + K alors ranT'S C ranT donc
dim Coker T' < dim Coker T'S qui est fini. Donc T' est Fredholm.

2 : Soit K : ker T — T(E)* un isomorphisme (existe car indice zéro) ; on I'étend
par 0 sur (ker T')° pour obtenir K : E — F de rang fini. T induit un isomorphisme
entre (ker T')* et T((E), donc clairement T + K est bijectif E — F. (le voir par blocs)

Réciproquement, si S = T + K est inversible, T = S(Id — S7'K) et S7'K est
compact, donc Id — S7'K est Fredholm. En composant par un inversible, ca reste
Fredholm. 0
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p) On voit dans la preuve qu’on peut remplacer dans le théoréme d’Atkinson
« compact » par « de rang fini ».

| Corollaire 5.14 Si T € Fred et K € K alors T + K € Fred de méme indice.
Démonstration. On écrit S'T —Id € K et T'S — Id € K donc
S(T+K)-—1d= (ST -1d)+ 'K € K
et
(T+K)S—1d=(TS-1d)+ KSeK

on applique donc la caractérisation du théoréme. L’indice est constant par le chemin
T+ tK. O

Exercice 5.15 Si T, Ty sont Fredholm, alors 7775 aussi et Ind(7773) = Ind T} +
Ind TQ. ]

Théorie de Fredholm analytique

Intégration dans un Banach.

L’intégration des fonctions continues a valeurs dans un Banach, grace aux sommes
de Riemann (« méthode des rectangles » ), fonctionne comme pour le cas standard
des fonctions réelles. Soit B un Banach (typiquement ¢a sera B(E, F)) et f: 1 — B
continue, I = [a,b] intervalle de R.

Définition 5.16

b b—a e b—a
/af(x)dx:T}LrEOT;f(a+i " )

En effet, si on considére la fonction continue positive = +— || f(x)||, la somme converge
par la méthode des rectangles usuelle, et puisque B est un Banach la somme initiale
converge aussi.

Intégrale de chemin.
Siy:[0,1] — C est C' (par morceaux), et @ = a;dr + asdy est une forme
différentielle sur R? & valeurs dans B, on note

/f‘ B /01”*@ = /Olaw)) D =
/01 ((%) ar(y(t)) + (%) a2(7(t))) dt.

Fonctions holomorphes a valeurs dans un Banach.

On pourrait tout définir par convergence faible en se ramenant aux fonctions
holomorphes habituelles dans C. Essayons plutot de le faire (un peu) « intrinséque-
ment ». Evidemment on ne fait pas toutes les preuves. On pourra se remémorer la
théorie habituelle avec par exemple [1].
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Définition 5.17 Soit U C C un ouvert, f : U — B. On dit que f est holomorphe
en 29 € U (ou « fortement holomorphe ») si f est C-dérivable en zy, i.e. la limite
suivante existe : (notée f’(zg))
lim f(z0+h) = f(Zo).
h—0 h
heC\{0}

Proposition 5.18 Si f est holomorphe en zy alors elle est continue en z.
Démonstration. f(zy+ h) = f(z0) + f'(z0)h + o(h) = f(z0) + O(h). O

Proposition 5.19 Si f est holomorphe sur U alors les dérivées partielles de f sont
continues et la forme différentielle f(z)dz est fermée sur U.

La premiére assertion n’est pas immédiate. La deuxiéme dit que f(z)dz +if(2)dy
est fermée, soit

of  of

= —

8_y ox
(Cauchy-Riemann). On l'obtient directement & partir de la définition.

Corollaire 5.20 Si f est holomorphe dans U. Pour tout courbe 7 bordant un
domaine homotope a un disque dans U,

l F(2)dz =0

L’assertion reste vraie si f est continue sur U et holomorphe sur U privé d’un
nombre fini de points.

Il s’agit en fait d’un cas particulier du trés important Théoréme de Stokes pour
une k-forme o de classe O, et un domaine Q € R*¥*! & bord régulier 92, on a

/ a:/da.
o0 Q

Voir par exemple [5]. Attention ici 'opérateur de bord d n’est pas seulement topolo-
gique, il doit étre pris au sens algébrique, avec orientation. Par exemple si 2 = [a, b],
alors 09 est la différence formelle « {b} — {a} ». Pour le cas particulier qui nous
intéresse, avec k = 1, a = f(z)ds = f(z)(dz + idy), une preuve directe est donnée
dans [1]. (La proposition dit que da = 0 si f holomorphe.)

Pour traiter le cas d’un nombre fini de points de dis-holomorphie, on peut
découper le domaine encerclé par v en sous-domaines D; a l'intérieur desquels f est
holomorphe ; pour tout v; comme dans I'énoncé, tracé dans Dy, f,yj f(2)dz = 0. Par
continuité de f, on peut faire tendre «y; vers le bord orienté de D;. Puis on écrit
L=/,

On en déduit la fameuse formule de Cauchy :

Proposition 5.21 Si f est holomorphe sur U, pour tout disque D C U et a € D,
1 f(z)dz

21t Jop 2 —a

f(a) (5.5)
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ot 0D est le bord orienté dans le sens trigo.
J(z)=f(a)

z—

Démonstration. Considérer la fonction h(z) , 81 f est holomorphe, h se

0 par Stokes (corollaire 5.20).
D’autre part, un calcul direct montre que, si D = B(a,r)

1 dz

2m Jop 2 —a

prolonge par continuité en z = a. Donc [, op N(2)dz

Y

=1.

(Ecrire z =a+re?, donc le long que OD on a (r est fixé), dz = ire’?dd et 'intégrale

devient 5 OZW ’::Z: df = 2” 1d = 1). D’autre part — est holomorphe sur D \ f)
donc son mtegrale sur le bord de D\ D est nulle, donc 5= 5 L op e = 2m Jop =

O

En développant sous l'intégrale, on obtient

Corollaire 5.22 Si f est holomorphe sur U, alors elle y est analytique, cad déve-
loppable en série entiére au voisinage de chaque point : pour tout disque ouvert
D = B(z,r) C U,

:ch\z—zo\n Vze D

n=>0

de rayon de convergence R > r. Les coefficients sont

1 f(z)dz

" omi Jap (2 — z9) T

Démonstration. On peut supposer zp = 0 € U. Pour a € D et z € 9D, on
développe = = 1L = 1% (27a)". En effet on a [a] < [z] = r donc
|z7ta| < 1 donc la série est normalement convergente ; en appliquant la formule de

Cauchy (5.5) on obtient

f(a):%m.;(

ce qui (par définition) montre que f est analytique dans D. 0]

f(z)z”ldz) a”,

oD

Par les théoréme standard de dérivations sous une série normalement convergente,
on voit qu'une fonction analytique est en particulier de classe C'°°, que ce soit au
sens réel ou holomorphe. On obtient donc :

Théoréeme 5.23 — Théoréme de Morera. Soit f : U — B continue. On suppose
que pour tout disque fermé D C U, f vérifie la formule de Cauchy : Va € D,

fla) = L f(2)dz

21t Jop 2 —a

alors f est holomorphe sur U.

Démonstration. Puisque f est continue, I'intégrale est bien définie, et on peut
appliquer la preuve du corollaire ci-dessus pour intervertir sommation et intégrale.
On en déduit que f est analytique sur U, donc holomorphe. [l
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Dans le cadre banachique, on a une notion naturelle d’« holomorphie faible ».

Définition 5.24 On dit que f : U — B est faiblement holomorphe si (o f :
U — C est holomorphe pour tous ¢ € B’ (le dual topologique de B).

Le trés joli résultat suivant montre que cette notion n’est pas différente de
I’holomorphie forte!

Théoreme 5.25 f est holomorphe si et seulement si elle est faiblement holomorphe.

On va utiliser deux lemmes :

Lemme 5.26 Dans un Banach B, une partie A C B est bornée si et seulement si elle
est faiblement bornée (cad ((A) est bornée dans C pour tous ¢ € B').

Démonstration. borné = faiblement borné par la continuité de chaque ¢. Ré-
ciproquement, chaque x € A est vu comme une forme linéaire continue z sur 5’
par

Tl l(z).

Si A est faiblement bornée, la famille de formes linéaires {Z; = € A} est ponctuelle-
ment bornée, donc uniformément aussi par Banach-Steinhaus : il existe C' > 0 tq
|z|| < C,Vx € A. Or ||Z|| = sup|¢(z)|/ ||¢]| = ||z|| par Hahn-Banach. Donc A est
bornée par C. U

Lemme 5.27 faiblement holomorphe = continu.

Démonstration. Pour chaque zy € U, Appliquer le Lemme 5.26 a

A= {%;(20)7 z € B(zo,e)}

O

Démonstration du Théoréme. Un sens est immédiat. Pour I'autre, supposons f
faiblement holomorphe. Pour chaque ¢ € B', £ o f vérifie la formule de Cauchy. Par
linéarité et continuité de ¢ on a

[ (] )

(revenir & la somme de Riemann), donc f vérifie la formule de Cauchy. Puisqu’elle
est continue, par le théoréme de Morera, elle est holomorphe. [l

Fonctions méromorphes.

Soit U C C un ouvert connexe. Une fonction f : U — B est méromorphe si elle
est holomorphe (analytique) sur U privé d’un ensemble de point isolés, dont chacun
est un poéle pour f.

On dit que zp est un pdle pour f si (z — 2p)¥f(2) admet une limite non nulle
dans B quand z — zg, pour un entier k£ > 1, mais pas pour k — 1.
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Fredholm analytique.

Théoreme 5.28 Soit U C C un ouvert connexe et (7'(z)),ep une famille holomorphe
d’opérateurs de Fredholm : la fonction

)U = B(E,F)
|z T(2)

est holomorphe, et T(U) C Fred(FE, F'). On suppose que T(zp) est inversible pour
un zg € U. Alors la fonction

2= (T(2)7"

est méromorphe sur U.

Démonstration. On fixe a € U et on construit le probléme de Grushin « canonique »

de T'(a) : (;}Eg) R_()(a)). Pour z € V proche de a, le probléme reste bien posé

si on remplace uniquement 7'(a) par T'(z) (on ne touche pas aux R.). Notons
S Sy
S_ S0

T(z) est inversible ssi (ker7'(z) = 0 et IndT" = 0). Par la preuve du Théoréme
de Grushin, c’est équivalent a (ker Sp(z) = 0 et Ind Sy = 0). Puisque X4 sont de
dimension finies, c’est équivalent & dim X, = dim X_ et det Sp(z) # 0.

Puisque z — M(z) est holomorphe et a valeur dans les opérateurs bornés inver-
sibles, son inverse z — M™!(z) reste holomorphe (la dérivée se calcule directement
via la dérivée de M). Puisque les espaces X4 ne dépendent pas de z, le bloc Sy(z) est
holomorphe. (Appliquer le projecteur sur X, qui est un opérateur borné, préserve
I'holomorphie.) Donc h(z) := det Sp(z) est holomorphe sur V. h(z) = 0 <= T(z)
n’est pas inversible.

Montrons que h n’est pas identiquement nulle. Pour ce faire, on globalise : On
recouvre U par des boules V,, ot la construction précédente est faisable. On obtient
he € Hol(V,; C). Si h, est identiquement nulle, alors T'(z) n’est pas inversible pour
tout z € V,. Donc pour tout autre ouvert Vs qui intersecte V,, hg doit étre nulle sur
I'intersection V,, NV}, et donc sur tout Vs par le principe des zéros isolés. (continuation
analytique). Par connexité de U (& détailler 7), on obtiendrait que 7" n’est jamais
inversible, ce qui contredit I’hypothése en zj.

La fonction A s’annule donc au plus en un ensemble de points isolés, et son inverse
est méromorphe sur V. Il reste a en déduire que T'(2)~! est méromorphe.

Lemme 5.29 Pour z € V, si h(z) # 0 alors
T(2)" = S(2) — 8+(2)S0(2) ' S-(2)
Démonstration. On a 7S+ R_S_ =1d donc
T(S—8,8,'S )=TS~-TS . S;'S_ =1d— RS —TS,S;"S_.
On sait aussi que T'S} + R_Sy = 0 donc T'S, S;' = —R_. Donc
~R.S_ —TS,S;'S_=0.

(z) son inverse.
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Ca donne bien T'(S — S, S;'S_) = Id. Puisque T est inversible, on a le résultat. O]

On déduit du lemme que T~! est méromorphe sur V' (en multipliant par z*

on voit que chaque pole de Sy donne lieu a un péle (éventuellement trivial) de T').
Puisque a était arbitraire, on en conclut que 7' est méromorphe sur U entier. 0

Spectre d’'un opérateur compact - suite

On peut préciser la Proposition 4.14. Soit K : 7 — ¢ un opérateur compact.
La famille (K — zId),cc+ est holomorphe, a valeurs dans Fred. Donc par la théorie
analytique de Fredholm (théoréme 5.28), (K — zId)™! est méromorphe : il existe
un ensemble discret de podles dans C* pour lesquels K — zId n’est pas inversible.
Conclusion :

Proposition 5.30 Le spectre d’un opérateur compact est constitué
1. de 0 (si la dimension de F n’est pas finie)
2. et d’un ensemble discret dans C* de valeurs propres de multiplicités finies.

Attention, « discret dans C* » autorise une accumulation en 0.

Exercice 5.31 Si K est compact, on a ’alternative :
1. Soit o(K) \ {0} est fini (voire vide)
2. Soit o(K) \ {0} consiste en une suite de valeurs propres A, qui tend vers 0.

&
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Reévisions préalables : réduction des endomorphismes

Définitions
Définition 6.1 Soit (A, Dom(A)) un opérateur & domaine sur l'espace de Hilbert
€. L’ensemble résolvant est le complémentaire du spectre dans C :

p(A) = C\ o(A).

Autrement dit A € p(A) ssi (A — Ald) : Dom(A) — % est inversible d’inverse borné.
Rappel : ca veut dire que

(A= XNd)(A-Nd) ' =1d: # — H#
et
(A — Ad)™* (A — Ad) =Id : Dom(A) — Dom(A).

Rappel : si A est borné, alors A € p(A) <= (A — AId) bijectif : # — JZ tandis
que si A est fermé, alors A € p(A) <= (A — AId) bijectif : Dom(A) — 4.

On ne considérera que des opérateurs fermés. (attention, en pratique il faudra
calculer la fermeture).

Définition 6.2 Si \ € p(A), on note Ra(\) = (A — M\Id)~! 'opérateur résolvant
(ou simplement la résolvante) de A.

J'insiste : la résolvante est toujours un opérateur borné : Rs(\) € B(J), et son
image est Dom(A). Attention, la résolvante n’est en général pas inversible! (sinon A
serait borné).
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Exercice 6.3 Sur J# = (*(Z) avec base Hilbertienne canonique (e,), on définit
A': e, +— <= Montrer que ¢a définit un opérateur borné¢ A, que 0 € o(A), mais
n’est pas une valeur propre. Montrer qu’il existe un opérateur (B, Dom(B)) a
domaine dense qui « inverse » A : BA =1d sur ¢ et AB = Id sur Dom(B). En
particulier 0 & o(B). Noter aussi que A est la résolvante de B : A = Rp(0) mais
B n’est pas la résolvante de A! (qui n’existe pas en 0). .

Identités de la résolvante

Proposition 6.4 Lorsque les résolvantes sont définies, on a

(R1) ARs(A) +1d = ARA(N)

(R2) Ra(A)Ra(p) = Ra(p)Ra(N)

(R3) Ra(A) — Ra(p) = (A — ) Ra(A)Ra(p)

(R4) Rp(A\) — Ra(\) = Ra(N)(A — B)Rg(\) si Dom(B) C Dom(A).

Démonstration. (R1) est la définition. (R2) découle de (R3). Pour montrer (R3),
on écrit (noter que les compositions sont licites)

Ra(A) = Ra(M)(A — pld)Ra(p) = Ra(A)ARA(p) — pRa(A)Ra(p)
et
Ra(p) = Ra(A)(A = Ald)Ra(p) = Ra(A)ARA (1) — ARA(A)Ra(p)

ce qui donne le résultat.
Pour (R4), on note que la composition (A — B)Rg(\) est bien définie, et on écrit

(A= B)Rp(\) = (A — Ald + \ld — B)Rg()\) = (A — \d)Rp — 1d.

On conclut en composant par R4(\). O

Theoreme 6.5 Soit (A, Dom(A)) un opérateur sur .7. Alors
1. p(A) est ouvert dans C (i.e. 0(A) est fermé)
2. z+— Ra(z) est holomorphe sur p(A) (a valeurs dans B(.%))
3. d%R,q(Z) = RA<Z)2.

Démonstration. On a déja démontré le point 1 (Proposition 2.49). Prenons
maintenant zy € p(A). On écrit
A —zId = (A — 2Id)(Id — (2 — 2z0) Ra(20))

Le membre de droite est inversible sur Dom(A) si |z — zo| ||[Ra(z20)|| < 1 (c’était le
méme argument utilisé pour la proposition) et en plus on voit que ¢a donne un
développement en séries entiéres. Explicitement :

Ra(z) = (Z(Z - Zo)k(RA(Zo))k) Ra(z0) = Y (2 — 20)*(Ra(20))".

k>0 k=0
Pour le point 3, on utilise Iidentité de résolvante (R3) :
RA(Z + h) — RA(Z)
h
Puisqu’on sait que Ra(z) est dérivable, on peut passer a la limite h — 0. 0

= RA(Z + h)RA(Z)
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Sous-espaces caractéristiques, spectre discret

Soit A un opérateur borné. Si A\ est une valeur propre de A, on a la suite
croissante :

{0} # ker(A — MId) C ker(A — Ad)? C ker(A — Md)* C - ...

Posons B = A — AId. La suite est stationnaire si et seulement s’il existe IV tel que
ker BN = ker BY (en effet dans ce cas on voit que ker BN*2 C ker B"™! (donc

égal)...)
I Définition 6.6 Dans ce cas, ker(A — AId)" est appelé sous-espace caractéristique
et sa dimension est la multiplicité algébrique de \.

Exercice 6.7 (cf la dimension finie!) On note B = A — Ald. Soit N le plus
petit entier tel que ker BY = ker BN*! (on suppose qu’il existe). On choisit
u € ker BN \ ker BN~!. Montrer que la famille

(u, Bu, B*u, ... BY1u)

est libre (dans le sous-espace caractéristique). Donc la multiplicité algébrique est
> N. .

Définition 6.8 Soit A un opérateur borné. On dit que A € o(A) appartient au
spectre discret o,(A) de A si:

1. X est isolée dans le spectre;

2. X est une valeur propre de multiplicité algébrique finie.
Le complémentaire du spectre discret (dans le spectre) s’appelle le spectre
essentiel 0.(A) :

o(A) =o04(A) |_| oe(A)

= Exemple 6.9 Le « décalage a gauche » dans ¢*(N) a un noyau de dimension 1.
S(e1) = 0. Mais Vn, S"(e,) = 0 donc la multiplicité algébrique est infinie, donc
0e Je(S). ]

Dans le cas non borné, la notion de sous-espace caractéristique n’est plus perti-
nente. On va généraliser la notion de sous-espaces stables.

Commutation avec un opérateur borné

Définition 6.10 On dit qu’un opérateur fermé (A, Dom(A)) commute avec un
opérateur borné P € B(J) si

PA C AP

« pas cap’ » !

On anoté AP l'opérateur de domaine {u; Pu € Dom(A)}. Autrement dit on demande
Vu € Dom(A), Pu € Dom(A) et PAu = APu.
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Si A commute avec P, on peut définir la restriction de A sur 'image de P comme
un opérateur a domaine Dom(A) N P(J€) — P(5€).

Exercice 6.11 Si A commute avec P et Dom(A) est dense dans ¢, alors Dom(A)N
P(S) est dense dans P (). .

I Exercice 6.12 Si A est borné, A commute avec P ssi PA = AP. "

Grace a la résolvante on se raméne aux opérateurs bornés :

Théoreme 6.13 Si p(A) # (), alors A commute avec un opérateur borné P si et
seulement si il existe z € p(A) tel quel

RA(Z)P = PRA(Z)

Démonstration. Exercice. O

En particulier, A commute toujours avec sa résolvante R4 (z).

Projecteurs spectraux (de Riesz)

Pour un opérateur fermé général A, on a un analogue des sous-espaces caractéris-
tiques en présence d'un élément isolé du spectre.

Soit A € o(A), isolé : il existe un voisinage U de A dans C tel que o(A)NU = {A}.

Soit I'y un chemin fermé simple tracé dans U qui entoure A dans le sens trigono-
métrique.

Puisque la résolvante R4(z) est analytique dans U \ {A}, elle y est continue et
on peut définir l'intégrale :

1
P, = — R dz.
7 a2)dz

p) Si Ra(z) est méromorphe avec pole en A, alors —Pj est le résidu de R4 en .

p) Par holomorphie, on voit que la définition ne dépend pas du choix du chemin.
(Considérer le « tube « borné par les deux chemins et appliquer Stokes.)

Théoréeme 6.14 On suppose toujours que A est fermé. Alors Py est un projecteur
(il est continu et P? = Py) qui commute avec A. Son image Py(J#) est un sous-
espace fermé, contenu dans Dom(A), appelé sous-espace spectral associé a \.
La restriction de A a l'espace de Hilbert Py\(J¢) est un opérateur borné.

Le sous-espace spectral contient ker(A — Ald), et si A est borné, il contient tous
les ker(A — A\)V, N € N*.

Démonstration. Puisque R4 est continue sur le compact 'y, a valeurs dans les
opérateurs bornés, l'intégrale est encore un opérateur borné. Par holomorphie, on
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peut choisir deux chemins I'y = I'y, I's proches, et on a

—1 —1

On a donc par Fubini

1
P2:,—/ / RA(2)Rs(w)dwdz
g (2Z7T)2 zel'y Jwely ( ) ( )
et on utilise I'identité de la résolvante (R3) : Ra(z)Ra(w) = M ce qui donne

1 dwdz dwdz
= o / / R4(z) (i / / Ra(w)—
( Zﬂ-) zel'y Jwel's Zﬂ. zel'1 Jwels Z

[faire un dessin| Prenons le rayon de T'y 1égérement plus grand que celui de T'y.
(On peut supposer que 'y, T’y sont des cercles.) Dans ce cas, quand w est fixé et
z tourne sur I'q, il ne tourne pas autour de w, donc fr = 0 (autrement dit

1 z—w
Z ﬁ est holomorphe a l'intérieur du disque bordé par I'1). Par contre si z est
fixé et w tourne sur I'y, alors il fait un tour simple autour de z, donc

dw )
/ = —2T.
wels Z—w

On trouve donc

—1

2 r

P} = Ry(2)dz+0 = Pi.

C’est donc bien un projecteur.

L’image de tout projecteur (continu) est fermée : c’est le noyau de (Py — Id).

Montrons la commutation. Pour u € Dom(A), v := Pyu est une limite de sommes
de Riemann v, d’éléments de la forme Ra(z;)u € Dom(A). D’autre part Av,, se
calcule par une somme finie de AR4(2;)u = Ra(zj)Au (A commute avec Ra(z;))
donc la sommation de Riemann donne exactement Py(Au). Or, A est fermé, donc
nécessairement v € Dom(A) et Av = Py Au, ce qui prouve P\A C AP).

Plus précisément, puisque AR(zj)u = z;R4(2;)u + u (identité (R1)), la somme
de Riemann précédente donne

—1
Av=— [ zRa(z)udz +0.
2 Jp,
Par continuité de R4 on voit que ||[AP\u|| < C'|jul|, donc AP, s’étend en un opérateur

borné. Montrons qu’en fait Py(#) C Dom(A) (donc pas besoin d’étendre). Soit
u € P\(H); puisque Dom(A) N Py () est dense dans Py(5¢) (voir exercice 6.11),
soit u, — u, u, € Dom(A)NPy\(H). On a u, = Pyu,, donc Au,, = AP\u,, et comme
AP, est borné, ¢a converge. Puisque A est fermé, on en déduit que v € Dom(A).

Donc pour tout u € P\(J€), ||Au|| = [|[APyu|| < C'|lu|| : la restriction de A au
sous-espace spectral est bornée.
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Il reste & montrer que le sous-espace spectral contient le sous-espace propre. Si
Au = Au, alors ((A —2) + (2 — A))u = 0 et donc en composant par R4(z)/(z — \),

U
zZ— A

+ Ra(2)u=0

pour tous z € I'y, donc en intégrant :

1 U

1
dz+— [ Ra(z)dz=0
gir Jo s a0t i J, Tal2)dz

ce qui donne
u— Pyu=0,

soit u € Py(J#). Enfin, si A est borné et (A — Md)Nu = 0 alors (A — A\d)V "o =0
avec v = Au — Au. Supposons par récurrence que ker(A — \Id)N~1 C Py(J#) ; alors
v € P\(J), soit Pyv = v, ce qui donne, en utilisant PyAu = APu,

A(Pyu —u) = AN(Pyu — u),

donc (Pyu — u) € ker(A — AId) et donc par récurrence appartient & Py (7€), ce qui
implique que u € Py(57). d

Au lieu d’utiliser les sommes de Riemann, on peut passer par la caractérisa-
tion de la commutativité par les résolvantes (P, commute clairement avec la
résolvante), et utiliser l'identité de la résolvante.

Théoreme 6.15 — suite. Avec les notations du Théoréme précédent, le spectre de
la restriction de A a Py(97) est {A}.

I Corollaire 6.16 Si P, est de rang fini alors A est une valeur propre.

Démonstration du corollaire. La restriction de A & P\(J¢) est une matrice de
spectre {\}, donc A est une valeur propre : il existe un vecteur propre non nul dans
P\(S7) : c’est aussi un vecteur propre pour A. O

Démonstration du théoréme. Soit A = A;p, (). Si A — zId est inversible, alors
la restriction de R4(z) a Py\(J¢) est bien définie (car la résolvante commute avec

Py) et est un inverse de A — zId. Donc p(A) C p(A).
En utilisant I'identité de la résolvante comme précédemment on calcule

R(2)Py = _—1/ Ra(z) = Ralw) ),

2 Z—w

Donc si z € U est a 'extérieur du disque D, bordé par I, fo i—“’w = 0, donc

R(2) Py = ! Ra(w) dw

2um Jp, z—w
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On voit donc que R(z)Py s'étend en une fonction holomorphe R(z) a Pextérieur
de ce disque (i.e dans C\ D,). Lorsque z € U, et u € P\(), R(2)(A — zId)u =
R(z)P(A — zId)u = R(z)(A — zId)u = u. (Je note P = P,). Les deux membres
sont analytiques (& valeurs dans #), donc par unique continuation, R(z) est un
inverse de (A — zId) pour tous z € C\ Dy. Donc p(A) contient C\ D,. Puisque

Dy \ {\} C p(A) C p(A), on obtient

C\ {A} C p(A).

I reste & montrer que A € o(A). Pour cela, on considére la décomposition
topologique

H = P(A) @ (Id — P)(H)

(remarque : (Id — P)(s¢) = ker P) et on répéte l'argument avec le projecteur
complémentaire P — Id : si 2z est a l'intérieur du disque D), on a ﬁ fFA iww =—1
donc
R(z)(P —1d) = R(2)P — R(z) (6.1)
-1 R - R 1 d
S alz) = Raw) 0 L gy / v (6.2)
2im Jr, Z—w 2im 2w
1 R
2um Jp, z—w

qui est bien holomorphe pour tout z € D). Donc le spectre de A}(p_1q)(») est situé

a l'exterieur du disque. Donc, en supposant que A ¢ o(A), les deux restrictions
(A= Ad)P et (A — Ad)(P — Id) seraient inversibles, ce qui impliquerait A — A
inversible (d’inverse la somme directe des inverses) : contradiction. U

Définition 6.17 Sous les hypothéses précédentes, le rang du projecteur Py (éven-
tuellement infini) s’appelle la multiplicité algébrique de \.

Définition 6.18 Soit A € o(A). On dit que A € 04(A) (spectre discret) si A est
isolée dans o(A) et le rang de Pj est fini.

I Définition 6.19 Le spectre essentiel o.(A) est le complémentaire de o4(A) dans
ag(A).

» Exemple 6.20 Le spectre du laplacien sur R" est purement essentiel o(—A) =
oe(—A) = [0, 00].

Le spectre du Laplacien de Beltrami sur une variété compacte est purement
discret. Idem pour le Laplacien de Dirichlet sur un ouvert régulier borné. (Exercice :
faire le cas [0, 1].)

Avec des opérateurs de Schrodinger P = —A + V' on peut facilement obtenir un
spectre mixte. "
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Opérateurs a résolvante compacte

Soit A un opérateur fermé et on suppose qu'il existe zg € p(A) avec Ra(zp)
compact. Par l'identité de la résolvante (R3),

Ra(2) = Ra(20)(Id + (2 — 20) Ra(2))

donc tout R4(z) est encore compact. On dit que A est a résolvante compacte.

Théoreme 6.21 Si A est a résolvante compacte, alors son spectre est discret :
O'(A) = O'd(A>.

Autrement dit le spectre est constitué de valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie.

Démonstration. FEzercice : Montrer qu’'un projecteur compact est de rang fini.
Calculer le spectre de R4(zo) par la théorie de Fredholm. En utilisant 1’application
Z Z_lzo, montrer que les projecteurs spectraux de A se déduisent de ceux de Ra(z).
O

Théoreme 6.22 Si V est une fonction réelle continue telle que V' (z) — oo quand
|z| — oo, alors 'opérateur de Schrodinger P = —A + V sur R est a résolvante
compacte.

Démonstration. exercice? Voir plusieurs étapes dans le livre [2]. Voir aussi [4,
Theorem XIII.67]. O

Exercice 6.23 En dimension infinie, un opérateur a résolvante compacte n’est
jamais borné. "

&
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Extensions auto-adjointes des opérateurs symétriques

On rappelle que A (avec domaine dense) est auto-adjoint si A* = A. Comme
un adjoint est fermé, un opérateur auto-adjoint est toujours fermé. Un opérateur
symétrique (A C A*) est toujours fermable.

Définition 7.1 On dit qu’un opérateur fermable A est essentiellement auto-adjoint
si A= A*

Exercice 7.2 Dans ce cas, A (est symétrique et) admet au plus une unique
extension auto-adjointe, qui est égale a (A)* = A. .
Cette notion est naturelle si on veut « diagonaliser les opérateurs symétriques » :

Exercice 7.3 Soit (A, Dom(A)) un opérateur symétrique sur .7 séparable. Soit
(fn)nen une base Hilbertienne. On suppose que pour tout n, f, € Dom(A) et il
existe A\, € R tel que

Alors A est essentiellement auto-adjoint et

o(A) ={\,;;n € N}.

p) On peut appliquer ¢a a I'oscillateur harmonique, pour lequel les fonctions de
Hermite forment une base Hilbertienne.
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Lemme 7.4 Les assertions sutvantes sont équivalentes :
1. A est symétrique
2. Yu € Dom(A), (Au,u) € R
3. Yu € Dom(A), [|(A +i)ul|” = || Au||* + [[ul*
4. Yu € Dom(A), ||[(A+ z)u||2 =|(A - z)u||2

Démonstration. On a déja vu 1<=> 2. Pour obtenir 3 il suffit de faire le calcul.
Pour I'équivalence avec 4 on peut utiliser I'identité du parallélogramme :

AU—ZU 2 1 2 . 2
2452 = s o

2

Au + 1u 2
2

et donc

1A = a)ull* = [1(A + dyal® = 2| Aull” + [Ju® — [[(A + D).

Theoreme 7.5 Si A est auto-adjoint, alors o(A) C R (et est non vide).

Démonstration. Spectre réel :
Puisque A est symétrique, le point 3 donne

I(A + d)ull > [lu]

donc (A + 1) est injectif. Puisque A est fermé, on en déduit également que I'image de
(A + 1) est fermée. (exo). On a

ran(A + )" = ker(A* — i)

ce dernier vaut ker(A — ¢) puisque A = A*, donc I'image de A + ¢ est dense et donc
égale & . Donc A + i est inversible.

Pour z = a—ib € C\R, on écrit A—z = b(3 A— ¢ +1) et l'opérateur B = ;A —
est encore auto-adjoint, donc i & o(B), et donc A — z est inversible.

Spectre mon vide : (début) Sinon, A~! serait borné, et son spectre serait {0} :
en effet, pour z # 0, A~ — z est inversible d’inverse LA(2 — A)~1. Si 0 n’é¢tait pas
dans le spectre, ce dernier serait donc vide. Or pour un opérateur borné, le spectre
ne peut pas étre vide (la résolvante serait holomorphe bornée et 0 a I'infini : plus
précisément si B est borné et |z| > ||B|| la série de Neumann donne directement
IR (2)|| < = HBII> On verra plus tard que ga implique A" = 0 ce qui contredit
AATY =1d. [

Définition 7.6 Soit (A, Dom(A)) symétrique. L’opérateur

Salls]

Ug = (A=) (A+i)7!

est isométrique de ran(A + ¢) dans ran(A — i) et s’appelle la transformée de
Cayley de A.

Démonstration. Par le lemme, (A + ¢) est injectif donc bijectif de Dom(A) sur
son image. Uy est donc bien défini, et le lemme montre qu’il est isométrique. 0
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Proposition 7.7 Les extensions symétriques de A sont en bijection avec les extensions
isométriques de la transformée de Cayley de A.

Avantage : une isométrie est toujours un opérateur borné!
Démonstration rapide. Puisque Us(A +1i) = (A — i) sur Dom(A), on a

Lt 1)

?

(Usy—1)A
donc pour retrouver A a partir de U4 on voudrait que Uy — 1 soit inversible & gauche ;
on a méme mieux :

Lemme 7.8 Pour toute extension isométrique V de Us, V — 1 est injectif.
Démonstration. Soit (V,Dom(V')) une telle extension : ran(A + ¢) C Dom(V'). Si
Vu = u, alors pour g € Dom(V),

(Vu,Vg) = (u,v) donc (u, Vg — g) = 0.

Prenons g = (A + i)h pour h € Dom(A), de sorte que Vg = Uag. On obtient

(V—-1)g=Uag—9g=(A—i)h— (A+1i)h = —2ih (7.1)
donc

0= (u,Vg—g)=2i{u,h)

donc, par densité de Dom(A), u = 0. O

Il existe donc un unique B : ran(V — 1) — 2 tel que B(V — 1) = Id. On voit
par (7.1) que Dom(A) C ran(V —1). On va donc définir une extension A de A par
Dom(A) =ran(V —1) et

-1 1 1
A= =BV +1)= =BV —1+2) = —(1+2B)

Montrons que A est symétrique et que V' est la transformée de Cayley de A.
En effet A+ = —2iB, donc (A+1i)(V — 1) = —24, tandis que (A —i)(V —1) =
—2i(B+1)(V—-1)=-2i(1+V —1) = —2iV, donc

VA+i)(V-1)=(A-i)(V-1)
donc sur Dom(V) =ran(V — 1) on a
V(A+i)=(A—-1). (7.2)

Par unitarité de V, on trouve que ||(A + 4)ul|* = ||(A — i)u|*, donc par le lemme, A
est symétrique. La formule (7.2) dit que V' est bien la transformée de Cayley de A. OJ
Remarque : Si A est fermé, on rappelle que ran(A + 7) est fermée, et les
extensions isométriques V' se décrivent de la maniére suivante : V = Uy & W avec
A =ran(A +i)®ran(A +i)*
Uad W
A =ran(A —i)@ran(A — )"
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Il s’agit donc de comprendre les isométries W entre ran(A + i)+ et ran(A — 4)*,

cad ker(A* F 7). Dans le cas général, il faut passer aux adhérences des images de
(A £ 7). Mais puisque Uy est isométrique donc borné, il s’étend de fagon unique sur
ces adhérences. La conclusion est donc la méme : le seul degré de liberté est les
isométries de ker(A* + i) — ker(A* —1).

Définition 7.9 Les dimensions de ker(A* + i) sont appelés les indices de défaut
de A (éventuellement infinis).

Théoreme 7.10 Si A est symétrique, alors il admet des extensions auto-adjointes si
et seulement si les indices de défaut sont égaux (cad les sous-espaces correspondants
sont isomorphes.) Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A est essentiellement auto-adjoint ;

2. Les indices de défaut sont nuls;

3. A admet une unique extension auto-adjointe.

Démonstration. L’équivalence entre 1 et 2 est indépendante de la transformée de
Cayley. Puisque les indices de défaut restent les mémes en prenant la fermeture A
(exo0), il suffit de montrer que A est auto-adjointe si et seulement si les indices sont
nuls. (Voir exercice 7.2).

Si A est auto-adjoint, et A*u = tiu, alors Au = +iu donc (Au, u) = +i ||ul]* qui
n’est réel (A symétrique) que si u = 0.

Réciproquement, puisque ran(A + i) est fermée et son complémentaire orthogonal
est nul, ran(A + i) = . Pour tout v € Dom(A*), il existe u € Dom(A) tel que
(A+d)u = (A*+i)v. Or A*u = Au car A C A* donc (A* 4+ i)(u —v) = 0 donc
u—v € ker(A* +1i) = 0 donc u = v, donc v € Dom(A). Ca prouve que A* C A, et
donc égalité.

3= 2 : utiliser Cayley. 0

p) Les indices de défaut sont nuls ssi les images ran(A 4 i) sont denses dans 7.
Exercice 7.11 L’opérateur 0, sur L*(R") avec domaine C5°(R* ) est symétrique,

mais n’admet pas d’extension auto-adjointe. "

= Exemple 7.12 — exercice. L’opérateur id, sur L?*(0,1) avec domaine C§° est
symétrique, ses indices de défaut sont (1,1), donc il n’est pas essentiellement auto-
adjoint : les extensions auto-adjointes sont paramétrées par le cercle unité. "

Théoreme 7.13 Soit V' € C*°(R™; R) et soit P = —A+V 'opérateur de Schrodinger
agissant sur L?(R™) avec domaine C§°. On suppose que V est minoré. Alors P est
essentiellement auto-adjoint. En particulier, on obtient son extension auto-adjointe
par la construction de Friedrichs, et son domaine est Dom(P) = {v € L?; Pv € L*}.

Démonstration. Voir |2, Proposition 2.78] pour montrer que les images ran(P =+ )
sont denses.

Le domaine de 'adjoint est donné par les v € S tels que (Pu,v) = (u, h) pour
un h € 2, (et tout u € Dom(A)). Quand P est un opérateur différentiel symétrique
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a coefficients C*™, agissant sur L? avec domaine C§°, on peut écrire
(v, Pu) = (v, Pu) g 5 = (PV, W) g

o dans le dernier terme, P est vu comme opérateur continu de 2’ — 2’. On obtient
donc Pv=h € 2, donc Pv € L
[

Spectre des opérateurs auto-adjoints
Caractérisation par minoration.

Proposition 7.14 Si A est auto-adjoint alors A € p(A) si et seulement si 3C' > 0 tq
1
|(A = Ald)u|| > ol |lul|  Vu € Dom(A).

Démonstration. Le sens direct est immédiat puisque (A — AId)™! est bornée.
Réciproquement, puisque A est fermé, on obtient comme d’habitude que (A — AId)
est injectif d’image fermée. Mais I'image est dense : en effet ran(4 — A\Id)* =
ker(A — AId). Si A € R, alors A = \ et par hypothéses ce noyau est nul. Si A € R
le noyau est également nul car on sait que le spectre est réel (Théoréme 7.5). Donc
(A — AId) est inversible.
O

I Exercice 7.15 Plus précisément ¢a montre que B(X, &) C p(A). .

Critére de Weyl auto-adjoint.
Proposition 7.16 Soit A un opérateur auto-adjoint. Alors X\ € o(A) si et seulement
sl existe une suite (u,) de norme 1 dans le domaine telle que

(A — AId)uy|| — 0.

Démonstration. Un sens est déja connu. Pour I'autre, on écrit la contraposée de
la proposition précédente : si A € o(A) alors pour toute C, il existe u,, € Dom(A)
(qu’on normalise) tel que ||(A — Ald)u|| < 1/C,,. On prend par exemple C,, = n. O

Rayon spectral.

Définition 7.17 Soit B un opérateur borné (pas nécessairement auto-adjoint). La
limite suivante existe et s’appelle le rayon spectral de B :

r(B):= lim |B"|"" = inf ||B"|""
n—00 neN*
I Exercice 7.18 Montrer la convergence. |2, Lemma 3.20]. ]

Proposition 7.19 Soit B un opérateur normal : BB* = B*B. Alors r(B) = ||B]].

Démonstration. C’est un exo classique, voir par exemple|2, Prop 3.27] O
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Théoreme 7.20 Soit B un opérateur borné. Alors

r(B) = max{|\|; A € o(B)}.

Démonstration. La résolvante

(B—=Ad)™' =)} Z(?)’f

k>0

est une série entiére en A\~! et par le critére de Cauchy-Hadamard, son rayon de
convergence est 1/r(B) (éventuellement +00). Ce qui veut dire que si 1/ |z| < 1/r(B)
alors z € p(B), donc o(B) C By(0,7(B)), mais aussi qu'il existe un A de module
r(B) ou la résolvante n’est pas analytique, donc dans le spectre. Exercice : vérifier
que ga marche aussi si 7(B) = 0, le spectre est {0}. O

I Définition 7.21 Si r(B) = 0 on dit que B est quasi-nilpotent. C’est équivalent a

o(B) = {0}.

Proposition 7.22 — « norme de la résolvante ». Soit (A, Dom(A)) un opérateur auto-
adjoint. Alors

1

124G = G5z oty

Démonstration. Puisque Ra(z)* = Ra(z), Ra(z) est un opérateur normal. Donc
par la proposition 7.19, sa norme est égale & son rayon spectral. Par le théoreme 7.20,
c’est le module sup du spectre. Par le lien entre le spectre de A et celui de sa
résolvante (cf exercice preuve du théoréme 6.21), on a la formule. U

p) Important : c’est la premicre manifestation du théoréme spectral : voir plus
loin.

Le projecteur orthogonal.

Théoreme 7.23 Si (A,Dom(A)) est auto-adjoint et A € og(A) est isolée dans le
spectre, alors le projecteur spectral Py est le projecteur orthogonal sur ker(A— \Id).

Démonstration. Il suffit de montrer que Py, = P§ et que Py () C ker(A — AId)
(lautre inclusion est toujours vraie).

On peut passer a l'adjoint dans la somme de Riemann d’opérateurs bornés qui
définit Py. Puisque Ra(2)* = Pa(Z2), il suffit de faire le changement de variables
0 — —0 dans l'intégrale pour obtenir Py = P,.

Montrons maintenant que (A — AId) Py = 0. Comme A est fermée, on a vu qu’elle
commute avec Py et donc

(A= AP, = — [ (A= ATd)Ra(2)dz.

2m Jp,
Par (R1), on a
(A—=Ad)Ra(z) =1d + (2 — A)Ra(2) (7.3)
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donc
—1 1
(A= AMd)Py=— [ Iddz—— [ (z—=AN)Ra(2)dz
17 Ty 17T Ty
1
0 4
0 2ir . f(z)dz (7.4)

ot on note f(z) = (z — A\)Ra(z). Par la norme de la résolvante (proposition 7.22),
NIf| < |z = Al m = 1 puisque z € I') et qu’on peut prendre ce cercle aussi
proche de A qu’on veut. Donc f est holomorphe dans le disque épointé, et bornée
au centre, donc holomorphe dans tout le disque (par exemple par le théoréme de
Morera). Donc la deuxiéme intégrale dans (7.4) est nulle. O

Corollaire 7.24 Si A est auto-adjoint et A € o(A) est isolée, alors c’est une valeur
propre.

Démonstration. Sinon, on obtiendrait par le théoréme que Py = 0, or ¢’est impos-
sible : soit u,, une suite de Weyl pour A — Ald (proposition 7.16). En utilisant (7.3),
on voit que
(A= AId)R4(2) Id
Ra(z) = Z2—A 2=\
Puisque u, € Dom(A), (A — Md)Ra(z)u, = Ra(z)(A — Md)u, — 0. donc en

intégrant

PAun:wn+un

avec w, — 0 donc (u,) est une suite de Weyl pour Py —Id, donc 1 € o(P), qui n’est
donc pas nul. O

Quasi-modes.

Lorsqu’'un vecteur u vérifie « presque » 1’équation aux valeurs propres, alors il
n’est pas forcément proche d’'un vrai vecteur propre (un « mode ») mais par contre,
la « presque valeur propre » correspondante sera proche du spectre. C’est trés utilisé.

Proposition 7.25 Soit (A, Dom(A)) un opérateur auto-adjoint. On suppose qu’il existe
u € Dom(A), u# 0, A € Ryet € > 0 tels que

1(A = Mld)ul] < €lul] -

Alors c(A)N A —e, A+ €] £ 0.

Démonstration. Sinon, [A — ¢, A+ ¢] C p(A) donc dist(A,0(A)) > €, donc par la
proposition 7.22; ||R4(2)]| < 1/e. Donc pour tout u € Dom(A) \ {0},

1
lull < = 1A = A)ul],

ce qui contredit I’hypothése. O
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p) Cette proposition redémontre le critére de Weyl (Proposition 7.16).

Applications : elles sont multiples! Par exemple la construction de quasi-modes
pour l'équation de Schrédinger (ou le Laplacien riemannien) par la méthode BKW
est trés utilisée pour obtenir une approximation des premiéres valeurs propres dans
la limite semi-classique h — 0.

Quotients de Rayleigh

On appelle « quotient de Rayleigh » une quantité de la forme %. Rappel :

si |lul]] = 1, on avait introduit (Au,u) comme '« observation de I’état (particule
quantique) u au moyen de I'observable A ». Si A est auto-adjoint, cette quantité est
réelle.

Theoreme 7.26 Soit (A, Dom(A)) un opérateur auto-adjoint, minoré (cad semi-
borné inférieurement). Alors

(Au, u)

in R
o (]

mino(A) =

Bien siir si A est majoré, le résultat analogue pour le max du spectre et des
quotients de Rayleigh est valable. En particulier si A est borné, son spectre est
contenu dans [m, M], ot m, M sont le min et le max, respectivement, des quotients
de Rayleigh, et sont contenues dans le spectre.

Lemme 7.27 Si A est auto-adjoint,

(Au,u) >0 Vu € Dom(A) < o(A) C [0, +o0].
Démonstration. Si (Au,u) > 0 alors Ve > 0

(A+ d)u, u) > ¢ lul
donc

Vu € Dom(A), ellull < ||(A -+ eld)u]

donc par le critére de minoration, —e & o(A). Donc o(A) C [0, +00].
Réciproquement, si o0(A) C [0, +o0], alors Y > 0, par la proposition 7.22 on a
|Ra(—2)|| < <. Donc

2 ul® < (A +aId)ull” = [|Aull* + 2® |fu]]” + 22 R(Au, u),

donc (Au,u) = R{Au,u) > —5- | Au||*. 11 suffit de faire z — +o00. O

Démonstration du théoréme. Posons m = inf wio <‘m"§>, et A =A— mld.
u€Dom u

Donc inf % = 0, soit, pour tous u € Dom(A), (Au,u) > 0. Donc par le lemme,

a(A) C [0, +oc]. Si on avait 0 ¢ o(A), comme le spectre est fermé, il existerait o > 0
tel que o(A) C [, +o0], donc par le lemme, ((A — ald)u,u) > 0 ce qui donnerait
(Au, u)

2
[

9
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contradiction. O

Exercice 7.28 Si (A,Dom(A)) est auto-adjoint et o(A) = {0}, alors A = 0. (Ca
termine donc la preuve que le spectre d’un opérateur auto-adjoint est non vide,
voir le théoréme 7.5.) ]

Exercice 7.29 Soit A auto-adjoint & résolvante compacte. Alors son spectre
est discret et il existe une base orthonormée de vecteurs propres. "

Démonstration. On sait déja que le spectre est discret. Pour chaque \,,, on prend
une base orthonormée du sous-espace propre, et il faut montrer que ¢a forme une base
Hilbertienne de 7. Par exemple en montrant que la restriction de A a ’orthogonal
de l'espace engendré a un spectre {0}. O

Une jolie extension : le « min-max ». Voir [2, Theorem 6.23].

Théoréme spectral

Il y a plusieurs « théorémes spectraux ». Dans tous les cas, I'idée est d’avoir la
description « ultime » d’un opérateur auto-adjoint par son spectre.

La forme la plus impressionnante de ces théorémes est peut-étre celle qui dit
que tout opérateur auto-adjoint est conjugué a un opérateur « diagonal » dont les
éléments diagonaux sont les valeurs propres. Evidemment c’est simple en dimension
finie, mais que veut dire « diagonal » si on n’a pas de base de fonctions propres ?
Voir le théoréme 7.33.

Ceci dit, la forme la plus souvent utilisée est ce qu’on appelle le « calcul fonc-
tionnel », ¢’est-a~dire simplement le fait qu’on arrive a définir U'opérateur f(A) pour
essentiellement toute fonction f.

Calcul fonctionnel continu.

C’est la forme la plus facile. Ceci dit, il faut faire attention. Pour les opérateurs
bornés B, on peut directement définir P(B) pour tout polynéme P, et conclure par
densité, avec des polyndmes de degrés de plus en plus grands. Bien siir ¢a ne va pas
marcher avec A non borné, puisque le domaine de A™ peut devenir trés petit si n est
grand...

A la place on va considérer f € C3(R) I'espace des fonctions continues de R — C
qui tendent vers 0 en £o00. Bien stir ¢a ne contient pas les polynomes, mais ’avantage
est que f(A) sera toujours un opérateur borné.

Théoreme 7.30 Soit (A, Dom(A)) un opérateur auto-adjoint agissant sur 7. Il
existe une unique application linéaire @4 : f +— f(A) de CQ(R) — B(H) telle
que :

® 4 est un homomorphisme d’algebre : (fg)(A) — f(A)g(A);

f(A) = f(A)*; (donc homomorphisme de Cx algébre) ;

IF (A < [1fll (®a est 1-Lipschitz);

Siz¢&Retr.(s):= -, alors r,(A) = Ra(z) (autrement dit, ®4 fait bien

ce qu’on attend pour obtenir une résolvante).

> 89 =
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p) Si A est arésolvante compacte, on a une base (e,)nen de vecteurs propres,
et il suffit de définir

f(A) ren = f(An)en.

(Et d’étendre par densité.) Cette recette fonctionne méme lorsque f est non
bornée : dans ce cas le domaine de f(A) sera les u = > zpe, tels que

> ‘f()‘n)$n|2 < 0.

Il y a beaucoup de méthodes pour prouver ce théoréme. Dans le livre 2], on se
base sur la formule d’inversion de Fourier :

fla) = 5 [ efieras
T JR

et on « remplace x par A » dans l'intégrale. L’ingrédient de base est donc de savoir
définir €4 pour tout ¢ € R. (Théoréme de Stone |2, Chapter 7]).
Démonstration du théoréme. Ici, 'approche est plus simple, on se basera plutot
sur les résolvantes R 4(z) qui sont formellement r,(A) et qu’on a bien sir déja définies.
On sait donc déja définir tous les 7Y (A) = Ra(2)Y, N € N*. Soit E C CJ(R) P'espace
vectoriel engendré par les rY, 2 € C\ R, N € N*. A l'instar de l'identité de la
résolvante (R3), le fait remarquable est que E est stable par multiplication, c’est
donc une algeébre sur C, stable par conjugaison complexe. On voit qu’on a ainsi
construit 4 sur F : on vérifie facilement les points 1 (identité de la résolvante), 2, 3
(Prop 7.22, sachant que ||7|| = m% et 4 par construction.

Puisque r,(s) # 0,Vs € R, l'algébre F est évidemment non triviale en chaque
point, et 'analogue de (R4) montre clairement qu’elle sépare les points. On peut
donc appliquer le théoréme de Stone-Weierstrass (voir ci-dessous) : F est dense dans
CY(R). Puisque ® 4 est 1-Lipschitz sur F, elle s’étend de fagon unique sur CJ(R). On
obtient donc le théoréme. 0J

p) Je n’ai bizarrement pas trouvé cette preuve dans la littérature. Merci de me
corriger le cas échéant (trés probable). Son inconvénient est qu’elle ne donne
pas de formule simple pour calculer f(A), méme si f est trés réguliére.

R A la place de E, on aurait pu prendre E engendrée par rﬁi, N € N*, ce qui
donnerait la méme chose par densité, mais le point 4 serait plus délicat a
vérifier (7)

p) [non fait en cours| Preuve du Théoréme de Stone-Weierstrass pour Cy.
[C’est vrai sur tout espace localement compact. En gros on refait quasi toute la
preuve de Stone-Weierstrass habituelle... Peut-on faire plus simple 7| Puisque
l'algebre E est composée de fonctions bornées, elle est réticulée (son adhérence
est stable par max et min). On se donne f € C§ et € > 0. Premiére étape :
pour tout = € R, il existe g, € E telle que

VzeR, gz(2) < f(2)+€ et Vze Ky, g.(2) > f(2) —¢, (7.5)

ou on noté K, := [—z,z|. En effet, fixons = quelconque. Sur le compact
K., par le théoréme de Stone-Weierstrass habituel on trouve h, € FE tel
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que |f — hg| (2) < € sur K,. La difficulté est d’étendre en dehors de K,. On
remarque que ouvert Q, := {z € R;|f — hy| (2) < €} contient K, et est co-
compact (parce que f et h, tendent vers 0 a I'infini) ; donc le complémentaire
de €, est contenu dans un intervalle K. Posons g, = min(hy;hy,) € E. 1l
vérifie (7.5) car hy, est une e-approximation de f dans le compact K, (qui
contient K, ), et en dehors, on ne sait rien pour hg,, mais par contre on est
dans €2, donc sait que h; est une bonne approximation.

Deuxiéme étape : Soit Uouvert V, := {z € R;|f — gz| (2) < €}. Remarque :
92(2) < f(2) + € est toujours vrai, donc V,, = {z € R; g.(2) > f(2) — €}. On
remarque que K, C V,. Soit L le complémentaire de Vj; L est compact (car
f et g, tendent vers 0), donc il est contenu dans un K,,, z1 > 0. Posons
g = max(go, gz,;) € E. On préserve l'inégalité g(z) < f(2) + ¢, et comme en
chaque point z, il existe au moins un g, tel que g,(z) > f(z) — € (dans Vj on
prend go, en dehors on prend g, ), c’est vrai partout pour g.

Conclusion : E est dense dans C{), (donc égale a C{)).

Proposition 7.31 A commute avec f(A). L'opérateur f(A) est normal. Si f est réelle,
alors f(A) est auto-adjoint et

o(f(A)) C [inf f,sup f].

Démonstration non fait en cours. On a Ra(z)A C AR4(z) pour tous z. Donc
pour tous f; € E, f;(A)A C Af;(A), ce qui veut dire que si u € Dom(A), alors
fi(A)u € Dom(A) et f;(A)Au = Af;(A)u. Soit f; — f € CY. Par 3, fj(A)u — f(A)u,
et f;(A)(Au) — f(A)(Au). Puisque A est fermée, on en déduit que f(A)u € Dom(A)
et f(A)Au = Af(A)u, donc A commute bien avec f(A).

Si f est réelle, f(A) est auto-adjoint par 2.

Sif = fi+ify (avec fi, fo réels) alors fi(A) et fo(A) sont auto-adjoints et
commutent entre eux par 1, donc f(A) est normal.

Si f > 0, On obtient facilement que f(A) > 0 (on dit que ®4 est positive) en
écrivant f(s) = g(s)? pour une fonction g € CJ; et donc, par 1 et puisque g(A) est
auto-adjoint,

(f(A)u,u) = (g(A)u,u) = (g(A)u, g(A)u) > 0.
On a également, toujours si f > 0, que maxo(f(A4)) =r(f(4)) = fF(AI < |Ifll, =
sup f. Donc la proposition est prouvée pour f > 0.
Pour le cas général, on écrit f = f, — f_ avec fi > 0. Donc f(A) = f1(A) +
f-(A) et on obtient : (f(A)u,u) < (fr(Au,u) < (sup fi) ||ull® et (f(A)u,u) >
—(f-(A)u,u) = —(sup f-)||ul|*. puisque f € C§, on a sup f = sup fi > 0 et
ff:—supf 0. Donc

<
(inf £) fJull* < (F(A)u, 1) < (sup f) |lul|”

ce qui donne le résultat voulu par les quotients de Rayleigh (théoréme 7.26).

p) On peut facilement étendre ce calcul fonctionnel aux fonctions continues qui
ont une limite (commune) en 400 : il suffit d’ajouter les constantes C§(R) @ C,
et de poser, pour f = fo+ C, f(A) := fo(A) + CId. Ca reste une algebre, et
on voit que les points du théoréme sont automatiquement vérifiés. On voit
ainsi que la propriété 3 est en fait équivalente a la positivité.
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Exercice 7.32 Montrer par un calcul direct que la proposition est valable pour
les fonctions g(s) = r;i(s) +r_i(s) et h(s) = —i(ri(s) — r_i(s)). ]

Le théoréme de représentation L2
On va conjuguer A (de fagon unitaire) a un opérateur de multiplication sur son
spectre... modulo I'ennui des vecteurs cycliques...

Theoreme 7.33 — (3, Theorem 2.5.1). Soit (A, Dom(A)) un opérateur auto-adjoint
sur . 1l existe une mesure finie p sur 0(A) x N et un opérateur unitaire

U:H# — L7 = L*(c(A) x N;du)

tels que, si on note h : 0(A) x N — R la fonction h(\, n) = A, alors
1. Dom(A) = {v € H#;h-Uv € L*}
2. UAU ) = hap, Vi € U(Dom(A))
3. Vfe CYR), UF(AU = f(h).

I Exercice 7.34 Que veut dire ce théoréme pour une matrice diagonalisable? =

Le facteur N est 1a pour indexer les sous-espaces cycliques dans 7. Si 5 admet
un vecteur cyclique pour A, alors on peut supprimer le facteur N dans I’énoncé : on
obtient vraiment un opérateur de multiplication sur le spectre.

Définition 7.35 Si B est un opérateur borné, et v € J#, le sous-espace cyclique
pour B de vecteur cyclique v est

G = Vect{B™v; n > 1}

Les sous-espaces cycliques sont stables par B.

Définition 7.36 Soit (A, Dom(A)) auto-adjoint et v € J#. Le sous-espace cy-
clique pour A de vecteur cyclique v est

G := Vect{Ra(z)v; =z ¢ R}.

Lemme 7.37 St A = B est borné, les deux définitions coincident.

Lemme 7.38 Si (A,Dom(A)) auto-adjoint, et F séparable, alors il existe une suite
(G, vy) de sous-espaces cycliques telle quel

= EBnGNGn

(somme orthogonale).

Démonstration. Par récurrence. Dans le cas non séparable, ca marche aussi avec
une famille de cardinal général, utiliser le lemme de Zorn. U

Calcul fonctionnel borélien

[non fait en cours|

Comme conséquence du théoréme de représentation L2, on peut étendre le calcul
fonctionnel a toute fonction borélienne bornée, avec les mémes propriétés que le
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théoréeme 7.30. Cette extension est unique si on demande que
Vue , fi(Au— f(A)u

lorsque la suite de fonctions f; converge vers f en chaque point de fagon monotone.

Définition 7.39 Si I C R, et f = 1; (fonction caractéristique de I), alors 'opérateur
f(A) s’appelle le projecteur spectral sur I.

Sideo(A) et [A—e, A+eNa(A) ={\}, alors le projecteur spectral Py associé
a A (théoréme 7.23) coincide avec ce nouveau projecteur spectral auto-adjoint.

Fonctions boréliennes non bornées
Ca fonctionne aussi, mais évidemment les opérateurs f(A) ne sont plus nécessai-
rement bornés : on va avoir

Dom(f(A)) ={u e #; f(h)Uue L?}.

&
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