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1) Applications deux fois différentiables
)

Théoréme ("Lemme de Schwarz") Si f est deux fois différentiable au point a, sa dérivée seconde D2 f (a)

Preuve elle est un peu technique...

Montrons-le d'abord pour des fonctions d'un voisinage de (0,0) dans R?2 S F

Lemme si g: R2 - T est deux fois dérivable en (0,0), alors, quand h—0,

g(ha h) - g(h7 0) - g(O, h) + g(O, 0) = h28w8yg(0a 0) + O(hZ)

Si on prouve ce lemme, alors en l'appliquant a la fonction G(x,y) = g(y,x) on voit que la méme égalité est
vraie avec Oy 0y g(0,0) , ce qui montre que

Oy ay 2(0,0)= 6y 0 £(0,0) + o(1)
et donc
8y 8y £(0,0) = 8, &, 8(0,0).

Pour revenir au théoréme, il ne reste plus qu'a appliquer ¢a a g(x,y) =f(a + xu + yv). (Avec u et v quelconques
dans E, (x,y) proche de 0 dans R?). On a (pour a+xu € V)

dy g(x,0) = Df(a + xu)v;

c'est donc différentiable par rapport a x en x=0, et on a
Ox Oy 2(0,0) = [D(Df)(a)u] - v= D? f(a) (u,v)

et de méme

3y 0 2(0,0) = [D(DD)(a) V] - u=D? f{a) (v,u),

ce qui montre le théoreme.

Preuve du lemme: Posons



F(xy) = g(x.y) - g(x,0) - 2(0,y) + g(0,0) - y(9y g(x,0) - 9y £(0,0))

On a F(x,0)=0 et

0y F (x.y) = 8, g(x.y) - 0y 2(0.y) - Oy g(x,0) + 3, g(0.0).  (¥)

On voit que seule la fonction 0y, g intervient. Cette fonction est différentiable en (0,0), et donc VY (x,y)on a
Oy g(x,y) = 0y g(0,0) + D(dy £)(0,0)-(x,y) + o(x,y)

On applique ¢a aux 4 termes de (*) et on obtient donc

Oy F (x,y) = [1-1-1+1]0y £(0,0) + D(dy £)(0,0) [ (x,y) - (0.,y) - (x,0) - (0,0) ] + o(x,y) =0+ 0 + o(x,y)
Donc par les accroissements finis appliqués a la fonction différentiable y — F(X,y)

ona|[F(xy)l| = [[F(x,y) - F(x,0)|| < sup [|0y F]| ly| = [lo(x,y)]| ly]

Donc F(h,h) = o(h?).

En remarquant que

Jy g(x,0) - Jy 2(0,0) = x04 0y g(0,0) + o(x)

et en remplagant le terme correspondant dans F, on obtient bien le lemme. CQFD

2) Applications de classe ck

On rappelle que f est deux fois différentiable en a si f est différentiable au voisinage de a et Df est
différentiable en a.

On peut ensuite se poser la question: est-ce que Df est deux fois différentiable en a ? Autrement dit, est-ce
que Df est différentiable au voisinage de a et que D(Df) est différentiable en a ?

On dira alors que f est 3 fois différentiable en a.

Ainsi, par récurrence:

Définition On dit que f est k fois différentiable en a si f est différentiable au voisinage de a et que Df est
(k-1) différentiable en a.

Dans ce cas, on définit alors les différentielles (ou dérivées) successives:

« Df=f
. Dif=DMD"' pour 0<j<k
. DX f(a)=DD*f)(a)

On dira bien sir que f est k fois différentiable si elle I'est en tout point de U.



Définition: On dit que f est CK si elle est k fois différentiable et toutes ses dérivées DI f, j=0,...,k sont
continue. On dit que f est C™ si elle est CX pour tout k.
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