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Calcul différentiel — TD 9 avec corrections
Théoréme d'inversion locale

Exercice 1. Soit £ un espace de Banach

1. Montrer qu’il existe des voisinages de l'identité U et V dans L(E) tels que tout
opérateur A € V admet une unique racine carrée A/2 dans U. On pourra considérer
I'application f : B — B? de £(E) dans lui-méme.

2. Peut-on généraliser & la racine p-ieme AYP pour un entier p > 27
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J? = I. Montrer qu’il n’existe pas d’application « racine carrée » g, différentiable,

définie au voisinage de I, telle que g(I) = J.

3. On suppose ici E = R?. On considére la matrice J = ( (1)> Remarquer que

Indication : on pourra calculer Df(J)- H ou H = (8 é)

Correction.

1. L’application f est C! de différentielle Df(B)- H = BH + HB, donc Df(I)- H =
2H. L’application linéaire D f(I) est donc bien inversible. D’aprés le théoréme
d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de I dans L(E) tel que f|y : U —
V = f(U) soit un difféomorphisme de classe C'. Alors, I’application réciproque
g :V — U associe a tout A € V un unique élément g(A), tel que f(g(A)) = A
i.e. (g(A))? = A donc tout élément A € V, admet une unique « racine carrée »
A2 .= g(A).

2. On peut considérer I'application f : B + BP de L(FE) dans lui-méme. L’application
f est « polynomiale » donc C', en développant (I + H)P et en remarquant que [
et H commutent, on trouve que la différentielle de f en I est Df(I)- H = pH,
Df(I) est donc bien inversible. On termine de la méme maniére : 'application du
théoréme d’inversion locale donne l'existence d’un voisinage ouvert U de [ dans
L(E) tel que fly : U — V = f(U) soit un difféomorphisme de classe C*. Alors,
Papplication réciproque g : V' — U associe a tout A € V un unique élément g(A),
tel que f(g(A)) = Aie. (g(A))P = A donc tout élément A € V', admet une unique
« racine p-ieme » AP := g(A).
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n’est pas injective (n’est alors pas surjective, puisqu’on est en dimension finie).

3. Ona Df(J).H =JH + HJ, alors pour H = < >, Df(J).H =0 donc Df(J)

On rappelle (vu en cours) que ga contredit lexistence d’un inverse différentiable :
supposons qu’il existe une application g : U — V', U voisinage ouvert de [ et V
voisinage ouvert de J, telle que g(I) = J et pour tout A € U, (g(A4))* = A i.e.
pour tout A € U fog(A) =I1(A) = A.



En prenant la différentielle en A = I, on aura Df(g(I)) o Dg(I) = Id (Id étant
l'identité de £(R?)). Alors pour tout H € L(R?), Df(J)(Dg(I).H) = H, ce qui
contredit le fait que Df(J) ne soit pas surjective. Il n’existe donc pas de telle
application « racine carrée » g.

Exercice 2. (Fonctions implicites) Soit S? C R? la sphére d’équation 22 +y% 422 = 1.
On se fixe un point p = (z0, yo, 20) € S? tel que zg # 0.
1. Montrer par un calcul direct qu'il existe un voisinage V de p dans S2, et un voisinage
U de (z0,y0) dans R?, tel que tout point de V est « paramétré par U », c’est-a-dire
quil existe une application h : U — R de classe C! telle que tout point de V a
pour coordonnées (z,y, z = h(z,y)).

2. Retrouver le résultat par le théoréme d’inversion locale. On pourra considérer ’ap-
plication (z,y, 2) — (z,y, 2% + y? + 2?).

Correction.

1. Supposons zg > 0. Alors, l'ouvert V = {(z,y,2) € R® | 22 + y? + 22 = 1,2 > 0}
voisinage p dans S?, est le graphe de 'application C*®, h : U — R définie sur
U={(z,y) € R? | 22 +y? < 1} par h(z,y) = /1 — 22 — 9?2, i.e.

V={(z,y,2) eR® | 22 + 2 <1, 2= /1 — 22 —y2}.
Si 29 < 0, on prend la branche négative i.e. V = {(x,y,2) € R? | 22 +¢y% + 22 =
1,z <0} ={(z,y,2) € R® | 22 +9? < 1, 2 = —\/1 — 22 — y2} est le graphe de —h.

2. Le calcul la différentielle au point p de l'application de classe C*®, f : R? —

R3 telle que f(z,y,2) = (z,y,2% + y?® + 2?), fournit (par identification avec sa

1 0 0
matrice jacobienne) Df(p) = | 0 1 0 | qui est inversible puisque zy # 0.
2.7}0 2y0 22’0

Appliquons alors le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert Uy de
p dans R? tel que f|y, : Uy — f(Up) soit un difféomorphisme de classe C*'. Soit
g: f(h) = U, g(X,Y,Z2) = (q1(X,Y, Z),92(X,Y, Z), g3(X,Y, Z)) son application
inverse. On a g(z,y, 22 + 32 + 22) = g(f(x,y,2)) = (x,y, z) sur Uy, donc pour tout
(v,y,2) € Uy N S? on aura g(z,y,1) = (z,y,2) dott z = g3(z,y,1). Ainsi le
voisinage V = U; N S? de p dans S? est le graphe de I'application C*®°, h: U — R
définie par h(z,y) = gs(x,y,1), ou U est I'image de Uy par la projection qui oublie
z.

Exercice 3. Pour d € N on note U I'ensemble des polynémes P € R[X] unitaires de
degré d, c’est-a-dire de la forme

d—1
P(X)=X"+) a;X  a;€R.
j=0

1. Montrer que U, est un espace affine ; quel est I’espace vectoriel associé ?



2. Soit p,q € N*. Soit f 'application « produit » :

fzupxuq —>Z/{p+q
(P,Q)— PQ.

Montrer que f est un difféomorphisme local en (P, @) si et seulement si P et Q
sont premiers entre eux.

Correction.

1. On remarque que X% € U; et qu’on a un isomorphisme :

Ry_1[X] — Uy (1)
R— XY+ R (2)

donc Uy est un espace affine associé a l'espace vectoriel Ry_1[X]| (polynéomes de
degrés < d—1.)

2. Par le théoréme d’inversion locale, f est un difféeomorphisme local en (P, Q) si et
seulement si la différentielle D f(P,Q) est inversible de R,_1[X] x R,—1[X] dans
Rpq-1[X].

On calcule facilement (en développant f(P + H,Q + L), — ou bien on applique

le cours, puisque f est la restriction a U, x U, d'une application bilinéaire sur
R[X] x R[X]), la différentielle de f au point (P, Q) :

Df(P,Q)-(H,L)=PL+QH, V(H,L)eR, 1[X] xR, 1[X].

Si P, @ ne sont pas premiers entre eux, ils ont un diviseur commun de degré > 1 :
il existe un polynéme R tel que P = PiR et Q = Q1 R pour des polynémes Py, (1
(donc non nuls et de degrés respectifs < p — 1 et < ¢ — 1). Donc en choisissant
(H,L) = (—P1,Q1) ona PL+ QH = PiQ1(R — R) =0, c’est dire que Df(P,Q)
n’est pas injective (on a un élément de R,_1[X] x R,_1[X] non nul dans le noyau).
Réciproquement, supposons P, () premiers entre eux, et (H, L) € R,_1[X]xR,_;[X]
dans le noyau de Df(P,Q), c’est-a~-dire PL + QH = 0. Donc PL = —QH. Par le
lemme de Gauss, PL étant divisible par ), L serait divisible par ) ; de méme H
serait divisible par P : on a H = PiP et L = Q1Q. Pour raison de degré, ce n’est
possible que si H = 0 et L = 0. Donc, si P, sont premiers entre eux, D f(P, Q)
doit étre injective.

Conclusion, P, (@ sont premiers entre eux si et seulement si D f(P, Q) est injective
(donc bijective).



