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Calcul différentiel — TD 1 avec corrections
Espaces affines, fonctions continues, notations de Landau

Exercice 1. Soit f : R — R donnée par f(t) = zo + at, ou xg, @ € R,
1. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que R est naturellement un espace affine et que f est une application
affine.

3. On suppose que f(t) = o(t) quand ¢t — 0 (notation « o » de Landau). Que peut-on
dire de xg et g ?

4. Décrire I'ensemble des fonctions f : R — R qui vérifient f(¢) = o(t) et f(0) =0, en
termes de continuité et dérivabilité.

Correction.

1. f est polynomiale donc continue. On pourrait aussi directement montrer la défini-
tion avec les €, av... ou encore voir que |f(t) — fs| = |a| [t — s|, donc f est Lipschit-
zienne.

2. R est un espace vectoriel, donc naturellement un espace affine. On voit que f(t) =
f(0) + a- (t—0), et Papplication A : u +— au est linéaire sur R, donc f a bien la
forme d’une fonction affine : f(¢t) = f(0) + A(t — 0).

3. Puisque f est continue en 0, le fait que f(t) = o(t) implique que f(0) = 0. (En
effet, la continuité dit que lim;_,o f(t) = f(0), et le fait que f(¢) = o(t) implique
que limy_,o f(t) = 0; par unicité de la limite, f(0) = 0.) Donc zy = 0.

Puis, le fait que f(t) = o(t) dit aussi que f(t)/t — 0, ce qui s’écrit aussi

f(t) = f(0)

0 — 0 lorsque t — 0

ce qui veut dire que f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
Réciproquement : tout fonction f telle que f(0) = 0, et qui est dérivable en 0 et de
dérivée nulle, vérifie f(t) = o(t).

On a donc entiérement décrit ’ensemble en question.

Exercice 2. Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse puis
justifier la réponse donnée. Toutes les fonctions mentionnées f, g, h sont des fonctions de
R dans R.

1) Soit A un réel non nul. f =o(g) en tg = f = o0(Ag) et A\f = 0(g) en to.

2) fi=o(g1) et fa=o0(g2) enty = f1+ fo=o0(g1 + g2) en to.

3) f=o0(g9) et g=o0(h)enty = f =o(h) en tg.



4) Soit ¢ : R — R une application telle que }E? o(t) = to.
1

f=o(g)enty = foop=o0(go o) en t;.
5) Soit ¢ : R — R une application.
f=o0(g)enty = ¢of=o(pog)entp.

Mémes questions pour O a la place de o.

Correction.

1. L’assertion est vraie.
En effet, on a f(t) = g(t)e(t) et lim e(t) = 0. Comme A # 0, On aura alors

t—to
t#to
f(t) = Ag(t)ei(t), avec e1 = $ et 111? e1(t) =0, on a donc montré que f = o(g) en
ﬁ
t#to
to.
De méme on a Af(t) = Ag(t)ea(t), avec 9 = Ae et tlingl ga(t) = 0, dout Af = o(g)
%
t#10
en tg.

2. L’assertion est fausse. Contre-exemple : f1(t) = fa(t) =1t, g1(t) =1, g2(t) = —1 et
to = 0. Alors f1(t) + f2(t) = 2t n’est pas un petit o de g1 + go =0 en t = 0.

3. L’assertion est vraie. On a par hypothése f(t) = g(t)e1(t) avec tlirgl ei1(t) =0 et
—to

t#to
g(t) = h(t)ea(t) et lim eo(t) = 0.
t—to
t#to
Alors f(t) = h(t)e(t) avec lim e(t) = lim €1(¢)e2(t) = 0. D’ou f = o(h) en to.
t—to t—to
t#to t#to
4. L’assertion est vraie. En effet, on a f(t) = g(t)e(t) avec tlir? g(t) = 0. Alors fop =
—to
t#to
go .1 avec €1 = € o . Comme hmsl = lim £(¢) = 0, on a bien fop =o0(go p)
t—tq t—to
t#£t1 t#to

en t.

5. L’assertion est fausse. Contre-exemple : f(t) = t? et g(t) = t, p(t) = e’ et ty = 0.

Comme lim £ = 0, on a bien f = o(g) en 0,
0 9@)
140
mais, 11;151 @E]gcgg; 11;1’(1] et =1, d’olt ¢ o f n’est pas un petit o de pogent = 0.
170 1#£0

Pour O, on a les mémes réponses : les assertions 2. et 5. sont fausses, les autres sont
vraies.
Contre-exemple pour le 5) : f(t) = t% et g(t) = t%, sur I =R\ {0}, f(0) =¢(0) =0 et

o(t) = e'. Comme }in% % =2, on a bien f = O(g) en 0,
N

140
mais, lim £ 2 B) — Jiy = X0 () = +00, d’olt ¢ o f n’est pas un grand o de pog en t = 0.
e(g(t)) — S ’
7 28 )



Exercice 3. Soit F un espace vectoriel normé et f : R — E. On dit que f est continue
en ty € R si et seulement si Ve > 0,3a > 0 tel que : « si s € R est tel que [tg — s| < a,

alors || f(to) — f(s)]] < e ».
On suppose f continue en 0 ; montrer que pour toute suite tx — 0, on a || f(tx) — f(0)]| —

0.

Correction.

1.

Soit (tx) une suite tendant vers 0. Donc pour tout § > 0 on peut trouver un K € N
tel que |tx| < pour tous k > K.

On veut montrer que ||f(tx) — f(0)|| — 0 : autrement dit, on se donne un € > 0
arbitraire et on veut trouver un K € N tel que || f(tx) — f(0)|| < e pour tous k > K.

. Or, pour ce méme ¢, on applique la définition de continuité de f en 0, ce qui fournit

un o > 0 tel que || f(t) — f(0)]] < e dés lors que |t — 0| < a

La conclusion voulue est donc obtenue si on s’assure que |t;x| < a pour k > K. I suffit
donc de choisir le § ci-dessus (point [1)) égal & «. Ce point [I| nous fournit un K, et on voit
que ce K vérifie bien le point [2) CQFD.

Exercice 4. Soit ¢*°(N;R) ’ensemble des suites bornées (z,)nen & coefficients réels.

1.
2.

Montrer que E := ¢*°(N;R) est un espace vectoriel sur R.

Montrer que (2 )neN = sup,, || est une norme sur F, qu’on notera ||(z,)|| -

3. On considére 'application f: R — FE définie par

tes F() = (™) e .

Montrer que f n’est pas continue en 0 pour la norme ||-|| .

Correction.

1.

On peut clairement additionner terme & terme deux suites bornées x,y € FE, ce
qui donne une nouvelle suite bornée z = x + y, car |z,| = [T + yn| < |20] + |ynl.
Cette addition est clairement une loi de groupe abélien (commutative, associative,
élément neutre = la suite nulle (qui est bien bornée!), 'opposé de z est la suite
—2 = (=n)nen)-

La loi externe R x £ — E, (A, z) — X\ -z est bien str donnée par la multiplication
terme a terme par le scalaire A :

(N-x)p = Ay

La suite X - z est bien bornée (le vérifier!) et on vérifie les 4 axiomes : distributive
a gauche et a droite, 1 est élément neutre, et associative pour les scalaires (ce qui
sécrit A+ (u-x) = (Au) - : de fagon équivalente, on peut dire que cette loi définit
une action du groupe (R*, x) sur E.)



2. 11 suffit de vérifier les 3 axiomes de la norme. L’homogénéité est claire. Pour la
séparation : si sup,, |z,| = 0, alors par définition du sup, tous les |z,| sont < 0, et
donc nuls. Pour l'inégalité triangulaire, attention a la rédaction. Par exemple :

Pour tous n, |zn + yn| < |2n| + |ynl. Or |2,| < sup, |2,| et de méme pour |yy|.
Donc pour tous n,
|0+ Yn| < 2]l + 19l -

Donc ||z ..+ ]|yl est un majorant de 'ensemble des |z, 4 y»|. La borne supérieure
étant le plus petit des majorants, on a bien

|2 4+ ylloo = sup|zn + yn| < ||zl + Y]l -

3. Si f était continue en 0, on devrait avoir lim;_,o f(¢) = f(0), la limite étant comprise
au sens de la norme sur E (voir exercices 3| et 7?), c’est-a-dire

lim [1£(6) ~ £(0)].o = 0

Or, la suite f(0) est la suite constante (z, = 1). Donc la suite f(t) — f(0) est la
suite (25 (t) — 1)pen = (7™ = 1),en. Done pour tout entier k,

1£8) = FO)ll = sup foa(t) = 1 = sup e ~ 1| > e —1]

Or, sit # 0, ek 1 5 1 quand k — oo. Donc, en passant a la limite & — oo
on en déduit que, pour tout t # 0, || f(¢) — f(0)],, = 1. On ne peut donc pas avoir

limq o £(t) = £(0).

oo

Exercice 5. Montrer que ’ensemble des suites réelles qui convergent vers 1 est naturel-
lement un espace affine. Donner une norme sur ’espace vectoriel associé.

Correction. On rappelle que si X est un espace affine contenu dans un grand espace
vectoriel (ici : celui de toutes les suites), et si x € X, les élément de I’espace vectoriel
associé & X sont les différences y — x, pour y € X.
On remarque que la différence de deux suites tendant vers 1 est une suite tendant vers
0, et que l'espace E des suites tendant vers 0 est bien un espace vectoriel (le vérifier!).
Plus précisément, en choisissant par exemple x= la suite constante égale & 1, on a bien
x € X, et (le vérifier)

X={z}+FE.

Donc X est bien un espace affine associé a E.
Comme E est un sous espace des suites bornées de l'exercice [4 on peut munir E de la
méme norme ||| .



