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Exercice 1

1. Soit f : R? — R? définie par f(z, y) = (sin(z +y), 2xy>, ye®).
(a) Montrer que f est de classe C™ sur R?.

ox’ O

(c) Rappeler le lien entre dérivées partielles et différentielle et donner la valeur de D f(zg, yo)(h) pour un
vecteur h = (hy, ha) quelconque.

of 0
(b) Calculer les dérivées partielles —f, of en un point zg = (xg, yo) et écrire la matrice jacobienne.
Y

(d) Ecrire Papproximation de f(zg + h) fournie par la différentielle et donner la version matricielle.
2. Soit g : R® — R? définie par g(u, v, w) = (2u + uv?w3,ue?). Calculer la matrice jacobienne de g.
3. Calculer les dérivées partielles de f o g au point p = (1,0, 3).
Correction.
1. (a) L’application f : R? — R3 est de classe C, car ses composantes fi(z,y) = sin(z+y), f2(x,y) = 22>
et f3(x,y) = ye® sont de classe C>°.

0 0 0 0
() On o 9 (w0,90) = (2 a0, 50), 22 0,900, 22 0, 90)) = (costr + 30,208, 9067, et

0 0 0 of . L
oL (. 0) = (o) 2 o 0). S o, ) = (cos(z + ), G ™), I matrice faco

bienne est alors

cos(zg + yo) cos(zo + yo)

0 0
3 an,m) = (G i) S an)) = (208 Ga09
Y Yoe©o e®o
cos(zo + yo)  cos(zo + yo)
(¢) Ona Df(xo,y0)(h) = D f(xo,y0)(h1, he) = hl%(xo»yo)-l-hz%(ﬂfo,yo) = 2y3 620y3

Yyoe™° e®o

(d) f(zo+h)= f(z0)+Df(20).h+o(||h]]) = f(zo)+h1%(zo)+h2%(20)+0(||h||). La version matricielle

cos(zo +yo) cos(zo + yo) Iy
fotm =1+ | 2 oo | () + ol

yoemo ef()

2. La matrice jacobienne de g en un point (u, v, w)

dg g dg 2+ v2wd 2uvw?  3uvw?
oty 0) = ( G2t vv0) P ((wvw) () ) = (BT B

3. La matrice jacobienne de f o g au point (1,0, 3) est le produit matricielle

cos(3)  cos(3) 9 0 0 3cos(3) cos(3) 0
Jf(g(1,0,3)).J9(1,0,3) = J£(2,1).J9(1,0,3) = [ 2 12 ( ): 16 12 0
e? e? Lo 3e? e? 0
D’ou afog)
Og o 2
50 (1,0,3) = (3cos(3), 16, 3e)
a(g; 9) (1,0,3) = (cos(3),12, €?)

d(fog)
ow

(1,0,3) = (0,0,0)



Exercice 2

Soit £ = C°([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme ||.| . Soit F un espace de Banach et
¢ : R — F une application de classe C2. On définit T': E — F par

1
vieE, ﬂn:A¢mmm

1. Montrer que T est bien définie pour tout f € E.
2. Montrer que T' est continue.

3. Montrer que T est différentiable que sa différentielle en tout point f € F est donnée par
1
Vhe B, DT(f).h= / Bt (F(1))dt.
0

(on pourra utiliser une formule de Taylor)
4. Expliciter les formules obtenues pour T(f) et DT(f).h lorsque p(x) = 23 — 222 —z et F = R.
Correction.

1. Soit f € E. Comme ¢ : R — F est de continue, ¢(f) : [0,1] — F est une application continue a valeur
dans un espace de Banach, son intégrale sur [0, 1], T'(f) est bien définie.

2. Soient f,h € E. Comme ce sont des fonctions continues sur le compact [0, 1], on peut supposer qu’il
existe une constante M > 0 telle que || f]loc < M/2 et ||h]leo < M/2 ce qui entraine ||f + hljoo < M.
Comme ¢’ est continue, il existe K > 0 tel que pout tout = € [—M, M], ||¢'(2)| » < K.

A(ﬂﬂﬂ+mw—w /W| (1)) — p(F(0)]p dt.

Par I'inégalité des accroissements finis,

I (f () +2(@®) = e(fONp < _max " (@) #[|]]|oo-

x€[—M, M)

Alors, |T(f +h) =T(f)llp =

Ainsi |[T(f+h) =T(f)llp < [m%/;(M] ll¢'(@)||F|Ih]loe < K|/h|ls est localement lipschizienne, donc
re|—M,

continue.

3. On peut supposer, comme " est continue, que la constante K > 0, choisie dans la question précédente
vérifie, pout tout « € [—M, M], ||¢"(z)| < K.

Par la formule de Taylor avec reste de Lagrange ( voir poly du cours théoréme 2.82 page 28), pour tout
t € 0,1],

2
lp(f(t) + n(t)) = (£ (1) = R} (f (D)l < lh(;)l

K 2
sup [l¢"(@)p < 5 1S
z€[—M, M)
Alors, par linéarité de I'intégrale et le fait que les intégrants sont des fonctions continues & valeurs dans
un Banach, on aura

1

Hﬂf+m—TU%— W) (1))t

0

< [ elre)+ @) = o1 (0) = bl Ot < G [

F

Comme & Hh|| est un o(||h|| ) Yh € E — DT(f).h = fo 1) (f(t))dt est linéaire continue, T est
différentiable et de différentielle au point f, l’apphcatlon DT(f): E — F telle que

Whe B, DT(f).h :/O W) (F(1))dt.

Remarque 0.1 On obtient comme conséquence que l’application T est continue.
4. Si F =Ret ¢(x) = 2® — 222 — x on aura pour f, h € E,
1
T(f) = / (f3(t) = 2f%(t) — f(1))dt et DT(f).h = [ h(t).(3f2(t) — 4f(t) — 1)dt
0
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Exercice 3

n
n munit £ =R" de la norme ||(z1,...,2,)[; = Z ;.
i=1
1. Soit A € M,(R) une matrice n x n, qu’on identifiera avec I’application linéaire £ > X — AX € E.
Calculer sa norme subordonnée en fonction de ses coefficients (a; ;).

2. On considére I'application < transposée » de M, (R) — M, (R) qui & A associe tA. Est-elle continue ?
Quelle est sa norme ?

Correction.
n
1. Le i-éme coefficient de AX est (AX); = Z ai;Ty, , donc
k=1

n

JAX |, =>"

i=1

n n

n
S22 laal okl < e 3l X0

i=1 k=1

n
E ATk

k=1

On a donc ||[AX]|| < C || X] avec C = max Z |aix|. Pour montrer que C' est optimale, on doit trouver

un X particulier tel que ||[AX|| > C'||X]|. Supposons A # 0 (sinon il n’y a rien a montrer) et prenons
n

I'indice k = kg pour lequel le max;, est atteint dans C, c¢’est-a-dire C' = Z |aik,| - Soit X dont toutes

i=1
les composantes sont nulles sauf la ko-éme qui est égale & 1. Alors || X||; =1 et

n
E ik Tk

k=1

n

lAx| =7

i=1

n
=D lair, | = CIX].
=1

n
Ainsi || A = m]?xz laik] -
i=1
2. C’est une application linéaire en dimension finie (n?), donc continue. Pour trouver sa norme, il faut trouver
la constante C' optimale telle quelle [|*A]| < C'||A4| . Par la question précédente, on a immédiatement
n

que |[tA| = maxz |aix| . La majoration la plus naturelle est
K2

k=1
n
tAl| = ik| < ik| = ikl < Al =n|lAll .
ol = a3 < 323 ol = 3 3 ol < 3 141 = m )
On a donc ||tA]| < C'||A]| avec C' = n. Cherchons une matrice particuliere telle que [|A|| =1 et ||tAl| = n.
11 suffit de choisir
1
tA=1 :| o0
1

La norme de 'application <« transposée > est donc bien ”tHE(Mn(R),Mn (®)) = M-
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