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L3 : Calcul Différentiel
Corrigé du contrôle continu du 14 novembre 2023

Exercice 1

Soit l’application 𝑓 : R2 → R défine par 𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩ 0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

(𝑥2 + 𝑦2) cos
(︂

1√
𝑥2+𝑦2

)︂
si (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0)

1. Étudier la continuité de 𝑓 sur R2.

2. Étudier la différentiabilité de 𝑓 sur R2.

3. 𝑓 est-elle de classe 𝐶1 sur R2?
Correction. La fonction 𝑓 est le produit et composée de fonctions 𝐶∞ sur R2 ∖ {(0, 0)}, elle est donc de
classe 𝐶∞ sur R2 ∖ {(0, 0)}.

(1. et 2.) On a pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ R2, |𝑓(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑜(‖(𝑥, 𝑦)‖) ; 𝑓 est donc différentiable en (0, 0) et
de différentielle nulle. Ainsi, 𝑓 est différentiable (donc continue) sur R2.

(3.) Pour (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0), on a

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 cos

(︃
1√︀

𝑥2 + 𝑦2

)︃
+ (𝑥2 + 𝑦2)

(︃
− sin

(︃
1√︀

𝑥2 + 𝑦2

)︃)︃(︃
−𝑥

(
√︀

𝑥2 + 𝑦2)3

)︃

= 2𝑥 cos
(︃

1√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︃
+ 𝑥√︀

𝑥2 + 𝑦2
sin
(︃

1√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︃
.

On a |2𝑥 cos
(︂

1√
𝑥2+𝑦2

)︂
| ⩽ 2|𝑥|, se terme tend vers 0 lorsque (𝑥, 𝑦) tend vers (0, 0). Le second terme,

le long de la droite 𝑦 = 0, est égal à 𝑥
|𝑥| sin

(︁
1

|𝑥|

)︁
, et n’a pas de limite lorsque 𝑥 tend vers 0.

La fonction 𝑓 n’est pas de classe 𝐶1 sur R2, puisque ses dérivées partielles ne sont pas continues.

Exercice 2

Soit 𝐸 un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (𝑥, 𝑦) ↦→ ⟨𝑥, 𝑦⟩. On note 𝑁(𝑥) = ‖𝑥‖ = ⟨𝑥, 𝑥⟩1/2

la norme associée.
1. Montrer que 𝑁 est différentiable en tout point 𝑎 ̸= 0 et que la différentielle de 𝑁 au point 𝑎,

𝐷𝑁(𝑎) = ⟨𝑎, ·⟩
𝑁(𝑎) i.e. pour tout ℎ ∈ 𝐸, 𝐷𝑁(𝑎).ℎ = ⟨𝑎,ℎ⟩

𝑁(𝑎) .

2. Soit 𝑓 : 𝐸 → R définie par 𝑓(𝑥) = arctan(𝑁(𝑥)).
(a) Montrer que 𝑓 est différentiable en tout point 𝑎 ̸= 0 et calculer 𝐷𝑓(𝑎).
(b) Montrer que pour tout 𝑎 ̸= 0, ‖𝐷𝑓(𝑎)‖ ⩽ 1.

(c) Montrer que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ⩽ ‖𝑥 − 𝑦‖.
(on pourra distinguer les cas : 0 /∈ [𝑥, 𝑦] et 0 ∈ [𝑥, 𝑦] )

Correction.

1. On a pour 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑥⟩1/2 = 𝑔 ∘ 𝑓(𝑥), avec 𝑔 : R+ → R, 𝑔(𝑡) =
√

𝑡 différentiable (même de
classe 𝐶∞) sur R+ ∖ {0} et 𝑓 : 𝐸 → R, 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑥⟩ est forme bilinéaire continue donc différentiable
(même de classe 𝐶∞ ) sur 𝐸. De plus, pour tout 𝑡 ∈ R+ ∖ {0}, 𝑔′(𝑡) = 1

2
√

𝑡
et pour tout 𝑥 ∈ 𝐸,

𝐷𝑓(𝑥) = 2⟨𝑥, ·⟩. Par le théorème de dérivation des fonctions composées, 𝑁 est différentiable sur
𝐸 ∖ {0} et pour 𝑎 ̸= 0

𝐷𝑁(𝑎) = 𝑔′(𝑓(𝑎))(𝐷𝑓(𝑎)) = 1
2
√︀

𝑓(𝑎)
(2⟨𝑎, ·⟩) = ⟨𝑎, ·⟩√︁

‖𝑎‖2
= ⟨𝑎, ·⟩

‖𝑎‖

i.e. pour tout ℎ ∈ 𝐸, 𝐷𝑁(𝑎).ℎ = ⟨𝑎,ℎ⟩
‖𝑎‖ .



2. Soit 𝑓 : 𝐸 → R définie par 𝑓(𝑥) = arctan(𝑁(𝑥)).
(a) Sur 𝐸 ∖ {0}, 𝑓 est la composée de deux applications différentiables, 𝑓 = ℎ ∘ 𝑁 , où ℎ : R → R

définie par ℎ(𝑡) = arctan(𝑥). Par le théorème de dérivation des fonctions composées, 𝑓 est
différentiable sur 𝐸 ∖ {0} et pour 𝑎 ̸= 0

𝐷𝑓(𝑎) = ℎ′(𝑁(𝑎))(𝐷𝑁(𝑎)) = 1
1 + 𝑁2(𝑎)

(︂
⟨𝑎, ·⟩
𝑁(𝑎)

)︂
= ⟨𝑎, ·⟩

(1 + ‖𝑎‖2) ‖𝑎‖

(b) Pour 𝑎 ̸= 0, 𝐷𝑓(𝑎) : 𝐸 → R est une application linéaire continue. Pour ℎ ∈ 𝐸, en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

|𝐷𝑓(𝑎)ℎ| = |⟨𝑎, ℎ⟩|
(1 + ‖𝑎‖2) ‖𝑎‖

⩽
‖𝑎‖ ‖ℎ‖

(1 + ‖𝑎‖2) ‖𝑎‖
= ‖ℎ‖

(1 + ‖𝑎‖2)
⩽ ‖ℎ‖

ainsi ‖𝐷𝑓(𝑎)‖ ⩽ 1.

Montrer que pour tout 𝑎 ̸= 0, ‖𝐷𝑓(𝑎)‖ ⩽ 1.

(c) Soient 𝑥 et 𝑦 des éléments de 𝐸 ∖ {0}.

Si 0 n’est pas dans le segment [𝑥, 𝑦], alors ‖𝐷𝑓(𝑎)‖ ⩽ 1 pour tout 𝑎 ∈ [𝑥, 𝑦], comme [𝑥, 𝑦] est
convexe, l’inégalité des accroissements finis |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| ⩽ ‖𝑦 − 𝑥‖.

Si 0 ∈ [𝑥, 𝑦], alors il existe 𝑡 ∈]0, 1[ tel que 0 = 𝑥 + 𝑡(𝑦 − 𝑥), d’où 𝑦 = 𝛼𝑥 avec 𝛼 = 𝑡−1
𝑡 < 0.

Ainsi, 0 /∈ [𝑥, −𝑦] et ‖𝑦 + 𝑥‖ ⩽ ‖𝑦 − 𝑥‖, comme 𝑓(−𝑦) = 𝑓(𝑦), d’après le cas précédent

|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| = |𝑓(−𝑦) − 𝑓(𝑥)| ⩽ ‖𝑦 + 𝑥‖ ⩽ ‖𝑦 − 𝑥‖.

Le dernier cas à considérer, est celui où : 𝑦 = 0 ou 𝑥 = 0. Par exemple, supposons que 𝑦 = 0.
On doit alors montrer que pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(‖𝑥‖) ⩽ ‖𝑥‖ . Il suffit d’étudier les variations
de la fonction 𝜙 : R+ → R définie par 𝜙(𝑡) = arctan(𝑡) − 𝑡. On a 𝜙′(𝑡) = −𝑡2

1+𝑡2 ⩽ 0 donc 𝜙 est
décroissante, d’où pour tout 𝑡 ⩾ 0, 𝜙(𝑡) ⩽ 𝜙(0) = 0 par suite arctan(𝑡) ⩽ 𝑡.

Exercice 3

On munit l’espace vectoriel 𝐸 = 𝐶0([0, 1],R) de la norme ‖.‖∞, définie par ‖𝑓‖∞ = max{|𝑓(𝑥)|; 𝑥 ∈ [0, 1]}.
On considère l’application 𝐿 : 𝐸 → 𝐸, 𝑓 ↦→ 𝐿(𝑓) définie par

(∀𝑡 ∈ [0, 1]) 𝐿(𝑓)(𝑡) =
∫︁ 1

0
(𝑡 + 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

1. Vérifier que 𝐿 est linéaire
2. Montrer que 𝐿 est continue et que ||𝐿|| = 3

2 .

3. ||𝐿|| est-elle atteinte ?
Correction.

1. La linéarité de 𝐿 est une conséquence de la linéarité de l’intégrale.

Remarque 0.1 Pour tout 𝑓 ∈ 𝐸, |𝐿(𝑓)(𝑡)−𝐿(𝑓)(𝑡′)| = |
∫︀ 1

0 ((𝑡+𝑠)− (𝑡′ +𝑠))𝑓(𝑠)𝑑𝑠| ⩽ ‖𝑓‖∞|𝑡− 𝑡′|
est Lipschitzienne donc continue, donc 𝐿 est bien une application de 𝐸 dans 𝐸.

2. On a pour 𝑓 ∈ 𝐸

‖𝐿(𝑓)‖∞ = max
𝑡∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
(𝑡 + 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⩽ ‖𝑓‖∞ max

𝑡∈[0,1]

∫︁ 1

0
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

⩽ ‖𝑓‖∞ max
𝑡∈[0,1]

[︂
𝑡𝑠 + 𝑠2

2

]︂1

0
= ‖𝑓‖∞ max

𝑡∈[0,1]

(︂
𝑡 + 1

2

)︂
= 3

2‖𝑓‖∞

L’application linéaire est alors continue et ||𝐿|| ⩽ 3
2 .

Pour 𝑓 = 1, 𝐿(1) =
∫︀ 1

0 (𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑡 + 1
2 et ‖𝐿(1)‖∞ = 3

2 . Ainsi ‖𝐿‖ = 3
2 .

3. La norme de 𝐿 est atteinte par exemple en 𝑓 = 1.
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