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Les documents (cours, TD, ... ) et les appareils (calculatrice, téléphones, ...) ne sont pas

autorisés. Chaque réponse devra étre soigneusement justifiée (ne pas se contenter d’une suite
de calculs sans explications).
Le sujet comporte quatre pages et quatre exercices.

Exercice 1. Soit (u,) la suite définie par ug = 5 et, pour tout n € N, u, 1 = 3u, — 8.
(a) Calculer uy, ug, us.

(b) Donner en pseudo-code ou en python une procédure récursive prenant en entrée un entier naturel
n et renvoyant la valeur de wu,.

(c) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a u, =4+ 3™.

(d) Pour tout n € N, donner une expression explicite de la somme >}, ug.

Solution:
(a) On a

U =3uy) —8=15-8=7, wup=3u; —8=21-8=13, ug=3us—8=39—8=3l.

(b) def u(n):
if n==0:
return 5
return 3*u(n-1)-8
(c) On considére pour n € N, I'assertion Hy,: u, =4+3". Ona4+3° =4+ 1 =15 = ug donc Hy est
vraie.

Soit n € N tel que H,, est vraie. Montrons que H,+1 est vraie. Par définition de la suite, on a
Upt1 = Suy — 8. Comme H,, est vraie, on a u, = 4 + 3™. Donc

Unt1 =3up, —8=3(4+3") —8=34—-8+33"=4+3"t".

Donc H,,41 est vraie.
Ainsi, pour tout entier naturel n, H,, est vraie, c’est-a-dire u,, = 4 + 3™.

(d) Soit n € N. On a d’aprés la question précédente

n n n n
S =Y e =3 e 3 sk
k=0 k=0 k=0 k=0
Par la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique, on obtient
n
3n+1 —1 3n+1 -1

Zuk:4(n+1)+— =4(n+1)+ —
P 3—1 2
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Exercice 2. (a) Donner, en écriture hexadécimale, le résultat de la somme (AF714)16 4+ (FAC2019)16
(b) Ecrire en base 3 I'entier qui s’écrit 2019 en base 10.

(c) Donner, en binaire, le quotient et le reste de la division euclidienne de (1010101010101)2 par 5.
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Exercice 3. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 11 divise 10" 4 (—1)"+1,

(b)
()

Soit m un entier naturel et n = (a,a,—1...ap)10 son écriture en base 10. Montrer que 11 divise
n-— Zizo(—l)kak-
En déduire le reste de la division euclidienne de 138265405753556863 par 11.

Solution:

(a)

On considére pour n € N, I'assertion H,,: 11(10"™ + (—1)"+1)
Ona 104 (=1)°*!'=1—-1=0et 0= 11 x 0 donc H, est vraie.
Soit n € N tel que H,, est vraie. Montrons que #,+1 est vraie. On a

10n+1+(_1)n+2 0(10n ( )n-i—l) 10(_1)n+1 ( 1)n+1 _ 10(10n ( )n-l—l) ( 1)n+1.11

Comme H,, est vraie, 11 divise 10" + (—=1)"*L. Comme 11 divise aussi (—1)"T1.11, 11 divise
10(10™ + (—1)™*1) — (=1)"*1.11. Donc 11 divise 107! + (=1)"+2 et H,, 11 est vraie.

Ainsi, pour tout entier naturel n, H,, est vraie,

Par définition de Pécriture en base 10, onan = >, ay10%. Donc

r

n— Z Year = Zak (10% + (—1)"+1)

k=0

D’aprés la question précédente, pour tout entier k& compris entre 0 et r, 11 divise 10% + (—1)F+!
donc divise ag(10F + (—1)*+1). Ainsi I’expression considérée est une somme d’entiers divisibles
par 11, et est donc divisible par 11.

Si la différence de deux entiers est divisible par 11, ces deux entiers ont le méme reste dans la
division euclidienne par 11 (et réciproquement). D’aprés la question précédente, tout entier a donc
méme reste dans la division euclidienne par 11 que ’entier obtenu en prenant la somme alternée
de ses chiffres. Ainsi N = 138265405753556863 a le méme reste dans la division euclidienne par
11 que

—14+3-842—6+5-4+0—5+7—5+3—5+5—6+8—6+3 =2—6—1—4+2—-2+0+2—-3 = —10

or —10 = —11 4+ 1 donc le reste de la division euclidienne de N par 11 est 1.
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Exercice 4. En appliquant 1'algorithme d’Euclide, déterminer le pged de 594 et 272.
Existe-t-il des entiers relatifs u et v tels que 594 u + 272v =37

Fin de l’énoncé
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