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Résumé
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Introduction
La Nature est un temple où de vivants piliers
Laissent parfois sortir de confuses paroles ;
L'homme y passe à travers des forêts de symboles
Qui l'observent avec des regards familiers.

Baudelaire, Correspondances (Les Fleurs du Mal)

Le pendule de Huygens — Les origines de la géométrie et donc de la
mécanique (en particulier céleste) se confondent avec celles des mathéma-
tiques elles-mêmes. Néanmoins, on attribue généralement l'étude du pre-
mier système dynamique au mathématicien hollandais Christiaan Huygens.
Sous le règne de Louis XIV, Huygens obtient la charge importante de diriger
l'Académie Royale des Sciences. C'est ainsi qu'il propose au roi son célèbre
traité sur le mouvement du pendule pesant et son application à la construc-
tion d'horloges à balancier [87]. Huygens est fier que ses pendules, les plus
exactes jamais construites alors, équipent les appartements du roi, servent
les bateaux pour leurs mesures de longitudes (1), et procèdent d'une analyse
mathématique subtile. C'est un exemple à méditer d'une symbiose entre ce
qu'on appellerait aujourd'hui les mathématiques pures et appliquées :

Dans cette science [la géométrie] que j'ai toujours beaucoup admirée et
aimée, je me suis proposé surtout, toutes les fois que je m'y adonnai,
la considération de problèmes dont la solution serait utile soit pour la
commodité de la vie soit pour la connaissance de la nature. Mais c'est
lorsque je tombais sur des sujets où l'utilité était unie à une difficulté
de les tirer au clair qui exigeait des raisonnements subtils que j'avais
l'impression de m'y appliquer le plus avantageusement. [op. cit.]

Le pendule de Huygens le plus simple, appelé aussi “pendule sphéri-
que”, pourra servir d'exemple pour la majorité des mathématiques que je
présenterai ici. C'est le premier exemple de ce qu'on appelle aujourd'hui
un système complètement intégrable, et c'est un exemple non trivial. Huygens
savait que pour un pendule simple seules les petites oscillations possèdent
une fréquence constante, ce qui en fait en quelque sorte le précurseur de

(1). avec un succès limité, il est vrai. En contrepartie, la précision des pendules a permis
de découvrir que le champ gravitationnel terrestre n'est pas constant à la surface du globe !
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4 INTRODUCTION

Figure 1: Christiaan Huygens et son livre sur les horloges à ba-
lancier

l'analyse locale des systèmes dynamiques. L'analyse globale de ce système
est bien plus tardive, puisque c'est en 1980 que Cushman et Duistermaat
exhibent le pendule sphérique comme premier exemple dont la monodromie
est non triviale [52]. Une dizaine d'années plus tard, cette monodromie est
comprise en terme de la singularité dite foyer-foyer que possède ce système
lorsque le pendule est en position d'équilibre instable, à son altitude maxi-
male [104, 164, 166]. La géométrie de cette singularité est exploitée dans [147]
pour décrire son influence sur les systèmes semi-classiques : les systèmes dé-
crits par la mécanique quantique et dont la limite classique possède de telles
singularités. Cette description met en œuvre des invariants spectraux qui se
révèlent après coup généraliser des invariants symplectiques semi-globaux
de ces fibrations lagrangiennes singulières [151]. À leur tour, ces invariants
se révèlent utiles pour déterminer la persistance de tores invariants (KAM)
en cas de perturbation du système...[57] Enfin dans l'étude du pendule sphé-
rique se pose également la question globale du recollement des informations
(géométrique, spectrales) recueillies en différents points singuliers. Il reste
néanmoins que le pendule est bel et bien un modèle de simplicité dans la
mesure où il ne présente pas de singularité de type hyperbolique. Les singu-
larités hyperboliques font la richesse d'autres exemples non moins célèbres
comme les toupies (Lagrange, Kovalevskaya), les billards ellipsoïdaux, le
problème de C. Neumann, etc. (consulter par exemple le livre [115]).
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J. Lagrange S. Kovalevskaya

Avant d'entrer dans le vif du sujet, je me propose de situer dans leur
cadre historique les notions qui vont nous intéresser et qui concernent l'étude
des systèmes complètement intégrables en mécanique classique et quan-
tique.

Mécanique classique

[...] il est singulier que dans les questions qui paraissent très simples,
dans le cas, par exemple, du mouvement de trois points qui s'attirent
mutuellement, on ne connaisse pas d'autres intégrales exactes de ces
équations, que celles qui sont communes à tous les problèmes, et qui
sont fournies par les principes généraux du mouvement du centre de
gravité, des aires, des forces vives. Poisson [120]

On utilisera toujours la formulation hamiltonienne (2) de la mécanique clas-
sique. L'espace des positions et des vitesses, ou encore espace des phases,
est en termes modernes une variété symplectique. C'est une variété diffé-
rentiable M munie d'une 2-forme différentielle ω fermée (dω = 0) et non
dégénérée (de déterminant non nul en chaque point) ; on dit que ω est une
forme symplectique. Hamilton avait introduit une certaine intégrale de cette
forme qu'il appelait la « fonction caractéristique » qu'on a vite rebaptisée
« intégrale d'action ». Poisson a très vite reconnu l'utilité de la vision de Ha-
milton et de cette forme symplectique en elle-même, qu'il appelait en termes
surannés une « quantité infiniment petite du second ordre » [120]. Elle in-
duit une dualité entre 1-formes et champs de vecteurs sur M. Étant donnée
une fonction f ∈ C∞(M), on note X f le champ hamiltonien correspondant :
ω(X f , ·) = −d f . Ce champ définit un système dynamique sur M dont les

(2). de William Rowan Hamilton, brillant mathématicien irlandais. Il écrit son mémoire [76]
à l'âge de 29 ans.
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solutions sont les trajectoires t 7→ m(t) vérifiant

dm(t)
dt

= X f (m(t)). (1)

On appelle (1) le système hamiltonien associé à la fonction f ; cette dernière
étant appelée en retour le « Hamiltonien du système ».

À toute structure symplectique est associé un crochet de Poisson, introduit
par Poisson en 1809 [119] — donc bien avant Hamilton —, qui est une forme
bilinéaire antisymétrique sur C∞(M) donnée par la formule

{ f , g} = X f g = ω(X f ,Xg).

Une fonction g transportée le long du flot du système hamiltonien (1) vérifie
donc dg(m(t))

dt = { f , g}(m(t)). En particulier f est toujours constante le long
des trajectoires du système. Il est remarquable qu'ici f et g jouent des rôles
interchangeables ; on en déduit le théorème de Noether : si on se donne un
système hamiltonien f qui admet une « symétrie hamiltonienne » g (ie. f est
invariante par le flot engendré par g), alors g est une intégrale du mouvement :
g est invariante le long du flot engendré par f .

En mécanique classique, un système hamiltonien complètement inté-
grable est un système possédant un ensemble complet d'intégrales pre-
mières en involution. Autrement dit si M est de dimension 2n on se donne
n fonctions lisses f1, . . . , fn dont les différentielles sont presque partout in-
dépendantes et vérifiant { fi, f j} = 0 pour tout couple (i, j) (3). Nombreux
sont les exemples historiques de systèmes hamiltoniens qui, par le jeu de
symétries et via le théorème de Noether, se sont révélés être complètement
intégrables.

La plupart du temps, dans ce livre, on ne s'intéressera pas particulière-
ment au Hamiltonien H qui définit le système. En principe, c'est n'importe
quelle fonction qui commute avec les fi. Certains auteurs demandent par-
fois que H soit une fonction des fi — ce qui est toujours le cas près d'un
point régulier. D'autres supposent même que H est l'une des fonctions fi,
par exemple f1.

De notre point de vue, l'objet essentiel sera plutôt l'application moment
F := ( f1, . . . , fn) : M→ Rn.

Tores de Liouville ? — Le premier résultat fondamental dans l'étude des
systèmes complètement intégrables est qu'au voisinage d'une composante
connexe régulière d'une fibre de F, F est une fibration symplectiquement
linéarisable. Si la fibre est compacte, le modèle linéaire est le voisinage de la
section nulle de T∗Tn muni de la fibration en tores horizontaux.

(3). Un peu d'algèbre linéaire montre que n est le nombre maximum de telles fonctions
indépendantes en involution.
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Cela implique en particulier que les trajectoires de n'importe quel Ha-
miltonien du système sont des droites s'enroulant sur un tore horizontal et
parcourues à vitesse constante (mais dépendant du tore considéré).

Ces tores lagrangiens sur lesquels s'effectue la dynamique sont nommés
tores de Liouville, alors que le théorème en question ou théorème des variables
actions-angles est attribué à Liouville et Arnold. Comme nous allons le voir,
cette nomenclature ne reflète pas exactement l'historique du sujet.

J. Liouville

Né l'année où Poisson introduit son « crochet »,
Liouville a certainement œuvré pour le développement
des systèmes complètement intégrables. Par l'introduc-
tion dans les années 1850 de la 1-forme différentielle
α = ∑i pidqi dite avec justesse « 1-forme de Liouville »
il est un des précurseurs de la vision moderne de la mé-
canique en terme de géométrie symplectique (4).
Sa contribution principale dans ce domaine est d'avoir
montré comment intégrer localement un « système com-
plètement intégrable » au moyen d'une primitive locale
de α restreinte aux sous-variétés invariantes [98].

Pour autant, l'appellation « tore de Liouville » me paraît douteuse. À ma
connaissance, rien dans les publications de Liouville ne permet d'affirmer
qu'il savait qu'en général le mouvement avait lieu sur un tore (même s'il est
probable qu'il s'en soit rendu compte sur un certain nombre d'exemples où
les tores lagrangiens sont donnés par des équations polynomiales explicites).
Au contraire, les articles [98, 100, 99] ne font état que d'études à caractère
purement local.

La première étude sérieuse de la dynamique des systèmes intégrables sur
toute la fibre lagrangienne F−1(c) est due il me semble à Mineur [108, 109],
qui dans des articles des années 1935–1937 récemment redécouverts (voir
[145, 168]) énonce et prouve pour la première fois le théorème des variables
actions-angles (5). On peut même arguer qu'Einstein connaissait ces tores
« de Liouville », qui apparaissent plus oumoins dans son article de 1917 [60].
Mais l'argument mathématique essentiel manque.

Ce théorème a ensuite été redécouvert par Arnold en plusieurs étapes.
En 1963 [2], il montre que les fibres sont des tores sur lesquelles la dyna-
mique est quasi-périodique ; dans [5], il complète l'énoncé en incluant la
description du voisinage du tore, mais rajoute pour cela une hypothèse su-
perflue. Voir également [4].

Plus récemment, de nombreuses personnes ont fourni diverses preuves
complètes, dont celle du célèbre article de Duistermaat [52].

(4). Il est difficile d'être catégorique sur l'historique de cette 1-forme. D'une certaine façon,
moins explicite, elle est déjà présente dans les travaux de Poisson et Hamilton.
(5). J'espère mettre au propre dans un délai (dé)raisonnable tous les détails de la preuve

de Mineur...
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Duistermaat construit dans cet article les obstructions à globaliser le théo-
rème de Liouville-Arnold-Mineur, lorsque l'ouvert des valeurs régulières de
F n'est pas topologiquement trivial. Il obtient deux invariants : la monodro-
mie et la classe de Chern. La première est l'obstruction à ce que le fibré en
tore donné par F soit un fibré principal ; si la monodromie est triviale, la
classe de Chern est la classe d'équivalence du fibré principal.

Le problème de la globalisation des variables actions-angles avait déjà
été abordé quelques années auparavant par Nekhoroshev [117], qui en avait
donné une réponse un peu moins complète. Par la suite, d'autres généralisa-
tions ont été proposées, dont celle de Dazord et Delzant qui étudient le cas
de feuilletages isotropes symplectiquement complets (dans le sens où l'or-
thogonal symplectique est aussi un feuilletage) [44]. Un point intéressant est
qu'ils voient la base comme une variété de Poisson.

Singularités — L'approche de Duistermaat est très naturelle. D'un point
de vue pratique, son principal inconvénient est qu'elle ne considère que la
partie régulière de la fibration F. On sait bien par l'exemple de la théorie de
Morse que de tels invariants sont souvent calculables au moyen justement
des singularités du système.

Même si les premières formes normales locales pour les singularités des
systèmes intégrables datent maintenant de près de 40 ans ([123]), leur uti-
lisation globale est très récente (et d'une certaine façon, assez tardive par
rapport aux progrès de la géométrie algébrique).

Dans cette optique, le premier résultat – que j'ai déjà mentionné plus
haut – est qu'on peut “génériquement” calculer la monodromie par l'étude
des singularités de type foyer-foyer. En se basant sur les formes normales
locales C∞ des singularités des systèmes intégrables dues à Eliasson [61], on
peut classifier symplectiquement ces systèmes près d'une telle fibre singu-
lière ; c'est ce que j'appelle la classification semi-globale [151]. Le passage du
semi-global au global possède plusieurs facettes. Dans la suite logique de
l'article de Duistermaat, l'approche “classe caractéristique” qui permet une
classification topologique au moyen d'une chirurgie adaptée a été menée à
bien par Nguyên Tiên Zung [165, 167]. Une autre approche consiste à s'inté-
resser seulement aux systèmes proches des actions hamiltoniennes toriques
dont on connaît bien la classification et a été récemment explorée dans les
articles [133, 97] et [152]. J'en parlerai davantage par la suite.

Mécanique quantique

La formulation mathématique actuelle de la mécanique quantique non
relativiste se résume à l'étude d'opérateurs (en général auto-adjoints) sur
des espaces de Hilbert : à leur spectre et leur dynamique.
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Mais dans son fondement physique, la mécanique quantique est indis-
sociable de la mécanique classique (voir par exemple l'ouvrage [93]). Il est
donc naturel et hautement souhaitable de disposer d'une théorie mathéma-
tique quantique qui intègre la mécanique classique comme cas limite. Dans
une telle théorie dite semi-classique, un système complètement intégrable est
la donnée de n opérateurs f̂1, . . . , f̂n qui commutent deux à deux : [ f̂i, f̂ j] = 0,
et dont la limite classique fournit des Hamiltoniens fi qui définissent un sys-
tème complètement intégrable au sens classique.

Bohr, Sommerfeld, Einstein et les autres — Parmi les quelques notions
dont j'aurai besoin dans ce texte pointent les noms de physiciens célèbres,
fondateurs de la mécanique quantique. Planck, le premier, a compris que
certains phénomènes physiques nécessitaient l'abandon douloureux de la
théorie classique. En 1900 il annonce sa formule de radiation faisant inter-
venir des quanta d'énergie. Pourtant, Planck prétend ne pas comprendre la
théorie quantique et laisse le soin à ses collègues de mettre sur pied l'ar-
senal adéquat. Quelques années après, en étudiant l'effet photoélectrique,
Einstein réalise qu'il a besoin d'introduire des quanta d'énergie semblables à
ceux de Planck, qui s'écrivent h̄ν, où ν est un entier et h̄ est (à un facteur 2π
près) une constante appelée désormais la constante de Planck. En 1913 Bohr
confirme la formule de Planck en calculant la position des raies spectrales de
l'atome d'hydrogène, mettant ainsi la communauté scientifique d'accord sur
la nécessité d'une nouvelle théorie. Le physicien-mathématicien Sommerfeld
généralise les résultats de Bohr au cas d'orbites elliptiques ainsi qu'au cas
multidimensionnel avec des variables canoniques séparées.

M. Planck A. Einstein A. Sommerfeld

Cette règle de quantification dite de Bohr-Sommerfeld est le premier ré-
sultat semi-classique, dans la mesure où il se base sur un outil classique (des
trajectoires périodiques) pour décrire un résultat quantique (la quantifica-
tion des transitions d'énergie). Il est remarquable que cette “règle” précède
l'invention de la mécanique quantique moderne en 1925-1926, années où
Schrödinger écrit la théorie de l'atome d'hydrogène au moyen d'un opérateur
différentiel, où Dirac explique rigoureusement la loi de Planck, et où Heisen-
berg propose son principe d'incertitude et la formulation « matricielle » de
la mécanique quantique.
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N. Bohr W. Heisenberg E. Schrödinger

Très vite, les fondements mathématiques de la mécanique quantique de
Heisenberg en termes d'algèbres d'opérateurs sont proposés par Von Neu-
mann et rassemblés dans le livre [141] en 1932. Planck, Einstein, Bohr, Hei-
senberg et Schrödinger ont chacun reçu le prix Nobel de physique.

En 1917, à la suite des travaux de Sommerfeld et d'Epstein (ce dernier
a l'idée d'utiliser les techniques de Jacobi pour trouver des variables cano-
niques séparées), Einstein [60] propose de généraliser les règles de Bohr-
Sommerfeld au cas multidimensionnel des systèmes intégrables. Cette ap-
proche a été d'abord complètement ignorée par le monde de la physique
quantique, et ce probablement pour les deux raisons suivantes : en pre-
mier lieu, même si on sait depuis Liouville comment localement transfor-
mer un système complètement intégrable en un système aux variables sé-
parées, il est très délicat d'incorporer des transformations canoniques géné-
rales comme celles de Liouville dans la théorie de Schrödinger (6) ; l'autre
raison, à mon avis, est que l'article d'Einstein est à la fois trop géométrique
(dans le sens abstrait du terme) pour parler aux physiciens de l'époque, et
trop vague pour intéresser les mathématiciens. Il contient pourtant de nom-
breuses idées redécouvertes bien plus tard par des mathématiciens comme
Mineur et Arnold.

Certainement l'un des premiers mathématiciens à s'intéresser de près
aux intégrales d'actions dans les systèmes intégrables, Mineur en 1935 a
immédiatement reconnu leur application possible à une règle de quantifi-
cation de type Bohr-Sommerfeld [107]. Malheureusement, comme Einstein
en 1917, il n'en propose aucune justification mathématique autre que l'idée
très générale que cette quantification, assurant une certaine robustesse aux
objets considérés, doit s'appliquer à des invariants adiabatiques comme les
intégrales d'action.

(6). En outre, ce résultat local de Liouville ne donne pas de recette pratique pour calculer
les intégrales d'action de Bohr-Sommerfeld.
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En 1958, Keller (7) redécouvre enfin l'article d'Einstein et tente de le relier
à l'équation de Schrödinger [90].

Analyse semi-classique — Même si la mécanique quantique a été cons-
truite pour pallier les insuffisances de la mécanique classique, sa formula-
tion même repose sur cette dernière ; la quantification des niveaux d'énergie
de l'atome de Bohr est indissociable de l'analyse des trajectoires circulaires
des électrons comme particules « classiques ». Certes on peut, après coup,
développer (avec succès) une mécanique quantique abstraite basée sur l'ap-
proche « théorie des opérateurs » de Heisenberg et Von Neumann. Mais
comment a-t-on déterminé la forme du potentiel dans l'équation de Schrö-
dinger ? On peut postuler des interactions élémentaires, vérifiées par l'ex-
périence, et tout reconstruire sur la base de celles-ci. Mais si on cherche à
expliquer ces « lois », il me semble que dans la vaste majorité des cas le
potentiel est déterminé par analogie avec la mécanique classique. Dévelop-
per une théorie mathématique rigoureuse de la limite semi-classique est, à
mon sens, non seulement un outil technique intéressant, qui permet parfois
d'en savoir davantage et de mieux calculer, mais également une nécessité
philosophique qui justifie les fondements de mécanique quantique. Plus pro-
saïquement, mais dans le même ordre d'idées, il m'est arrivé d'entendre des
physiciens affirmer que le semi-classique sert surtout à comprendre le quan-
tique.

Je parlerai dans ce document de la “recette” semi-classique proposée par
Bohr et Sommerfeld et qui permet vraiment de décrire le spectre des sys-
tèmes complètement intégrables (et pas seulement séparables, contrairement
à une croyance assez répandue). Mais le lecteur ne doit pas penser que le
semi-classique se restreint au cas intégrable. Les techniques semi-classiques
pour des systèmes non complètement intégrables incluent par exemple la
fameuse « formule des traces » de Gutzwiller [74] et Balian-Bloch [8], abon-
damment étudiée par de nombreux mathématiciens encore de nos jours, à la
suite de Chazarain [25], Colin de Verdière [28] et Duistermaat-Guillemin [54].

La justification mathématique de ces recettes est en général délicate,
même dans le cas intégrable. Les outils “élémentaires” d'analyse asympto-
tique qui permettent d'écrire l'équation de Schrödinger dans la limite h̄ → 0
donnent lieu à des équations souvent très compliquées, car il est difficile d'y
retrouver les aspects géométriques de la mécanique classique. Le premier
à s'être intéressé à mettre en place une théorie de « quantification asymp-
totique » de la mécanique classique est à ma connaissance Maslov dès les
années 1960. On consultera avec intérêt son livre [102]. Cette époque voit
également l'invention des opérateurs pseudo-différentiels qui servent immé-

(7). Je passe ici sur plusieurs développements historiques comme les approches de
Brillouin et Kramers en 1926. Dans la littérature physique, ce que j'appelle toujours la règle
de Bohr-Sommerfeld et en général appelée la quantification EBK pour Einstein, Brillouin et
Keller.
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diatement pour démontrer le théorème de l'indice d'Atiyah-Singer. L'idée de
les utiliser pour formaliser de façon satisfaisante l'approche de Maslov fait
son chemin, en partie grâce à Duistermaat qui applique les puissantes mé-
thodes de Hörmander, et qui est le premier à avoir examiné les conditions
de Bohr-Sommerfeld dans ce contexte [51]. En même temps des mathémati-
ciens comme Leray [95] et Arnold [3] comprennent le rôle géométrique de
l'indice de Maslov que ce dernier avait introduit (à la suite de Keller) comme
correction de la règle de Bohr et Sommerfeld. (8)

La théorie des opérateurs pseudo-différentiels et opérateurs intégraux de
Fourier « à petit paramètre h̄ » est ensuite développée systématiquement et
avec grand succès par Helffer, Robert, Sjöstrand et d'autres... C'est celle que
j'utiliserai dans ce texte. À la suite de Duistermaat, le premier à avoir jus-
tifié rigoureusement l'utilisation des conditions de Bohr-Sommerfeld pour
décrire le spectre d'un système complètement intégrable régulier est Colin
de Verdière [31] dans le cas d'une variété compacte, suivi par Charbon-
nel [21] pour Rn. Ces travaux se situent dans le cadre de la théorie pseudo-
différentielle initiale dite homogène qui est moins intuitive du point de vue
semi-classique. Le cas à petit paramètre a ensuite été traité par Charbon-
nel [22] au moyen de l'asymptotique du propagateur quantique. Une mé-
thode plus proche de la formulation initiale de Bohr-Sommerfeld et basée
sur la construction de quasi-modes est donnée dans [147]. C'est celle qui
sera reprise ici (théorème 4.1.11).

Pour finir cette introduction et pour évoquer un sentiment que j'ai eu
l'occasion d'éprouver à plusieurs reprises, je dirais que l'inconvénient prin-
cipal de l'analyse pseudo-différentielle réside dans l'intrinsèque difficulté
à définir les objets, ce qui est en grande partie cause d'une incompréhen-
sion presque totale de la part des physiciens. Tant qu'un effort ne sera pas
fait de la part des mathématiciens pour vulgariser leur science, les physi-
ciens continueront d'affirmer (non sans raison) que les seuls opérateurs de
Schrödinger que l'on puisse rigoureusement traiter avec la règle de Bohr-
Sommerfeld sont les systèmes séparables (9)(ainsi l'atteste par exemple Gutz-

(8). Bien entendu les physiciens savaient depuis longtemps que les règles de Bohr-
Sommerfeld devaient en général être corrigées. Voici ce qu'en dit Heisenberg en 1924 : « Il
s'avéra que, de prime abord, les formules déduites de la théorie de Bohr étaient incorrectes ; mais que,
grâce à une petite modification de ces formules, on pouvait arriver à des équations nouvelles qui four-
nissaient apparemment, de façon précise, les résultats expérimentaux. C'est ainsi que l'on apprit à
s'adapter progressivement aux difficultés qui se présentaient. »[77]. Mais le choses allaient vite à
cette époque : Einstein affirmait encore en 1917 qu'« il ne subsiste aucun doute sur le fait que
pour les systèmes dynamiques périodiques à un degré de liberté la condition de quantification admet
la forme

∫
pdq = nh ».

(9). La définition d'un système séparable est délicate dans la mesure où, pour les pionniers
de la mécanique quantique, la distinction entre séparable et intégrable n'est pas claire. Est
séparable un système dynamique qui s'intègre facilement en choisissant des “bonnes” coor-
données dans l'espace des positions. La solution approchée correspondante de l'équation de
Schrödinger est alors un produit de fonctions, chacune à une seule variable. Einstein discute
ce point dans son article de 1917 [60].



PLAN DE CE LIVRE 13

willer en 1990 [75]).

Plan de ce livre L'Art est long et le Temps est court.

Baudelaire, Guignon (Les Fleurs du Mal)

Ce ouvrage se propose d'expliquer la théorie des systèmes intégrables
classiques et quantiques dans une progression naturelle allant des résul-
tats les plus locaux aux plus globaux. Il serait en partie erroné de penser
qu'il suit un ordre historique. Les précurseurs de l'étude des systèmes dy-
namiques n'ont considéré que des exemples globaux (10), puisqu'ils sont an-
térieurs à l'invention du calcul infinitésimal (et donc de l'analyse locale) !
La remarque vaut avec encore plus de force pour la mécanique quantique,
puisque la notion de transformation canonique locale quantique est très ré-
cente et toujours considérée comme délicate : elle repose essentiellement sur
l'analyse microlocale initiée par Hörmander dans les années 1960.

Ce n'est bien entendu pas le but de ce livre que de présenter en détail la
variante semi-classique de l'analyse microlocale. Cela étant dit, le lecteur ap-
préciera peut-être qu'on en rappelle malgré tout les principales propriétés.
C'est le but du premier chapitre.

Trois exemples simples et représentatifs des préoccupations de ce livre
sont exposés au deuxième chapitre.

Au troisième chapitre commence l'étude des systèmes intégrables pro-
prement dite. Le chapitre est consacré à la compréhension locale dans l'es-
pace des phases de la structure créée par la donnée d'un système intégrable.
On y adopte le point de vue des formes normales.

Le quatrième chapitre présente l'aspect fondamental de la géométrie dite
« semi-globale » qui s'intéresse à des ensembles invariants par le flot conjoint
du système. Des invariants numériques apparaissent, liés à la topologie ou
à la structure symplectique.

Le cinquième et dernier chapitre rassemble les résultats obtenus pour
en déterminer les conséquences sur l'analyse ou la géométrie globale du
système, en commençant par la théorie spectrale du spectre conjoint. On y
trouve des résultats naturels concernant la globalisation des conditions de
Bohr-Sommerfeld, ainsi que d'autres, plus inattendus, comme une formule
de géométrie symplectique de type Duistermaat-Heckman où se manifeste
la monodromie du système intégrable.

Le livre ne mentionne qu'un nombre très limité d'exemples. Le lecteur
intéressé est invité à consulter les références pour les y dénicher. Outre les
exemples fondamentaux du chapitre 2, il est bon néanmoins d'avoir à l'es-
prit qu'il existe deux grandes classes d'exemples : d'une part, ceux qui sont

(10). Et c'est encore l'optique de nombreux ouvrages sur les systèmes intégrables.
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obtenus comme approximations intégrables de systèmes plus compliqués, ty-
piquement à l'aide d'une forme normale de type Birkhoff. Cette technique
est d'ailleurs reconnue et appréciée par les physiciens (cf. [88],[58]). D'autre
part on sait montrer qu'un certain nombre d'exemples classiques possèdent
une « quantification exacte » où les intégrales du mouvement deviennent des
opérateurs commutant exactement avec le Hamiltonien (voir par exemple les
articles [135],[105]).
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Chapitre 1

Introduction à l'analyse
semi-classique

La mécanique quantique occupe une position très
originale dans le rang des théories physiques —
elle contient la mécanique classique en tant que cas
limite et, en même temps, elle a besoin de ce cas
limite pour pouvoir être fondée.

Landau et Lifchitz, Mécanique Quantique [93]

Le but de ce chapitre est de rappeler les fondements de l'analyse semi-
classique, en insistant sur la notion de microlocalisation. Si les résultats ba-
siques seront cités sans preuve, certains énoncés moins standard sur la no-
tion de front d'onde seront expliqués avec quelques détails. Je ne chercherai
pas à retracer l'historique de l'analyse semi-classique (1) mais plutôt à intro-
duire directement les objets qui seront utiles dans la suite du livre.

Objets classiques, objets quantiques. — L'espace des phases de la méca-
nique classique sera dans ce livre une variété M de classe C∞, de dimension
2n, munie d'une forme symplectique ω. On rappelle que la forme symplec-
tique est là pour implémenter la mécanique hamiltonienne : étant donnée
une fonction f ∈ C∞(M) — appelée observable classique, ou Hamiltonien—,
on obtient une dynamique dite « classique » par le flot du champ de vecteurs
hamiltonien correspondant X f , défini par dualité :

ω(X f , ·) = −d f .

Le crochet de Poisson associé à cette structure symplectique est { f , g} =
X f g = ω(X f ,Xg). Il munit l'ensemble des observables d'une structure d'al-
gèbre de Lie, compatible avec la multiplication usuelle au sens de l'identité
de Leibniz :

{ f , gh} = { f , g}h + g{ f , h}.
(1). L'essai de Helffer [78] est une très bonne référence à ce sujet.

15
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On dit que A = C∞(M) est munie d'une structure d'algèbre de Poisson.
Dans cet environnement, un système complètement intégrable sera en gé-

néral donné par l'application moment F = ( f1, . . . , fn), où les fi sont des
fonctions C∞ sur M à valeurs réelles, qui sont en involution : { fi, f j} = 0.
On verra au chapitre suivant les différentes facettes de cette définition. Par
exemple, certaines situations mettent plutôt en valeur, au lieu de l'applica-
tion F, l'espace engendré par les fi qui est une sous-algèbre commutative de
A .

Les hypothèses classiques étant posées, qu'est-ce que leur quantification ?
Le mot revêt maintenant dans la littérature mathématique des aspects très
divers. Au sens premier, quantifier un système de mécanique classique c'est
exhiber un système de mécanique quantique dont il est, en un sens à pré-
ciser, la « limite classique ». Le procédé de quantification possède donc un
aspect formel et un aspect concret. L'aspect formel consiste à déterminer
la nature de cette « limite ». La façon la plus naturelle à mon sens est la
quantification dite par déformation : les observables quantiques sont vues
comme déformations des Hamiltoniens classiques lorsqu'un certain para-
mètre h̄ cesse d'être nul. Ainsi, si A désigne l'algèbre des Hamiltoniens
classiques, l'algèbre quantique formelle est

A [[h̄]] := A + h̄A + h̄2A + · · ·

Cette algèbre est supposée munie d'un produit associatif noté en général ⋆
ou ⋆h̄ qui mélange la multiplication usuelle et le crochet de Poisson de façon
à satisfaire à l'axiome :

f ⋆ g = f g+
h̄
2i
{ f , g}+O(h̄2).

Ainsi, d'une part le produit « étoile (2) » tend vers la multiplication usuelle
lorsque h̄ → 0, d'autre part si l'on introduit le crochet associatif [ f , g] =
f ⋆ g− g ⋆ f on obtient l'identité dite parfois «relation de commutation de
Dirac (3) » :

[ f , g] =
h̄
i
{ f , g} +O(h̄2).

Formellement, on peut donc naturellement définir un système complètement
intégrable quantique comme la donnée de n observables f j ∈ A [[h̄]] vérifiant
[ fi, f j] = 0.

Remarque 1.0.1 Il existe évidemment des variantes et généralisations de la
version que je présente de la quantification par déformation. Par exemple,
on peut abandonner l'axiome de produit étoile pour demander uniquement
la relation de commutation de Dirac. Plus importante est la généralisation

(2). On dit en anglais « star-product ».
(3). À la suite de Heisenberg, Dirac a été le premier à fonder la mécanique quantique sur

ces aspects « non commutatifs ».
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des constructions au cadre des variétés de Poisson. Puisqu'en effet rien ne
dépend de la structure symplectique autrement que par le crochet de Pois-
son il est naturel de considérer le cadre d'une variété M simplement munie
d'un crochet de Poisson — satisfaisant les identités de Jacobi et Leibniz. Une
grande réussite de Kontsevich est d'avoir montré que cela suffisait pour ob-
tenir en toute généralité l'existence d'un produit ⋆ sur l'algèbre des fonctions
C∞ [92]. △

Il se trouve que la quantification par déformation ne suffit pas pour faire
de la « vraie » mécanique quantique. L'aspect concret du procédé de quanti-
fication consiste justement à obtenir des vrais opérateurs, c'est-à-dire à réali-
ser l'algèbre quantique A [[h̄]] comme une algèbre d'opérateurs agissant sur
un certain espace de Hilbert, permettant par exemple de traiter l'opérateur
de Schrödinger Ĥ = − h̄2

2 ∆ + V(x). C'est cet aspect concret, conjointement
aux propriétés formelles, qui fait l'intérêt et la force de l'analyse semi-clas-
sique que ce chapitre tente de présenter.

Cependant, la quantification semi-classique n'est pas possible pour n'im-
porte quelle variété symplectique M. L'algèbre des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels concerne uniquement le cas où M est un fibré cotangent sur une
variété X de dimension n (on note M = T∗X), et c'est uniquement cette
quantification que nous étudierons dans ce livre.

Lorsqu'on quantifie des fibrés cotangents, on ne se rend pas toujours
compte que d'un point de vue géométrique la seule donnée de la forme
symplectique est insuffisante. L'analyse semi-classique nécessite en réalité
le choix d'une primitive de ω, c'est-à-dire une 1-forme α telle que dα = ω.
Lorsque M = T∗X, il existe un choix canonique pour α : c'est la 1-forme
dite de Liouville. Si (x1, . . . , xn) sont des coordonnées locales pour X, et
(ξ1, . . . , ξn) les coordonnées associées dans les fibres du cotangent (coordon-
nées qualifiées de « canoniques »), alors ω = ∑i dξi ∧ dxi et

α := ∑
i

ξidxi.

Remarque 1.0.2 Au lieu de se restreindre aux espaces cotangents, on pour-
rait également accepter comme espaces classiques les variétés symplectiques
compactes dites préquantifiables, que l'on quantifierait par la théorie des opé-
rateurs de Toeplitz. L'analogue du α serait alors la 1-forme de connexion du
fibré en droite préquantifiant. Il est tentant de conjecturer que tous les ré-
sultats que je présenterai pour M = T∗X ont leur analogue étroit en termes
d'opérateurs de Toeplitz sur des variétés compactes (voir le livre de Boutet
de Monvel et Guillemin [15]). La différence se fera sentir sur le calcul des
termes de type “sous-principaux”. Charles [23] a déjà effectué un certain
nombre de travaux dans cette direction. △
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1.1 Opérateurs h̄-pseudo-différentiels

Les opérateurs pseudo-différentiels font maintenant partie du paysage
usuel des équations aux dérivées partielles ou de l'analyse sur les variétés.
Mais cette familiarité peut se révéler trompeuse, car il existe une multitude
de classes d'opérateurs pseudo-différentiels, chacune optimisée en vue de
telle ou telle situation. Ce chapitre présente une classe simple et adaptée aux
besoins des chapitres suivants, tout en usant de ce prétexte pour essayer de
dégager les concepts communs et fondamentaux de la théorie.

La quantification de T∗X utilisée dans ce livre est celle des opérateurs
dits « h̄-pseudo-différentiels (4) », qu'on appelle parfois opérateurs pseudo-
différentiels semi-classiques, par opposition à la théorie dite homogène pré-
sentée par exemple dans les ouvrages de Hörmander [86]. En réalité toute
théorie pseudo-différentielle est de nature semi-classique ; la théorie homo-
gène choisit de fixer h̄ = 1 et de remplacer la limite « semi-classique » h̄→ 0
par la limite ξ → ∞, où ξ est la variable cotangente de T∗X.

Aspect formel

Lorsque X = Rn, l'algèbre déformée A [[h̄]] = C∞(T∗X)[[h̄]] est représen-
tée au moyen de la quantification dite de Weyl : à toute série formelle

a(x, ξ; h̄) = a0(x, ξ) + h̄a1(x, ξ) + h̄2a2(x, ξ) + · · ·
est associé un opérateur formel A = Opw(a) défini par l'intégrale :

(Au)(x) = (Opw(a)u)(x) =
1

(2πh̄)n

∫

R2n
e

i
h̄ 〈x−y,ξ〉a( x+y

2 , ξ; h̄)u(y)|dydξ|.
(1.1)

Le Hamiltonien formel a est appelé le symbole de Weyl de A. L'opérateur A
est appelé le quantifié de Weyl de a.

La quantification de Weyl n'est pas l'unique façon d'associer un opéra-
teur à un symbole, loin de là. Parmi d'autres choix naturels on trouve la
« quantification à gauche » ou la « quantification à droite », qui sont les cas
extrêmes de la famille de quantifications obtenues en remplaçant dans (1.1)
le terme x+y

2 par le barycentre tx+ (1− t)y. Le choix intermédiaire de Weyl
possède de nombreuses propriétés agréables (5), comme celle de transformer
un symbole réel en un opérateur formellement symétrique. Ainsi, si a(x, ξ; h̄)
est un polynôme alors A est l'opérateur différentiel obtenu en remplaçant ξ par
ξ̂ := h̄

i
∂

∂x et en moyennant toutes les façons d'ordonner l'écriture obtenue. Par
exemple, en dimension 1,

Opw(xξ) =
1
2
(xξ̂ + ξ̂x) =

h̄
i
(x

∂

∂x
+

1
2
).

(4). J'ai choisi dans ce livre de noter h̄ la constante semi-classique. Pour les physiciens, h̄
est reliée à la constante de Planck h par h = 2πh̄.
(5). Le livre [67] est une bonne référence à ce sujet.
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En fait cette description caractérise entièrement la quantification de Weyl.
Puisqu'un opérateur se trouve ainsi associé à chaque élément de A [[h̄]],

on récupère immédiatement un produit associatif sur A [[h̄]] en rapatriant
le produit de composition des opérateurs. Ce produit noté ⋆ vérifie les
axiomes de produit-étoile sur R2n = T∗Rn, et s'exprime par la formule dite
de Moyal [159, 116]

a ⋆ b = a exp

(
h̄
2i

(←−
∂

∂ξ

−→
∂

∂x
−
←−
∂

∂x

−→
∂

∂ξ
x

))
b,

où la flèche indique sur quelle fonction, a ou b, la dérivation doit opérer.
L'exponentielle est vue ici comme série formelle : exp(h̄c) = ∑k∈N h̄kck/k!.
Pour davantage de détails sur ces aspects le lecteur est invité à consulter l'ar-
ticle de Weinstein [158] ou les premiers chapitres du livre de Fedosov [66].

Aspect concret

La réalisation concrète de la quantification de Weyl permet de fournir
de vrais opérateurs agissant sur L2(X), pour des symboles qui ne sont plus
nécessairement polynomiaux. Elle repose sur une analyse fine des classes de
symboles autorisés, qui doivent être stables par composition tout en respec-
tant la graduation en h̄.

Une fonction sur Rd, dépendant de façon quelconque d'un paramètre
réel h̄, sera un symbole d'ordre zéro si lui-même et toutes ses dérivées sont
bornées sur R2n, uniformément par rapport à h̄. L'espace des symboles
d'ordre zéro est noté S0(Rd) ; on pose Sk(Rd) = h̄kS0(Rd) de sorte que
Sk+1 ⊂ Sk. On notera S• = ∪k∈ZSk et S∞ = ∩k∈ZSk. S• est appelée une classe
de symboles. On notera Ch̄ = S•({0}) l'anneau des symboles constants.

Un symbole a(h̄) ∈ Sk est dit classique lorsqu'il admet un développement
asymptotique de la forme h̄ka0 + h̄k+1a1 + h̄k+2a2 + · · · , où aj ∈ C∞(Rd).
Précisément, ceci veut dire que, pour tout k′ > 0,

(
a(h̄)−

k′−1
∑
j=0

ajh̄
j+k

)
∈ Sk+k′ .

Une fonction a(x, ξ; h̄) est dite un symbole local près d'un point m s'il
existe une fonction χ ∈ C∞

0 (R
d) telle que χ(m) = 1 et χa ∈ Sk(Rd).

Un opérateur linéaire continu N sur L2(Rn) dépendant de h̄ sera dit
négligeable si sa norme L2(Rn) est d'ordre h̄k pour tout k. On notera N ∈
O(h̄∞). Un opérateur P sur sur Rn sera dit h̄-pseudo-différentiel s'il s'écrit P =
A+ N, où N est négligeable et A est de la forme A = Opw(a) pour un a ∈
Sk(R2n). La formule (1.1) exprimant la quantification de Weyl prend alors
un sens pour u dans la classe de Schwartz S (Rn), mais on sait montrer (6)

(6). C'est le théorème de Calderon-Vaillancourt ; voir également la fin de cette section.
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que pour a ∈ S• elle s'étend pour définir un opérateur continu sur L2(Rn).
L'ensemble des opérateurs pseudo-différentiels à symbole dans Sk(T∗Rn)
sera noté Ŝk(Rn).

Exemple 1.1.1 Si, dans l'intégrale de (1.1), on choisit un symbole a ne dé-
pendant que de ξ : soit a(x, ξ; h̄) = ψ(ξ), on obtient :

(Au)(x) = F−1h̄ (ψ(ξ)(Fh̄u)(ξ)) ,

où Fh̄ est la « transformation de Fourier semi-classique » définie par

(Fh̄u)(ξ) =
1

(2πh̄)n

∫

Rn
e−

i
h̄ 〈x,ξ〉u(x)dx,

et dont l'inverse est

(F−1h̄ v)(x) =
∫

Rn
e

i
h̄ 〈x,ξ〉v(ξ)dξ.

Le nombre (Fh̄u)(ξ) s'interprète comme le coefficient de la composante de
u qui oscille à la fréquence ξ/2πh̄. Autrement dit l'opérateur A réalise un
filtrage fréquentiel en multipliant (Fh̄u) par le filtre ψ et en reconstruisant le
signal par la transformation de Fourier inverse. En termes de mécanique
quantique on dira plutôt qu'il localise en impulsion. ⋆

Exemple 1.1.2 En prenant ψ = 1 dans l'exemple précédent on constate que
l'identité est bien un opérateur pseudo-différentiel. ⋆

Exemple 1.1.3 Si maintenant a(x, ξ; h̄) = χ(x), où χ est à support compact,
on peut écrire

(Au)(x) =
∫

Rn

(
1

(2πh̄)n
(F−1h̄ 1)(x− y)

)
χ(

x+ y
2

)u(y)dy.

Mais 1
(2πh̄)n (F−1h̄ 1) est la masse de Dirac en l'origine. On obtient donc

(Au)(x) = χ(x)u(x) :

on a simplement écrit comme opérateur à noyau intégral l'opérateur de mul-
tiplication par χ. En d'autres termes l'opérateur A localise en position. ⋆

Il est remarquable de pouvoir fabriquer à partir d'un moule commun
des opérateurs sachant localiser en position et en impulsion. C'est la base
de l'analyse dite microlocale (voir plus loin).

On n'a pour le moment défini des opérateurs pseudo-différentiels que
sur l'espace vectoriel Rn. Mais si U et U′ sont des ouverts relativement com-
pacts de Rn et g : U → U′ un difféomorphisme, on peut transformer tout
opérateur P par la formule

P′ := (g∗)−1 ◦ P ◦ g∗.
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On a noté g∗ la composition u → u ◦ g. Une grande force de la théorie est
que si P est un opérateur pseudo-différentiel, P′ l'est également. En outre,
dans le cas d'un symbole classique, le symbole principal de P′ s'obtient à
partir du symbole principal a0 de P par la transformation canonique associée à
g−1 :

a′0(x, ξ) = a0(g−1(x), tdxg(ξ)). (1.2)

C'est un cas particulier du théorème d'Egorov (voir plus loin, en particulier
l'exemple 1.3.4).

Soit maintenant X une variété différentielle compacte munie d'une den-
sité |dx| ; on pourra donc dire qu'un opérateur P sur L2(X) est h̄-pseudo-
différentiel s'il existe une carte locale en tout point dans laquelle il est un
h̄-pseudo-différentiel pour un symbole local a. Les notions d'opérateurs né-
gligeables et même de symbole classique sont invariantes par changement
de carte ; dans le cas d'un symbole classique la formule (1.2) montre que le
symbole principal a0 est bien défini comme fonction sur l'espace symplectique
M = T∗X. On le notera σ(P) ou, plus couramment, par la lettre minuscule
correspondante : p = σ(P). Enfin, si l'on fait agir les pseudo-différentiels sur
l'espace de Hilbert « intrinsèque » Ω

1
2 (X) des demi-densités (7), le symbole

sous-principal est également bien défini comme étant le terme a1 dans (1.1).

Calcul symbolique — Aussi bien sur Rn que sur une variété compacte
X, l'espace des opérateurs pseudo-différentiels est une algèbre graduée. Le
fait que le produit de deux opérateurs pseudo-différentiels soit encore un
opérateur pseudo-différentiel découle par exemple d'une méthode de phase
stationnaire (une autre approche est expliquée dans le livre [46]). On montre
les faits fondamentaux suivants :

– Le produit d'opérateurs d'ordre zéro est encore d'ordre zéro et son
symbole principal est le produit des symboles principaux :

σ(P1P2) = σ(P1)σ(P2).

– Le crochet de commutation d'opérateurs d'ordre zéro est d'ordre 1
et son symbole principal est 1

i fois le crochet de Poisson des symboles
principaux.

σ(
i
h̄
[P1, P2]) = {σ(P1), σ(P2)}.

Ces propriétés (qui dans le cas Rn se déduisent directement de la formule
de Moyal) constituent ce qu'on appelle le “calcul symbolique” (8) des opé-
rateurs pseudo-différentiels. Elles sont encore cohérentes avec les axiomes

(7). Un produit de deux demi-densités est par définition une densité, donc peut s'intégrer
sur X. Voir le livre [53].
(8). Cette expression est très maladroite, au moins en français ; le “calcul des symboles”

aurait déjà été plus clair. Malheureusement, la terminologie est consacrée depuis longtemps...
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de la quantification par déformation. D'ailleurs, il est toujours possible de
construire un produit ⋆ complet à partir du produit associatif des opérateurs
pseudo-différentiels : cela revient à définir le « symbole total » d'un opéra-
teur [160]. Malheureusement ces symboles sont très peu utilisés, peut-être
parce qu'ils ne sont pas définis de façon unique au-delà du sous-principal,
dès que X n'est pas Rn. Le lecteur intéressé par cette question pourra consul-
ter le chapitre II du livre en ligne d'Epstein, Melrose et Mendoza [63].

La lutte des classes — L'opérateur de Schrödinger P(h̄) = − h̄2
2 ∆ + V, à

la base de (presque) toutes les questions qui motivent l'analyse semi-classi-
que linéaire, n'entre pas dans notre classe de symboles puisque ni ξ ni —
en général — V(x) ne sont bornés sur T∗X. En fait, il est bien connu que
lorsque le potentiel V est confinant (ou même localement confinant) on peut
pour un grand nombre de problèmes se ramener, au moyen d'une théorie
pseudo-différentielle plus générale, à l'étude d'une troncature adéquate de
P(h̄) qui, elle, entrera dans notre classe (voir par exemple [81]). Il faut donc
voir les résultats présentés dans ce livre comme intervenant à ce moment-là
de l'analyse.

La classe de symboles que nous avons introduite est probablement la
plus simple qu'on puisse raisonnablement espérer et est adaptée à l'exposé
des techniques essentielles de cet ouvrage. Mais je ne veux pas faire croire
non plus que les classes plus évoluées n'en sont qu'un raffinement tech-
nique ; le choix d'une classe dépend vraiment de la question qu'on veut
traiter. En outre, pour un problème donné il est parfois utile de savoir jon-
gler avec les différentes définitions (l'article [106] en est un bon exemple ;
dans une moindre mesure, nous serons amenés à le faire également).

Quelles sont les autres classes possibles ? Pour simplifier, je mentionne-
rai juste qu'il en existe trois principaux types. La première est une classe
locale comme celle qu'on a décrite plus haut, et qui s'appliquera à des pro-
blèmes locaux, convergents en classe C∞ ou analytique. La seconde classe,
dite semi-excitée, est adaptée à des questions formelles, où l'on considère les
séries de Taylor des symboles, sans se préoccuper de leurs propriétés de
convergence ; une application typique concerne les formes normales de Bir-
khoff aux fonds de puits [128, 24]. Il existe enfin des classes dites globales qui
s'intéressent au comportement à l'infini des symboles, et qui sont directe-
ment héritées des classes de Kohn-Nirenberg [91] et surtout Hörmander [85]
avec de nombreuses variantes (voir par exemple [11],[127],[121], [79]). Une
version simple, qu'on utilisera à plusieurs reprises, en est la suivante.

Si X = Rn et N ∈ Z, on note Sk(X, 〈z〉N) ou simplement Sk(〈z〉N) l'en-
semble des fonctions a(z; h̄) qui sont C∞ en z ∈ R2n et telles que

pour tout α ∈ N2n, |∂α
z a(z)| 6 Cαh̄

k〈z〉N . (1.3)

J'ai utilisé ici la notation standard 〈z〉 = (1+ |z|2) 1
2 . Ainsi pour N = 0 on
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note 〈z〉N ≡ 1 et on a Sk(X) = Sk(X, 1).
Si X est une variété compacte, on ne s'intéresse bien sûr qu'au compor-

tement en la variable cotangente ξ, et ∂α
ξ est remplacé par des dérivations

selon des champs de vecteurs arbitraires.
Le grand avantage de la classe S(〈z〉N) est qu'elle autorise des symboles

à comportement polynomial en ξ et permet donc de traiter directement des
opérateurs différentiels. J'énoncerai dans les paragraphes suivants des lem-
mes, utilisant ces classes, qui nous seront très utiles plus tard.

Pour davantage de détails sur les différentes classes d'opérateurs pseudo-
différentiels, on pourra consulter par exemple [121, 46, 32].

Questions de normes — Il est remarquable que les opérateurs pseudo-dif-
férentiels dans Sk(X, 1) sont continus en norme L2 ; c'est l'objet du théorème
de Calderon-Vaillancourt (pour une preuve, voir [121, théorème II-36] ou [46,
theorem 7.11]). La norme L2 sera bien adaptée à nos problématiques et c'est
celle qui sera utilisée par défaut ; cependant, ici ou là on aura besoin d'esti-
mations de type Ck. Heureusement, si on accepte de « microlocaliser » (voir
ci-dessous), de telles estimations sont automatiques, grâce aux injections de
Sobolev. En effet, si une fonction uh̄ vérifie ‖uh̄‖L2 6 ChN et P(h̄) est un opé-
rateur pseudo-différentiel dont le symbole est à support compact alors le
calcul symbolique assure que le symbole de l'opérateur pseudo-différentiel
h̄
i

∂
∂xj

P(h̄) est encore à support compact et donc dans S(1) ; par Calderon-

Vaillancourt,
∥∥∥ h̄

i
∂

∂xj
P(h̄)uh̄

∥∥∥
L2

6 C′hN , donc ‖P(h̄)uh̄‖H1 6 C′′hN−1. En ré-

pétant l'argument on voit que pour tout s, ‖P(h̄)uh̄‖Hs 6 CshN−s ; les in-
jections de Sobolev donnent donc pour tout r > n/2 et sur tout compact,
‖P(h̄)uh̄‖Ck 6 CkhN−r−k. En particulier si ‖uh̄‖L2 = O(h∞), alors pour tout k,
‖P(h̄)uh̄‖Ck = O(h∞).

1.2 Microlocalisation et front d'onde

Toute théorie pseudo-différentielle va de pair avec une notion de microlo-
calisation, c'est-à-dire de localisation dans l'« espace des phases » M = T∗X.
On a vu comment les opérateurs pseudo-différentiels permettent de loca-
liser en position ou en impulsion (exemples 1.1.1 et 1.1.3). En fait, on peut
localiser arbitrairement dans l'espace des positions et impulsions. Mais dans
ce cas, conformément au principe d'incertitude, le prix à payer est d'accep-
ter de laisser h̄ devenir très petit. En effet on voit par intégration par parties
que l'asymptotique de (Au)(x) est dominée par la valeur de l'intégrant sur
la diagonale x = y. Donc modulo une erreur d'ordre O(h̄), l'opérateur A
localise simplement sur le support du symbole principal a0(x, ξ).

Techniquement, il n'est pas aisé de comparer les différentes microloca-
lisations associées aux différentes classes de symboles ; mais dans tous les
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cas où les objets classiques vivent dans des portions compactes de M, ces
subtilités disparaissent pour laisser place à une notion simple qui est certai-
nement fondamentale pour se forger une bonne intuition de la mécanique
quantique.

La classe d'objets physiques (fonctions d'onde) que l'on pourra mesurer
est définie par les observables à « microsupport » compact : une famille,
indexée par h̄, de distributions sur X à valeurs complexes (ou demi-densités
distributions) uh̄ sera admissible si, pour tout opérateur pseudo-différentiel
P(h̄) dont le symbole de Weyl dans une carte locale est à support compact,

∃N ∈ Z, ‖P(h̄)uh̄‖ = O(h̄N).
Par le théorème de Calderon-Vaillancourt, les fonctions dans L2(X) indé-
pendantes de h̄ sont admissibles.

Un opérateur pseudo-différentiel P(h̄) ∈ Ŝ0(X) est dit elliptique en m ∈
M lorsque son symbole principal p ne s'annule pas en m. Une fonction
d'onde uh̄ sera dite négligeable ou O(h̄∞) en un point m ∈ M s'il existe un
opérateur pseudo-différentiel P(h̄) elliptique en m tel que

‖P(h̄)uh̄‖ = O(h̄∞). (1.4)

Le complémentaire des points où uh̄ est négligeable est appelé le microsup-
port ou front d'onde de uh̄, et noté WF(uh̄) (pour “wave front”). On trouve
aussi la terminologie ensemble de fréquences (“frequency set”). Si l'on voit l'es-
pace des phases T∗X comme un ensemble « temps-fréquence », le fait que
(x, ξ) ∈ WF(uh̄) signifie que le signal uh̄ admet une portion infinitésimale
au temps x qui oscille à la fréquence ξ/2πh̄. En mécanique, T∗X s'interprète
plutôt comme un ensemble « position-impulsion ». Dans ce cas, la fonction
d'onde uh̄ admet en position x une portion infinitésimale qui est soumise à
l'impulsion ξ.

Dès lors qu'on a défini le front d'onde, on peut parler d'égalité microlocale.

Définition 1.2.1 Soient uh̄ et vh̄ deux fonctions d'onde admissibles. On dit que uh̄
est microlocalement égale à vh̄ sur l'ouvert Ω ⊂ T∗X si

WF(uh̄ − vh̄) ∩Ω = ∅.

On déduit de la définition du front d'onde que si P(h̄) est un opéra-
teur pseudo-différentiel de symbole principal p et uh̄ une fonction d'onde
vérifiant P(h̄)uh̄ = O(h̄∞), alors

WF(uh̄) ⊂ p−1(0). (1.5)

Une autre conséquence immédiate de cette définition et du calcul symbo-
lique est que les opérateurs pseudo-différentiels sont microlocaux au sens où
pour tout opérateur pseudo-différentiel Q(h̄),

WF(Q(h̄)uh̄) ⊂WF(uh̄).



1.2. MICROLOCALISATION ET FRONT D'ONDE 25

On peut également introduire une notion d'égalité microlocale pour
les opérateurs pseudo-différentiels eux-mêmes. En mimant la définition du
front d'onde, on dira qu'un opérateur pseudo-différentiel Q(h̄) est négli-
geable en un point m ∈ T∗M si, pour un opérateur pseudo-différentiel P(h̄)
elliptique en m,

‖P(h̄)Q(h̄)‖ = O(h̄∞).

On dira donc que deux opérateurs pseudo-différentiels Q1(h̄) et Q2(h̄) sont
microlocalement égaux en m lorsque Q2(h̄)−Q1(h̄) est negligeable en m.

On verra plus loin (lemme 1.2.5) que si ‖P(h̄)uh̄‖ = O(h̄∞) pour un cer-
tain P(h̄) elliptique en (x0, ξ0), alors c'est encore le cas pour n'importe quel
opérateur elliptique en ce même point, pourvu que son symbole soit à sup-
port assez petit. La conséquence est qu'on est assez libre de fixer l'opérateur
« test » P(h̄). Ceci assure la cohérence des différentes notions d'égalité mi-
crolocale : si uh̄ et vh̄ sont microlocalement égaux en m, et de même pour
Q1(h̄) et Q2(h̄), alors Q1(h̄)uh̄ et Q2(h̄)vh̄ sont encore microlocalement égaux
en m. Il suffit d'écrire

P(Q1uh̄ − Q2vh̄) = P(Q1− Q2)uh̄ + PQ2(uh̄ − vh̄).

Une façon pratique de déterminer le front d'onde dans R2n consiste à
choisir l'opérateur test P avec un symbole de la forme χ(x)ψ(ξ), où χ et ψ
sont des troncatures. Au niveau du symbole principal, cela revient à calculer

F−1h̄ (ψ(ξ)(Fh̄(χuh̄))(ξ)) . (1.6)

Puisque (2πh̄)
n
2Fh̄ est unitaire on voit que le front d'onde est déterminé par

le comportement asymptotique de la fonction ξ 7→ |Fh̄(χuh̄)| (ξ). Si χ = χx0
localise en x = x0, on obtient ainsi une fonction de deux variables (x0, ξ)
dont le graphe s'appelle le spectrogramme de uh̄. Il permet de représenter uh̄
dans l'espace des phases.

Exemple 1.2.2 Les fonctions oscillantes de type « BKW » (9) constituent une
classe importante de fonctions d'ondes qui apparaissent naturellement lors-
qu'on cherche à résoudre de façon approchée l'équation de Schrödinger :
(− h̄2

2 ∆ + V(x))uh̄(x) = 0 (voir par exemple le cours de Voros [144]). Elles
s'écrivent sous la forme suivante :

uh̄ = a(x)e
i
h̄ S(x),

où a et S sont des fonctions réelles (qu'on peut déformer en leur rajou-
tant des termes O(h̄), pas nécessairement réels). Pour déterminer leur front
d'onde il suffit (quitte à remplacer a par χa) d'étudier le comportement
lorsque h̄ tend vers zéro de l'intégrale

1
(2πh̄)n

∫

Rn
a(x)e

i
h̄ (−〈x,ξ〉+S(x))dx.

(9). Pour Brillouin, Kramers et Wentzel, 1926.
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La technique habituelle pour traiter ces « intégrales oscillantes » est celle
de la phase stationnaire. La partie facile de la méthode, appelée aussi phase
non stationnaire, consiste à remarquer que lorsque la dérivée de la phase
ne s'annule pas on peut intégrer par partie à volonté pour faire sortir des
puissances arbitraires de h̄. Le terme dominant provient donc seulement du
lieu où la dérivée s'annule, c'est-à-dire ξ = dS(x), et on obtient :

WF(uh̄) ⊂ {(x, dS(x)) ∈ T∗X; a(x) 6= 0}. (1.7)

Cette inclusion est en fait une égalité. Pour montrer ceci on utilise la mé-
thode de la phase stationnaire qui donne un développement asymptotique
complet de l'intégrale (voir [86, volume 1, p.215]). Il y a cependant une sub-
tilité : la méthode requiert la non nullité du déterminant hessien de la phase,
car ce dernier apparaît au dénominateur du développement asymptotique
obtenu. Pourtant, dans notre cas la condition |S′′(x0)| 6= 0 n'a pas lieu d'être.
En réalité pour une fonction BKW il est plus naturel de regarder la double
intégrale donnée par (1.6) : on obtient une intégrale oscillante dont la phase
ϕ(x; y, ξ) = 〈x− y, ξ〉 + S(y) possède un Hessien (dans les variables (y, ξ))
qui est toujours non dégénéré.

La formule (1.7) est illustrée en figure 1.1. ⋆

Remarque 1.2.3 Dans la définition du front d'onde, seul importe le sym-
bole principal de l'opérateur test P. Il en résulte que ce front d'onde est,
d'une certaine façon, déterminé à une résolution de l'ordre de h̄. On peut
préciser cette idée en montrant que le front d'onde peut être calculé au
moyen de symboles qui n'admettent pas nécessairement un développement
en puissances de h̄ mais qui sont minorés par une constante strictement
positive dans un voisinage de taille h̄γ, γ < 1 autour du point (x0, ξ0)
testé. Par exemple, on peut prendre la gaussienne ou état cohérent χx0 =

(h̄π)−n/4e−(x−x0)
2/2h̄, qui localise aussi bien en position qu'en impulsion

dans un domaine de taille
√
h̄ (c'est l'optimum du principe d'incertitude).

Le spectrogramme associé s'appelle représentation de Husimi (10) de la fonc-
tion d'onde uh̄. C'est elle qu'on a utilisée pour la figure 1.1. △

Le front d'ondeWF(uh̄) est défini au moyen de la notion d'ellipticité des
symboles en chaque point de T∗X ; il est en principe suffisant pour toute
l'étude qui va suivre puisqu'elle concerne toujours des portions compactes
de l'espace des phases. Il se trouve que cette assertion n'est pas complè-
tement exacte... Le point d'achoppement va concerner l'étude des formes
normales. Si la théorie est adaptée pour décrire la conjugaison d'un système
donné avec un système dit en forme normale, elle se révèle insuffisante pour
étudier la forme normale elle-même. Celle-ci, en effet, est en général un sys-
tème « simple » : typiquement, un système d'opérateurs différentiels sur

(10). Kodi Husimi est un physicien japonais. Comme ne l'indique pas forcément cette trans-
littération à l'ancienne, son nom se prononce à peu près [Hou-chi-mi].
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Figure 1.1: Représentation de Husimi de la fonction uh̄ = e
i
h̄ x

4/4.
On a superposé le front d'onde théorique qui est le graphe de la
fonction x 7→ x3.

Rn, dont les symboles sont polynomiaux en ξ. L'étude du comportement
du front d'onde lorsque ξ tend vers l'infini est absolument nécessaire pour
caractériser les solutions de ces systèmes modèles.

Pour avoir une théorie de microlocalisation vraiment complète, on doit
donc introduire la notion d'« ellipticité à l'infini » d'un symbole. Cette no-
tion s'exprime de façon naturelle dans les classes S(〈z〉N). Un symbole dans
S(〈z〉N) est dit « elliptique à l'infini » en un point (x0, ξ0) (on dit aussi « au
sens de Hörmander ») lorsque |p(x, ξ)| > C〈ξ〉N pour x dans un voisinage
de x0 et ξ dans un voisinage conique de ξ0 avec ‖ξ‖ assez grand. Ainsi, confor-
mément à cette terminologie, une fonction d'onde uh̄ sera dite négligeable à
l'infini en (x0, ξ0) lorsqu'il existe un opérateur pseudo-différentiel P(h̄) dans
Ŝ(1) elliptique à l'infini (11) en (x0, ξ0) vérifiant (1.4) : ‖P(h̄)uh̄‖ = O(h̄∞). En
prenant en compte ces deux type d'ellipticité on obtient comme dans [32] la
définition du microsupport généralisé W̃F(uh̄) comme un sous-ensemble de
T∗X, le compactifié à l'infini (en chaque fibre) du fibré cotangent T∗X. Le
fait rassurant suivant vient alors compléter notre intuition du front d'onde :

Lemme 1.2.4 Soit (uh̄) une famille admissible et U un ouvert de X. Alors, ‖uh̄‖ =
O(h̄∞) sur tout compact K ⊂ U si et seulement si la projection de son microsupport
généralisé le long de T∗X → X est disjointe de U.

Démonstration. Supposons ‖uh̄‖ = O(h̄∞) sur tout K ⊂ U. Soit (x, ξ) un
point de T∗U, soit K ⊂ U un compact contenant x et soit P(h̄) un opérateur
pseudo-différentiel de Ŝ(1) elliptique en (x, ξ). Enfin, soit χ ∈ C∞

0 (U) une
fonction valant 1 sur K. Alors P(h̄)χ est encore elliptique en (x, ξ). Par le
théorème de continuité des opérateurs pseudo-différentiels, ‖P(h̄)χuh̄‖ 6

C ‖χuh̄‖ = O(h̄∞). Donc (x, ξ) 6∈ W̃F(uh̄).

(11). c'est-à-dire avec N = 0.
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Montrons maintenant la réciproque. Par hypothèse, T∗U ⊂ T∗X est dis-
joint de W̃F(uh̄). Donc il existe un recouvrement ouvert fini Ωi de T∗U et
pour chaque i un opérateur pseudo-différentiel Pi ∈ Ŝ(1), elliptique sur Ui,
tel que

‖Piuh̄‖ = O(h̄∞).

Soit αi ∈ C∞
0 (T

∗X) une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
Ui, et pour chaque i soit α̂i un opérateur pseudo-différentiel de symbole
principal αi. On peut toujours supposer que pi, le symbole principal de Pi,
est strictement positif sur Ui, et αipi > 0 globalement. Soit

P := ∑
i

α̂iPi,

de sorte que ‖Puh̄‖ = O(h̄∞). D'autre part il existe C > 0 tel que ∑i αipi >
C globalement sur T∗U. Donc, en utilisant le calcul symbolique, P admet
un inverse modulo O(h̄∞), agissant sur L2(U) : un opérateur pseudo-diffé-
rentiel borné Q tel que ‖QP− I‖L2(U) = O(h̄∞). Appliquant ceci à uh̄, on
obtient ‖uh̄‖L2(U) = O(h̄∞). �

Il est très commode de tester le front d'onde au moyen d'opérateurs qui
localisent aux endroits voulus de l'espace des phases. C'est ce que fait le
lemme suivant, énoncé dans le cas X = Rn pour simplifier (on utilise alors
la quantification de Weyl).

Lemme 1.2.5 Soient uh̄ une famille admissible et m ∈ T∗Rn. Alors, m 6∈ W̃F(uh̄)
si et seulement s'il existe un voisinage ouvert Ω de m dans T∗Rn tel que, pour toute
fonction χ ∈ C∞(R2n) à support dans Ω,

‖Opw(χ)uh̄‖ = O(h̄∞).

Démonstration. Si m 6∈ W̃F(uh̄), il existe un opérateur pseudo-différentiel
P elliptique en m tel que ‖Puh̄‖ = O(h̄∞). Soit Ω un petit voisinage de m sur
lequel P est uniformément elliptique. Grâce au calcul symbolique on peut
construire un opérateur pseudo-différentiel Q tel que, au sens des symboles
de Weyl sur Ω, Q = P−1. Donc si χ est un opérateur pseudo-différentiel de
symbole de Weyl supporté à l'intérieur de Ω, χ(QP) = χ +O(h̄∞), au sens
des symboles de Weyl. Appliquant uh̄ on obtient ‖χuh̄‖ = O(h̄∞).

La réciproque est immédiate au vu de la définition du front d'onde
(équation (1.4)). �

Corollaire 1.2.6 Un opérateur pseudo-différentiel Q(h̄) est négligeable en un point
m ∈ R2n si et seulement si son symbole de Weyl est O(h̄∞) au voisinage de m.

Ces lemmes fournissent un moyen pratique pour montrer la construc-
tion suivante, qu'on utilisera à plusieurs reprises (proposition 3.2.12 et théo-
rème 3.3.16). Elle montre que sous certaines hypothèses géométriques une
solution microlocale peut s'étendre en une vraie solution modulo O(h̄∞).
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Figure 1.2: Construction d'une solution de Pvh̄ = O(h̄∞)

Lemme 1.2.7 Soient P1, . . . , Pℓ des opérateurs pseudo-différentiels sur X = Rn

dans une classe S(〈z〉N), N ∈ Z, de symboles principaux p1, . . . , pℓ. Soient Ω un
ouvert de T∗X et uh̄ une famille admissible de fonctions d'ondes solution microlocale
dans Ω de

Pjuh̄ = 0 ∀j = 1, . . . , ℓ.

Supposons que Ω contienne strictement un ensemble de la forme

Ω0 := {(x, ξ); x ∈ U, f1(x) 6 ‖ξ‖ 6 f2(x)}

(pour un ouvert borné U et des fonctions continues f1, f2 de U dans R) tel que
l'ensemble

{(x, ξ) ∈ Ω; x ∈ U et pj(x, ξ) = 0 ∀j}
soit dans l'intérieur (12) de Ω0 (voir la figure 1.2). Alors il existe une famille admis-
sible vh̄, microlocalement égale à uh̄ sur Ω0 et telle que

‖Pvh̄‖L2(U) = O(h̄∞).

Démonstration. On travaille sur T∗U (et on remplace Ω par Ω ∩ T∗U). Soit
χ ∈ C∞(T∗U) valant 1 sur Ω0 et 0 en dehors de Ω. On pose alors vh̄ := χ̂2uh̄,
avec χ̂ := Opw(χ).

Montrons que vh̄ est un bon candidat.

1. vh̄ est microlocalement égale à uh̄ sur Ω0. Il suffit pour le voir d'appli-
quer le lemme 1.2.5 à (1− χ̂2)uh̄.

2. Puisque POpw(χ) ∈ Ŝ(1), le calcul symbolique implique

W̃F(Pvh̄) = W̃F(Pχ̂(χ̂uh̄)) ⊂ W̃F(χ̂uh̄) ⊂ Ω.

(12). Attention, si f1 s'annule, l'intérieur de Ω0 n'est pas { f1(x) < ‖ξ‖ < f2(x)}.



30 CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE SEMI-CLASSIQUE

3. Enfin sur le complémentaire de Ω0 dans Ω, il existe (par continuité des
fi) une constante c0 > 0 telle que ∑j p

2
j > c0. Mais puisque ∑j P

2
j uh̄ = O(h̄∞)

microlocalement sur Ω, on en déduit par ellipticité que uh = O(h̄∞) sur
Ω \Ω0. Donc vh̄ également.

Donc le microsupport de Pvh̄ n'est ni dans Ω0 (point 1.), ni en dehors de
Ω (point 2.), ni entre les deux (point 3.). Sa projection sur U est donc vide,
et le résultat découle du lemme 1.2.4. �

La notion de microlocalisation est importante, car elle permet de voir les
fonctions d'onde comme les sections d'un faisceau au-dessus de T∗X (13), ce-
lui des distributions admissibles modulo celles qui sont négligeables (autre-
ment dit le pré-faisceau associé est celui qui à tout ouvert Ω de T∗X associe
l'espace des distributions admissibles modulo l'égalité microlocale sur Ω).
Le support d'une section est par définition son microsupport. C'est un fais-
ceau en D-modules, où D est l'anneau des opérateurs pseudo-différentiels
modulo les opérateurs négligeables. On l'appellera le (pré-)faisceau des mi-
crofonctions. Un cas particulier de l'action de D sur les microfonctions est
simplement la multiplication par un « scalaire » ch̄ ∈ Ch̄.

Quantification de h̄ ? — On n'a pas précisé dans quel ensemble variait
h̄. Si on veut éviter des problèmes techniques, il nous faudra admettre des
ensembles assez arbitraires, variant selon les constructions, et dont la seule
caractéristique importante est qu'en fin de compte ils s'accumulent en 0. On
sait bien que même si les opérateurs sont définis pour h̄ variant dans un
intervalle contenant l'origine, il se peut que les solutions d'une équation de
la forme Puh̄ = 0 n'existent que pour un certain sous-ensemble discret de
valeurs de h̄. Certains spécialistes considèrent ce phénomène comme pri-
mordial dans l'analyse semi-classique et ceux-là risquent d'être ennuyés par
le manque de précisions à ce sujet dans la suite du texte. La raison est la
suivante. Nous nous intéresserons principalement au spectre des opérateurs,
ou plus généralement à l'existence de solutions d'équations de la forme
PEuE

h̄ = 0, où PE dépend d'un paramètre réel E. On sera alors en mesure
de reporter le problème de la quantification de h̄ sur celui, qui me semble
physiquement plus pertinent, de la quantification de l'« énergie » E.

1.3 Opérateurs h̄-Intégraux de Fourier

On a vu comment l'analyse semi-classique fournit une représentation
concrète de la quantification des observables classiques par des opérateurs
pseudo-différentiels. La théorie acquiert encore davantage de souplesse en
permettant également la représentation des transformations canoniques au

(13). Dans la suite on oubliera souvent la compactification des fibres puisqu'on n'utilisera
ce formalisme de faisceaux que pour des parties compactes de T∗X.
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moyen encore une fois d'opérateurs à noyau intégral appelés opérateurs
h̄-intégraux de Fourier ou simplement opérateurs intégraux de Fourier (14).
Si les opérateurs pseudo-différentiels étaient basés sur la transformation
de Fourier Fh̄ les opérateurs intégraux de Fourier, eux, admettent comme
noyau intégral des fonctions oscillantes plus générales.

Intégrales oscillantes — Une classe importante de fonctions d'onde est
constituée par les « intégrales oscillantes » de Duistermaat-Hörmander-
Maslov, appelées aussi distributions lagrangiennes, qui sont une généralisa-
tion naturelle des fonctions BKW, elles-même généralisations de la notion
d'ondes planes x 7→ ei〈x,ξ〉/h̄.

On a déterminé à la section précédente le front d'onde d'une fonction
BKW du type uh̄(x) = a(x)e

i
h̄ S(x) (exemple 1.2.2). Donnons-en une interpré-

tation géométrique. Une onde plane est associée à une vitesse constante ξ.
L'espace {ξ = const} est une sous-variété lagrangienne de l'espace des phases
des variables (x, ξ), c'est-à-dire une sous-variété Λ de dimension n, telle la
forme symplectique ω = dξ∧ dx, restreinte à Λ, s'annule. Une fonction BKW
plus générale possède des vitesses ξ qui dépendent de x : son front d'onde
est le graphe de dS, et c'est encore une variété lagrangienne. (15) L'idée des
distributions lagrangiennes sera de considérer ces fonctions uh̄ comme vi-
vant sur leur variété lagrangienne, plutôt que sur la base X.

De façon générale, prenons le problème dans l'autre sens et partons de Λ,
une sous-variété lagrangienne locale de M = T∗X. La restriction à Λ de la 1-
forme de Liouville α (telle que dα = ω) est donc fermée ; soit S une primitive
locale de α, c'est-à-dire une fonction définie sur Λ telle que dS = α, les
deux membres étant vus comme des 1-formes sur Λ. On appellera symbole
elliptique oscillant sur Λ toute demi-densité sur Λ de la forme

σ(λ; h̄) = e
i
h̄ (c(h̄)+S(λ))+iΦ(λ;h̄)ρ(λ),

où c(h̄) ∈ S0({0}) et Φ ∈ S0(Λ) sont des symboles classiques de terme
principal réel, et ρ est une demi-densité strictement positive.

On voit en particulier que si Λ est une sous-variété lagrangienne quel-
conque de M munie d'une demi-densité ρ, il existe un symbole elliptique
oscillant sur Λ, défini pour tout h̄ près de 0, si et seulement si la classe de
cohomologie de de Rham [α] ∈ H1(Λ,R) est nulle. (16)

(14). Je me permettrai en général d'oublier le qualificatif « h̄- », aussi bien pour les opéra-
teurs intégraux de Fourier que pour les opérateurs pseudo-différentiels.
(15). Dans T∗X un petit calcul montre que le graphe d'une 1-forme β sur X est lagrangien
si et seulement si dβ = 0. Ici β = dS est bien fermée !
(16). On verra plus tard qu'on peut affaiblir cette hypothèse en demandant par exemple
[α] ∈ H1(Λ, 2πh̄Z), ce qui suppose soit qu'on se restreigne à un sous-ensemble discret de
valeurs de h̄ adéquates, soit qu'on autorise la lagrangienne Λ à se « déplacer légèrement
autour de sa position initiale » en fonction de h̄. Voir le chapitre 4, page 94.
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Comment associer à ces symboles dits « lagrangiens » une distribution
admissible sur X sur laquelle on pourrait faire agir des opérateurs pseudo-
différentiels ? Lorsque Λ est projetable sur X, un symbole oscillant donne
lieu naturellement à une fonction oscillante sur X. C'est le cas bien sûr des
fonctions BKW du type uh̄ = a(x)eiS(x)/h̄, ou plutôt a(x)eiS(x)/h̄ |dx| 12 . Dans
le cas général apparaissent des caustiques, qui sont les points de Λ où la
projection sur X n'est pas un difféomorphisme local. Néanmoins à un sym-
bole oscillant quelconque, on sait associer une intégrale oscillante par la mé-
thode de Maslov-Hörmander-Duistermaat [102],[86], [51], [53] (17). Si Λ est
compact on obtient des familles admissibles dont le front d'onde est préci-
sément Λ. (18) En outre, la classe des intégrales oscillantes est invariante par
opérateurs pseudo-différentiels. L'idée à la base de cette construction, due
probablement à Maslov, est d'utiliser la transformation de Fourier pour se
ramener au cas « projetable ». Ainsi en dimension 1, lorsque Λ ne se pro-
jette plus sur l'espace des variables x, elle se projette localement sur l'espace
des variables ξ : il existe une fonction T(ξ) telle que Λ = (−T′(ξ), ξ). On
introduit alors la fonction BKW correspondante vh̄(ξ) = b(ξ)e

i
h̄T(ξ), qu'on

exprime en variables x par la transformation de Fourier normalisée

uh̄(x) =
1

(2πh̄)
1
2
(F−1h̄ vh̄)(x) =

1

(2πh̄)
1
2

∫

R
e

i
h̄ (xξ+T(ξ))b(ξ)dξ

Aux points où T′′(ξ) 6= 0 la phase stationnaire montre qu'on retrouve une
fonction BKW de phase S(x) = xξ + T(ξ), où ξ est donné implicitement par
x = −T′(ξ). Et on a bien

S′(x) = ξ + x
∂ξ

∂x
+ T′(ξ)

∂ξ

∂x
= ξ.

Exemple 1.3.1 La fonction d'Airy est l'intégrale semi-convergente

Ai(x) =
1
2π

∫

R
ei(

ξ3
3 +xξ)dξ

Par le changement de variables ξ 7→ ξ/h̄
1
3 on obtient une intégrale oscillante

uh̄(x) :=
1

h̄1/6
Ai(

x

h̄2/3
) =

1

2πh̄
1
2

∫

R
e

i
h̄ (

ξ3
3 +xξ)dξ =

1

2πh̄
1
2
F−1h (e

i
h̄

ξ3
3 )

dont le front d'onde est la parabole {x = −ξ2} (voir la figure 1.3). ⋆

(17). Ce dernier ouvrage est une très bonne référence sur les opérateurs intégraux de Fourier
homogènes.
(18). Si Λ n'est pas compact elles restent faiblement admissibles dans le sens où on les
rend admisibles par l'action d'un opérateur pseudo-différentiel dont le noyau est à support
compact, telle la troncature uh̄ 7→ F−1h̄ ψ(ξ)Fh̄(χuh̄). On s'autorisera parfois une telle géné-
ralisation.
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Figure 1.3: À gauche, le graphe de la fonction de Airy semi-
classique pour h̄ = 1/100 ; à droite, sa représentation de Husimi
et son front d'onde superposés. Cette intégrale oscillante est le
modèle local associé à la singularité en x = 0 de la projection
(x = −ξ2, ξ) 7→ x (appelée singularité pli).

La méthode générale de Hörmander (adaptée au cadre à petit paramètre
h̄ par Duistermaat) généralise l'emploi de ces transformations de Fourier
partielles en intégrant une phase qui dépend d'un paramètre additionnel
θ ∈ RN qui joue le rôle de la variable de Fourier (la dimension minimale N
étant égale au corang maximal de la différentielle de la projection de Λ sur
X). On obtient des intégrales du type

uh̄(x) =
1

(2πh̄)N/2

∫

RN
a(x, θ; h̄)e

i
h̄ ϕ(x,θ;h̄)dθ,

où a et ϕ sont des symboles classiques dont les termes principaux a0 :=
a(·, ·; 0) et ϕ0 := ϕ(·, ·; 0) sont réels. La fonction ϕ0 est appelée la phase de
l'intégrale oscillante, et la méthode de Hörmander implique que son Hessien
est non dégénéré. En écrivant

Fh̄uh̄ =
1

(2πh̄)n+N/2

∫
a(x, θ; h̄)e

i
h̄ (−〈x,ξ〉+ϕ(x,θ;h̄))dθdξ

on devine aisément que par la méthode de la phase stationnaire le front
d'onde sera l'ensemble des (x, ξ) ∈ T∗X tels qu'il existe θ ∈ RN vérifiant

ξ =
∂ϕ0

∂x
(x, θ),

∂ϕ0

∂θ
(x, θ) = 0, et a0(x, θ) 6= 0. (1.8)

Opérateur intégraux de Fourier — Les intégrales oscillantes apparaissent
en général dès que l'on cherche un quasimode, c'est-à-dire une solution ap-
prochée d'un système pseudo-différentiel Puh̄ = O(h̄∞). Nous verrons au
chapitre suivant qu'elles sont même inévitables dans le cas d'un système
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complètement intégrable. Pourtant, elles seront dans ce livre souvent dis-
simulées : l'utilisation d'opérateurs intégraux de Fourier permet de les trans-
former systématiquement en fonctions modèles qui génériquement sont des
simples constantes. Bien entendu, il n'y a pas de miracle, et les opérateurs
intégraux de Fourier eux-mêmes, sortes de « boîtes noires », sont construits
à base d'intégrales oscillantes.

Étant donnée une transformation canonique χ entre deux variétés sym-
plectiques M = T∗X et M′ = T∗X′, le graphe de χ est une sous-variété
lagrangienne de M × M′ pour la forme symplectique «ω − ω′». On note
parfois M × M′ cette variété symplectique. De façon plus générale on ap-
pelle relation canonique toute sous-variété lagrangienne de M×M′.

Associé à cette relation canonique, un opérateur intégral de Fourier U(h̄)
est un opérateur linéaire de Ω

1
2 (X′) dans Ω

1
2 (X) admettant un noyau qui

est une intégrale oscillante associée au graphe de χ.
Cette simple définition n'est pas du tout anodine. En particulier elle im-

plique qu'un opérateur intégral de Fourier va transporter le front d'onde
d'une distribution uh̄ par sa transformation canonique sous-jacente. Cette
propriété ainsi que le théorème d'Egorov énoncé plus bas justifient qu'on
qualifie ces opérateurs intégraux de Fourier de « transformations canoniques
quantifiées ».

Exemple 1.3.2 Considérons sur R2n la « rotation de 90˚ » : χ(x, ξ) = (−ξ, x).
Sur R2n

{x,ξ}×R2n
{x′,ξ ′}, la 1-forme canonique est α− α′ = ξdx− ξ′dx′. Sa restric-

tion au graphe de χ s'écrit donc −x′dx− xdx′ = −d(〈x, x′〉). On en déduit
que la transformation de Fourier semi-classique

Fh̄(u)(x) =
1

(2πh̄)n

∫
e−i〈x,x

′〉/h̄u(x′)dx′

est un opérateur intégral de Fourier associé à χ. ⋆

Exemple 1.3.3 On a écrit dans l'exemple 1.1.2 l'opérateur identité comme
un opérateur pseudo-différentiel. C'est également un opérateur intégral de
Fourier, associé à la transformation canonique identité. En effet par la for-
mule Id = F−1h̄ Fh̄ on voit que formellement son noyau intégral est

1
(2πh̄)n

∫

Rn
e

i
h̄ 〈x−x′,ξ〉dξ.

En comparant à (1.8) on reconnaît une intégrale oscillante associée à la la-
grangienne (non compacte !) {(x, x′ = x, ξ,−ξ)} ⊂ T∗(X × X′). En faisant
attention au signe, on identifie T∗(X × X′) à T∗X × T∗X′ par le symplecto-
morphisme (x, x′, ξ, ξ′) 7→ (x, ξ, x′,−ξ′). L'image de cette lagrangienne est
bien le graphe de l'identité qui, contrairement au cas de la rotation de 90˚,
n'est pas projetable sur X× X′. ⋆
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Exemple 1.3.4 On généralise l'exemple précédent en considérant une ap-
plication g : X → X′ (penser à un changement de variables). Elle induit un
opérateur g∗ : uh̄ 7→ uh̄ ◦ g, dont le noyau est l'intégrale oscillante

1
(2πh̄)n

∫

Rn
e

i
h̄ 〈g(x)−x′,ξ〉dξ.

La variété lagrangienne correspondante dans T∗X × T∗X′ est

{(x, ξ = tdg(x)(ξ′) , x′ = g(x), ξ′)},

où tdg(x)(ξ′) := ξ′(dg(x)). Lorsque g est un difféomorphisme elle s'écrit
également {(x, ξ, g(x), tdg(x)−1(ξ))} : c'est le graphe du difféomorphisme
symplectique naturel de T∗X dans T∗X′ relevant g. ⋆

Par recollement on peut souvent construire des opérateurs intégraux de
Fourier globaux même lorsque la relation canonique n'admet pas de phase
globale. Mais comme on l'a vu pour les intégrales oscillantes, il existe une
restriction : en général, il existera un opérateur intégral de Fourier global
si et seulement si la restriction de la 1-forme canonique «α− α′» au graphe
de χ est cohomologiquement triviale. Si χ est un symplectomorphisme de
M, cela veut dire qu'en plus de préserver ω il doit également préserver les
intégrales de α le long de tout chemin fermé — et cette condition ne dépend
que de la classe d'homologie du chemin.

Définition 1.3.5 On dira qu'un symplectomorphisme χ d'un ouvert de T∗X dans
un ouvert de T∗X′ est exact si χ∗α′ − α est une 1-forme exacte, où α et α′ sont les
1-formes canoniques de T∗X et T∗X′, respectivement.

Cette condition d'exactitude sera cruciale dans l'obtention des conditions de
Bohr-Sommerfeld au chapitre 4.

Il se trouve que ce point important n'est pas souvent explicite dans la
littérature, en particulier celle issue des travaux de Hörmander. La raison
pour laquelle cette remarque n'apparaît pas dans les travaux de Hörmander
est que celui-ci considère la théorie dite homogène, sans petit paramètre h̄.
Or dans cette théorie, les variétés lagrangiennes considérées sont coniques,
c'est-à-dire homogènes par rapport à l'action de R+ dans les fibres de T∗X.
Puisque la 1-forme canonique α elle-même est homogène de degré 1 par
rapport à cette action, on peut écrire, en notant Ξ le champ de vecteur de
l'action infinitésimale de R+,

α = LΞ(α) = ιΞdα + dιΞα.

Puisque Ξ est tangent à notre variété lagrangienne Λ et dα = ω, on voit
que le premier terme du membre de droite est nul sur Λ. Mais le deuxième
l'est également par définition de α qui ignore l'espace tangent aux fibres.
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Donc α↾Λ = 0 ; il s'ensuit que tous les symplectomorphismes homogènes
sont exacts ! (19)

1.4 Théorème d'Egorov

Dans la théorie semi-classique, un des résultats les plus fondamentaux,
qu'on utilisera à volonté, est que les opérateurs intégraux de Fourier se com-
portent bien en regard de ce qu'on attend de la « quantification » des rela-
tions canoniques. C'est le contenu de la version semi-classique suivante du
« théorème d'Egorov » (nommé ainsi d'après [59]).

Théorème 1.4.1 ([59, 86]) Soit U(h̄) un opérateur intégral de Fourier (microlo-
cal) associé au symplectomorphisme χ et P(h̄) un opérateur pseudo-différentiel de
symbole principal p. Alors U(h̄)−1P(h̄)U(h̄) est un opérateur pseudo-différentiel
de symbole principal p ◦ χ−1.

Comme beaucoup de résultats microlocaux, ce théorème a été d'abord
étudié dans la théorie homogène. On en trouve une version semi-classique
accompagnée d'une preuve complète dans le livre de Robert [121]. Voir éga-
lement [32].

Même si sa preuve est un peu technique, la signification de ce théorème
est claire si on pense à l'action de U(h̄)−1P(h̄)U(h̄) sur une intégrale os-
cillante uh̄ en terme de front d'onde. Par U(h̄), le front d'onde de uh̄ est
transporté selon χ−1. Puis agit l'opérateur P(h̄), qui ne déplace pas le front
d'onde, mais le « tronque » au moyen de son symbole principal p. Enfin
par U−1 le front d'onde retrouve sa position initiale. Au total il ne se dé-
place pas, mais subit l'action d'un opérateur pseudo-différentiel de symbole
p ◦ χ−1.

On comprend l'intérêt d'un tel résultat pour l'établissement de formes
normales. De même qu'un Hamiltonien classique est ramené à une forme
normale par une transformation canonique, un Hamiltonien quantique sera
normalisé au moyen d'une conjugaison par un opérateur intégral de Fourier.

Le terme sous-principal — Malgré la célébrité du théorème d'Egorov il
est difficile de trouver des renseignements concernant la transformation du
symbole sous-principal. Le symbole sous-principal n'est en général pas équi-
variant, mais on peut vérifier la construction suivante : en chaque point
m ∈ M soit Cm la courbe intégrale du flot de p passant par m. On définit
sur Cm la 1-forme (fermée) κCm dite « sous-principale » par κCm(Xp) = −p1,
où Xp est le champ de vecteurs hamiltonien associé à p et p1 est le sym-
bole sous-principal de P(h̄). (Ramenée en arrière par la paramétrisation du
flot, c'est la 1-forme sur R «−p1dt».) Alors, la conjugaison par un opérateur

(19). Tous ces aspects « coniques » sont traités en détail dans le livre de Duistermaat [53].
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intégral de Fourier préserve la classe de cohomologie [κCm ] ∈ H1(Cm,R).
Évidemment, cela n'apporte une information intéressante que lorsque Cm
est fermée : les intégrales du sous-principal le long des trajectoires pério-
diques de p sont invariantes par conjugaison. Dans le cas limite où m est un
point fixe du flot, c'est bien la valeur du sous-principal en ce point qui est
invariante.

Enfin comme Weinstein l'avait remarqué [155], étant donné un symplec-
tomorphisme exact (20) χ, et sous l'hypothèse de l'annulation d'un cocycle
de Maslov, il existe un opérateur intégral de Fourier associé qui laisse inva-
riant le sous-principal de tous les P(h̄) (c'est-à-dire ne fait que le transporter
par χ). En réalité on peut trouver un U(h̄) qui transforme la forme sous-
principale en un autre représentant de sa classe de cohomologie en rajoutant
à κCm la 1-forme d f↾Cm où f est une fonction fixée quelconque sur M. Savoir
si tous les représentants de la classe de cohomologie sont atteints dépend a
priori de la forme globale des trajectoires du flot. En particulier si p a un flot
périodique on peut toujours conjuguer P(h̄) par un opérateur intégral de
Fourier pour rendre son symbole sous-principal constant sur chaque orbite.

Mentionnons déjà que cette 1-forme sous-principale joue un rôle impor-
tant dans les systèmes complètement intégrables, puisqu'elle se généralise
en une 1-forme fermée sur les feuilles du feuilletage lagrangien, et apparaît
dans les conditions de quantification du spectre.

Remarque 1.4.2 On appelle parfois théorème d'Egorov un cas particulier
très important, celui où l'opérateur intégral de Fourier en question est un
propagateur (21) : U(h̄) = exp(−itP(h̄)/h̄), où P(h̄) est un opérateur pseudo-
différentiel de symbole principal p. L'opérateur U(h̄) est alors associé à la
transformation canonique donnée par le flot hamiltonien classique de p au
temps t. Une question délicate est de comparer les limites t → ∞ et h̄ → 0 !
△

Calcul symbolique des opérateurs intégraux de Fourier— Le théorème
d'Egorov se réduit à un cas particulier du calcul symbolique des opérateurs
intégraux de Fourier, que je ne pense pas nécessaire de développer ici, en
particulier parce qu'il présente un certain nombre de difficultés techniques.
Les résultats fondamentaux sont les suivants.

1. La composée de deux opérateurs intégraux de Fourier est encore un
opérateur intégral de Fourier, associé à la composition des relations
canoniques.

2. Les opérateurs pseudo-différentiels sont les opérateurs intégraux de
Fourier associés à la relation identité.

(20). Weinstein ne le montre que pour un symplectomorphisme homogène (et donc exact)
mais le résultat est encore valable dans le sens plus faible qui a été introduit ici.
(21). C'est d'ailleurs cet énoncé qui est démontré dans [121] (théorème IV-10).
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3. On peut définir le symbole principal d'un opérateur intégral de Fourier ;
il est donné par les deux premiers termes de la phase du symbole
oscillant du noyau, et il est indépendant de la représentation choisie
pour l'intégrale oscillante.

Les points 1 et 2 donnent le théorème d'Egorov. Le troisième point, plus déli-
cat, repose de façon essentielle sur la théorie de Hörmander et Duistermaat-
Hörmander. Le symbole principal contient en réalité trois termes. Le pre-
mier, en 1

h̄ , contient simplement l'information géométrique qui détermine la
relation canonique. Le deuxième, en h̄0, est une phase arbitraire. Le der-
nier, également en h̄0, est un indice de Maslov. La somme de ces trois
termes est bien définie, comme section d'un certain fibré en droites au-
dessus du graphe de la relation canonique [10]. On appelle ce fibré le fibré
de Keller-Maslov ; il a été formalisé probablement pour la première fois par
Leray [95] (22).

(22). Mais le livre de Leray n'est pas aisé à lire, car tout y est exprimé en termes de change-
ments de repères, sans mentionner explicitement la géométrie du fibré.



Chapitre 2

Exemples fondamentaux de
systèmes intégrables

Avec toutes les merveilles du monde
Qui sont là
Simplement sur la terre
Offertes à tout le monde
Éparpillées
Émerveillées elles-mêmes d'être de telles merveilles

Prévert, Pater Noster (Paroles)

Il est sûrement bénéfique d'avoir des exemples simples à l'esprit lors-
qu'on lit un texte mathématique. Non contents d'aider à la compréhension
des différents concepts et calculs, ils se révèlent souvent être des modèles
représentant, au moins dans certains aspects caractéristiques, un comporte-
ment typique. Je présente ici trois de ces exemples, qui me semblent mériter
cette appréciation, sans aucune prétention à l'originalité.

2.1 L'oscillateur harmonique

Il le fut dès les débuts de la mécanique ; au vu des publications actuelles,
il l'est toujours sans conteste. Tout laisse à croire qu'il le sera encore long-
temps : l'oscillateur harmonique est l'exemple incontournable de la méca-
nique classique, et encore davantage de la mécanique quantique.

L'oscillateur classique

On parlera ici d'oscillateur harmonique simple : classiquement, c'est le
système qui décrit le mouvement d'une masse ponctuelle m le long d'un axe,
soumise à une force de rappel ~F = −kx, où k est une constante et x est le
vecteur élongation (à partir de la position au repos). L'équation de Newton

mẍ = −kx admet pour solution générale x(t) = A cos(
√

k
m t+ ϕ), où A et ϕ

39
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sont des constantes déterminées par les conditions initiales. L'énergie E =
1
2(kx

2 +mv2), où v = ẋ, est conservée. L'exemple standard est le mouvement
d'une masse attachée à un ressort de raideur k, si on suppose le ressort
parfaitement élastique (pas de dissipation d'énergie) et si on néglige toute
autre force.

On s'intéressera dans ce livre à la formulation Hamiltonienne du sys-
tème. La variable conjuguée à x n'est pas la vitesse v mais la quantité de
mouvement p = mv. L'espace des phases R2 = {(x, p)} est muni de la forme
symplectique canonique dp ∧ dx. La fonction Hamiltonienne H associée à
l'équation de Newton est l'énergie E = 1

2(kx
2 + p2/m), vue comme fonc-

tion de la position et de la quantité de mouvement. En remplaçant, dans la
formule donnant E, x par x/(km)1/4, et en introduisant p = ξ(km)1/4, on
obtient de nouvelles variables canoniques avec lesquelles

H(x, ξ) = E =
1
2

ω(ξ2 + x2), avec ω =
√
k/m.

C'est cette forme-là que j'aurai en tête dans ce livre lorsque j'évoquerai
l'oscillateur harmonique. La façon la plus commode pour le manipuler est
d'introduire la variable complexe z = (x+ iξ)/

√
2, de sorte que H(z, z̄) =

1
2ω |z|2. L'équation du flot s'écrit alors simplement

ż = −iωz,

qui s'intègre immédiatement en z(t) = z(0)e−iωt. L'origine z = 0 est un point
fixe ; l'espace des phases privé de l'origine est feuilleté par des lagrangiennes
invariantes qui sont les cercles H(z) = E, E > 0.

Comme tout système hamiltonien indépendant du temps sur une va-
riété symplectique de dimension 2, l'oscillateur harmonique est bien en-
tendu complètement intégrable. Le Hamiltonien H tient lieu d'« application
moment ». Son image est la demi-droite positive : le zéro étant l'image du
point fixe, et toute valeur strictement positive étant l'image du cercle inva-
riant correspondant.

Dans l'espace symplectique R2n, je continuerai d'appeler oscillateur har-
monique (1) tout Hamiltonien de la forme

H(x, ξ) =
1
2

n

∑
j=1

ωj(ξ
2
j + x2j ).

C'est le modèle d'un équilibre stable. En effet, on a le résultat suivant de
classification symplectique :

(1). Certains ouvrages réservent le nom d'oscillateur harmonique au cas où toutes les fré-
quences ωj sont égales.
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H

x

ξ

Figure 2.1: Les cercles invariants dans l'espace des phases de
l'oscillateur harmonique.

Proposition 2.1.1 Toute forme quadratique q définie positive sur R2n est un oscil-
lateur harmonique : il existe des réels ωj > 0 et des coordonnées linéaires symplec-
tiques (x, ξ) dans lesquelles

q =
1
2

n

∑
j=1

ωj(ξ
2
j + x2j ).

Cette proposition est connue depuis longtemps (le livre [84] cite Weiers-
traß). Sa preuve est simple mais pas complètement immédiate. C'est un très
bon exercice pour réviser son algèbre linéaire symplectique. Par exemple,
on peut procéder ainsi :
Démonstration . Notons ω la forme symplectique standard sur R2n. La
forme quadratique q, étant définie positive, munit R2n d'une structure eu-
clidienne. Si on note Ω l'endomorphisme tel que

ω(x, y) = q(x,Ωy), (2.1)

alors Ω s'écrit, dans une base q-orthonormée, comme une matrice antisymé-
trique, inversible. Il est classique (et facile) de trouver une matrice orthogo-
nale P telle que P−1ΩP devient diagonale par bloc, chaque bloc étant de la
forme (

0 −λ
λ 0

)
(2.2)

pour un réel λ > 0. Pour s'en convaincre, on étend d'abord q en une forme
hermitienne sur C2n, et on remarque que l'antisymétrie de Ω implique que
toutes ses valeurs propres sont imaginaires pures. Si u est un vecteur propre
associé à iλ, λ ∈ R, alors le fait que Ω soit à coefficients réels implique que ū
est vecteur propre pour la valeur propre −iλ. On peut alors définir l'espace
réel E±λ de dimension 2 engendré par v = u + ū et w = i(u − ū). Alors
E±λ est stable par Ω et la matrice de la restriction de Ω est précisément de
la forme (2.2). Grâce à (2.1), on voit que v et w sont q-orthogonaux. On les
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normalise, et on conclut par récurrence en considérant le q-orthogonal de
E±λ, qui est stable par Ω. Remarquez qu'on peut toujours choisir λ > 0.

D'après (2.1), la matrice de la forme symplectique ω possède une struc-
ture similaire par bloc. En posant, pour chaque bloc, ṽ = v/

√
λ et w̃ =

w/
√

λ, on a

ω(ṽ, w̃) =
1
λ

ω(v,w) =
1
λ
q(v,Ωw) = −q(v, v) = −1.

On obtient donc une base canonique, qui reste orthogonale pour q, mais
pas orthonormée. Précisément, la restriction de q à un bloc s'écrit, dans les
coordonnées (x, ξ) associées,

q(x, ξ) =
1
λ
(x2 + ξ2).

Ça termine la preuve. �

Une variante de cette preuve, qui utilise un argument variationnel, est
décrite dans [84].

On peut appréhender ce résultat sous un autre angle en introduisant
une notion importante : une structure complexe J associée au couple (q,ω).
La matrice A devient alors anti-hermitienne pour le produit scalaire 〈·, ·〉 =
q(·, ·) + iω(·, J·). Il suffit alors de la diagonaliser sur Cn ≃ R2n en base
unitaire. Voir à ce sujet le livre [10].

À l'instar du cas unidimensionnel (2), un oscillateur harmonique sur R2n

est toujours complètement intégrable. La famille des oscillateurs qj =
ωj
2 (x

2
j +

ξ2i ), j = 1, . . . , n est commutative pour le crochet de Poisson. On peut donc
choisir comme application moment

F = (q1, . . . , qn) : R2n → Rn.

Son image est un polyèdre convexe : le cône {(q1, . . . , qn); qj > 0, ∀j}. On dira
que le point fixe à l'origine est de type complètement elliptique. On verra que
cette application moment est le modèle de tout système intégrable au voi-
sinage d'un point fixe dont le linéarisé est de type complètement elliptique
(théorème de Vey-Eliasson 3.3.7). Ce résultat fait de l'oscillateur harmonique
l'outil fondamental pour les systèmes toriques, qui ne possèdent que des sin-
gularités de type elliptique (voir chapitre 5).

L'oscillateur quantique

On appelle oscillateur harmonique quantique le quantifié de Weyl d'un
oscillateur harmonique classique. C'est simplement l'opérateur différentiel

(2). C'est-à-dire dans R2... En physique on se réfère souvent au nombre de degrés de liberté,
qui est la dimension de l'espace des positions x.
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obtenu en remplaçant formellement ξ j par h̄
i

∂
∂xj

. Soit

Ĥ = Opw(H) =
1
2

n

∑
j=1

ωj

(
−h̄2 ∂ 2

∂x2j
+ x2j

)
∈ S0(〈z〉2).

L'étude spectrale de Ĥ, comme opérateur non borné agissant sur L2(Rn),
essentiellement auto-adjoint à partir de C∞

0 (R
n), est bien connue. Elle ne né-

cessite évidemment pas l'emploi des théorèmes généraux sur les opérateurs
pseudo-différentiels.

Proposition 2.1.2 L'opérateur Ĥ a un spectre purement discret : il existe une base
complète de fonctions propres ψα ∈ L2(R2), α ∈ Nn, telles que

Ĥψα = Eαψα,

avec Eα = h̄(〈ω, α〉+ |ω| /2).

On a noté α = (α1, . . . , αn), 〈ω, α〉 = ∑
n
j=1 ωjαj et |ω| = ∑

n
j=1

∣∣ωj
∣∣. Pour

démontrer ce résultat il suffit d'étudier le cas unidimensionnel ; en outre,
on peut facilement se débarrasser du h̄ par le changement d'échelle spa-
tiale x 7→

√
h̄x. Il reste donc à examiner l'opérateur Ĥ = − 1

2(
d2
dx2 + x2)

agissant sur un domaine de L2(R). On montre classiquement que les so-
lutions sont les polynômes d'Hermite, et les valeurs propres correspondantes
En = n+ 1/2. N'importe quel livre de mécanique quantique (comme [93])
nous fournira les détails. Mais très peu de ces ouvrages montrent la com-
plétude de cette base. On peut consulter pour ceci le livre [134], ou encore
les notes de cours [64].

La façon la plus agréable d'obtenir formellement le même résultat est
d'introduire l'analogue quantique des variables complexes z et z̄, avec z =
(x+ iξ)/

√
2. Ce sont les opérateurs de création et d'annihilation

a∗ =
1√
2

(
x+

d
dx

)
et a =

1√
2

(
x− d

dx

)
,

qui vérifient

Ĥ = a∗a+
1
2
.

Partant alors de l'observation que l'opérateur Ĥ est positif et que a∗ (respec-
tivement a) envoie une fonction propre pour la valeur propre λ en une fonc-
tion propre pour la valeur propre λ + 1 (respectivement λ− 1), on conclut
facilement. L'idée sous-jacente est que le spectre est obtenu sans calcul (c'est-
à-dire sans passer par la représentation de Schrödinger), directement à partir
des « postulats » de la quantification. C'est de cette façon que Heisenberg et
Dirac avaient interprété la théorie quantique, avant Schrödinger.
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Pour obtenir une preuve rigoureuse de la proposition, sans introduire les
polynômes d'Hermite, on peut également invoquer l'analyse fonctionnelle
des espaces de Sobolev (ou la théorie spectrale générale des opérateurs de
Schrödinger) qui dit que l'opérateur − d2

dx2 + x2 est borné inférieurement et
possède une résolvante compacte. Son spectre est donc purement discret, et
les manipulations des opérateurs a et a∗ suffisent alors pour conclure.

Mais, à mon avis, ce n'est pas la méthode la plus élégante, au moins
du point de vue de la mécanique quantique. Les opérateurs de création et
d'annihilation sont représentés de façon optimale dans l'espace de Bargmann.
C'est le sous-espace fermé H de l'espace à poids L2(R2; e−|z|

2/2) formé des
fonctions holomorphes sur R2 (identifié à C). Par la transformation de Barg-
mann, qui est un opérateur unitaire de L2(R) dans H, l'opérateur a∗ devient
alors la multiplication par z tandis que a est simplement ∂

∂z . On a donc

Ĥ = z
∂

∂z
+

1
2
,

et chaque monôme zn, n ∈ N, est évidemment un vecteur propre pour la
valeur propre n+ 1

2 . Sa norme est
√
n!, et il est relativement aisé de montrer

que la famille (zn/
√
n!) est complète dans B. Tous les détails se trouvent

dans l'article original de Bargmann [9], et également dans [134].

L'importance de l'oscillateur harmonique quantique réside dans le fait
qu'il réalise une bonne approximation d'un système quantique près de son
niveau d'énergie le plus bas, qui correspond souvent à un équilibre stable,
de type complètement elliptique. Si l'on tient compte des perturbations de
cet équilibre, en utilisant la forme normale de Birkhoff , on obtient une approxi-
mation excellente pour des énergies relativement élevées (voir l'article [24]).

Dans ce livre, on s'intéressera plutôt à la propriété de complète intégrabi-
lité quantique de l'oscillateur harmonique : les opérateurs unidimensionnels
q̂j = 1

2(−h̄2 ∂ 2

∂x2j
+ x2j ) commutent deux-à-deux. Il est alors naturel de définir

le spectre conjoint des q̂j, qui servira de modèle pour l'étude des systèmes
intégrables au voisinage d'un point fixe elliptique. Voir le théorème 3.3.16 et
les sections 4.2 et 5.5.

2.2 Le double puits

L'oscillateur harmonique était le prototype d'un système évoluant sage-
ment au fond d'un puits de potentiel. Corsons un peu la chose en rajoutant
un deuxième puits, situé dans une même gamme d'énergie. Même à un de-
gré de liberté, de tels systèmes deviennent beaucoup plus délicats à traiter.
D'un point de vue quantique, on tombe sur le phénomène d'effet tunnel qui
permet de franchir la barrière de potentiel séparant les deux puits.
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Évidemment, le double puits a été très étudié. Il reste étonnant de consta-
ter que tout n'a pas encore été clarifié à son sujet. En ce qui concerne le pro-
pos de ce livre, le fait essentiel est que, contrairement à l'oscillateur harmo-
nique, les systèmes à double puits possèdent un point d'équilibre instable
(le sommet de la barrière de potentiel) donnant lieu à une dynamique hyper-
bolique.

Le double puits classique

On obtient un système mécanique sur R très simple, présentant un équi-
libre instable hyperbolique, en considérant une masse ponctuelle soumise à
un potentiel présentant un double puits. Ainsi, sur R2 = T∗R on définit

H(x, ξ) =
1
2
mξ2 +V(x),

où V est une fonction C∞, confinante (par exemple lim|x|→∞ V(x) = +∞),
possédant exactement un maximum local non dégénéré. On supposera que
le maximum local est atteint en x = 0, avec V(0) = 0. En outre, quitte à
modifier les unités de longueur, on pourra supposer que m = 1. L'exemple
le plus simple est le double puits symétrique V(x) = −x2 + x4. Voir la
figure 2.2. Un tel potentiel est le prototype d'un chemin réactionnel simple :

−1 −0.5 0 0.5 1

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Figure 2.2: Un potentiel à double puits.

chaque puits correspond à un état stable et le maximum local est la « barrière
de potentiel » correspondant à l'apport d'énergie nécessaire pour passer
d'un état à l'autre.

Le point situé au sommet de cette barrière, muni d'une vitesse nulle, est
un point fixe de la dynamique classique, de type hyperbolique : il existe des
coordonnées symplectiques (x′, ξ′) dans l'espace des phases R2 telles que le
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hessien de H à l'origine soit la forme quadratique

H”(0)(x′, ξ′) = Cx′ξ′, C > 0.

Pour se convaincre de cette affirmation, il suffit de remarquer que H”(0) =
1
2(ξ

2 − αx2), avec α = −V”(0) > 0, et de faire les changements x = x”/α1/4,
ξ = α1/4ξ”, puis x′ = x”+ξ”√

2
, ξ′ = ξ”−x”√

2
.

On dit que l'origine de R2 est une singularité hyperbolique pour H. Consi-
dérons maintenant H comme une application moment pour le système. Son
image est une demi-droite, ouverte vers +∞, comprenant trois valeurs parti-
culières (les valeurs critiques de H) : deux valeurs négatives pour les singu-
larités elliptiques correspondant aux deux fonds de puits, et l'origine, cor-
respondant au point fixe hyperbolique. L'agencement des fibres de H dans
l'espace des phases est bien connu, et décrit par la figure 4.6, page 105. La
fibre singulière H−1(0), ou séparatrice, a la forme d'un « huit ». Du point
central partent deux trajectoires homoclines, qui sont les seules orbites non
périodiques du système.

Le double puits quantique

Considérons l'opérateur différentiel sur R :

Ĥ = − h̄2

2
d2

dx2
+V(x).

C'est un opérateur de Schrödinger, qui est ici le quantifié de Weyl de H. Sa
théorie spectrale, comme opérateur non borné sur L2(R), a été abondam-
ment étudiée. On sait que, puisque V est confinant, Ĥ est essentiellement
auto-adjoint et à résolvante compacte (voir par exemple [43]). Toujours est-il
que, même dans le cas du puits symétrique, on ne connaît pas le spectre de
façon explicite (3). Une difficulté intrinsèque réside dans la compréhension
du passage d'un spectre « simple », correspondant aux énergies supérieures
à celles de la séparatrice, vers le spectre négatif pour lequel on s'attend à
observer les effets de « tunnel quantique » entre les deux puits de potentiel
(figure 2.3). Cette transition a été étudiée en détail, avec essentiellement le
même outillage que celui présenté dans ce livre, par Colin de Verdière et Pa-
risse [34, 35, 36]. Elle n'est pas spécifique au double puits ; au contraire, elle
est universelle (4) pour les singularités de type hyperbolique. Voir le théo-
rème 3.3.17 et la section 4.2.

2.3 Le pendule sphérique

J'ai déjà parlé du pendule dans l'introduction. Cet exemple a motivé une
bonne partie de mes premiers travaux sur les systèmes intégrables. C'est

(3). Consulter l'article de Voros [143] pour une foule de détails et conjectures.
(4). À des invariant numériques près, dépendant de chaque exemple.
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Figure 2.3: Le spectre du double puits symétrique. (Calcul nu-
mérique avec h̄ = 0, 01.) On a tracé ici les valeurs propres en
ordre croissant en fonction de leur indice, de façon à observer
la transition entre le régime des doublets (énergies négatives) et
celui du spectre simple (énergies positives).

que, malgré sa simplicité, il présente au moins deux avantages. D'une part
il possède une caractéristique géométrique importante : la monodromie, qui
le distingue sans conteste de tous les systèmes à un degré de liberté. D'autre
part, à l'instar du double puits et contrairement à l'oscillateur harmonique,
son spectre est non explicite. À ce titre, il peut jouer non seulement le rôle
d'exemple type, mais aussi celui d'application non triviale des techniques
développées dans ce livre. En particulier, le fait, conjecturé par Cushman et
Duistermaat dans [40], que la monodromie classique se détecte facilement
dans le spectre quantique, est un joli succès de la théorie.

Le pendule classique

C'est le pendule du professeur Tournesol ! (5) On considère le système
mécanique d'une masse ponctuelle, libre de se déplacer sans frottement à la
surface d'une sphère S2 ⊂ R3, soumise à la seule force de la pesanteur
(un champ gravitationnel uniforme dans R3). L'espace des phases est le
cotangent T∗S2R, qui, une fois qu'on munit R3 de sa structure euclidienne

(5). Au moins si la main ne tremble pas et si la ficelle reste tendue en permanence, ce qui
enlève évidemment un certain charme au problème...
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standard, et qu'on identifie S2R à la sphère x2 + y2 + z2 = R2, s'écrit :

T∗S2R = {(u, v) ∈ R3 ×R3; ‖u‖2 = R2, 〈u, v〉 = 0}.

Si m est la masse et g l'intensité du champ de pesanteur, supposé dirigé vers
l'axe des z négatifs, le Hamiltonien du système s'écrit, à une constante près
donnée par le zéro de l'énergie potentielle,

H(u, v) =
1
2
m ‖v‖2 + gz.

Le difféomorphisme (u, v) 7→ (αu, α−1v) envoie symplectiquement T∗S2R
dans T∗S2αR ; en choisissant α = (g/m)1/3 on constate que le Hamiltonien
devient

H(ũ, ṽ) = m1/3g2/3
(
1
2
‖ṽ‖2 + z̃

)
.

Ceci étant dit, on prendra pour simplifier g = m = R = 1. On remarque que
le système est invariant par rotation autour de l'axe des z. Ceci signifie que la
composante verticale du moment cinétique est une intégrale du mouvement :

I(u, v) = 〈v ∧ u, ez〉.

On a noté ez le vecteur vertical unitaire, de sorte que z = 〈u, ez〉. Le système
est donc complètement intégrable, avec pour application moment

F = (I,H) : T∗S2 → R2.

Le flot engendré par I est la rotation uniforme autour de l'axe vertical ; il dé-
finit donc une action de S1 qui laisse H invariant. On pourrait ainsi, comme
le feraient la plupart des ouvrages, réduire le système au moyen de cette inté-
grale. La philosophie de ce livre est que c'est une mauvaise idée ! Ou encore,
de façon plus honnête, que cette réduction (6) ne suffit pas à comprendre le
système. L'action de S1 étant non libre (les pôles sont évidemment des points
fixes), l'espace réduit n'est pas une variété lisse. Tout choix naturel de coor-
données réduites risque de cacher les singularités. Bien entendu, l'argument
est le même pour le passage standard en coordonnées polaires. Mais ici, la
géométrie à côté de laquelle on risque de passer est plus subtile : elle com-
prend l'existence d'une monodromie non triviale. Ce sujet est développé aux
sections 5.3 et 5.4.

Contentons-nous pour le moment de déterminer les caractéristiques de
l'image de l'application moment F = (I,H). Cette étude procède de calculs
élémentaires que je me permets de transcrire ici de façon assez détaillée,
avec pour commencer les singularités du système, c'est-à-dire les points de
l'espace des phases où dF n'est pas surjective.

(6). Au moins faite de façon naïve. Une autre approche est utilisée dans [39].
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Proposition 2.3.1 Les singularités de l'application moment du pendule sphérique
sont les suivantes.

1. dH(u, v) = 0 si et seulement si v = 0 et u est l'un des pôles (u = ±ez).
De même,

2. dI(u, v) = 0 si et seulement si v = 0 et u est l'un des pôles (u = ±ez).
Enfin,

3. dF(u, v) est de rang 1 si et seulement si

z+ λ2 = 0, v = λ−1u ∧ ez, (2.3)

pour un réel λ 6= 0.
Les pôles correspondent donc à des points fixes de la dynamique conjointe
de H et I, et il existe des trajectoires qui sont des cercles horizontaux situés
à une latitude arbitraire de l'hémisphère sud, parcourus à vitesse angulaire
constante (7).

Cette proposition est énoncée également dans l'article [52].
Démonstration. Il s'agit de tester la différentielle dF(u, v) sur l'espace tan-
gent (8)

TT∗S2 =

{
(u, v,U,V) ∈ (R3)4; ‖u‖2 = 1, 〈u, v〉 = 0,

〈u,U〉 = 0, 〈U, v〉+ 〈u,V〉 = 0

}
.

On sous-entend que les différentielles sont prises au point (u, v,U,V). Ainsi

dH = 〈v,V〉+ 〈U, ez〉.

Si on restreint l'équation dH = 0 au sous-espace tangent qui satisfait à la
contrainte U = 0 on voit que 〈v,V〉 = 0. Le vecteur V étant arbitraire dans
le plan orthogonal à u, on peut le prendre égal à v, ce qui implique v = 0.

Il reste 〈U, ez〉 = 0. Le vecteur U étant arbitraire dans le plan orthogonal
à u, on voit que u doit être vertical : u = ±ez. Réciproquement, on vérifie que
(u = ±ez, v = 0) résout bien l'équation. Le premier point est donc démontré.
Le deuxième point cède de manière analogue.

Il reste à résoudre l'équation dI = λdH pour λ 6= 0. Elle s'écrit

〈V ∧ u+ v ∧U, ez〉 = λ(〈v,V〉+ 〈U, ez〉). (2.4)

En restreignant à {U = 0} on obtient

〈V ∧ u, ez〉 = λ〈v,V〉,
(7). Ces trajectoires particulières étaient connues de Huygens.
(8). On pourrait également utiliser les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes

qui définissent T∗S2 dans R6.
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qui peut se récrire, par antisymétrie du produit mixte,

〈ez ∧ u+ λv,V〉 = 0.

Le vecteur V étant arbitraire dans le plan orthogonal à u, on en déduit que
ez ∧ u+ λv est colinéaire à u. Mais, puisque ez ∧ u et v sont toujours ortho-
gonaux à u,

ez ∧ u = −λv. (2.5)

En réinjectant ceci dans l'équation (2.4), V disparaît, et on obtient (9), pour
tout U orthogonal à u,

〈v ∧U − λU, ez〉 = 0 = −〈v ∧ ez + λez,U〉,

et donc v∧ ez + λez doit être colinéaire à u. En remplaçant v par son expres-
sion (2.5) et en développant le double produit vectoriel (10), on trouve que
(〈u, ez〉/λ + λ)ez doit être colinéaire à u. Si u était vertical, l'équation (2.5)
impliquerait v = 0, donc on aurait dF = 0 par les premiers points de la
proposition, ce qui est exclu ici. Donc 〈u, ez〉/λ + λ = 0, ce qui est l'équation
voulue. On vérifie facilement la réciproque. �

On verra que l'image de l'application moment, appelée parfois diagramme
de bifurcations, joue un rôle extrêmement important dans l'étude de tout
système intégrable. Cette image est maintenant facile à décrire.

Proposition 2.3.2 L'image de F = (I,H) est le domaine connexe, contenant l'ori-
gine, délimité par les courbes

λ 7→
(
I =

1
λ
− λ3,H =

1
2λ2 −

3λ2

2

)
, λ ∈ [−1, 0[∪]0, 1]. (2.6)

Cette courbe est l'ensemble des points critiques de rang 1 de F, sauf pour le point
(0,−1) qui, avec le point (0, 1), constituent les deux images des points critiques de
rang 0. (Voir la figure 2.4.)

Démonstration. Puisque z est une fonction minorée sur S2, il est clair que
les ensembles de niveau H = E, pour une constante E quelconque, sont
tous compacts. Ils sont non vides dès que E > −1. D'après la proposition
précédente, les seuls points critiques de H sont les pôles, correspondant aux
valeurs H(±ez, 0) = ±1. En dehors de ces valeurs, l'hypersurface H−1(E)
est lisse et compacte, et I y prend donc des valeurs bornées. Puisque les
points fixes de I sur ces hypersurfaces sont justement donnés par l'équation
dI = λdH, ils sont d'après la proposition précédente de la forme (2.3), pour
un λ 6= 0. On calcule facilement les valeurs de H et I en ces points : ce sont

(9). On aurait obtenu la même équation en faisant directement V = 0 dans (2.4), mais elle
n'aurait a priori été valable que pour les vecteurs U vérifiant 〈u,U〉 = 0 et 〈U, v〉 = 0.
(10). (u ∧ v) ∧w = 〈u,w〉v− 〈v,w〉u.
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Figure 2.4: Image de l'application moment du pendule sphé-
rique.

celles données par (2.6). Donc pour une énergie E fixée, il y a exactement
deux λ correspondants (de signes opposés) et donc deux points critiques de
I sur H−1(E). Ce sont donc le maximum et le minimum de I, ce qui prouve
bien la proposition. �

Il est clair, au moins physiquement, que le pôle sud de la sphère est
un point d'équilibre stable pour la dynamique de H. En fait on peut dire
plus : il est également stable pour la dynamique de I. De façon précise, on
dira que ce point est de type elliptique-elliptique pour l'application moment
(I,H) (voir la section 3.3). Donc, au voisinage de ce point fixe, le système
intégrable se comporte comme un oscillateur harmonique...

À l'inverse, il est tout aussi évident que le pôle nord est un point d'équi-
libre instable pour H (figure 2.5). Mais il ne l'est pas pour I... Du point de
vue de l'application moment F = (I,H), cette notion d'instabilité semble
nettement moins intuitive.

Proposition 2.3.3 Il existe des coordonnées symplectiques (11) (x, y, ξ, η) sur l'es-
pace tangent au point p = (ez, 0) dans lesquelles les Hessiens H”(p) et I”(p)
s'écrivent :

I”(p) = xη − yξ

H”(p) = xξ + yη.

On dira que p est une singularité de type foyer-foyer. Pour une combinaison
linéaire générique de I et H, p est un point hyperbolique dont les trajec-
toires proches s'éloignent en spiralant sur la variété instable, et convergent

(11). C'est-à-dire telles que la forme symplectique s'écrit ω = dξ ∧ dx+ dη ∧ dy.
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Figure 2.5: Trajectoires du pendule sphérique. Le système étant
complètement intégrable, elles sont toutes quasi-périodiques. À
gauche, le pendule oscille autour du pôle sud. C'est le mouve-
ment d'une (petite) bille lâchée dans un bol. À droite, la bille est
posée au sommet de la sphère, et très légèrement poussée. On
observe une précession lente autour de l'axe vertical.

en spiralant de la même façon sur la variété stable. Cette singularité est res-
ponsable de la non-trivialité de la monodromie pour le pendule sphérique
(cf. section 5.4).
Démonstration . Si (x, y, z, ξ, η, ζ) sont des coordonnées canoniques sur
T∗R3, (x, y, ξ, η) sont de bonnes coordonnées canoniques sur l'espace tan-
gent au pôle nord, les coordonnées restantes étant déterminées par

z =
√

1− x2 − y2, ζ =
−xξ − yη

z
.

On en déduit immédiatement les formes quadratiques

H”(p) =
1
2
(ξ2 + η2 − x2 − y2)

I”(p) = ξy− xη.

Dans les nouvelles coordonnées symplectiques

x̃ =
(ξ + x)√

2
, ξ̃ =

(ξ − x)√
2

, ỹ =
(η + y)√

2
, η̃ =

(η − y)√
2

,

on obtient précisément la forme voulue. �

Pour finir l'étude des singularités, il faudrait examiner la courbe des
points critiques de rang 1. Ce sont des singularités de type transversalement
elliptique : il existe une combinaison linéaire des fonctions I et H dont le
Hessien est un oscillateur harmonique à une dimension. L'étape suivante
est l'étude de F comme fibration lagrangienne singulière. Une bonne partie
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de ce livre est dédiée à cette question. Il s'agit de comprendre la géométrie
des fibres elles-mêmes, et leur agencement les unes par rapport aux autres.
Ainsi, on décrouvrira au fil de la lecture les propriétés suivantes : si c ∈ R2

est une valeur régulière de F, la fibre correspondante F−1(c) est un tore de
dimension 2 (théorème de Liouville-Arnold-Mineur) ; la fibre correspondante
à un point sur la courbe des points critiques de rang 1 est un cercle (un tore
dont l'un des cycles a uniformément dégénéré en un point) ; enfin la fibre
correspondante au point foyer-foyer est un tore pincé (un tore dont un cycle
fixé (12) dégénère en un point).

Le pendule quantique

La sphère S2 étant munie de sa structure riemannienne standard, on
considère le laplacien −∆, qui est un opérateur non borné, auto-adjoint et
positif sur L2(S2). On forme ainsi

Ĥ = − h̄2
2 ∆ + z,

où z désigne ici l'opérateur de multiplication par z, agissant comme opéra-
teur auto-adjoint borné de L2(S2).

Pour chaque h̄, Ĥ est une perturbation bornée de − h̄2
2 ∆, donc la théorie

spectrale est aisée : Ĥ est semi-borné inférieurement, à résolvante compacte,
et possède donc un spectre purement discret, formé de valeurs propres ten-
dant vers l'infini.

L'opérateur de moment cinétique vertical

Î =
h̄
i

(
y

∂

∂x
− x

∂

∂y

)
=

h̄
i

∂

∂θ
,

où θ est l'angle polaire autour de l'axe vertical de la sphère, commute avec Ĥ
comme opérateur différentiel. Par ellipticité à l'infini, les espaces propres de
Ĥ (qui sont tous de dimension finie) sont formés de fonctions dans C∞(S2).
L'opérateur Î étant symétrique sur C∞(S2), il agit sur les espaces propres de
Ĥ comme une matrice hermitienne. On peut donc diagonaliser simultané-
ment Ĥ et Î sur une base orthonormée complète de L2(S2), et on constate
en passant en coordonnées polaires que les valeurs propres de Î sont des
entiers relatifs (13). Par contraste, les valeurs propres de Ĥ sont aussi peu
explicites que celles du double puits. Et en plus, leur agencement vis-à-vis
des nombres quantiques magnétiques est vraiment surprenant...

L'ensemble des couples (λI ,λH) tels que, pour un vecteur ψ ∈ L2(S2)
non nul,

Ĥψ = λHψ

Îψ = λIψ,

(12). C'est-à-dire une trajectoire périodique donnée.
(13). Entiers qu'on nomme parfois nombres quantiques magnétiques [159]
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est appelé le spectre conjoint de Î et Ĥ (voir section 5.1). Dans la limite semi-
classique h̄ → 0, ce spectre conjoint s'inscrit parfaitement dans l'image de
l'application moment classique (figure 2.6 (14)). Un des buts majeurs de ce
livre est d'approfondir cette analogie entre le spectre conjoint, de nature
quantique, et cette image de F, qu'on appelle parfois le spectre classique.

2

20 1

0

1

−1

−1

−2

Figure 2.6: Spectre conjoint du pendule sphérique superposé
avec l'image de l'application moment. Ici h̄ = 0, 1. On observe
une structure en réseau, qui est localement identifiable, mais glo-
balement non triviale... Explications en section 5.3 !

(14). Pour calculer le spectre de la figure 2.6 de façon numérique, on a écrit la matrice de Ĥ
dans la base des harmoniques sphériques. Ces fonctions étant des vecteurs propres pour Î,
on peut se restreindre aux sous-espaces propres correspondants, ce qui donne une famille de
matrices, toutes de taille toujours infinie. La propriété de confinement de l'énergie montre
que les solutions microlocales d'énergie bornée sont microlocalisées dans un compact de
l'espace des phases, ce qui rend pertinent le spectre obtenu par diagonalisation numérique
d'une troncature de ces matrices à une taille finie. Cette technique standard est efficace numé-
riquement, mais n'apporte aucun élément de compréhension de la structure fine ou globale
du spectre. Les techniques semi-classiques que j'essaie de décrire dans ce livre sont dévelop-
pées en grande partie pour tenter de comprendre ces spectres conjoints... Malheureusement,
sauf peut-être pour les situations où h̄ est vraiment très petit, je n'oserai pas affirmer que
les formules semi-classiques qu'on obtient sont plus performantes numériquement que la
méthode matricielle !



Chapitre 3

Théorie Locale
Le phénomène passe. Je cherche les lois.
Il y a des hommes qui ne sont pas des types. Les
types ne sont pas des hommes. Il ne faut pas se
laisser dominer par l'accidentel.

Lautréamont, Poésies, II

Dans toute la théorie de systèmes dynamiques, la possibilité d'une ana-
lyse locale des solutions est évidemment cruciale, il n'y a pas lieu d'insister
sur ce point. D'ailleurs je ne connais guère de branche des mathématiques
qui ne profitent pas de procédés de localisation. Dans le domaine qui nous
intéresse, l'analyse locale se fait en général au moyen de formes normales qui
s'appliqueront aussi bien au système classique qu'à son homologue quan-
tique. Avant d'énoncer ces différentes formes normales, il me semble inté-
ressant de dire quelques mots de nature plus ou moins heuristique (et plus
ou moins standard) sur la « philosophie » des formes normales.

3.1 Formes normales : un point de vue heuristique

Cette section expose des résultats de nature souvent heuristique. Néan-
moins, certaines constructions sont parfaitement rigoureuses et seront réuti-
lisées par la suite. Pour éviter toute confusion, les énoncés rigoureux seront
tous repris explicitement dans une des sections suivantes.

Un point m ∈ M étant fixé, la notation (M,m) caractérisera la catégorie
des germes en m. Par exemple, C∞(M,m) désignera l'algèbre des germes de
fonctions C∞ en m.

Que veut-on ? — L'idée très générale d'une forme normale est la suivante :
on a un groupe de transformations G agissant sur un ensemble (1) X, et on se
pose deux questions. D'abord, quelles sont les orbites de G ? En particulier

(1). dans toute cette section et uniquement dans cette section, l'ensemble X n'a rien à voir
avec l'espace des positions des systèmes semi-classiques, introduit page 15.

55
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quelles sont les “plus grosses” orbites, celles dans lesquelles risque de tom-
ber un élément “générique” de X ? Enfin, et c'est souvent le plus important
en pratique, quels sont les représentants les plus “simples” dans chaque or-
bite ? Le théorème qu'on énonce alors est : « étant donné un élément x ∈ X
ayant telles propriétés, alors il est dans telle orbite ; il est donc l'image par
un élément de G d'un élément x0 “simple” ».

Il faut remarquer que sous la terminologie de formes normales on en-
globe en réalité les problèmes de type linéarisation où les transformations
sont du type “changement de coordonnées” avec les problèmes de classifica-
tion où c'est l'orbite comme objet abstrait qui est mise en valeur.

Cette philosophie est mise en œuvre dans la théorie des singularités des
fonctions différentiables. Par exemple, X est l'ensemble des germes de fonc-
tions d'une variété (M,m) dans une autre (N, n), tandis que le groupe per-
tinent est G = Diff(M,m) ×Diff(N, n) : on s'autorise des changements de
variables à la source et au but.

Le théorème de Darboux est le premier exemple de forme normale lo-
cale en géométrie symplectique. L'ensemble X est alors celui des germes de
formes symplectiques sur (M,m) et G est le groupe des germes de transfor-
mations canoniques. Là, il n'y a qu'une seule orbite... (ce qui ne sera plus le
cas au niveau semi-global – voir la section suivante.)

Algèbres de Lie — Le cas de la géométrie hamiltonienne (classique ou
quantique) est particulièrement plaisant puisqu'il entre – au moins formel-
lement – dans la situation où G est un groupe de Lie agissant par l'action
adjointe sur son algèbre de Lie X = G. (Plus généralement, G est un sous-
groupe de G̃ et agit sur l'algèbre de Lie de G̃.) Dans le cas classique, on
pourra prendre pour G le groupe des symplectomorphismes locaux et X est
alors l'algèbre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens, qui s'identifie lo-
calement à l'algèbre de Poisson des fonctions lisses (modulo les constantes).
Dans le cas quantique, G est le groupe des opérateurs unitaires agissant par
conjugaison sur les opérateurs auto-adjoints. Pour faire du semi-classique
il suffit de remarquer que l'ensemble de opérateurs intégraux de Fourier
est bien le “groupe de Lie” des opérateurs pseudo-différentiels. Bien en-
tendu tout ceci reste formel dans la mesure où groupes et algèbres consi-
dérés sont de dimension infinie. Néanmoins, on sait depuis longtemps faire
fonctionner la machine lorsque l'algèbre X est vue comme limite projective
de sous-algèbres de dimension finie (telle l'algèbre C∞(M,m) au moyen de
la graduation donnée par les troncatures de la série de Taylor). Le groupe
G n'est alors jamais utilisé directement, mais seulement ses approximations
de dimensions finies. C'est le cas notamment de ce qu'on appelle la forme
normale de Birkhoff. Une approche des formes normales dans cet esprit est
donnée par exemple dans la thèse de Broer [18] ou dans le dernier chapitre
de ma thèse [145]. Elle se révèle extrêmement fructueuse aussi bien en méca-
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nique classique qu'en mécanique semi-classique, comme en témoignent par
exemple les travaux de Sjöstrand [128] ou de Zelditch [162, 163].

La forme normale de Birkhoff en dimension 1 — Comme apéritif à se
mettre en bouche, examinons le cas d'un système hamiltonien à un seul
degré de liberté, au voisinage d'un point fixe.

On considère R2, muni de sa structure symplectique canonique. Soit f ∈
C∞(R2) telle que f (0) = 0 et d f (0) = 0. On suppose que la hessienne
q = f”(0) est une forme quadratique non dégénérée. C'est un exercice facile
de montrer qu'il existe des coordonnées linéaires symplectiques (x, ξ) dans
lesquelles

q =
C
2
(x2 + ξ2), ou q = Cxξ,

avec dans les deux cas une constante C 6= 0.
L'action du groupe symplectique sépare donc l'ouvert des formes qua-

dratiques non dégénérées en deux orbites : celle dite elliptique (dont la forme
normale est 1

2 (x
2 + ξ2)), et celle dite hyperbolique (dont la forme normale est

xξ).
Que peut-on espérer de plus ? Birkhoff (à la suite de Poincaré) a résolu

la question de la normalisation de la série formelle de Taylor de f , notée [[ f ]],
sous l'action des difféomorphismes symplectiques formels. Le résultat est
très simple : il existe des coordonnées symplectiques formelles (x, ξ) et une
fonction formelle ϕ : R → R telles que

[[ f ]](x, ξ) = ϕ(q(x, ξ)).

Si l'on n'aime pas l'adjectif « formel », l'énoncé équivalent est : pour tout en-
tier N > 0, il existe un changement de variables symplectiques polynomial
χ, et un polynôme ϕ, tels que

f ◦ χ = ϕ ◦ q+O(x, ξ)N .

Démonstration. La preuve est simple et instructive. On commence par ap-
pliquer le résultat de classification linéaire, de sorte qu'on peut supposer
que

f (x, ξ) = q(x, ξ) +O(x, ξ)3.
Ensuite, on construit χ de façon récursive. Supposons qu'on ait déjà obtenu

f (x, ξ) = ϕN−1 ◦ q(x, ξ) + rN(x, ξ), rN ∈ O(x, ξ)N .

On cherche alors χ comme une déformation de l'identité, de façon à pré-
server ϕN−1 ◦ q modulo O(x, ξ)N : χ = Id + O(x, ξ)N−1. L'astuce consiste
à construire χ comme le flot au temps t = 1 d'un Hamiltonien polynomial
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g = O(x, ξ)N : soit χ = exp(Xg), où Xg est le champ de vecteurs hamilto-
nien associé à g. Autrement dit, on déplace le problème dans l'algèbre de Lie
du groupe symplectique (formel) (2). On a alors (3)

f ◦ exp(Xg) = f + {Xg, f}+O(x, ξ)N+1 = f + {Xg, q}+O(x, ξ)N+1.

Si l'on arrive à résoudre l'équation :

rN = {q,Xg}+ h ◦ q, (3.1)

où les polynômes inconnus sont g et h, on a gagné : f ◦ exp(Xg) = ϕN ◦ q+
O(x, ξ)N+1, avec ϕN = ϕN−1 + h. Supposons d'abord q hyperbolique. Alors,
cette équation est très facile à résoudre, en développant tous les polynômes
sur la base xαξβ, α, β ∈N. En effet

{xξ, xαξβ} = (α− β)xαξβ.

L'opérateur g 7→ {q, g} est donc diagonal dans cette base, ce qui implique
que l'espace des polynômes homogènes en (x, ξ) de degré donné N se
scinde en une somme directe du noyau et de l'image de cet opérateur. Dé-
composer rN selon cette somme revient exactement à résoudre (3.1). En effet,
si α = β, le monôme xαξβ est bien une fonction de q !

Le cas elliptique fonctionne de la même façon si on introduit les coor-
données complexes z = (x+ iξ)/

√
2 et z̄ = (x− iξ)/

√
2. En effet q = Czz̄,

et le même calcul s'applique, dans la base zαz̄β (ou, mieux, sa partie réelle
(zα z̄β + z̄αzβ)/2). �

Remarque 3.1.1 L'équation (3.1) s'appelle équation cohomologique. On verra
qu'elle s'interprète comme la décomposition d'une forme fermée en une
somme d'un cobord ({q, g}) et d'un représentant « normalisé » du H1 (ici la
fonction h ◦ q). △

L'histoire ne s'arrête pas là. En utilisant le procédé de resommation de
Borel (4), on fait mieux que la forme normale de Birkhoff : il existe un difféo-

(2). Les premières approches de la forme normale de Birkhoff utilisaient plutôt la représen-
tation d'un symplectomorphisme de R2 dans R2 par sa fonction génératrice ([4]) : si S(x, ξ ′)
est une fonction C∞, on définit l'ensemble des (x, ξ, x′, ξ ′) tels que x′ = ∂S

∂ξ ′ et ξ = ∂S
∂x . On

verifie que cet ensemble est une relation canonique, car la restriction de ξdx− ξ ′dx′ est égale
à la forme exacte (et donc fermée) : dS− d(x′ξ ′). Sous une hypothèse de transversalité, c'est
donc le graphe d'un symplectomorphisme. Cette transversalité est vérifiée pour la fonction
S = xξ ′ pour laquelle on obtient le graphe de l'identité. Ceci étant, il se trouve que l'applica-
tion de ces fonctions génératrices pour les formes normales donne souvent lieu à des calculs
plus compliqués que la méthode du flot.
(3). Formellement, on a même f ◦ exp(Xg) = f + {Xg, f }+ 1

2{Xg, {Xg, f }}+ · · · , qui pro-
vient de la formule générale, dans un groupe de Lie, pour la dérivée ad de l'action adjointe
Ad : AdexpX = exp adX .
(4). Le procédé de Borel permet de resommer toute série formelle en une fonction C∞

dont la série de Taylor sera la série formelle initiale. Pour l'appliquer à χ, on remarque
que cette transformation symplectique a été construite comme flot au temps 1 d'un certain
Hamiltonien. il suffit donc d'appliquer la resommation de Borel à ce Hamiltonien.
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morphisme symplectique C∞, χ, et une fonction C∞, f , tels que

f ◦ χ− ϕ ◦ q

soit une fonction plate à l'origine de R2. (On appelle fonction plate à l'origine
une fonction dont toutes les dérivées s'y annulent.)

Ce n'est toujours pas le résultat ultime... Il se trouve qu'on peut en fait
rendre toutes ces séries convergentes. Autrement dit, on peut faire en sorte
que la fonction plate ci-dessus soit nulle dans un voisinage de l'origine !
Dans le cas hyperbolique, c'est ce qu'on appelle le théorème de Sternberg
(voir [72]). Le cas général est résolu par le « lemme de Morse isochore »
de [37]. Ce résultat est surprenant, car il ne se généralise pas tel quel aux di-
mensions supérieures (5), alors que les deux premiers énoncés « formels » de
la forme normale de Birkhoff le permettent, modulo quelques hypothèses
de généricité. Mais ce résultat de normalisation C∞ se généralise au cas com-
plètement intégrable (théorème d'Eliasson 3.3.7).

La “variété” de tous les systèmes intégrables — Venons-en maintenant
plus précisément au problème des systèmes intégrables. Par une construc-
tion toujours formelle (mais qui peut, à l'instar de la forme normale de Bir-
khoff, se réaliser par approximations de dimension finie – voir par exemple
une variante dans [131] – ainsi que dans un cadre purement algébrique – on
trouve une construction proche dans [126, 69]) il est joli de voir comment
les équations à résoudre peuvent s'interpréter en termes de cohomologie
d'algèbres de Lie.

Qu'est-ce qu'un système complètement intégrable ? Plusieurs notions
sont possibles, selon qu'on s'intéresse à un Hamiltonien particulier, à un
ensemble d'intégrales en involution, à la fibration singulière associée, au
feuilletage lagrangien correspondant, ou même à une feuille particulière de
ce feuilletage. Pour chacun de ces cas la question de la classification se pose
différemment et les réponses sont bien entendu diverses. Modulo ces va-
riantes, notre vision est assez proche des références [33, 131, 126, 69].

On note G le groupe des (germes de) difféomorphismes symplectiques
de (M,m), et son algèbre de Lie G est vue comme l'algèbre de Poisson des
(germes de) fonctions lisses sur M modulo les constantes. Comme on veut
contrôler les constantes (on veut savoir si deux fonctions commutent, pas
si le crochet est constant) on va travailler sur l'algèbre de Poisson un peu
plus grosse des germes de fonctions lisses sur M : X = C∞(M,m) (on peut
remplacer C∞ par analytique).

On s'intéressera dans ce texte particulièrement au feuilletage lagrangien
défini par un système complètement intégrable. Un système complètement
intégrable est donné par une sous-algèbre abélienne de X de dimension n,
c'est-à-dire un espace vectoriel f engendré par n fonctions en involution

(5). Sauf pour le cas purement hyperbolique, par le théorème de Sternberg.
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f1, . . . , fn dont les différentielles sont presque partout indépendantes. Le feuille-
tage (singulier) associé est l'ensemble des fibres { fi = consti} ; il est bien sûr
indépendant du choix de la base de f. À quelles conditions dirons-nous que
deux telles algèbres définissent le même feuilletage local ? Comme on le
verra bientôt (proposition 3.2.7), la réponse est facile lorsque le feuilletage
est régulier : deux telles sous-algèbres f = 〈 f1, . . . , fn〉 et g = 〈g1, . . . , gn〉 ont
le même feuilletage si et seulement s'il existe un difféomorphisme local χ
de Rn tel que

(g1, . . . , gn) = χ( f1, . . . , fn).

Il serait tentant de reprendre la même définition pour les feuilletages sin-
guliers, et c'est ce qui est fait en général dans le cadre algébrique [140, 69].
Malheureusement, cela empêcherait d'avoir la linéarisation symplectique lo-
cale C∞ des singularités comprenant, entre autres, des blocs hyperboliques
(voir le théorème d'Eliasson 3.3.7). On dira donc seulement que f et g ont le
même feuilletage local près d'un point m (et on notera f ∼ g) si et seulement
si les éléments de f sont constants le long des feuilles de g, ce qui dans le
cas lagrangien s'écrit de façon symétrique

{ fi, gj} = 0 près de m, ∀i, j.
Lorsque m est régulier pour f et g, cette condition est équivalente à la précé-
dente (c'est encore une conséquence de Darboux-Carathéodory). Si on note
Cf = {h ∈ C∞(M,m), {h, f} = 0} le commutant (local) de f, cette condition
s'écrit g ⊂ Cf ou de façon équivalente f ⊂ Cg. Par l'identité de Jacobi, Cf
est une sous-algèbre de Lie de X. Le point essentiel lorsque les différen-
tielles des fi (ou des gi) sont presque partout indépendantes (on dit parfois
que le feuilletage associé est presque régulier) est alors que Cf est abélienne
(proposition 3.2.5). Cela implique en particulier

(f ∼ g)⇐⇒ (Cf = Cg). (3.2)

On peut arguer que cette définition est trop faible, car elle oublie un cer-
tain nombre d'informations sur la structure locale des générateurs de f ou
g. Par exemple, le feuilletage (a priori régulier) des droites horizontales de
R2 = {x, ξ} peut être défini (entre autres) par les fonctions ξ ou ξ3. Selon la
définition 3.2, on a ξ ∼ ξ3. Si l'on n'admet pas cela, on peut introduire une
notion plus forte insistant sur la notion de générateurs : on dira que f et g
sont fortement équivalents lorsqu'ils engendrent le même Cf (ou Cg)-module ;
plus précisément, on utilisera l'équivalence associée à l'action du groupe
GL(n,Cf) des germes de matrices inversibles à coefficients dans Cf, définis
au voisinage de m :

(f ∼s g)⇐⇒ ∃N ∈ GL(n,Cf), f− f(m) = N · (g− g(m)). (3.3)

(Au membre de droite, le point (·) indique la multiplication matricielle
— pour laquelle les coefficients sont des fonctions — de N avec le n-vecteur



3.1. FORMES NORMALES : UN POINT DE VUE HEURISTIQUE 61

(g1 − g1(m), . . . , gn − gn(m)). On a fait l'abus de notation (6) d'identifier les
algèbres f et g avec une de leurs bases. Le résultat est bien sûr indépendant
d'un tel choix de base.)

Une première remarque rassurante : on voit facilement que l'équivalence
forte f ∼s g implique l'équivalence faible f ∼ g.

Lorsque m est régulier pour f et g les deux équivalences coïncident. On
verra que c'est encore le cas si m est un point singulier non dégénéré au sens
d'Eliasson (voir section 3.3).

Exposons maintenant la construction formelle annoncée. Si L0 ≃ Rn est
l'algèbre de Lie commutative de dimension n type, l'ensemble CI1r de toutes
les sous-algèbres de X définissant un système complètement intégrable est
un “ouvert dense” de l'espace des homomorphismes de Lie de L0 dans X.
L'espace de modules de tous les feuilletages complètement intégrables est
alors par définition

FI = CI1r/ ∼ .

L'équivalence utilisée ici (et dans la suite de cette discussion) est, au choix,
l'équivalence faible ou l'équivalence forte. Les différences seront mention-
nées en lieu utile.

Soit C1 = (Rn)∗ ⊗ X = Hom(Rn,X) l'espace des applications linéaires
de Rn dans X. Il est pratique de voir un élément f ∈ C1 comme une 1-forme
constante sur Rn à valeurs dans X. La considérant maintenant comme une
1-forme de connexion sur un éventuel fibré principal, il est naturel d'intro-
duire sa courbure : si f = f1dx1 + · · · fndxn, alors

κ(f) = ∑
i<j
{ fi, f j}dxi ∧ dxj.

Notons encore C1r ⊂ C1 l'“ouvert dense” des f telles que les différentielles
des fi sont presque partout indépendantes et soit κ̃ la restriction de κ à C1r ;
alors CI1r = κ̃−1(0). Donc

FI = κ̃−1(0)/ ∼ .

Il est clair que FI est un espace singulier. Par exemple, lorsqu'on res-
treint tout aux fonctions quadratiques (et donc aux champs hamiltoniens
linéaires), FI est une variété algébrique composée de strates lisses de diffé-
rentes dimensions.

Regardons maintenant ce que l'on peut dire en général au voisinage
d'un système donné. Soit donc [f] ∈ FI un feuilletage complètement in-
tégrable. Soit f un représentant : f est un homomorphisme de Lie de L0
dans X. On peut ainsi faire agir L0 sur X par représentation adjointe :
L0 × X ∋ (ℓ, g) → {f(ℓ), g} ∈ X, ce qui fait de X un L0-module. Il est
naturel de penser à introduire le complexe de Chevalley-Eilenberg associé

(6). et on le fera encore souvent...
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(au moins jusqu'en degré 2) : Cq(L0,X) = Hom(L∧q0 ,X) est l'espace des ap-
plication q-linéaires alternées de L0 dans X, ces derniers étant vus comme
simples espaces vectoriels (et on convient que C0(L0,X) = X). On note df
la différentielle associée : comme dans [26], pour une 0-cochaîne g ∈ X,
la 1-cochaîne df(g) est d f (g)(ℓ) = {f(ℓ), g}, ℓ ∈ L0 tandis que pour une
k-cochaîne φ la k+ 1 cochaîne df(φ) est

df(φ)(ℓ1, . . . , ℓk+1) =
1

k+ 1

k+1

∑
i=1

(−1)i+1{f(ℓi), φ(ℓ̌i)}, ℓi ∈ L0,

où ℓ̌i = (ℓ1, . . . , ℓ̌i, . . . , ℓk+1).
Notons Of = Cf si l'on s'intéresse à l'équivalence faible et au contraire

Of = R ⊕ 〈Cn
f , f− f(m)〉q dans le cas de l'équivalence forte (R désigne ici

les fonctions constantes : M → R et 〈Cn
f , f− f(m)〉 désigne l'ensemble des

fonctions de la forme ∑i ai( fi− fi(m)) avec ai ∈ Cf). L'espace Of est toujours
une sous-algèbre de Poisson commutative de X. Puisque L0 agit trivialement
sur Of, l'algèbre de Lie quotient X/Of se voit munie d'une structure de L0-
module. On définit le nouveau complexe de Chevalley-Eilenberg associé :
Cq(L0,X/Of) = Hom(L∧q0 ,X/Of) est l'espace des application q-linéaires al-
ternées de L0 dans X/Of, muni de la différentielle notée d̄f. Ceci étant posé,
le “complexe” qui semble le plus adapté est une mixture de C•(L0,X) et
C•(L0,X/Of) (complexe est un terme un peu pédant puisqu'on ne s'inté-
ressera qu'aux termes de degré 1... Mais malgré tout il semble qu'on puisse
donner un sens aux autres degrés : voir [126]). Le complexe en question,
noté C•(f), est le suivant :

0 // X/Of
d̄f // C1(L0,X/Of)

∂f // C2(L0,X)
df // C3(L0,X)

df // · · ·

où ∂f est défini par le diagramme suivant, où tous les petits triangles sont
commutatifs (Ck(L0,Of) est toujours dans le noyau de df) :

0 // X
df //

π

��

C1(L0,X)
df //

π

��

C2(L0,X)
df //

π

��

. . .

0 // X/Of
d̄f

//

∂f
88

q
q

q
q

q
q

q
q

q
q

q

C1(L0,X/Of) d̄f
//

∂f
66

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

C2(L0,X/Of) d̄f
//

∂f

99
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s

. . .

(Les complexes s'arrêtent bien sûr en degré n : C>n+1(L0, .) = 0). Les co-
cycles et cobords sont notés de façon standard : par exemple Zk(L0,X),
Bk(L0,X/Of) et Bk(f). Les espaces de cohomologie sont notés Hk(). On a
alors la description formelle de l'espace tangent à FI en [f] :

T[f]FI = Z1(f) = Z1(L0,X)/Z1(L0,Of). (3.4)
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En effet le ∂f d'une 1-cochaîne α ∈ C1(L0,X/Of) s'écrit

∂fα(g, h) = {f(g), α(h)} − {f(h), α(g)},

alors que l'application linéaire tangente à κ est

Tfκ : C1 → ∧2(Rn)∗ ⊗ X

g1dx1 + · · ·+ gndxn 7→ ∑
i<j

(
{gi, f j}+ { fi, gj}

)
dxi ∧ dxj.

Donc quitte à munir L0 d'une base (e1, . . . , en) qui l'identifie à Rn et à poser
fi = f(ei) (et α(ei) = gi), on voit que

Z1(f) = kerTfκ/Of,

qui est bien l' “espace tangent” formel de FI . (Dans cette formule on a écrit
abusivement Of pour signifier les applications linéaires de Rn dans Of, qui
sont bien sûr incluses dans kerTfκ).

Supposons un moment qu'on se restreigne aux feuilletages réguliers ; on
peut grâce au théorème de Darboux-Carathéodory 3.2.2 introduire des va-
riables (x1, . . . , xn) symplectiquement conjuguées aux ( f1, . . . , fn) et identi-
fier un élément de Ck(L0,X) à une k-forme différentielle sur M ; par exemple
pour les 1-formes : (g1, . . . , gn) 7→ g1dx1+ · · ·+ gndxn. La différentielle df est
alors la différentielle extérieure standard par rapport aux variables x (c'est-
à-dire restreinte aux feuilles du feuilletage). Le choix d'une petite surface Σ

transverse au feuilletage en m permet donc d'identifier Z1(L0,X) aux appli-
cations lisses Σ ∋ σ → Z1

dRh(Λσ,R), où Λσ est la feuille locale contenant σ.
On retrouve ainsi la description de Weinstein de l'espace des sous-variétés
lagrangiennes [157].

Comme on va le voir, B1(f) et H1(f) ont également une interprétation
géométrique.

Retour aux formes normales — Considéronsmaintenant l'action du groupe
G des difféomorphismes symplectiques (locaux). G agissant naturellement
sur X en respectant la structure de Poisson, il agit également sur CI1r . En
outre l'action de G étant compatible avec la relation d'équivalence (faible ou
forte) f ∼ g, elle se restreint naturellement au quotient FI . Soit [f] ∈ FI
et notons G([f]) son orbite (locale) sous l'action de G. L'espace tangent
T[f]G([f]) est formellement l'orbite de [f] sous l'action adjointe de l'algèbre
de Lie G ou X :

T[f]G([f]) = {L0 ∋ ℓ→ {h, f(ℓ)} mod Of |h ∈ X}.

Autrement dit,
T[f]G([f]) = B1(L0,X/Of) = B1(f).
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L'espace de cohomologie H1(f) est donc vu comme l'espace normal à l'orbite
de [f] sous G.

Or une forme normale pour f est un système f0 tel qu'il existe une trans-
formation g ∈ G telle que

g∗f ∼ f0. (3.5)

Donc par une coïncidence lexicale inappropriée H1(L0,X/Of) qui est l'es-
pace normal contient les directions ne pointant pas vers des formes normales
pour f. En langage algébrique c'est l'espace des déformations infinitésimales
(non triviales) de [f] ; en termes de singulariste, cela représente la versalité
de [f].

Méthode de Moser et équation cohomologique — Supposons qu'on
veuille prouver une forme normale du type (3.5). Suivant l'idée de la fa-
meuse méthode de Moser [114], appliquée à notre contexte, on peut être tenté
de construire a priori un chemin différentiable ft reliant f0 à f et à chercher
un chemin associé gt dans le groupe G vérifiant g0 = Id et

∀t ∈ [0, 1], gt.ft ∼ f0.

Ainsi, la transformation g1 répondra à la question. Une condition nécessaire
pour espérer appliquer cette méthode est évidemment que f0 et f soient dans
la même classe d'“homotopie” (et même d'isotopie). L'étape préliminaire
est donc de trouver une classification grossière permettant de distinguer
les classes d'isotopies. Ceci étant réglé, on différencie par rapport à t pour
obtenir une équation dans l'espace tangent à FI en [f0] :

d
dt
(gt.ft) ∈ Z1(L0,Of0),

qui s'écrit encore

{f0, St}+
d
dt
(ft) ◦ gt ∈ Of0 ,

où St est le Hamiltonien associé au flot de g−1t . En termes cohomologiques,
il s'agit de résoudre

df0St = −
d
dt
(ft) ◦ gt ∈ Z1(L0,X/Of0 ).

Il est en général difficile de résoudre directement cette équation, même si
dans un certain nombre de cas des astuces existent. Les formules telles
qu'elles sont écrites ici ne servent en général que dans un cadre formel.
En effet, on est très souvent amené à considérer dans un premier temps
l'équation à t = 0 (par exemple si l'on cherche une solution formelle en t —
ou en h̄, dans le cas semi-classique), qui devient

df0S0 = −
d
dt
(ft)↾t=0.
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Autrement dit, on cherche à montrer que le cocycle − d
dt(ft)↾t=0 est un co-

bord. Cette équation s'appelle l'équation cohomologique. On trouve parfois
aussi le terme d'équation homologique. En optique géométrique, elle cor-
respond à une équation de transport.

En réalité je ne connais pas d'exemple de méthode de Moser directe pour
normaliser un système complètement intégrable lorsqu'on quitte la catégo-
rie formelle. Le problème est peut-être qu'il est difficile de trouver a priori un
chemin simple ft (l'interpolation linéaire ne marche pas : FI n'est pas un
ouvert d'un espace vectoriel). On procède souvent en deux temps ; d'abord,
on obtient une forme normale sous l'action du groupe plus gros de tous
les difféomorphismes, et ceci par des constructions géométriques souvent à
base d'algèbre linéaire. Enfin, on applique la méthode de Moser pour “sym-
plectifier” la forme normale obtenue, ce qui consiste à envoyer la forme
symplectique déformée sur la forme symplectique initiale par un difféo-
morphisme qui respecte le feuilletage. On a gagné en particulier le fait que
l'espace des formes symplectiques est, lui, un ouvert d'un espace vectoriel.
Une telle méthode est utilisée par exemple dans [10, 62].

3.2 Points réguliers

Soit M une variété symplectique de dimension 2n, et ( f1, . . . , fn) un sys-
tème complètement intégrable sur M : fi ∈ C∞(M) et { fi, f j} = 0. Soit
F = ( f1, . . . , fn) : M→ Rn l'application moment.

Définition 3.2.1 Un point m ∈ M est dit régulier pour F si dF(m) est de rang
maximal n. Autrement dit, d f1 ∧ · · · ∧ d fn(m) 6= 0.

Par le théorème de submersion locale, les fibres F−1(c) pour c proche de
F(m) sont localement des sous-variétés de dimension n près d'un point ré-
gulier m. La structure locale des points réguliers des systèmes complètement
intégrable est très simple. Elle est en fait entièrement décrite par le théorème
classique suivant :

Théorème 3.2.2 (Darboux-Carathéodory) Si m est régulier, F est symplectique-
ment conjuguée près de m à la fibration linéaire (ξ1, . . . , ξn) sur l'espace symplec-
tique linéaire R2n muni des coordonnées (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) et de la forme sym-
plectique canonique ∑i dξi ∧ dxi.

Autrement dit, il existe des fonctions φ1, . . . , φn sur M telles que

(φ1, . . . , φn, f1 − f1(m), . . . , fn − fn(m))

soit un système de coordonnées canoniques au voisinage de m.
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Démonstration. On peut supposer F(m) = 0. Au voisinage de m, le feuille-
tage associé au système est lagrangien et régulier ; on peut donc trouver une
section locale Σ lagrangienne et transverse au point m (pour cela il suffit
du théorème de Darboux classique et d'un peu d'algèbre linéaire). Les fonc-
tions ( f1, . . . , fn) définissent une action locale ϕ(t1,...,tn) de Rn sur M, agissant
localement librement sur chaque feuille. On choisit φ1(p), . . . , φn(p) comme
étant les temps nécessaires à cette action pour arriver en p partant sur Σ. On
a donc { fi, φi} = 1. Enfin les sous-variétés φ = const étant les images d'une
lagrangienne par un flot symplectique sont elles-mêmes lagrangiennes, ce
qui assure {φi, φj} = 0. �

En toute logique, le nom de Liouville devrait être associé à ce théorème,
puisque bien avant Darboux et Carathéodory, Liouville donne une formule
explicite et très élégante pour les fonctions φi. Ce résultat publié en 1855 [98]
fournit une résolution locale du flot de tout Hamiltonien complètement in-
tégrable (et éventuellement dépendant du temps) en un point régulier du
feuilletage en terme de la fameuse 1-forme de Liouville ∑i ξidxi. En ce sens
il implique le théorème de Darboux-Carathéodory comme corollaire, même
si la formulation de Liouville est plus compliquée.

Le théorème de Darboux-Carathéodory permet de répondre à un certain
nombre de questions évoquées au paragraphe précédent (3.1). Rappelons-les
brièvement.

Définition 3.2.3 Soit f = 〈 f1, . . . , fn〉 un système complètement intégrable. Le
commutant de f est l'ensemble des fonctions commutant avec toutes les fi. On le
note Cf.

Il faut préciser qu'on verra en général Cf comme un (pré-)faisceau, dans le
sens où on parlera du commutant « sur un ouvert », en signifiant que la
propriété de commutation n'est requise que sur cet ouvert.

Lemme 3.2.4 Localement près d'un point régulier, Cf est l'ensemble des fonctions
de la forme ϕ( f1, . . . , fn), où ϕ ∈ C∞(Rn).

Démonstration. Il suffit d'appliquer Darboux-Carathéodory. �

Proposition 3.2.5 Cf est une algèbre de Poisson commutative.

Démonstration. C'est une algèbre de Lie en vertu de l'identité de Jacobi.
C'est une algèbre de Poisson grâce à l'identité de Leibniz. Par le lemme pré-
cédent, elle est commutative au voisinage des points réguliers, donc partout.
�

Définition 3.2.6 On dit que deux systèmes complètement intégrables f et g sont
faiblement équivalents, et on note f ∼ g, lorsque Cf = Cg.
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f et g sont faiblement équivalents si et seulement si f ⊂ Cg (ou g ⊂ Cf) :
cette assertion découle de la proposition 3.2.5. Le lemme 3.2.4 implique la
caractérisation suivante, qui sera fausse dans le cas singulier :

Proposition 3.2.7 Si m est régulier pour f et g, alors ils sont équivalents si et
seulement si ( f1, . . . , fn) = ϕ(g1, . . . , gn), où ϕ est un difféomorphisme local de
Rn.

Dans ce cas, l'équivalence faible est identique à l'équivalence forte (voir le
paragraphe 3.3 plus bas).

Enfin, le théorème de Darboux-Carathéodory justifie le lien expliqué au
paragraphe 3.1 entre les complexes de déformation associés à f et le com-
plexe de de Rham sur les feuilles lagrangiennes. En particulier, au voisinage
d'un point régulier, H1(f) = 0.

Semi-classique

Le théorème de Darboux-Carathéodory admet un analogue semi-clas-
sique tout aussi simple mais tout aussi efficace. Sa première démonstration
dans le cadre des opérateurs pseudo-différentiels homogènes est due à Colin
de Verdière [29] (même si le cas n = 1 est déjà traité par Duistermaat et
Hörmander [56]).

On se donne n opérateurs h̄-pseudo-différentiels P1, . . . , Pn sur M = T∗X
qui commutent deux à deux (globalement, ou microlocalement dans un ou-
vert : [Pi, Pj] = O(h̄∞)). On note maintenant p l'application moment classique
correspondant aux symboles principaux pj, tandis que

P = (P1, . . . , Pn)

est appelée application moment quantique, ou fibration quantique.

Théorème 3.2.8 Si m est régulier, P est microlocalement conjuguée près de m à la
fibration ( h̄i

∂
∂x1

, . . . , h̄i
∂

∂xn
) agissant sur Rn

Autrement dit, il existe un opérateur intégral de Fourier U défini près de m et
microlocalement unitaire tel que U(Pj − pj(m))U−1 = h̄

i
∂

∂xj
microlocalement près

de m.

Démonstration. Soit χ le symplectomorphisme donné par le théorème de
Darboux-Carathéodory, et U0 un opérateur intégral de Fourier le quanti-
fiant près de m. Le résultat est ainsi obtenu modulo des opérateurs pseudo-
différentiels d'ordre h̄. Pour corriger cette erreur on conjugue de nouveau
par un opérateur pseudo-différentiel de la forme exp(iA), où A est un h̄-
opérateur pseudo-différentiel. Comme on ne désire qu'un résultat microlo-
cal (à O(h̄∞) près), il suffit de montrer qu'il existe un voisinage de m dans
lequel on peut résoudre à tout ordre en h̄, ce qui est un simple exercice. �
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Remarque 3.2.9 Il n'est pas nécessaire que P soit auto-adjointe. À partir du
moment où le symbole principal p est réel, le théorème s'applique encore,
mais le caractère unitaire de U(h̄) est perdu. △
En relation avec la théorie générale des formes normales racontée au para-
graphe 3.1, on observe les quatre faits suivants :
1. ici, on ne désire pas autoriser d'équivalences entre deux fibrations : le
symbole ∼ est vraiment remplacé par = ;
2. le problème est bien posé (car il est formel) dans le cadre « action d'une
algèbre de Lie par représentation adjointe » ;
3. l'équation cohomologique, ne faisant intervenir qu'un ordre en h̄ à la fois,
est en réalité une équation classique sur les symboles principaux ;
4. la cohomologie associée est ici isomorphe à la cohomologie de de Rham,
et donc localement triviale : l'équation cohomologique est toujours réso-
luble. (Le fait qu'il existe un voisinage universel provient par exemple de la
formule de Poincaré pour intégrer une forme fermée.)

De ce point de vue on voit que la démonstration (non détaillée ici) suit
parfaitement le schéma abstrait des formes normales, même s'il est proba-
blement bien plus court et plus simple de l'écrire directement. Je dis « pro-
bablement », car il faut tout de même se rendre compte que le membre
de droite des n équations que l'on obtient correspond simplement à une
1-forme fermée, ce qui est déjà une géométrisation du problème...

Dans la suite des évènements, les points 2. et 3. seront toujours vérifiés
(voir le théorème 3.2.10 ci-dessous) ; plus subtils seront les analogues des
points 1. et 4.

Le théorème de Darboux-Carathéodory semi-classique permet d'intro-
duire de façon parfaitement parallèle au cas classique les notions d'équiva-
lences de feuilletages. En bref, on note P l'espace vectoriel sur R engendré
par les Pi. Le commutant semi-classique ĈP est l'ensemble des opérateurs
commutant avec les Pi (éventuellement microlocalement sur un ouvert). On
montre alors que ĈP est une algèbre de Poisson commutative [148]. Deux
systèmes P et Q sont dits faiblement équivalents lorsqu'ils ont même com-
mutant. Au voisinage de points réguliers pour les deux, cela revient à dire
qu'il existe un symbole classique local ϕ ∈ S0(Rn) à valeurs dans Rn, dont
le terme principal est un difféomorphisme local de Rn, tel que P = ϕ(Q)
microlocalement près de m.

On peut même aller plus loin et introduire le complexe de déformation
associé à un système complètement intégrable P. Si X̂ désigne le faisceau des
opérateurs pseudo-différentiels à symboles classiques et de degré maximum
zéro modulo équivalence microlocale, on voit P comme une représentation
de l'algèbre de Lie commutative de dimension n type L0 dans X̂ (agissant
par crochet S → i

h̄ [Pj, S]), ce qui fait de X̂ ou X̂/ĈP un L0-module. On dé-
finit comme au paragraphe 3.1 les complexes associés et le complexe mixte
C•(P). Soit p le système classique correspondant aux symboles principaux
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de P. On montre alors le résultat suivant :

Théorème 3.2.10 Si H1(p) = 0, et la restriction du symbole principal σ : ĈP →
Cp est surjective, alors H1(P) = 0.

Démonstration. Il est assez raisonnable de demander une preuve diagram-
matique ; en voici une. On utilise les trois suites exactes suivantes, qui font
intervenir l'application “symbole principal” σ et les inclusions naturelles
h̄X̂ ⊂ X̂ et h̄ĈP ⊂ ĈP. La première suite exacte décrit la propriété fondamen-
tale du symbole principal d'un opérateur pseudo-différentiel :

0 // hX̂ // X̂
σ // X // 0 . (3.6)

Pour la seconde, on utilise l'hypothèse de surjectivité de σ :

0 // hĈP
// ĈP

σ // Cp // 0. (3.7)

Enfin la troisième est une conséquence des deux premières :

0 // h̄(X̂/ĈP) // X̂/ĈP
σ̄ // X/Cp // 0. (3.8)

La surjectivité de σ̄ découle simplement de celle de σ dans (3.6) ; le fait que
la suite soit exacte au centre utilise la surjectivité de σ dans (3.7). En utili-
sant les deux suites exactes courtes (3.6) et (3.8), on en déduit de façon très
standard une suite exacte longue en cohomologie, à l'aide du diagramme
suivant :

0 0 0

0 // X/Cp

OO

d̄p // C1(L0,X/Cp)

OO

∂p // C2(L0,X)

OO

dp //

0 // X̂/ĈP

σ̄

OO

d̄P // C1(L0, X̂/ĈP)

σ̄

OO

∂P // C2(L0, X̂)

σ

OO

dP //

0 // h̄(X̂/ĈP)

OO

d̄P // h̄C1(L0, X̂/ĈP)

OO

∂P // h̄C2(L0, X̂)

OO

dP //

0

OO

0

OO

0

OO

(3.9)

On obtient ainsi

0 // h̄H0(P) // H0(P) // H0(p) //

// h̄H1(P) // H1(P) // H1(p) // h̄H2(P) // · · ·
(3.10)
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Venons-en au théorème : si H1(p) = 0, on a donc un morphisme surjectif,
commutant avec h̄ (car induit par l'inclusion h̄X̂ ⊂ X) : h̄H1(P) → H1(P).
Donc tout élément de H1(P) est d'ordre h̄. En itérant, il est d'ordre hN pour
N quelconque ; donc, il est nul (les éléments de X̂ ne sont définis que modulo
O(h̄∞)).

On peut également préférer une preuve plus directe ; la voici. On se
donne un 1-cocycle dans Z1(P), c'est-à-dire n opérateurs pseudo-différentiels
Qj tels que [Pi,Qj] + [Qi, Pj] = 0. On cherche à montrer que c'est un cobord,
ce qui revient à trouver un F ∈ X̂ et des Cj ∈ ĈP vérifiant l'équation coho-
mologique

i
h̄
[Pj, F] = Qj + Cj.

Puisque H1(p) = 0 et que σ envoie Z1(P) dans Z1(p), on peut résoudre
l'équation au niveau des symboles principaux : il existe f ∈ X, cj ∈ Cp tels
que

{pj, f} = qj + cj,

où qj = σ(Qj). En utilisant l'hypothèse de surjectivité de σ, on peut trouver
des opérateurs pseudo-différentiels Cj ∈ ĈP tels que σ(Cj) = cj. En choisis-
sant maintenant un opérateur pseudo-différentiel F0 de symbole principal f
on a

i
h̄
[Pj, F0] = Qj + Cj + h̄Rj

pour un Rj ∈ X̂. Puisque Cj ∈ CQ, on vérifie facilement que Rj est encore un 1-
cocycle. Il suffit dont de résoudre l'équation cohomologique pour ce nouveau
cocycle... En réitérant la procédure on voit qu'on finit par obtenir un F de
la forme F0 + h̄F1 + h̄2F2 + · · · qui est solution à un ordre arbitraire en h̄, ce
qui nous suffit. �

Par la version classique de Darboux-Carathéodory, on voit que les hypo-
thèses sont vérifiées au voisinage d'un point régulier. Ce théorème permet
de comprendre pourquoi les formes normales qu'on décrit dans ce livre et
qui sont stables dans le sens où le H1 qui intervient est trivial donnent tou-
jours lieu à leur analogue semi-classique. Voir le théorème 3.2.11 suivant.

L'hypothèse sur la surjectivité du symbole principal est cruciale, mais
semble un peu technique. Elle sera vérifiée dans les cas qu'on rencontrera,
mais je n'ai pas d'argument général à son sujet. Il serait certainement inté-
ressant de s'y attarder davantage.

On peut formaliser le lien très important entre l'annulation du H1 et
l'existence d'une forme normale semi-classique étendant une forme normale
classique, de la façon suivante.

Théorème 3.2.11 Soient f et g deux systèmes complètement intégrables classiques
et soit χ un symplectomorphisme exact (7) défini sur un ouvert Ω de M tel que, sur

(7). cf. la définition 1.3.5 page 30.
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Ω,
χ∗f ∼ g .

Supposons en outre
H1(f) = 0 .

Soit G un système complètement intégrable semi-classique tel que σ(G) = g, et tel
que σ : ĈG → Cg soit surjectif. Alors pour tout système complètement intégrable
semi-classique F avec σ(F) = f, il existe un opérateur intégral de Fourier U associé
à χ tel que, microlocalement sur Ω,

UFU−1 ∼ G

Comme le résultat est encore valable pour l'équivalence forte, que nous uti-
liserons à la section suivante (théorème 3.3.3), et que la preuve est essentiel-
lement la même, je la diffère pour le moment.

Solutions microlocales

Parmi les autres (multiples) applications du théorème de Darboux-Cara-
théodory, on s'intéressera particulièrement au fait qu'il permet de décrire
l'espace des solutions microlocales de P agissant sur le faisceau des microfonc-
tions : les familles uh̄ admissibles telles que Puh̄ a un microsupport vide au-
dessus d'un certain ouvert. On sait déjà que les microfonctions solutions de
Puh̄ = O(h̄∞) sont microlocalisées sur l'ensemble de niveau ∩i{pi = 0} (c'est
une conséquence directe de la définition du microsupport : cf (1.4), (1.5),
page 24). On a beaucoup mieux :

Proposition 3.2.12 ([147]) Si m est un point régulier de p et p(m) = 0, l'espace (8)

des solutions microlocales du système

Piuh̄ = O(h̄∞) près de m

est un Ch̄-module libre de rang 1, engendré par U−11, où U est un opérateur inté-
gral de Fourier comme dans le théorème 3.2.8 et 1 une fonction d'onde microlocale-
ment égale à 1 près de 0 ∈ R2n.

Rappelons que Ch̄ désigne les symboles constants de la théorie semi-
classique. En d'autres termes, la proposition indique que les solutions sont
forcément du type “BKW” : des distributions associées à une lagrangienne ;
en l'occurrence il s'agit bien entendu de la sous-variété lagrangienne ∩i{pi =
0}. Il se trouve que cette lagrangienne est également la variété engendrée
par le flot des pi. Une conséquence importante est que le microsupport est
invariant par le flot hamiltonien conjoint des pi.
Démonstration de la proposition. La preuve se fait en trois étapes :

(8). pour être plus précis, on devrait dire « au-dessus de p−1(0), le faisceau des solutions
microlocales est un faisceau en Ch̄-modules libres de rang 1, etc. »
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1. On applique Darboux-Carathéodory semi-classique (théorème 3.2.8), ce
qui ramène le problème à l'étude des solutions microlocales au voisinage de
0 ∈ R2n du système h̄

i
∂uh̄
∂xj

= O(h̄∞).

2. Montrons que les seules solutions de ce système sont les « constantes
admissibles », c'est-à-dire les distributions microlocalement constantes près
de 0 et à croissance modérée en h̄. Soit uh̄ une telle solution (par exemple
uh ≡ 1 au voisinage de 0 est évidemment solution). On peut alors appliquer
le lemme 1.2.7. En effet, la surface d'énergie commune ∩i{pi = 0} est, dans
ces coordonnées, la lagrangienne ξ = 0, qui vérifie bien sûr les hypothèses
requises. On obtient donc une famille (vh̄) (qu'on peut choisir à support
compact en x) telle que

h̄
i

∂vh̄
∂xj

= wj,h̄, où
∥∥wj,h̄

∥∥ = O(h̄∞).

3. En intégrant explicitement cette équation par la formule de Poincaré on
constate que vh̄ est égale à une constance ch̄ plus une famille admissible (w̃h̄)
avec ‖w̃h̄‖ = O(h̄∞). Donc ch̄ ∈ Ch̄ et vh̄ = ch̄, microlocalement près de 0. �

Forme sous-principale — Soit (P1, . . . , Pn) un système complètement in-
tégrable quantique, et p = (p1, . . . , pn) l'application moment classique cor-
respondante. Soit Λc une composante connexe de la fibre p−1(c). On définit
sur les points réguliers de Λc une 1-forme κc dite sous-principale par

κc(Xpj) = −rj, (3.11)

où rj est le symbole sous-principal de Pj.

Proposition 3.2.13 La forme sous-principale κc sur Λc est une 1-forme fermée. Si
on conjugue les Pj par un opérateur pseudo-différentiel, κc est modifiée par l'addition
d'une 1-forme exacte.

Démonstration. Soit m ∈ Λc un point régulier. Appliquons le théorème de
Darboux-Carathéodory (classique) au voisinage de m. Puisque κc est définie
par κc(

∂
∂xj

) = −rj, on voit qu'elle est fermée en tant que 1-forme sur le

plan lagrangien ξ = const si et seulement si
∂r j
∂xk

= ∂rk
∂xj

, pour tout j, k =

1, . . . , n, ce qui s'écrit encore {rj, pk} = {rk, pj}. Or cette égalité découle de
la commutation [Pj, Pk] = 0.

Pour montrer le dernier point, prenons V un opérateur pseudo-diffé-
rentiel elliptique en m, et notons P′j = V−1PjV. Puisque Pj et P′j ont le même
symbole principal, on peut écrire P′ = P+ h̄Q, où Q = (Q1, . . . ,Qn), chaque
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Qj étant un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0. L'égalité VP′ = PV
s'écrit aussi

[Pj,V] = h̄VQj.

En prenant les symboles principaux, on obtient 1
i {pj, v} = vqj, qui devient

{pj,w} = qj si l'on pose v = eiw près de m. Notons r′j et κ′ les symboles
sous-principaux et la forme sous-principale de P′. On a r′j = rj + qj, ce qui
s'écrit

κ′ = κ + dw,

où dw désigne la différentielle de w comme fonction sur Λc. �

On verra comment la classe de cohomologie de κc (ou éventuellement une
variante désingularisée) intervient dans les conditions de quantification de
Bohr-Sommerfeld.

Remarque 3.2.14 Il n'est pas nécessaire de se restreindre aux points régu-
liers pour parler de la cohomologie de κc. La condition {rj, pk} = {rk, pj} dit
exactement que κc est fermée comme 1-cochaîne dans Z1(L0,C∞) ou Z1(p)
(voir l'équation (3.4) page 62). La forme sous-principale correspond bien à
une déformation infinitésimale de p, le paramètre de déformation étant ici h̄.
△

Remarque 3.2.15 Dans beaucoup d'exemples de systèmes intégrables, et
en particulier pour ceux du chapitre 2 : oscillateur harmonique, potentiel à
double puits et pendule spécifique, les symboles sous-principaux sont nuls.
Pourtant la forme sous-principale demeure un objet utile, car elle permet
d'étudier la théorie spectrale du système dans des fenêtres de spectre de
taille O(h̄). Ainsi, dans les équations

(Pj − h̄λj)uh̄ = O(h̄∞),

il est commode faire entrer λj dans le symbole sous-principal, et de voir le
système comme dépendant de façon paramétrique des λj. △

3.3 Points singuliers

La théorie des singularités des systèmes intégrables (même classiques)
n'est certainement pas achevée. J'essaie de présenter ici une vision person-
nelle de l'état de l'art.

L'étude des singularités des systèmes intégrables est fondamentale pour
diverses raisons. En premier lieu, de par la façon même dont on se donne
un système intégrable : n fonctions sur une variété, on s'attend (sauf cas
exceptionnels) à la présence automatique de singularités. D'autre part, ces
fonctions définissent un système dynamique tel que leurs singularités cor-
respondent aux points fixes et aux équilibres relatifs du système, qui sont
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bien entendu une des caractéristiques principales de la dynamique. D'un
point de vue semi-classique, on sait en outre que les fonctions d'ondes im-
portantes comme les fonctions propres du système ont un microsupport
invariant par la dynamique classique ; donc, d'une certaine façon que je ne
détaillerai pas (il faut parler de mesure semi-classique), celles qui sont as-
sociées à une lagrangienne critique se concentrent autour des singularités
hyperboliques (voir par exemple [34] et les travaux de Toth [136]). Cette
concentration se manifeste d'un part par la croissance de la norme des fonc-
tions propres (voir par exemple [137]) et d'autre part par l'augmentation
de la densité locale des valeurs propres (voir la figure 4.11 page 113 et les
articles [35, 147, 38]).

Feuilletages singuliers

On peut s'intéresser aux singularités d'un système hamiltonien soit par
l'étude du flot des champs de vecteurs — c'est l'aspect « système dyna-
mique » soit par celle des fonctions hamiltoniennes qui le définissent —
c'est alors l'aspect « feuilletage » qui prévaut. Dans le cas des systèmes com-
plètement intégrables, les deux aspects sont équivalents, car les champs de
vecteurs des n fonctions f1, . . . , fn forment une base des espaces tangents
des feuilles du feuilletage fi = consti, au moins aux points réguliers. J'aurai
toujours tendance à privilégier l'étude du feuilletage qui met davantage en
évidence la géométrie du problème.

Cependant, les feuilletages qui nous intéressent sont singuliers, et la no-
tion même de feuilletage singulier est assez délicate. De façon générale, ces
feuilletages sont du type de Stefan-Süßmann [130] : les feuilles sont défi-
nies par une distribution intégrable de champs de vecteurs. Mais ils sont
davantage : d'une part ils sont hamiltoniens, et d'autre part ils sont presque
réguliers dans le sens où les feuilles singulières ne peuvent pas remplir un
domaine de mesure strictement positive. On peut avoir à l'esprit le cas du
potentiel à double puits (section 2.2), où toutes les feuilles sont des cercles,
sauf une, qui est un « 8 », c'est-à-dire une immersion d'un cercle avec un
point double.

Avant de chercher à classifier ces feuilletages, il faut décider d'une rela-
tion d'équivalence acceptable. Lors de la discussion du paragraphe 3.1, on a
défini la notion d'équivalence faible (définition 3.2.6), montré qu'elle était in-
suffisante pour les points singuliers, et introduit une équivalence plus forte,
qui est la suivante :

Définition 3.3.1 Deux systèmes f et g sont dits fortement équivalents en un
point m ∈ M lorsque, au voisinage de m,

( f1 − f1(m), . . . , fn − fn(m)) = N · (g1 − g1(m), . . . , gn − gn(m)) , (3.12)

pour une matrice N ∈ GL(n,Cg) définie près de m. On note alors f ∼s g
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Je rappelle qu'on a défini GL(n,Cg) comme le groupe des germes de ma-
trices à coefficients dans Cg qui sont inversibles au point m.

Cette notion d'équivalence est un léger affaiblissement de la relation
fonctionnelle “f = ϕ ◦ g” qui serait trop forte dans la catégorie C∞ (voir le
théorème 3.3.7). L'équivalence forte implique l'équivalence faible, ce qui veut
dire que si f ∼s g, on a toujours Cf = Cg. On utilisera cette égalité dans la
suite. Elle permet également de vérifier que la définition ci-dessus est bien
symétrique en f et g.

L'équivalence forte ne s'applique pas uniquement au voisinage d'un
point. Si Λ est une surface de niveau des f j, on dira que f ∼s g sur Λ

si (3.12) est valide, pour un point m de Λ, et pour une matrice de fonctions
N définie au voisinage de Λ.

Équivalence forte en semi-classique

Définition 3.3.2 On dira que deux systèmes quantiques P et Q sont fortement
équivalents en un point m ∈ M lorsque, microlocalement près de m,

(P1− p1(m), . . . , Pn − pn(m)) = N̂ · (Q1 − q1(m), . . . ,Qn − qn(m)) ,

où N̂ est une matrice de taille n× n à coefficients dans ĈQ, dont le symbole principal
est inversible en m.

Comme précédemment on utilise le symbole ∼s pour l'équivalence forte.
De la même manière que dans le cas classique, le fait que ĈQ soit abélienne
entraîne que l'équivalence forte implique l'équivalence faible : ĈP = ĈQ.

On constate directement sur cette définition que deux systèmes forte-
ment équivalents non seulement ont le même « feuilletage semi-classique »
(au sens où P et Q ont même commutant), mais aussi sont tels que les sys-
tèmes d'équations (P− p(m))uh̄ = 0 et (Q− q(m))uh̄ = 0 ont exactement le
même espace de solutions microlocales. C'est cette propriété qui motive la
définition avec le plus de conviction.

La possibilité d'obtenir une forme normale semi-classique à partir du ré-
sultat classique repose sur le théorème suivant, analogue du théorème 3.2.11
déjà mentionné pour l'équivalence faible. Cependant dans le cas d'équi-
valence forte le passage du classique au quantique nécessite un décalage
d'ordre h̄ du système initial au moyen d'un série formelle d'« invariants » :

Théorème 3.3.3 Soient p et q deux systèmes complètement intégrables classiques
et soit χ un symplectomorphisme défini près d'un point m ∈ M tel que, en m,

χ∗p ∼s q .

Supposons en outre
H1(p) = 0 ,
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pour l'équivalence forte. Soit Q un système semi-classique tel que σ(Q) = q, et
tel que σ : ĈQ → Cq soit surjectif. Alors pour tout système semi-classique P avec
σ(P) = p, il existe un opérateur intégral de Fourier U associé à χ et des séries

formelles λj(h̄) = ∑
∞
k=0 λ

(k)
j h̄k tels que, microlocalement près de m,

U(P1− h̄λ1(h̄), . . . , Pn − h̄λn(h̄))U−1 ∼s (Q1, . . . ,Qn).

Démonstration. On supposera pour simplifier les notations que p(m) =
q(m) = 0. Au voisinage de m, il existe un opérateur intégral de Fourier U0

associé à la transformation canonique χ. Puisqu'il est clair que H1(p) =
0 ⇐⇒ H1(χ∗p) = 0, on commence, en remplaçant P par U0PU−10 , par se
ramener au cas χ = Id.

Par hypothèse, il existe une matrice N0 ∈ GL(n,Cq) telle que

p = N0 · q.

En utilisant la surjectivité de σ, on quantifie N0 en une matrice N̂0 ∈ GL(n, ĈQ),
de sorte que

P = N̂0 ·Q+ h̄R, (3.13)

microlocalement près de m pour des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre
zéro R = 〈R1, . . . , Rn〉. Comme le veut la technique habituelle, on va cher-
cher à éliminer R tout en introduisant la série λ(h̄) = (λ1(h̄), . . . ,λn(h̄)) par
conjugaisons successives. Cherchons donc un opérateur pseudo-différentiel
V elliptique en m pour lequel on aurait

V(P− h̄λ(h̄))V−1 = (N̂0 + h̄N̂1) ·Q+O(h̄2).

Multipliant à droite par V et remplaçant P par son expression donnée en (3.13),
le système se récrit

h̄−1[V, N̂0 ·Q] = N̂1 ·QV −VR+Vλ(0) +O(h̄).

Il suffit donc de résoudre au niveau du symbole principal, ce qui donne le
système

1
i
{v,N0 · q} = v(N1 · q+ λ(0) − r).

On peut chercher v de la forme v = exp iw, où w est réel ; et puisque N0 ·q =
p, on se ramène à

{w,p} = N1 · q+ λ(0) − r. (3.14)

Les fonctions r = 〈r1, . . . , rn〉 ne sont pas quelconques. D'après (3.13),
le fait que N̂0 · Q ∈ ĈQ et que ĈQ est abélienne implique que les compo-
santes de P − h̄R commutent entre elles. On obtient que r est un 1-cocycle
de Z1(L0,X) pour l'action de p, dans la terminologie du paragraphe 3.1.
Puisque H1(p) = 0, r est un cobord dans B1(p), c'est-à-dire modulo Rn ⊕
Mn(Cp) · p, ce qui résout précisément l'équation (3.14).
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Le résultat final est obtenu par récurrence au moyen d'itérations du
même type. �

Remarque 3.3.4 Pour des systèmes P et Q, on a

(UPU−1 ∼s Q)⇐⇒ (P ∼s U−1QU)

(et c'est également valable pour l'équivalence faible). △

Singularités non dégénérées

Dans la théorie des singularités des fonctions différentiables, les singula-
rités “génériques” sont les singularités de Morse. Il existe dans la théorie des
systèmes complètement intégrables un analogue très naturel de la notion de
singularité de Morse (ou plus généralement de Morse-Bott si l'on admet des
sous-variétés de points critiques).

Définition 3.3.5 ([140]) Un point fixe m est dit non dégénéré (au sens de Vey-
Williamson) si les Hessiennes d2 f j(m) engendrent un sous-algèbre de Cartan de
l'algèbre de Lie des formes quadratiques sur TmM (munie du crochet de Poisson
linéarisé).

Rappelons qu'on appelle sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie semi-
simple a un élément maximal parmi les sous-algèbres de Lie c commutatives
et qui vérifient la propriété suivante :

∀H ∈ c, adH est un endomorphisme semi-simple de a. (3.15)

(Un endomorphisme est qualifié de semi-simple s'il est diagonalisable sur
C.)

On utilisera librement l'identification entre l'algèbre de Lie Q(2n) des
formes quadratiques sur R2n et l'algèbre de Lie symplectique réelle sp(2n).
Les éléments de cette dernière, appelés matrices hamiltoniennes, sont de
la forme JB, où J est la matrice symplectique canonique et B une matrice
symétrique réelle quelconque.

L'algèbre de Lie sp(2n) est de rang n, et ses éléments réguliers sont les
matrices semi-simples à valeurs propres simples. Puisque les sous-algèbres
de Cartan sont les commutants des éléments réguliers (voir par exemple
Bourbaki [14]), on en déduit la caractérisation suivante, sûrement plus par-
lante :

Lemme 3.3.6 Une sous-algèbre commutative c de sp(2n) de dimension n est une
sous-algèbre de Cartan si et seulement si elle contient une matrice semi-simple à
valeurs propres simples. Elle est alors égale au commutant de cette matrice.
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En effet, supposons que c contienne une telle matrice A. Le commutant de A
est une sous-algèbre de Cartan, donc de dimension n ; puisqu'elle contient
c, elle est égale à c. �

La proposition indique aussi que le fait d'être Cartan est stable par petite
perturbation de l'algèbre c. En fait, la grassmanienne de toutes les sous-
algèbres abéliennes de dimension n de formes quadratiques sur R2n est une
variété algébrique stratifiée, et les sous-algèbres de Cartan en forment un
ouvert, donc une strate de dimension maximale.

Dans notre cas, la condition de non-dégénérescence est donc qu'une
combinaison linéaire générique des champs de vecteurs linéarisés en m (qui
sont des matrices hamiltoniennes : dans sp(2n,R)) admet 2n valeurs propres
distinctes.

Cette définition concerne les points fixes de f, c'est-à-dire ceux pour les-
quels l'application ( f1, . . . , fn) admet un différentielle nulle en m ; on dit que
m est de corang 0. Plus généralement si m est de corang r, on peut suppo-
ser que d f1(m), . . . , d fn−r(m) sont linéairement indépendantes ; on restreint
alors fn−r+1, . . . , fn à la variété symplectique Σ localement réduite de M par
l'action de f1, . . . , fn−r. On dira que m est non dégénéré (on dit aussi trans-
versalement non dégénéré) lorsque cette restriction du système à Σ admet m
comme point fixe non dégénéré. Un tel point critique admet un modèle li-
néaire sur T∗Rn−r × TmΣ donné par le système f0 := (ξ1, . . . , ξn−r, q1, . . . , qr),
où les ξ j sont les coordonnées moments canoniques de T∗Rn−r et les qj
forment une base de la sous-algèbre de Cartan mentionnée dans la défini-
tion.

Les exemples présentés au chapitre 2 n'ont que des singularités non dé-
générées. C'est encore le cas de nombreux exemples classiques de systèmes
intégrables. En revanche, lorsque le système dépend naturellement d'un ou
plusieurs paramètres extérieurs, on s'attend à ce que les singularités non dé-
générées cessent de l'être pour certaines valeurs du paramètre. Un exemple
simple est présenté au chapitre 5, section 5.7. L'étude systèmatique des dé-
formations à plusieurs paramètres (9) de singularités (dégénérées ou non)
des feuilletages lagrangiens classiques et semi-classiques a été initiée par
Colin de Verdière dans [33], pour des systèmes à un seul degré de liberté.
Dans ce livre, je me cantonnerai aux cas non dégénérés.

Théorème 3.3.7 (Théorème d'Eliasson [61, 62]) Les points critiques non dégé-
nérés sont linéarisables : il existe un symplectomorphisme local χ au voisinage de m
tel que

χ∗f ∼s f0.

Pour utiliser ce théorème il faut comprendre la classification linéaire des
sous-algèbres de Cartan de sp(2n,R). Elle découle des travaux de William-
son [161] ; rappelons-la rapidement.

(9). « Déformations verselles ».
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On veut donc classifier les matrices hamiltoniennes semi-simples (réelles)
modulo conjugaison par un symplectomorphisme linéaire.

Les valeurs propres d'une matrice hamiltonienne A vont par paires (λ,−λ) ;
si les valeurs propres sont toutes distinctes, ce qu'on suppose désormais,
elle est donc inversible. On vérifie facilement que les sous-espaces propres
E±λ = ker(A− λI)⊕ ker(A+ λI) associés à des paires différentes sont sym-
plectiquement orthogonaux. Si λ ∈ R, on peut construire une base symplec-
tique de E±λ dans laquelle la restriction A↾E±λ

est donnée par le bloc, dit
hyperbolique, (

λ 0
0 −λ

)
.

Si λ = iω ∈ iR, le même résultat vaut pour le bloc elliptique

(
0 ω
−ω 0

)
.

Enfin si λ = α + iβ, αβ 6= 0, il existe une base symplectique de E±λ ⊕ E±λ̄

dans laquelle la restriction de A est donnée par le bloc suivant, dit foyer-
foyer (10). On dit également « hyperbolique complexe » ou « loxodromique ».




α β 0 0
−β α 0 0
0 0 −α β
0 0 −β −α


 .

Les matrices qui commutent avec A laissent stable cette décomposition
par blocs, ce qui implique la classification suivante des sous-algèbres de
Cartan réelles de Q(2n) :

Théorème 3.3.8 (Williamson) Soit c une sous-algèbre de Cartan réelle deQ(2n).
Il existe des coordonnées symplectiques linéaires (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) sur R2n, et
une base q1, . . . , qn de c telle que chaque qi ait l'une des trois formes suivantes :

– qi = xiξi (singularité hyperbolique)
– qi = 1

2(x
2
i + ξ2i ) (singularité elliptique)

– qi = xiξi + xi+1ξi+1, auquel cas on demande que qi+1 = xiξi+1 − xi+1ξi
(singularité foyer-foyer).

Suivant Eliasson [61], on appellera (q1, . . . , qn) une base standard de c ; on dira
que c est de type (me,mh,m f ), avec me +mh + 2m f = n, si une base standard
contient me éléments de type elliptique, mh éléments hyperboliques, et ml
paires de type foyer-foyer.

Remarque 3.3.9 La condition (3.15) est nécessaire ; par exemple, pour a =
sp(2,R) = sl(2,R), la sous-algèbre engendrée par q = ξ2 est commutative

(10). En anglais on utilise la terminologie « latine » focus-focus.
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maximale, mais ne relève pas de la classification ci-dessus. En effet, adq =

2ξ ∂
∂x est nilpotente donc pas semi-simple. △

Remarque 3.3.10 On peut caractériser la notion de singularité non dégé-
nérée pour un système intégrable sans mention explicite de la forme sym-
plectique : voir [13]. En conséquence, si deux applications moment complè-
tement intégrables sont conjuguées par un difféomorphisme, alors un point
fixe qui est non dégénéré pour l'un des systèmes est nécessairement égale-
ment non dégénéré pour l'autre. △

Remarque 3.3.11 Les trois types de singularité ont été rencontrés dans les
exemples du chapitre 2. L'oscillateur harmonique n'a que des singularités
de type elliptique ; le potentiel à double puits possède deux points fixes el-
liptiques et un point fixe hyperbolique ; enfin, le pendule sphérique possède
un point fixe dont les deux blocs sont elliptiques, une famille de points cri-
tiques de rang 1 de type transversalement elliptique, et un point fixe de type
foyer-foyer. △

Notons que sur C la classification de Williamson est triviale puisque tout
se ramène au cas “hyperbolique” xξ. Le cas analytique du théorème d'Elias-
son avait été démontré par Rüßmann [123] pour deux degrés de liberté et
par Vey [140] en dimension quelconque. Dans la catégorie C∞, le lemme de
Morse isochore de Colin de Verdière et Vey [37] fournit le résultat d'Eliasson
pour les systèmes à un degré de liberté. Récemment, une nouvelle preuve
du théorème d'Eliasson a été donnée par Miranda [110].

La relation de forte équivalence dans le cas non dégénéré est égale à
l'équivalence faible et est bien comprise. En particulier en présence de blocs
hyperboliques “réels” elle n'implique pas l'équivalence fonctionnelle (c'est-
à-dire “χ∗f = ϕ ◦ f0”), alors que c'est bien le cas sinon :

Lemme 3.3.12 Soit m un point critique non dégénéré pour f. Alors, au voisinage
de m,

1. L'ensemble des éléments de Cf qui s'annulent en m est égal à Cf · (f− f(m))

2. Cf = {ϕ ◦ f, ϕ ∈ Diff(Rn, f(m))} si et seulement si f ne contient pas de bloc
hyperbolique réel.

Démonstration. On montre comme préalable que tout élément de g ∈ Cf
s'écrit ϕα( f1, . . . , fn) sur chaque octant de points réguliers (c'est une consé-
quence de Darboux-Carathéodory : cf le lemme 3.2.4). Le fait que g soit C∞

implique la platitude des gα − gα′ sur l'image des points communs pour les
frontières des octants en question. La formule de Taylor avec reste intégral
répond alors à la première affirmation. Pour la deuxième, on remarque que
la présence d'un bloc hyperbolique réel implique la non-connexité locale
des fibres de la fibration f près de m et la possibilité d'obtenir une fonction
g ∈ C∞ au moyen de fonctions ϕα et ϕα′ différentes. Au contraire l'absence
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de bloc hyperbolique rend nécessaire l'égalité des tous les ϕα. On pourra
consulter [148] ou [61] pour davantage de détails. �

Corollaire 3.3.13 Si f et g sont deux systèmes complètement intégrables admettant
une singularité non dégénérée en un point m, alors f et g sont faiblement équivalents
près de m si et seulement si ils sont fortement équivalents en m.

Démonstration. Par réduction symplectique locale, on peut supposer que
m est un point fixe (un point critique de corang maximal). Supposons f ∼ g.
Le premier point du lemme 3.3.12 assure l'existence d'une matrice N de
taille n × n à coefficients dans Cf telle que g − g(m) = N · (f − f(m)). Le
fait que m soit un point fixe implique que les hessiennes vérifient g′′(m) =
N(m) · f′′(m). Puisque le rang de ces espaces de hessiennes est n, N(m) doit
être également de rang n. Donc f ∼s g. �

Théorème 3.3.14 Si m est un point critique non dégénéré pour f, alors il existe un
voisinage U de m sur lequel H1(f) = 0 (pour l'équivalence faible ou forte).

Ce théorème, qui est en réalité utilisé dans la preuve d'Eliasson (11), indique
la stabilité de la forme normale et son aptitude à fournir une version semi-
classique. Une preuve détaillée de ce théorème se trouve dans l'article [111].
Conceptuellement assez simple, elle est grandement compliquée par la ges-
tion des fonctions C∞ plates.

Singularités non dégénérées semi-classiques

Il existe un analogue semi-classique du théorème d'Eliasson, qui est par-
ticulièrement utile pour l'étude des conditions de Bohr-Sommerfeld singu-
lières comme dans [147] ou pour le calcul par Zelditch et Toth des normes
des fonctions propres [138]. L'énoncé mime le cas classique, jusque dans
la définition de l'équivalence, à une subtilité près : l'apparition de séries
formelles en h̄ d'invariants microlocaux. Une version très semblable a été
énoncée par Toth [136].

Des versions quantiques de la classification de Williamson ont été éga-
lement utilisées par Lychagin pour étudier certaines équations aux dérivées
partielles non linéaires, avec des méthodes pas si éloignées de celles de ce
livre, d'ailleurs [101].

Théorème 3.3.15 ([148]) Si m est non dégénéré, il existe un opérateur intégral
de Fourier U défini près de m et microlocalement unitaire et des séries formelles

(11). La preuve d'Eliasson est malheureusement incomplète sur ce point-là.
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λj(h̄) ∈ C[[h̄]], j = 1, . . . , r tels que

U



P1
...
Pn


U−1 ∼s




ξ̂1
...

ξ̂n−r
q̂1 − h̄λ1(h̄)

...
q̂r − h̄λr(h̄)




agissant sur Rn−r ×Rr, microlocalement près de l'origine.

On a utilisé le chapeau dans cet énoncé pour désigner la quantification de
Weyl standard (par exemple ξ̂ j =

h̄
i

∂
∂xi

et x̂ξ = h̄
i (x

∂
∂x +

1
2)).

Démonstration. On utilise le fait que le symbole principal σ : ĈQ → Cq

est surjectif lorsque les qj sont quadratiques et que Q = 〈q̂1, . . . , q̂n〉 est
obtenu par quantification de Weyl (c'est une des bonnes propriétés de la
quantification de Weyl !)

Cependant, si on applique simplement le théorème 3.3.3 en utilisant cette
surjectivité avec le fait que H1(p) = 0 (théorème 3.3.14), on n'obtient pas
les invariants λ(h̄) au bon endroit. . .Mais un argument de type fonctions
implicites associé au lemme 3.3.12 permet de faire passer ces constantes de
l'autre côté. �

Solutions microlocales

Le théorème ci-dessus est bien adapté à la résolution microlocale du
système Pjuh̄ = O(h̄∞), car ce dernier se voit remplacé par un système du
type (q̂j − h̄αj(h̄))uh̄ = O(h̄∞), qui se résout explicitement. Puisque le sys-
tème modèle est découplé, il suffit d'étudier séparément chaque bloc, et on
montrera ci-dessous les faits suivants : pour un bloc elliptique, l'espace des
solutions microlocales (au sens de la proposition 3.2.12) est de dimension au
plus 1 ; pour un bloc hyperbolique réel, il est de dimension 2 [35] ; pour un
bloc foyer-foyer, il est de dimension au plus 1 [147].

Cas elliptique — Supposons donc que n = 1 et p = p1 admet une sin-
gularité elliptique en un point m (autrement dit, un extremum non dégé-
néré). On peut penser, par exemple, à un fond de puits de potentiel. Le
théorème 3.3.15 fournit une série formelle λ(h̄) et un opérateur intégral de
Fourier U tels que, microlocalement près de 0 ∈ R2,

U(P− p(m))U−1 = N̂(q̂− h̄λ(h̄)), q̂ = − h̄2

2
d2

dx2
+ x2/2,

pour un opérateur pseudo-différentiel N̂ elliptique en 0.
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Théorème 3.3.16 L'équation Puh̄ = O(h̄∞) admet une solution microlocale non
triviale près de m si et seulement si

λ(h̄) ∈ (N + 1
2) +O(h̄∞). (3.16)

Dans ce cas, l'espace des solutions microlocales de l'équation Puh̄ = O(h̄∞) est un
Ch̄-module libre de rang 1.

Précisément, si on note k = k(h̄) ∈ N tel que λ(h̄) = k+ 1
2 +O(h̄∞), alors les

solutions microlocales de Puh̄ = O(h̄∞) sont engendrées par U−1ϕk, où ϕk

est la k-ième fonction propre de l'oscillateur harmonique q̂ = − h̄2
2

d2
dx2 + x2/2.

Démonstration. Grâce au théorème 3.3.15, le problème se réduit à l'étude
des solutions microlocales de l'équation

(q̂− h̄λ(h̄))uh̄ = O(h̄∞). (3.17)

La suffisance de (3.16) est claire, puisque si on note k = k(h̄) ∈ N tel que
λ(h̄) = k+ 1

2 +O(h̄∞) alors la k-ième fonction propre ϕk de q̂ constitue bien
une famille admissible solution (et donc solution microlocale) de (3.17).

Supposons maintenant que uh̄ soit une solution microlocale de (3.17).
La surface de niveau q = 0 étant réduite à un point, on peut appliquer
le lemme 1.2.7 pour étendre uh̄ en une vraie solution dans L2(R) de (q̂−
h̄λ(h̄))uh̄ = O(h̄∞). Autrement dit, uh̄ est un quasi-mode pour l'oscillateur
harmonique q̂, ce qui implique que dist(h̄λ(h̄),Σ(q̂)) = O(h̄∞), où Σ(h̄)
désigne le spectre de q̂. Ce qui démontre la nécessité de (3.16), puisqu'on
sait bien que Σ(q̂) = {h̄(k+ 1

2 ); k ∈ N}. Il reste à comparer ce uh̄ avec la
fonction propre ϕk. Plutôt que d'utiliser les formules explicites des fonctions
d'Hermite, il suffit de mettre à profit la théorie spectrale de q̂ (méthode
de Feshbach-Grushin). Soit k = k(h̄) ∈ N comme plus haut, soit (ϕℓ)ℓ∈N

une base orthonormée de fonctions propres associées aux valeurs propres
h̄(ℓ+ 1

2) et soit Ek : L2(R)⊕C → L2(R)⊕C l'opérateur défini par la matrice

Ek =
(
q̂− h̄(k+ 1

2 ) Pk,+
Pk,− 0

)

où Pk,+(y) = yϕk (y ∈ C) et Pk,−(v) = 〈v, ϕk〉.
Dans la base ((0, 1), (ϕk, 0), (ϕℓ, 0)ℓ∈N\{k}) de L2⊗ C on a

Ek =


(
0 1
1 0

)
0

0
(
diag(h̄(ℓ− k); ℓ ∈ N \ {k})

)




Ek est donc toujours inversible, d'inverse borné par h̄−1. Soit vh̄ := uh̄ −
〈uh̄, ϕk〉ϕk. On a

Ek(vh̄, 0) = ((q̂− h̄k)vh̄, 〈vh̄, ϕk〉) = O(h̄∞).
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En appliquant E−1k on déduit vh̄ = O(h̄∞). A fortiori uh̄ = 〈uh̄, ϕk〉ϕk micro-
localement près de 0. �

Comme on le verra plus tard, ce théorème peut s'interpréter comme un
cas limite des règles de Bohr-Sommerfeld.

Cas hyperbolique — Supposons ici que n = 1 et p = p1 admet une singu-
larité hyperbolique en un point m (autrement dit, un point selle). Cette fois,
on peut prendre comme exemple le sommet d'une barrière de potentiel.

Le résultat suivant a été établi dans l'article [34].

Théorème 3.3.17 L'espace des solutions microlocales de l'équation Puh̄ = O(h̄∞)
est un Ch̄-module libre de rang 2.

Je voudrais insister sur le fait qu'ici, contrairement au cas elliptique plus
haut, et au cas foyer-foyer plus bas, il n'y a aucune « condition de quantifi-
cation » nécessaire à l'existence de solution microlocale. C'est dû au fait que
les surfaces d'énergie p = const près de m ne possèdent pas de trajectoires
fermées — autres que le point fixe m lui même.
Démonstration. Le théorème 3.3.15 fournit une série formelle λ(h̄) et un
opérateur intégral de Fourier U tels que, microlocalement près de 0 ∈ R2,

U(P− p(m))U−1 = N̂(q̂− h̄λ(h̄)), q̂ =
h̄
i
(x

d
dx

+
1
2
),

pour un opérateur pseudo-différentiel N̂ elliptique en 0. L'étude microlocale
de q̂ est plus compliquée que le cas elliptique, car la variété caractéristique
q = 0 est l'union des deux axes de coordonnées x, ξ et donc ne satisfait pas
les hypothèses du lemme 1.2.7. Le résultat est malgré tout encore valable. Je
donne juste les idées principales. Pour étendre une solution microlocale uh̄
dans la direction des ξ, on utilise la transformée de Fourier Fh̄ (qu'on peut
voir comme un opérateur intégral de Fourier associé à la rotation de π/2)
qui transforme le problème en celui d'une extension de solution en variable
x. Mais puisque q̂ est un opérateur différentiel, son conjugué par Fourier
est encore différentiel, et donc préserve le support. On peut donc aisément
étendre uh̄ en recollant une solution exacte de notre équation. Appliquant
F−1h̄ on se retrouve avec une solution microlocale sans front d'onde dans une
bande verticale au-dessus d'un voisinage de x = 0 : c'est donc une solution
exacte modulo O(h̄∞), d'après le lemme 1.2.4.

Les solutions exactes de (q̂− h̄λ(h̄))vh̄ = 0 sont engendrées par les deux
fonctions

Y± = 1{±x>0}
1√
|x|

eiλ(h̄) ln x.

Si uh̄ est une solution de (q̂− h̄λ(h̄))uh̄ = rh̄, où rh̄ est O(h̄∞), on peut par
variation de la constante montrer que dans chaque région x > 0, x < 0, uh̄



3.3. POINTS SINGULIERS 85

est multiple de la solution exacte correspondante, modulo O(h̄∞). Il reste à
vérifier qu'il n'existe pas de solution admissible à support réduit à x = 0.
On a donc bien, microlocalement près de l'origine,

uh̄ = C1Y− + C2Y+ +O(h̄∞)

pour des constantes admissibles C1 et C2. �

Cas foyer-foyer — Supposons enfin que n = 2 et que p = (p1, p2) possède
une singularité foyer-foyer en un point m. C'est précisément le cas du pôle
nord de la sphère pour le pendule sphèrique (section 2.3).

Le théorème 3.3.15 fournit deux séries formelles λ1(h̄),λ2(h̄) et un opé-
rateur intégral de Fourier U tels que, microlocalement près de 0 ∈ R2,

U
(
P1
P2

)
U−1 = N̂

(
q̂1 − h̄λ1(h̄)
q̂2 − h̄λ2(h̄)

)
,

{
q̂1 = h̄

i (x
∂

∂x + y ∂
∂y )

q̂2 = h̄
i (x

∂
∂y − y ∂

∂x )

pour une matrice 2× 2 d'opérateurs pseudo-différentiels N̂, elliptique en 0.
Le résultat suivant a été établi dans l'article [147].

Théorème 3.3.18 Le système Pjuh̄ = O(h̄∞), j = 1, 2 admet une solution micro-
locale non triviale près de m si et seulement si

λ2(h̄) ∈ Z +O(h̄∞). (3.18)

Dans ce cas, l'espace des solutions microlocales du système Pjuh̄ = O(h̄∞) est un
Ch̄-module libre de rang 1.

La démonstration faite dans [147], que je ne reprends pas ici, repose sur la
forme explicite des solutions du système

(q̂1 − h̄λ1(h̄))uh̄ = 0
(q̂2 − h̄λ2(h̄))uh̄ = 0

qui, en coordonnées polaires associées aux variables (x, y), sont de la forme

uh̄ =
1
r
eiλ1(h̄) ln reiλ2(h̄)θ

On comprend la nécessité de la « condition de quantification » (3.18). L'uni-
cité de la solution microlocale peut se montrer avec des arguments similaires
à la preuve du cas hyperbolique.
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Vers l'analyse spectrale : versions à paramètres

Plus loin dans ce livre, on s'intéressera de près à l'analyse spectrale des
singularités non dégénérées. On aura ainsi à résoudre des équations du type
(Pj − Ej)uh̄ = O(h̄∞). Les résultats que je viens d'énoncer sur les espaces
de solutions microlocales s'adaptent parfaitement à l'étude d'une fenêtre
spectrale de taille O(h̄). En effet au vu du théorème 3.3.3 et de sa preuve
on voit que le théorème 3.3.15 est valable avec un paramètre : pour tout
ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) il existe des séries formelles λj(ǫ, h̄) = ∑ λ

(k)
j (ǫ)h̄k et un

opérateur intégral de Fourier U = U(ǫ) elliptique en m, le tout dépendant
de façon C∞ de ǫ, tels que

U



P1 − h̄ǫ1

...
Pn − h̄ǫn


U−1 ∼s




ξ̂1
...

ξ̂n−r
q̂1 − h̄λ1(ǫ, h̄)

...
q̂r − h̄λr(ǫ, h̄)




Les équations spectrales avec E = h̄ǫ sont donc transformées en le système
(q̂j − λj(ǫ, h̄))uh̄ = O(h̄∞).

En réalité, on peut faire beaucoup mieux : on peut traiter une fenêtre
spectrale de taille O(1). Les théorèmes 3.3.16, 3.3.17 et 3.3.18 sont tous les
trois valables avec un paramètre spectral E d'ordreO(1), quitte bien entendu
à remplacer les invariants d'ordreO(h̄) : h̄λj(h̄) par des séries d'ordreO(1) :
λ̃j(h̄). Le point de départ est que le théorème d'Eliasson reste valable avec
paramètres. Mais la formulation de l'équivalence forte doit être modifiée :
on ne veut pas U(P− p(m))U−1 = N̂(Q− h̄λ(h̄)), mais plutôt

UPU−1 = N̂(Q− λ̃(h̄)). (3.19)

Or il se trouve que la présence de singularités hyperboliques pose problème
dans la catégorie C∞ (voir [38] pour davantage de précisions). En particulier
le théorème 3.3.15 avec cette formulation n'est en général pas valable si P
dépend d'un paramètre. Il l'est lorsqu'on peut écrire le théorème d'Eliasson
sous la forme p ◦ χ = ϕ(q), ce qui est vérifié en l'absence de bloc hyper-
bolique (lemme 3.3.12) ou alors pour un bloc hyperbolique simple lorsque
n = 1 (lemme de Morse isochore [37]).

Pour voir d'où vient le problème il suffit de regarder la limite classique
de (3.19), lorsque P = PE dépend d'un paramètre E :

pE ◦ χE = NE(q− λ̃E
0 ).

Là où pE s'annule, q doit donc avoir une unique valeur λ̃E
0 ; on sait que cela

peut être faux en présence de deux blocs hyperboliques (voir [111]).



Chapitre 4

Théorie Semi-globale
feuilletage (feu-lle-ta-j', ll mouillées, et non
feu-ye-ta-j'), sm. Manière de feuilleter la pâtisserie.
⋄ Pâtisserie feuilletée.

Émile Littré, Dictionnaire de la langue française

Dans l'optique de la compréhension de la géométrie classique d'une fi-
bration complètement intégrable ou de son analyse microlocale, c'est pro-
bablement l'aspect semi-global le plus fondamental. On qualifiera de semi-
global tout ce qui concerne un voisinage invariant par la dynamique d'une
feuille du feuilletage (1). (Certains auteurs parlent également de “semi-local”.)
C'est l'étude semi-globale qui par exemple permet de construire des quasi-
modes associés à une sous-variété lagrangienne. Remarquons que le semi-
global peut être simplement du local, lorsque la feuille considérée est un
point critique de type totalement elliptique.

4.1 Fibres régulières

L'analyse des voisinages des fibres régulières, basée sur le théorème
de Liouville-Arnold-Mineur (ou théorème des variables actions-angles), est
maintenant bien maîtrisée et abondamment illustrée dans la littérature, aussi
bien classique que quantique. Elle est à la base de toute la théorie moderne
des systèmes complètement intégrables (dans la lignée de l'article de Duis-
termaat [52]), mais aussi des théorèmes de perturbations de type KAM.
L'aspect semi-classique des tores de Liouville et de leurs perturbations a
été analysé en détail par Lazutkin [94]. L'analyse microlocale des variables
actions-angles débute avec les travaux de Colin de Verdière [31], suivi dans
la théorie pseudo-différentielle semi-classique proprement dite par Char-
bonnel [22], et plus récemment par moi-même et divers travaux de Zelditch,
Toth, Popov, Sjöstrand, et bien d'autres. L'analyse de tels systèmes sur des

(1). En français correct l'ensemble des feuilles d'un arbre est bien sûr le feuillage.
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variétés compactes a également été abordée, au moyen des opérateurs de
Toeplitz [23].

Les coordonnées actions-angles

On se donne donc un système ( f1, . . . , fn) dont l'application moment
F est propre. Soit c une valeur régulière de F. Quitte à se restreindre à un
ouvert invariant, on pourra toujours supposer que les fibres de F sont con-
nexes. On note Λc = F−1(c). Les fibres étant compactes et orbites d'une
action libre de Rn (au moyen des champs de vecteurs X fi), ce sont des tores.
Les fonctions invariantes par le flot sont les fonctions constantes sur chaque
fibre ; en d'autres termes la restriction de Cf à chaque fibre est isomorphe à
Rn ; or H1(Λc,R) ≃ Rn. Il n'est pas difficile d'en conclure qu'au voisinage
de Λc, H1(f) = 0, pour l'équivalence faible. On s'attend donc à une forme
normale stable, qui bien sûr n'est autre que le théorème des coordonnées
actions-angles, ou théorème de Liouville-Arnold-Mineur :

Théorème 4.1.1 (Liouville-Arnold-Mineur) Si Λc est régulière, il existe un
symplectomorphisme χ d'un voisinage de la section nulle Tn × {0} de T∗Tn dans
M, envoyant Tn × {0} sur Λc, tel que, au voisinage de la section nulle,

χ∗f ∼ f0,

où f0 est le système linéaire (ξ1, . . . , ξn) sur T∗Tn.

Dans cet énoncé, et tous les suivants de ce livre, on note T = R/Z et on
identifie T∗Tn avec Tn ×Rn, muni des coordonnées (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)
telles que la 1-forme canonique de Liouville s'écrit ∑i ξidxi.

Pour une discussion sur la preuve de ce théorème, je renvoie le lecteur à
l'introduction, page 6.

L'équivalence faible utilisée signifie que, sur tout un voisinage de la sec-
tion nulle {ξ = 0}, les composantes de χ∗F = F ◦ χ commutent avec tous les
ξ j. On voit donc que le théorème implique en réalité que ces composantes
sont indépendantes des variables « angles » x ; autrement dit, χ∗f = ϕ(f0)
pour ϕ un difféomorphisme local de Rn ; c'est en général sous cette forme
que le théorème est énoncé. Il est important de remarquer que dϕ est un in-
variant du système puisqu'il est déterminé par les périodes du système initial.
Dans ce contexte on appelle période d'un tore Λc d'un système complètement
intégrable ( f1, . . . , fn) un n-uplet (τ1, . . . , τn) ∈ Rn tel que le champ de vec-
teurs

∑
i

τiX fi

admette sur Λc un flot périodique de période primitive 1. Et en effet, puisque
les trajectoires périodiques du système linéaire (ξ1, . . . , ξn) sont engendrées
par les flots des fonctions ξi, le théorème implique que celles du système ini-
tial sont engendrées par les flots des fonctions (ϕ−1)i(f), où (ϕ−1)i désigne
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la ième composante de (ϕ−1). On en déduit que l'ensemble des périodes de
Λc est le réseau, isomorphe à Zn, engendré par la Z-base

{(∂(ϕ−1)i(c)
∂c1

, . . . ,
∂(ϕ−1)i(c)

∂cn
), i = 1, . . . , n}. (4.1)

On constate sur cette formule que l'ensemble des périodes forme, lorsque c
varie dans l'image des valeurs régulières de F, un sous fibré lisse (et plat) de
T∗Rn dont les sections sont localement des différentielles de fonctions lisses. En
d'autres termes ce fibré est lagrangien, pour la structure symplectique cano-
nique de T∗Rn. D'ailleurs ce dernier énoncé est essentiellement équivalent
au théorème de Liouville-Arnold-Mineur (cf. [52]). Comme on le verra plus
tard, en général ce fibré n'est pas globalement trivial, ce qui donne lieu à
une théorie des invariants très intéressante.

Vues comme fonctions sur M les ξi sont appelées les actions du système,
car on peut trouver une primitive α de ω au voisinage de Λc telle que les
ξi soient les intégrales de α sur une base de cycles de Λc dépendant régu-
lièrement de c. En coordonnées (x, ξ) — appelées par conséquent “angles”
et “actions”), on ne dit rien de plus que ξi =

∫
xi

ξidxi... ce qui prouve la
formule dite « de Mineur » :

Proposition 4.1.2 ([108]) Si α est une primitive de ω au voisinage d'un tore ré-
gulier Λc, et si γc est un cycle sur Λc dépendant de façon C∞ de c, alors l'intégrale
d'action ∫

γc

α

(vue comme fonction sur M) est un Hamiltonien préservant le feuilletage et dont le
flot est périodique de période 1.

Dans l'optique semi-classique, il est nécessaire de disposer d'une ver-
sion “exacte” du théorème de Liouville-Arnold-Mineur dans le sens où, une
primitive α de ω étant fixée, un symplectomorphisme est dit exact lorsqu'il
conserve les intégrales de α le long de chemins fermés (intégrales d'action).
On obtient immédiatement

Théorème 4.1.3 Si Λc est régulière, il existe un symplectomorphisme exact χ de
T∗Tn dans M envoyant la section (ξ1, . . . , ξn) = (a1, . . . , an) = const sur Λc tel
que

χ∗f ∼ f0

si et seulement si ai =
∫

γi
α, où γi est le cycle sur Λc correspondant via χ au i-ème

cycle canonique de Tn.

Là encore, le résultat signifie qu'il existe un difféomorphisme local ϕ de
(Rn, a) dans (Rn, c) tel que χ∗f = ϕ ◦ f0.
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La structure affine de la base — Restreinte aux fibres régulières, F devient
un fibration, dans le sens habituel du terme. On appellera souvent son image
la « base » de la fibration. D'un point de vue géométrique, la conséquence la
plus fondamentale du théorème des variables actions-angles est l'existence
d'une structure affine entière sur la base.

Le groupe affine (transformations linéaires et translations) est le produit
semi-direct naturel GL(n,R) ⋉ Rn. Il est noté GA(n,R). On notera égale-
ment GA(n,Z) = GL(n,Z)⋉ Rn le groupe affine entier.

Définition 4.1.4 Une structure affine entière sur une variété différentiable B est
la donnée d'un atlas (Uα, ϕα) dont les cartes ϕα : Uα → Rn vérifient ϕα ◦ ϕ−1β ∈
GA(n,Z).

Une autre façon de se représenter une structure affine entière est de se don-
ner, dans chaque espace tangent TxB, un réseau de rang n, dépendant de
façon C∞ de x. Lorsqu'on dispose de l'atlas ϕα, on choisira ce réseau comme
l'image réciproque par dϕα(x) de 2πZn ⊂ Rn.

Proposition 4.1.5 Soit f = 〈 f1, . . . , fn〉 un système complètement intégrable clas-
sique. L'espace Or des feuilles régulières du feuilletage lagrangien est muni
d'une structure affine entière unique dont les cartes sont les variables actions.

Démonstration. En un point régulier xα, on applique le théorème des va-
riables actions-angles, qui fournit n fonctions « actions » ξ1, . . . , ξn telles que
l'application ϕα = (ξ1, . . . , ξn) est une carte locale de Or près de xα. Puisque
les flots des ξ j sont périodiques de période 1, tout autre ensemble de va-
riables actions devra être de la forme (ξ̃) = A · (ξ), où A ∈ GA(n,Z). �

Si l'on préfère voir la structure affine entière comme un sous-réseau de
TOr , on peut faire la construction suivante : un élément β ∈ T∗Or se relève
en un 1-covecteur π∗β ∈ T∗M (où π est la projection M → Or induite par
f) et donc, par dualité symplectique, en un vecteur Xβ qui est tangent au
feuilletage. Par son flot au temps 1, on définit ainsi une action de T∗Or sur
M, qui préserve le feuilletage. Le réseau cherché est le dual du stabilisateur
de cette action. Ce n'est qu'une façon d'exprimer (4.1) de façon intrinsèque :
le stabilisateur de l'action de T∗Or est simplement le réseau des périodes
défini plus haut.

On reparlera au chapitre suivant de cette structure affine, qui est le pre-
mier exemple d'un objet global obtenu par une étude semi-globale.

Remarque 4.1.6 Poussée par l'application moment F = ( f1, . . . , fn) (là où
elle est une submersion), la structure affine entière de Or se transporte bien
entendu sur l'image dans Rn des valeurs régulières de F. Même si, d'un
point de vue géométrique, cette nouvelle structure semble moins intrin-
sèque, elle est très importante du point de vue de la mécanique (classique ou
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quantique) dans la mesure où elle vit sur l'ensemble des valeurs accessibles
des « observables » du système. △

Remarque 4.1.7 Il ne faut pas confondre cette structure affine avec la struc-
ture affine dite « de Weinstein » (cf. [154]) que possède toute feuille d'un
feuilletage lagrangien et qui, dans notre cas, est simplement donnée par
la structure abélienne de l'action des flots des fi (en coordonnées actions-
angles c'est la structure affine des angles). △

Supposons maintenant qu'on puisse se fixer une primitive α de la forme
symplectique ω. On peut alors imposer aux « variables d'actions » d'être
toutes de la forme

∫
δ α, où δ = δ(c) est un cycle sur la feuille lagran-

gienne Λc. Dans ce cas les variables d'actions sont définies non pas modulo
GA(n,Z), mais GL(n,Z). (Et la donnée des variables d'action équivaut alors
à celle de la base de cycles sur Λc, c'est-à-dire à une trivialisation locale du
fibré en homologie H1(Λc,Z) → c, ou encore du fibré des périodes défini
en (4.1), page 89). Par cette réduction de groupe de structure, on obtient
une nouvelle structure affine entière qu'on appellera exacte. Il est alors pos-
sible de parler des points entiers de Or , qui sont les tores pour lesquels les
variables d'actions prennent leurs valeurs dans 2πZ. Comme on peut s'y
attendre de la part d'une structure reposant sur de la géométrie symplec-
tique « exacte », ces points entiers auront une pertinence particulière dans
la limite semi-classique.

Oscillateurs harmoniques — Après le modèle linéaire lui-même (les ξi sur
T∗Tn), le système intégrable le plus simple est sûrement le système d'oscil-
lateurs harmoniques q = 〈q1, . . . , qn〉 avec qi = 1

2(x
2
i + ξ2i ) sur R2n. Après

avoir été présenté au chapitre 1 (section 2.1), il s'est invité à nouveau au cha-
pitre 3, en tant que système modèle des singularités elliptiques. Le feuille-
tage régulier est contenu dans R2n privé de tous les espaces xi = ξi = 0. L'es-
pace des feuilles régulières s'identifie à l'image du feuilletage régulier par
q = (q1, . . . , qn) ; c'est donc l'« octant » (R∗+)

n. Chaque qi étant périodique
on dispose d'une base privilégiée de cycles sur chaque tore : ceux donnés
par les flots des qi. On calcule les intégrales d'action correspondantes :

Ii =
∫

q=(0,...,0,ci,0,...,0)
ξidxi = 2πci.

Autrement dit, comme fonctions sur M, les actions sont les 2πqi. Je laisse
au lecteur le soin de compléter ces « coordonnées polaires symplectiques »
en déterminant les variables angles (la variable temporelle du flot des ac-
tions). Ici le réseau des périodes est trivial : en chaque point de (R∗+)

n c'est
le réseau 2πZ. On a vu (théorème 3.3.16) et on verra également plus loin
(théorème 4.2.3) que la présence du point singulier de cette structure affine
(l'origine) induit un décalage demi-entier du réseau semi-classique.
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Semi-classique

Soit P = 〈P1, . . . , Pn〉 un système complètement intégrable quantique,
dont les symboles principaux forment une application moment propre. On
note encore Λc les feuilles lagrangiennes. α est la 1-forme canonique de
M = T∗X et comme précédemment on note a = (a1, . . . , an) les intégrales
d'action le long de la base de cycles de Λc définie par les actions ξ j choisies.

Théorème 4.1.8 (Action-angle semi-classique [148]) Si Λc est régulière il existe
des séries formelles λ̃j(h̄) ∈ C[[h̄]] et un opérateur intégral de Fourier U associé à
un symplectomorphisme exact de T∗Tn dans M envoyant la section “ξ = a” sur
Λc tel que, microlocalement au voisinage de la section “ξ = a” on ait

U(P1, . . . , Pn)U−1 ∼s (ξ̂1 − h̄λ̃1(h̄), . . . , ξ̂n − h̄λ̃n(h̄)),

où ξ̂ j =
h̄
i

∂
∂xj

, agissant sur L2(Tn).

Explicitement le résultat s'écrit

U(P1− p1(m), . . . , Pn − pn(m))U−1 = N · (ξ̂1 − λ1(h̄), . . . , ξ̂n − λn(h̄)),

où m est un point quelconque de Λc, N est une matrice n × n microloca-
lement inversible d'opérateurs pseudo-différentiels et λj(h̄) = aj + h̄λ̃j(h̄).
On voit que l'action aj peut être considérée comme le premier invariant
semi-classique. Le deuxième terme est donné par les intégrales de la forme
sous-principale (cf. la définition (3.11) page 72) et du cocycle de Maslov sur la
lagrangienne Λc (voir le théorème 4.1.11 ci-dessous). On verra plus loin que
les λj(h̄) peuvent être identifiés à des holonomies du faisceau des solutions
microlocales du système P.

L'énoncé suivant est une conséquence directe du théorème.

Théorème 4.1.9 (Quasi-modes réguliers de Bohr-Sommerfeld [147]) Si Λ0 est
un tore de Liouville régulier, alors pour h̄ assez petit, il existe une solution micro-
locale du système Pjuh̄ = O(h̄∞), telle que WF(uh̄) = Λ0, si et seulement si
λj(h̄) ∈ 2πh̄Z. La solution est unique (au sens de la proposition 3.2.12).

Cet énoncé reprend (en la précisant) la forme traditionnelle des condi-
tions de quantifications telles qu'elles sont habituellement utilisées après
Einstein, Brillouin et Keller. La formulation suivante, plus géométrique, per-
met de voir clairement comment le spectre apparaît comme une quantification
de la structure affine exacte de la base.

Conditions de Bohr-Sommerfeld
« Crois-tu, au fond, qu'il existe vraiment des
trajectoires ou orbites d'électrons à l'intérieur de
l'atome ? »

Pauli, discutant de la théorie de Bohr-Sommerfeld avec
Heisenberg (relaté par Heisenberg [77])
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On déduit du théorème précédent les conditions de Bohr-Sommerfeld régu-
lières de la façon suivante. Supposons que P = PE dépende d'un paramètre
E ∈ Rn de façon C∞ (en réalité, on demande seulement que dans toute
carte locale, les coefficients du développement asymptotique du symbole
total des PE

j dépendent de façon C∞ de E) de sorte que pour tout m près de
ΛE

0 = (pE)−1(0), l'application des symboles principaux

(E1, . . . , En)→ (pE1 , . . . , p
E
n )(m) (4.2)

soit un difféomorphisme local.

Définition 4.1.10 On appelle spectre conjoint microlocal dans un compact K
l'ensemble Σh̄(PE

1 , . . . , P
E
n ) des familles admissibles E(h̄) ∈ Rn qui vérifient

lim
h̄→0

E(h̄) = E ∈ K

et telles que le système

PE(h̄)
j uh̄ = O(h̄∞), j = 1, . . . , n

admette une solution microlocale dont le front d'onde est toute la fibre ΛE
0

Le cas typique est bien sûr PE
j = Pj− Ej. De notre point de vue il est souvent

préférable d'oublier la dépendance linéaire en E, qui n'est pas invariante par
équivalence forte.

On obtient les conditions de Bohr-Sommerfeld régulières à partir du
théorème 4.1.9 en remarquant qu'il est encore valable “avec paramètres”,
puisque la feuille ΛE

0 satisfait aux mêmes hypothèses géométriques pour E
dans une voisinage de l'origine (ce qui ne serait pas le cas pour une feuille
singulière). Elles s'énoncent ainsi :

Théorème 4.1.11 ([147]) Supposons que 0 est une valeur régulière du symbole
principal conjoint p0. Alors pour h̄ assez petit, le spectre conjoint microlocal dans
un petit voisinage de l'origine (de taille indépendante de h̄) est constitué des E
solutions du système

λE
j (h̄) ∈ 2πh̄Z, j = 1, . . . , n,

où les λE
j (h̄) admettent un développement asymptotique complet en puissances de h̄

dont les coefficients dépendent de façon C∞ de E et dont les premiers termes sont :

λE
j (h̄) =

∫

γE
j

α + h̄
∫

γE
j

κE + h̄
µ(γE)π

2
+O(h̄2). (4.3)

Ici κE est la 1-forme sous-principale sur ΛE
0 et µ le cocycle de Maslov. (γE

1 , . . . ,γ
E
n )

est une base donnée de cycles de ΛE
0 .
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L'utilisation du calcul des intégrales oscillantes pour justifier la règle de
Bohr-Sommerfeld (au moins pour les deux premiers coefficients donnés
en (4.3)) apparaît à ma connaissance pour la première fois dans [51]. Des
énoncés plus précis pour justifier (4.3) ont ensuite été écrits par Colin de
Verdière [31] et Charbonnel [21, 22]. Récemment, une preuve de la généra-
lisation de ces règles pour le cas où on ne dispose que d'un nombre réduit
d'intégrales premières (2) a été donné par Anné et Charbonnel [1]. Exami-
nons maintenant une interprétation géométrique des coefficients λE

j (h̄) en
termes de formes normales ou de cocycle, qui n'est pas proposé par ces
références.

Le cocycle de Bohr-Sommerfeld — Le théorème ci-dessus indique que
les premiers termes des λj(h̄) sont indépendants de la transformation cano-
nique U choisie au théorème 4.1.8 ; en outre, ils peuvent être obtenus comme
intégrales sur des cycles de ΛE

0 d'un cocycle admettant un développement
asymptotique en puissances de h̄. Ces deux points, qui ne sont pas immé-
diats à remarquer à partir du seul théorème 4.1.8, peuvent se montrer direc-
tement d'une façon plus abstraite (mais aussi plus constructive) en introdui-
sant le faisceau des solutions microlocales du système PE. Ils vont d'ailleurs
rester valables pour tout le développement asymptotique des λj(h̄). On pro-
cède de la façon suivante.

Si K est un compact de T∗X, on a introduit le faisceau des microfonctions
sur K. Le système P agit sur ce faisceau ; on note Sol le sous-faisceau (en
Ch̄-modules) des solutions microlocales du système, c'est-à-dire le noyau de
P. Si Ω ⊂ K est un ouvert, uh̄ ∈ Sol(Ω) si et seulement si Puh̄ = O(h̄∞)
microlocalement sur Ω. Le support de ce faisceau (au sens du microsup-
port) est inclus dans la lagrangienne Λ0 := {p = 0}. La proposition 3.2.12
indique qu'au voisinage des points de Λ0 qui sont réguliers pour p, Sol est
simplement un fibré plat de groupe de structure les éléments inversibles de
Ch̄. Il est donc entièrement caractérisé par le cocycle des éléments de tran-
sition, qu'on appelle le cocycle multiplicatif de Bohr-Sommerfeld. Si on se
donne un bon recouvrement ouvert Ωα d'un compact inclus dans l'ouvert
des points réguliers de Λ0 tel que Sol(Ωα) soit engendré par une solution
appelée 1α, alors le cocycle de Bohr-Sommerfeld est défini par les constantes
cαβ ∈ Ch̄ telles que, sur Ωα ∩Ωβ, 1α = cαβ1β. La classe de cohomologie de
Čech de cαβ est indépendante du choix des solutions microlocales 1α : un
autre choix aurait donné un cocycle différant par un cobord du précédent
(un cobord étant ici un cocycle de la forme dβ/dα). La classe d'isomorphisme
du fibré Sol est déterminée par la classe de cohomologie de cαβ. La théo-
rie des opérateurs intégraux de Fourier montre qu'en choisissant bien les

(2). Ce problème n'est jamais considéré ici. Pour pallier le manque d'intégrales premières,
les auteures sont amenées à supposer la périodicité du flot classique, comme dans les fameux
articles [156, 54].
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solutions 1α, on peut toujours trouver un cocycle cαβ de la forme e
i
h̄ λαβ(h̄),

où λαβ(h̄) est réel (ce qui découle simplement du fait que les Pj sont auto-
adjoints) et admet un développement asymptotique d'ordre 0 (voir [147]).
On appelle λαβ(h̄) le cocycle (additif) de Bohr-Sommerfeld. On note [λ(h̄)]
sa classe de cohomologie, à valeur dans R/2πh̄Z.

Proposition 4.1.12 Si Λ0 est un tore de Liouville régulier, alors les λj(h̄) définis
par le théorème 4.1.8 sont donnés par l'évaluation de [λ(h̄)] sur les cycles de Λ0
correspondant aux cycles canoniques de Tn :

λj(h̄) ≡
∫

γj

[λ(h̄)] mod 2πh̄Z.

Démonstration. Par définition de la cohomologie de Čech, pour calculer
la valeur du cocycle [cαβ] sur un cycle (homologue à un cercle), il suffit de
choisir un chemin qui représente le cycle, et un recouvrement ouvert Ωk,
k = 1, . . . , ℓ, avec Ωk ∩ Ωk+1 connexe non vide et Ω1 = Ωℓ, et chaque Ωk
est muni d'un générateur 1k de Sol(Ωk). La valeur recherchée est alors le
produit c1,2c2,3 · · · cℓ−1,ℓ, où 1k = ck,k+11k+1. Une manière imagée de voir ce
calcul est de partir d'une solution sur Ω1 et de la « propager » jusqu'à Ωℓ−1,
ce qui revient à poser ck−1,k = 1 pour k < ℓ. La valeur du produit est alors le
dernier coefficient cℓ−1,ℓ, qui exprime l'évolution de la solution par rapport
à sa valeur d'origine.

Quant à la valeur de [λ(h̄)] sur ce cycle, c'est par définition l'argument
de ce produit. Dans notre situation, on applique le théorème 4.1.8 et on
travaille dans les coordonnées actions-angles semi-classiques. Les solutions
microlocales sont de la forme Ae

i
h̄ ∑j λj(h̄)xj , xj ∈ R/Z. Il est maintenant clair

que le déphasage d'une solution après un tour le long du jième cycle est
précisément exp( i

h̄λj(h̄)). �

On a omis dans cette description la dépendance en E ; elle ne pose pas de
problème : tous les objets (et en particulier le cocycle λαβ) vont dépendre ré-
gulièrement de E. C'est bien entendu fondamental pour l'analyse spectrale.

La structure affine semi-classique — Soit α la 1-forme canonique de Liou-
ville sur M = T∗X. On a vu plus haut comment munir l'espace des tores de
Liouville d'une structure affine entière exacte (page 90). Comme on l'a déjà
remarqué, cette structure se transporte sur l'espace des valeurs régulières de
l'application moment classique. Dans notre situation, où l'intérêt se focalise
sur la lagrangienne ΛE

0 , il est plus naturel de la transporter sur l'espace des
« énergies » E, grâce à l'hypothèse de transversalité (4.2). Les cartes affines
sont donc par définition les actions E 7→ (

∫
γE
1

α, . . . ,
∫

γE
n

α).

Naturellement, puisque les λE
j (h̄) de l'équation (4.3) déforment les ac-

tions classiques, on a très envie de les considérer comme des « cartes affines
semi-classiques ». C'est ce qui a été fait dans [146]. L'idée est la suivante. On
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définit les cartes affines semi-classiques au voisinage de E comme étant des
symboles classiques d'ordre zéro ϕ(h̄; E) tels que le spectre conjoint micro-
local près de E soit donné par les équations ϕ(h̄; E) ∈ 2πh̄Zn. (Autrement
dit on définit la structure par la donnée de ses points 2πh̄-entiers ; voir la
figure 4.1). On montre alors que deux telles cartes ϕ1(h̄) et ϕ2(h̄) vérifient
nécessairement

ϕ1(h̄) = N · ϕ2(h̄) + 2πh̄k, (4.4)

où N ∈ GL(n,Z) et k ∈ Zn. Si on regarde cette équation modulo h̄, on
retrouve l'hypothèse qui définit les cartes affines entières exactes, dans la
situation classique. On remarque également que dans la situation semi-clas-
sique, le bon groupe de structure devient ici GAZ(n,Z) := GL(n,Z) ⋉
Zn, tandis que les bonnes cartes affines sont en réalité ϕi/2πh̄ : en effet,
(ϕ1(h̄)/2πh̄) = A(ϕ2(h̄)/2πh̄), où A = N + k ∈ GAZ(n,Z). Le spectre
conjoint devient l'ensemble des points entiers de cette structure. Un point
très important est que, lorsque h̄ tend vers 0, le spectre conjoint tend vers un
réseau linéaire de taille O(h̄) sur l'espace tangent à E.

h̄

2πh̄Z
n

˙

E

ϕ(h̄)

Figure 4.1: Le spectre conjoint microlocal et une carte affine
semi-classique.

Cas non auto-adjoint — Récemment Melin et Sjöstrand ont réussi à ob-
tenir des règles de type Bohr-Sommerfeld pour des opérateurs non auto-
adjoints en dimension 2 [106]. La condition qu'ils imposent sur le symbole
de l'opérateur permet de voir les parties réelles et imaginaires comme un
système hamiltonien à deux degrés de liberté presque complètement inté-
grable. Même si l'équation aux valeurs propres est différente de celle d'un
spectre conjoint, les techniques de formes normales diverses s'appliquent
encore avec succès, donnant ainsi un regain d'intérêt à l'étude des feuille-
tages lagrangiens, même réguliers. A fortiori, l'étude plus délicate des sin-
gularités devrait s'avérer aussi efficace dans le cadre non auto-adjoint. Des
articles plus récents d'Hitrik et Sjöstrand [82, 129] l'attestent déjà. Voir éga-
lement [83] pour le cas d'une perturbation de type KAM d'un système inté-
grable.
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4.2 Fibres singulières

J'évoquerai dans cette section la structure des fibres possédant des sin-
gularités non dégénérées. Je ne connais pas de résultats semi-globaux pour
des singularités dégénérées de classe C∞. Une première étape serait de glo-
baliser les énoncés de [33]. Dans la catégorie analytique, il faudrait réussir à
incorporer les travaux de Garay, Sevenheck et Van Straten [69, 126].

L'initiateur principal de l'analyse topologique des fibres singulières non
dégénérées (classiques) est sans doute Fomenko [68], relayé avec succès par
un certain nombre de ses élèves (en particulier Bolsinov [12], Nguyên Tiên
Zung [165, 167]) et Matveev [104] ; cette section leur doit beaucoup.

Cas elliptique

Au voisinage d'un point fixe elliptique, les fibres sont des petits tores et
sont entièrement décrits par la forme normale locale, aussi bien du point
de vue classique que semi-classique (le système se ramène à des oscillateurs
harmoniques découplés). Même si les énoncés vont donc découler directe-
ment de l'étude du chapitre précédent, je pense qu'il est utile de les repréci-
ser. Tous ces résultats sont « essentiellement » connus depuis une vingtaine
d'années et il n'est pas aisé de donner des références bibliographiques pré-
cises. Tout en m'excusant d'avance, je préfère donner les résultats sans les
attribuer à qui que ce soit. On pourra consulter [12, 62, 50, 31].

Classification topologique — Soit F = ( f1, . . . , fn) un système intégrable
et m ∈ M un point fixe de type elliptique (me = n).

Théorème 4.2.1 Il existe un homéomorphisme ψ de R2n dans M, défini près de 0,
tel que ψ(0) = m et

F ◦ ψ = q,

où q est la fibration quadratique standard (q1, . . . , qn), qi = 1
2(x

2
i + ξ2i ).

Il n'y a donc aucun invariant topologique pour ces singularités. Près du
point fixe, les fibres sont des tores, pour la plupart de dimension n, et en
général de dimension n− k si k est le nombre de qi qui s'y annulent.

Classification symplectique — Soit f = ( f1, . . . , fn) un système intégrable
et m ∈ M un point fixe de type elliptique (me = n). Le théorème d'Eliasson
s'énonce alors comme suit.

Théorème 4.2.2 Il existe un symplectomorphisme χ local de (R2n, 0) dans (M,m)
et un difféomorphisme local ϕ : (Rn, 0)→ (Rn, f (m)) tel que

f ◦ χ = ϕ ◦ q,
où q est la fibration quadratique standard (q1, . . . , qn), qi = 1

2(x
2
i + ξ2i ).
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Ce théorème fournit l'existence d'un action hamiltonienne de Tn qui laisse
invariant le système : il suffit de prendre les flots des qi. Cette action est
libre sauf aux points fixes des qi (on dit parfois qu'elle est quasi-libre). En fait
si on veut démontrer ce théorème on est en général amené à d'abord trouver
une telle action hamiltonienne de Tn ; et on conclut par le fait bien connu
qu'une action d'un groupe compact est toujours linéarisable au voisinage
d'un point fixe (énoncé qui reste vrai dans la catégorie symplectique ; voir
par exemple [19]).

Ce résultat est en fait très semblable au théorème actions-angles stan-
dard 4.1.1. De ce point de vue, les singularités elliptiques sont assez inoffen-
sives. De la même façon que pour les coordonnées actions-angles, la classifi-
cation symplectique possède des invariants qui sont les périodes du système,
déterminées par dϕ. La présence d'un point elliptique fournit même une
simplification par rapport au cas régulier : elle impose une valeur de référence
pour les intégrales d'action. En effet, par continuité, toute intégrale d'action
vaut zéro au point fixe. Ceci montre d'ailleurs qu'on peut remplacer dans
l'énoncé « symplectomorphisme » par « symplectomorphisme exact ».

Cas transversalement elliptique — On dit que f = ( f1, . . . , fn) est trans-
versalement elliptique lorsque me = rang( f ) < n. D'après le théorème
d'Eliasson 3.3.7 et le lemme 3.3.12, on peut se ramener au voisinage du point
critique m de rang n− r au modèle « linéaire » (ξ1, . . . , ξn−r, q1, . . . , qr). L'or-
bite de m sous le flot hamiltonien conjoint est un tore isotrope de dimension
n − r. Les fibres voisines de cette fibre critique sont donc des tores lagran-
giens qui se voient comme un produit de cette fibre critique par les tores de
dimension r du feuilletage elliptique transversal donné par (q1, . . . , qr).

En réalité puisque ce feuilletage transversal ne possède pas d'invariant
topologique ni symplectique, on peut appliquer une version singulière des
coordonnées actions-angles (ou bien une version « à paramètre » du théo-
rème d'Eliasson) pour se ramener symplectiquement au modèle

(ξ1, . . . , ξn−r, q1, . . . , qr) sur T∗Tn−r
{x,ξ} × T∗Rr

{y,η}, qi =
1
2
(y2i + η2

i ) :

il existe un difféomorphisme symplectique χ d'un voisinage de Tn−r × {0}
dans T∗Tn−r × T∗Rr sur un voisinage de la feuille critique dans M, et un
difféomorphisme local ϕ de (Rn, f (m)) dans (Rn, 0) tels que

χ∗ f = ϕ(ξ1, . . . , ξn−r, q1, . . . , qr). (4.5)

On peut trouver une preuve complète de ce résultat dans [112].

Semi-classique — En toute rigueur l'étude semi-classique semi-globale
n'a pas été traitée en détail pour des singularités transversalement elliptiques.
Même si aucune difficulté particulière n'apparaît, je préfère donner un énoncé,
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qui se révélera important dans l'étude des systèmes toriques et presque to-
riques du dernier chapitre.

Soit donc P = (P1, . . . , Pn) un système semi-classique complètement inté-
grable, dont la limite classique admet un point singulier m de corang r et de
type elliptique (me = r). Comme dans le cas des coordonnées actions-angles,
il existe une version semi-classique de (4.5) — sous réserve qu'on ajuste les
intégrales d'action sur les cycles non évanescents : ceux de la fibre critique
Λc, qui est un tore isotrope Tr. Soient aj =

∫
xj

ξ jdxj ces intégrales d'action.

Théorème 4.2.3 Il existe des séries formelles λj(h̄) = ∑k λ
(k)
j h̄k, j = 1, . . . , n

et un opérateur intégral de Fourier U associé à un symplectomorphisme exact de
T∗Rn−r

{x,ξ} × T∗Tr
{y,η} dans M envoyant la section “ξ = a, y = η = 0” sur Λc tel

que, microlocalement au voisinage de la section “ξ = a, y = η = 0” on ait

U



P1
...
Pn


U−1 = N̂ ·




ξ̂1 − λ1(h̄)
...

ξ̂n−r − λn−r(h̄)
q̂1 − λn−r+1(h̄)

...
q̂r − λn(h̄)




,

où N̂ est une matrice pseudo-différentielle n × n à coefficients commutant avec

les ξ̂ j et les q̂j. En outre pour j = 1, . . . , n − r, λ
(0)
j = aj tandis que pour j =

n− r+ 1, . . . , n, λ
(0)
j = 0.

Modulo une version à paramètres, qui ne pose aucun problème ici —
voir page 86 —, on en déduit la nature du spectre conjoint microlocal près
d'une valeur critique correspondant à une singularité transversalement el-
liptique. Le spectre suit la décomposition topologique : certains degrés de
liberté engendrent un spectre régulier de type Bohr-Sommerfeld tandis que
les autres sont responsables d'un spectre d'oscillateurs harmoniques. (Cf.
figure 4.2)

Théorème 4.2.4 Pour h̄ assez petit, le spectre conjoint microlocal dans un petit
voisinage (de taille indépendante de h̄) de la valeur critique c = p(m) est constitué
des E ∈ Rn solutions du système

λE
j (h̄) ∈ 2πh̄Z, j = 1, . . . , n− r,

λE
j (h̄) ∈ h̄(N + 1

2), j = n− r+ 1, . . . , n

où les λE
j (h̄) admettent un développement asymptotique complet en puissances de h̄

dont les coefficients dépendent de façon C∞ de E et dont les premiers termes sont :

λE
j (h̄) =

∫

γE
j

α + h̄
∫

γE
j

κE + h̄
µ(γE)π

2
+O(h̄2). (4.6)
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Figure 4.2: Modèle de spectre conjoint près d'une singularité
transversalement elliptique. À gauche : cas n = 2, r = 2. À
droite : cas n = 3, r = 2.

Ici κE est la 1-forme sous-principale sur ΛE
c et µ le cocycle de Maslov.

Pour 1 6 j 6 n− r, γE
j est le cycle sur ΛE

c engendré par le flot de ξ j, tandis que

pour n− r+ 1 6 j 6 n, γE
j est le cycle sur ΛE

c engendré par le flot de qj−n+r.

Cas foyer-foyer

Le théorème d'Eliasson donne la structure locale des singularités foyer-
foyer. Plusieurs personnes ont remarqué (dans les années 1996-1997) qu'elle
suffisait pour déterminer la monodromie du feuilletage autour de la fibre sin-
gulière ; j'en parlerai davantage en section 5. En réalité, cette structure locale
est un point de départ pour comprendre beaucoup plus : la classification
semi-globale d'une fibre singulière de type foyer-foyer [151]. Contrairement
à la monodromie qui est un invariant topologique, déjà observé dans des
fibrations en tores sans structure hamiltonienne [103], la classification semi-
globale fait intervenir des invariants purement symplectiques.

Classification topologique — Soit F = ( f1, f2) un système complètement
intégrable à deux degrés de libertés sur une variété symplectique M de di-
mension 4. Soit m un point critique de type foyer-foyer ; on supposera pour
simplifier que F(m) = 0, et que la fibre (compacte, connexe) Λ0 ne contient
pas d'autres points critiques. Il n'y a alors pas d'invariant topologique : on
peut montrer que Λ0 est toujours un tore “pincé” (l'immersion lagrangienne
d'une sphère S2 avec un point double transversal), entouré par des fibres ré-
gulières qui sont des tores T2 standard.
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R 2
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F

Figure 4.3: Topologie de la fibration singulière au voisinage
d'une feuille de type foyer-foyer.

Classification symplectique — Quels sont les invariants semi-globaux as-
sociés à cette fibration singulière ?

Une des caractéristiques majeures des singularités foyer-foyer est l'exis-
tence d'une action hamiltonienne de S1 qui commute avec le flot du système,
dans un voisinage de Λ0. En effet, commençons par appliquer le théo-
rème d'Eliasson au voisinage de m pour se ramener à une application mo-
ment F = ( f1, f2) qui soit égale près de m à la base canonique foyer-foyer
(xξ + yη, xη − yξ). f2 est le Hamiltonien périodique recherché ; on peut éga-
lement l'identifier à une intégrale d'action associée au cycle évanescent du
tore pincé (cf. fig. 4.4).

Figure 4.4: Le cycle évanescent du tore pincé

Soit c = (c1, c2) ∈ R2 une valeur régulière de F proche de 0. Étant donné
un point A sur Λc proche de m, on définit τ1(c) > 0 comme étant le temps
de premier retour pour le flot de X f1 sur l'orbite de A par le flot de X f2 , et
τ2(c) ∈ R/2πZ le temps nécessaire pour retourner en A sous l'action de
X f2 . On définit

σ1(c) = τ1(c) +R(ln c) et σ2(c) = τ2(c)− I(ln c),
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où on a identifié R2 à C en posant c = c1 + ic2. On montre que σ :=
σ1(c)dc1 + σ2(c)dc2 est une 1-forme fermée de classe C∞ au voisinage de
l'origine. σ2(c) n'étant définie que modulo l'addition d'un multiple fixe de
2π, on le normalise en imposant σ2(0) ∈ [0, 2π[. Soit S une primitive de σ
s'annulant à l'origine. Soit [f] le feuilletage associé au système dans un voi-
sinage de Λ0 (c'est-à-dire la classe d'équivalence de f modulo l'équivalence
forte). On note S([f]) la série de Taylor de S.

Théorème 4.2.5 ([151]) S([f]) caractérise entièrement le feuilletage singulier au
voisinage de Λ0, c'est-à-dire :

– S([f]) est bien définie (elle ne dépend pas du choix de la carte locale d'Eliasson
et est invariante par équivalence forte) ;

– Si [f] et [g] sont deux feuilletages singuliers au voisinage de feuilles foyer-
foyer, et vérifient S([f]) = S([g]), alors il existe un symplectomorphisme
semi-global χ tel que χ∗f ∼s g ;

– Si T est une série formelle quelconque de R[[X,Y]] sans terme constant et telle
que ∂T

∂Y (0) ∈ [0, 2π[, alors il existe un feuilletage singulier de type foyer-foyer
f tel que T = S([f]).

Remarque 4.2.6 Le fait que deux fibrations foyer-foyer sont toujours semi-
globalement topologiquement conjuguées avait été déjà prouvé par Zung [165],
qui avait introduit diverses notions d'équivalences de nature topologique.
Dans notre langage cela dit que la classe topologique est invariante par
équivalence forte. Le théorème montre que ce n'est plus le cas pour la classe
symplectique. △

Remarque 4.2.7 S s'interprète comme une action régularisée (ou désingulari-
sée). En effet si γc est le lacet sur Λc défini comme dans la description des
τj(c) ci-dessus, et si α est une primitive semi-globale de la forme symplec-
tique ω, on note A(c) =

∫
γc

α ; on a alors

S(c) = A(c)−A(0) +R(c ln c− c). △

Semi-classique — L'étude semi-classique des fibres de type foyer-foyer a
été menée à bien dans l'article [147]. Y sont énoncées des conditions de
type Bohr-Sommerfeld singulières qui permettent de décrire complètement
le spectre conjoint microlocal au voisinage de la valeur critique de l'appli-
cation moment. Contrairement au cas des variables actions-angles standard,
on ne peut pas procéder aussi simplement en appliquant une forme normale
semi-globale semi-classique ; en effet, le théorème de classification ne donne
pas de modèle explicite particulier. Et tous les exemples que je connais, qui
peuvent raisonnablement prétendre au titre de « modèle type de singularité
foyer-foyer », ne sont pas résolubles explicitement. La stratégie développée
dans [147] consiste à généraliser le “cocycle de Bohr-Sommerfeld” défini
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page 94 : on voit les solutions microlocales comme les sections globales d'un
faisceau au dessus de la fibre critique Λ0.

En vertu de la forme normale locale (théorème 3.3.18), une première
condition nécessaire d'existence de section globale est la quantification de
l'invariant λ2(h̄) (équation (3.18)). Puisque la forme normale locale est va-
lable dans un voisinage indépendant de h̄, on peut appliquer la proposi-
tion 4.1.12 arbitrairement proche du point fixe m et on constate que cette
quantification de λ2(h̄) n'est autre que la règle de Bohr-Sommerfeld régulière
associée au cycle évanescent (qui n'est pas triviale !). Une fois cette condition
vérifiée, le théorème 3.3.18 et la proposition 3.2.12 assurent que le faisceau
des solutions microlocales redevient un fibré localement plat, comme dans
le cas régulier. On en déduit donc qu'une telle section globale existe si et
seulement si l'holonomie du faisceau est triviale. Il reste à la calculer...

Dans le cas régulier, on avait identifié (la phase de) cette holonomie aux
intégrales d'action semi-classiques de la formule (4.3) (proposition 4.1.12). Dans
le cas singulier l'holonomie adéquate est une régularisation de l'action semi-
classique habituelle, au sens de la remarque 4.2.7 ci-dessus. D'ailleurs le
premier terme de cette holonomie est exactement l'invariant classique dé-
crit au théorème 4.2.5 ci-dessus, ce qui indique que la classe d'équivalence
symplectique du feuilletage est un invariant spectral du système quantique.
Voir [147, 149] pour davantage de détails. On peut en particulier découvrir
la structure universelle du spectre conjoint microlocal au voisinage de la
valeur critique foyer-foyer. Parmi les caractéristiques de ce spectre, les plus
notables sont certainement :

– une anisotropie de la densité spectrale : dans la direction correspondant
au cycle évanescent, les valeurs propres sont dans une progression
arithmétique en h̄, alors que dans la direction « hyperbolique » de
l'action régularisée, la distance entre valeurs propres consécutives est
de l'ordre de h̄/ |ln h̄| ;

– la présence d'une monodromie non triviale. J'en reparlerai à la sec-
tion 5.4.

Autres applications — Outre l'analyse semi-classique, le théorème 4.2.5
conduit à un certain nombre d'applications diverses. On peut par exemple
exploiter le fait que l'ensemble des classes d'équivalence symplectiques de
ces feuilletages se voit muni d'une structure d'espace vectoriel (modulo la
restriction σ2(0) ∈ [0, 2π[). C'est ce que fait Symington dans [132] pour
montrer que des voisinages de fibres foyer-foyer sont toujours symplecto-
morphes (en oubliant de préserver le feuilletage, bien sûr). Il suffit pour cela
d'introduire des fonctions S0 et S1 dont la série de Taylor donne les inva-
riants des deux feuilletages, et de construire un “chemin de feuilletages” en
interpolant entre S0 et S1. Un argument à la Moser permet alors de conclure
(puisque les formes symplectiques sont cohomologues).
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Figure 4.5: Spectre conjoint au voisinage d'une valeurs critique
de type foyer-foyer. Cas du pendule sphérique : P1 = h̄2
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Le théorème est aussi très utile pour effectuer des calculs presque ex-
plicites dans un voisinage de la fibre. On peut ainsi, par exemple, détermi-
ner la validité des conditions qui apparaissent dans les théorèmes de type
KAM (3), pour une perturbation d'un système complètement intégrable pos-
sédant une singularité foyer-foyer. Le résultat suivant en est un exemple.

Théorème 4.2.8 ([57]) Soit H un Hamiltonien complètement intégrable singulier
en l'origine, et y possédant un feuilletage lagrangien singulier de type foyer-foyer
(H a une singularité loxodromique). Alors, au voisinage de 0,

– la condition de non-dégénérescence de Kolmogorov est vérifiée sur tous les
tores proches de la fibre critique ;

– la condition de “fréquences tournantes iso-énergétique” est vérifiée sauf sur
une famille à 1-paramètre de tores correspondant à une courbe dans l'image
de l'application moment qui passe par l'origine et est transversale aux droites
d'énergie H constante.

Cas hyperbolique

A l'instar des bloc elliptiques, les blocs hyperboliques sont de dimension
1 (forme normale qi = xiξi) ; cependant ils se révèlent plus compliqués et
donc plus riches que les premiers, et ce pour deux raisons principales. La
première est fondamentale : les fibres singulières ne sont pas localisées près

(3). Pour une discussion sur ces différentes conditions et leurs relations, on consultera avec
intérêt l'article de Nicolas Roy [122].
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de la singularité ; au contraire elles sont constituées de variétés stables et in-
stables qui peuvent connecter plusieurs points singuliers. La deuxième rai-
son, plus technique, est que la structure C∞ naturelle de l'espace des feuilles
est compliquée. Par exemple, dans le cas du “8” (fig. 4.6) l'espace « topo-
logique » des feuilles est un “Y” ; pourtant du point de vue de la structure
analytique (lorsque le Hamiltonien est analytique) l'espace des feuilles est
juste un intervalle (les fonctions qui commutent avec xξ sont des fonctions
de xξ). Dans la catégorie C∞ l'espace des feuilles est toujours un “Y”, mais
dont les bras ont toutes leurs dérivées égales au point de branchement : les
fonctions C∞ qui commutent avec xξ se décrivent localement par deux fonc-
tions f+(xξ) et f−(xξ) (par exemple correspondant aux deux demi-espaces
±x > 0) telles que f+ − f− est plate à l'origine.

topologique analytique C1

L’espace des feuilles

Figure 4.6: L'espace des feuilles d'un feuilletage hyperbolique
réel.

Le cas d'un seul degré de liberté — D'un point de vue semi-global, la
classification des feuilletages hyperboliques a été réalisée uniquement à 1
degré de liberté, dans la thèse de Toulet [139], et publiée dans la note [49].
On peut d'ailleurs donner une preuve de l'énoncé proposé dans cette note
avec des méthodes similaires à celles de [151] (voir ci-dessous).

La fibre critique est un graphe dont les sommets sont tétravalents (si les
singularités de la fibre sont toutes hyperboliques). L'invariant est ce même
graphe, vu comme objet topologique, muni de certaines décorations. Toulet
propose une cohomologie supportée sur le graphe qu'il serait intéressant
de comparer avec le H1(f) qu'on a défini au chapitre 3.1. L'analyse semi-
classique correspondante est traitée par Colin de Verdière et Parisse [34, 35,
36]. Les auteurs utilisent le graphe de Dufour-Molino-Toulet pour lire les
conditions de quantification appropriées. Là encore, c'est la cohomologie du
graphe qui sous-tend la discussion.

Sans chercher ici à entrer dans tous les détails, examinons le cas du « 8 »,
qu'on obtient, par exemple, pour un potentiel à double puits (section 2.2).
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Soit donc f une fonction C∞ sur une variété symplectique M de dimension
2, telle que

– 0 est une valeur critique de f ;
– la fibre f−1(0) est compacte et ne contient qu'un seul point

critique m ;
– ce point critique est non dégénéré, de type hyperbolique.

(4.7)

Connaissant la forme locale des singularités hyperboliques, il est facile
de voir que Λ0 = f−1(0) est un « 8 », et que le feuilletage dans un voisinage
saturé de Λ0 est difféomorphe à celui, par exemple, du double puits.

Ceci étant dit, il y a bien sûr des invariants symplectiques. Pour les ex-
hiber, on procède de façon similaire au cas foyer-foyer. Ici, on n'aura pas la
difficulté de la dimension 4, mais en revanche, il faudra gérer le changement
du nombre de composantes connexes de la fibre f−1(E) lorsque E traverse
l'origine. Pour fixer les idées, on peut supposer que ce nombre est 2 lorsque
E < 0, et 1 lorsque E > 0. Lorsque E < 0, on appellera puits gauche et puits
droit, respectivement, les deux composantes connexes.

Commençons par appliquer la forme normale locale (théorème 3.3.7, ou
plutôt ici le lemme de Morse isochore de [37]) : on introduit des coordonnées
symplectiques (x, ξ) près de m telles que

ϕ ◦ f = xξ,

pour un difféomorphisme local ϕ. On peut alors supposer que f = xξ, et
pour éviter toute confusion, on utilisera la lettre c au lieu de E pour les
valeurs de f (donc c = ϕ(E)).

Soit A = A(c) un point sur la fibre Λc = f−1(c), situé dans le puits droit,
proche de m (figure 4.7). On note τd(c) le temps mis par le flot hamiltonien
de f pour partir de A et y revenir pour la première fois. Ce temps est in-
dépendant du choix de A dans Λc, et en choisissant par exemple A de la
forme (ǫ, c/ǫ) on voit que la fonction σg définie par

σd(c) = τd(c) + ln |c|
est C∞ pour c 6 0 dans un voisinage de 0 (c = 0 y compris !). En faisant
de même pour le puits gauche, on obtient une autre fonction σg avec la
même propriété. Le résultat de classification symplectique, très similaire au
théorème 4.2.5, est le suivant.

Théorème 4.2.9 ([139]) Les séries de Taylor de σg et σd à l'origine sont les inva-
riants symplectiques du feuilletage [f] au voisinage de Λ0 :

– leur contruction est indépendante de la forme normale locale utilisée, et est
invariante par équivalence forte ;

– deux systèmes [f] et [g] vérifiant les hypothèses 4.7 et ayant des invariants
identiques sont symplectiquement équivalents au voisinage de Λ0 : il existe
un symplectomorphisme semi-global χ tel que χ∗f ∼s g ;
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Figure 4.7: Les invariants symplectiques d'une singularité hy-
perbolique simple. Au voisinage de l'origine, le feuilletage est
sous forme normale xξ.

– deux séries formelles arbitraires peuvent être réalisées comme invariants sym-
plectiques d'un tel système hamiltonien.

Remarque 4.2.10 Comme pour le cas foyer-foyer, on peut écrire que les in-
tégrales d'action correspondant aux puits gauche et droit sont les primitives
des fonctions τg et τd. On en déduit qu'elles sont de la forme

Ag/d(c) = Sg/d(c)− (c ln |c| − c),

où Sd et Sd sont de C∞ en c, pour c 6 0.
Soit maintenantA(c) l'intégrale d'action définie pour c > 0. Alors S(c) =

A(c) + 2(c ln |c| − c) est régulière en 0, et la fonction

c 7→ S(c)− Sg(c)− Sd(c)

est plate à l'origine. △

Le « 8 » semi-classique — Comment utiliser la classification symplectique
pour étudier le spectre d'un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole
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principal admet une singularité hyperbolique ? La question n'a pas encore
été résolue de façon complètement satisfaisante. La raison est peut-être que,
comme c'était déjà le cas pour les singularités foyer-foyer, il n'existe pas de
modèle simple.

Malgré tout, on comprend bien la situation, en particulier grâce aux tra-
vaux [34, 35, 36]. En fait, même sans appliquer à la lettre le théorème de
classification symplectique, on peut encore adapter la technique du cocycle
de Bohr-Sommerfeld (section 4.1, page 94).

Cherchons donc les solutions microlocales uh̄ de l'équation

P(h̄)uh̄ = O(h̄∞),

où p, le symbole principal de P(h̄), vérifie les hypothèses (4.7). On sait déjà
qu'une telle solution doit vérifier WF(uh̄) ⊂ Λ0 = p−1(0). On va deman-
der que uh̄ soit non triviale, c'est-à-dire par exemple que WF(uh̄) = Λ0 ;
ou même, simplement, qu'il existe un opérateur pseudo-différentiel Q(h̄),
elliptique en un point de Λ0, tel que ‖Q(h̄)uh̄‖ > C > 0 : cela impliquera en
fait WF(uh̄) = Λ0.

Considérons maintenant Λ0, cette fibre singulière en forme de « 8 ». On
recouvre un voisinage de Λ0 par des ouverts sur lesquels on voudra appli-
quer les résultats d'unicité microlocale locaux. Un choix pratique est pro-
posé en figure 4.8 : un ouvert Ω0 sur le point critique, un ouvert Ωg/d,± sur
chaque branche de la croix centrale, et un ouvert Ωg/d sur chaque boucle.
La restriction du feuilletage à chacun ces ouverts sauf Ω0 est régulière :
par le résultat d'existence et d'unicité locales pour les points réguliers (pro-
position 3.2.12), on peut construire des microfonctions 1d, 1d, 1g,±, 1d,± qui
sont chacune une base de l'espace des solutions microlocales sur leur ouvert
respectif. On a donc quatre constantes inversibles associées à chacune des
quatre intersections :

1g,+ = Cg,+1g
1g,− = Cg,−1g
1d,+ = Cd,+1d
1d,− = Cd,−1d.

(4.8)

Les égalités signifient bien sûr qu'on a égalité microlocale sur l'intersection
correspondante.

En utilisant maintenant le résultat microlocal pour les solutions sur l'ou-
vert Ω0 (théorème 3.3.17), on déduit que sur chacune des intersections de
Ωg/d,± avec Ω0, les solutions 1g/d,± doivent être combinaisons linéaires des
deux solutions Y+ et Y− de la forme normale hyperbolique. On se retrouve
donc avec deux matrices M+ et M−, à coefficients dans Ch̄, telles que, mi-
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Figure 4.8: La méthode du cocycle de Bohr-Sommerfeld sur le
« 8 ».

crolocalement sur les intersections correspondantes,
(
1g,+
1d,+

)
= M+

(
Y+

Y−

)

(
1g,−
1d,−

)
= M−

(
Y+

Y−

)
.

(4.9)

On se convainc par un argument de disjonction des microsupports que les
matrices M+ et M− sont inversibles. La donnée de ces matrices et des cons-
tantes Cg/d,± définit un 1-cocycle de type Čech qui donne la classe d'isomor-
phisme du faisceau des solutions microlocales sur Λ0. Il existe une solution
globale si et seulement si ce cocycle est trivial : autrement dit, si et seulement
on peut recoller les solutions. Cherchons par exemple quels sont les coeffi-
cients (αg,+, αd,+) tels qu'il existe une solution microlocale semi-globale (sur
tout Λ0) qui soit égale à αg,+1g,+ sur Ωg,+ et à αd,+1d,+ sur Ωd,+. En mettant
bout-à-bout (4.8) et (4.9), on se ramène à une équation matricielle

(
αg,+
αd,+

)
= (tM+)−1(tM−)D

(
αg,+
αd,+

)
+O(h̄∞)

avec D =

(
Cg,−C−1g,+ 0

0 Cd,−C
−1
d,+

)
.
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La condition de Bohr-Sommerfeld singulière qui équivaut à l'existence d'une
solution semi-globale non triviale est donc que la matrice (tM+)−1(tM−)D
admette 1+O(h̄∞) comme valeur propre :

det
(
(tM+)−1(tM−)D− I

)
= O(h̄∞). (4.10)

En étudiant plus finement les constructions BKW qui donnent les solu-
tions 1g/d,(±) et Y±, il est possible de préciser le développement asympto-
tique de ce déterminant. On parvient à retrouver dans l'asymptotique prin-
cipale les invariants symplectiques, mais il serait intéressant d'étudier ce
point de façon plus systématique, pour dégager les invariants semi-classiques.
Citons l'exemple du double puits (4), pour lequel l'équation (4.10) se trans-
forme de façon remarquable.

Proposition 4.2.11 ([36]) Soit V ∈ C∞(R) un potentiel à double puits, avec
V(0) = 0, V ′(0) = 0, V”(0) < 0. Soit

P(h̄) = − h̄2

2
d2

dx2
+V(x)− λh̄.

Soit p(x, ξ) = ξ2/2+V(x) son symbole principal. L'équation

P(h̄)uh̄ = O(h̄∞)

admet une solution microlocale uh̄ avec WF(uh̄) = p−1(0) si et seulement si λ
vérifie l'équation suivante :

1√
1+ e2πǫ

cos
(

θg − θg

2

)
= cos

(
θg + θd

2
+

π

2
+ ǫ ln h̄+ arg Γ( 12 + iǫ)

)
,

où ǫ = ǫ(λ, h̄) et θg/d = θg/d(λ, h̄) sont des quantités définies par le potentiel V,
admettant un développement asymptotique en puissances de h̄, telles que :

ǫ =
λ√
−V”(0)

+O(h̄)

et

θg/d =
1
h̄
Ag/d(0)− λσg/d(0) +

π

2
+O(h̄).

On a noté Ag/d l'intégrale d'action du puits gauche/droit, et σg/d l'invariant sym-
plectique correspondant.

Remarque 4.2.12 Le terme ǫ ln h̄ montre que la distance entre deux valeurs
propres consécutives, dans une région spectrale de taille O(h̄), est d'ordre
O(h̄/ |ln h̄|). C'est la « signature » du caractère hyperbolique de la singula-
rité. △

(4). Voir la section 2.2.
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Le cas transversalement hyperbolique — Dans l'article [38], nous avons
étudié en détail le cas de singularités transversalement hyperboliques, à deux
degrés de liberté. Soit F = ( f1, f2) un système complètement intégrable sur
une variété symplectique de dimension 4. Considérons une hypersurface de
niveau de f1, qu'on suppose régulière, et sur laquelle les singularités du
système sont transversalement hyperboliques. Je rappelle (5) que le modèle
local au voisinage d'un tel point singulier est f0 = (ξ1, x2ξ2).

L'ensemble des points critiques de la fibre critique est une union de
cercles. Chacun de ces cercles engendre, lorsqu'on fait varier la valeur de
f1, un cylindre d'orbites périodiques. Fixons-nous un point sur un de ces
cercles. Grâce au modèle local f0 au voisinage de ce point, on comprend le
feuilletage singulier restreint à la « surface de Poincaré » x1 = ξ1 = 0 : c'est
le feuilletage hyperbolique 1D standard.

Considérons maintenant le feuilletage lagrangien sur tout un voisinage
du cercle critique. On trouve deux modèles possibles, qu'on peut décrire
comme suit. Les deux variétés symplectiques modèles sont

T∗(S1 × I) et T∗(S1 × I/ ∼),

où ∼ est la relation d'équivalence (x1 + π, x2) ∼ (x1,−x2), x1 designant la
variable angulaire de S1, et x2 variant dans un petit intervalle ouvert I, cen-
tré en l'origine de R. Notons (ξ1, ξ2) les coordonnées cotangentes correspon-
dantes. Alors, dans les deux cas, F est fortement équivalente à l'application
moment (ξ1, x2ξ2).

Il n'est pas très difficile de visualiser ces deux cas en considérant uni-
quement la topologie de la fibre critique Λ0. Dans le premier cas, c'est un
produit direct du cercle avec la « croix » hyperbolique. Dans le deuxième
cas, la croix se retrouve tournée d'un angle de π après rotation complète
autour du cercle, à l'instar de deux rubans de Moebius orthogonaux. (Fi-
gure 4.9). Le deuxième cas, qu'on baptisera « avec symétrie Z/2Z », se

Figure 4.9: Les deux topologies possibles pour la fibre critique
au voisinage d'un cercle de points singuliers transversalement
hyperboliques.

(5). Voir les remarques précédant le théorème d'Eliasson 3.3.7, page 78
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produit par exemple pour la forme normale de Birkhoff en résonance 1 : 2,
pour une énergie non nulle ; la fibre critique Λ0 complète est représentée en
figure 4.10.

Figure 4.10: Fibre critique hyperbolique avec symétrie Z/2Z

(cas de la résonance 1 : 2)

Quelle est la manifestation semi-classique de cette nouvelle géométrie ?
Comme pour le cas unidimensionnel, on construit un graphe qui permettra
d'énoncer des conditions de type Bohr-Sommerfeld singulières. Ce graphe
est abstraitement la réduction de la fibre critique par une action de S1 que
l'on construit et qui laisse le feuilletage invariant. Grâce à cette réduction,
on se retrouve presque dans une situation à un seul degré de liberté. La
“subtilité” est que les cercles critiques avec symétrie Z/2Z deviennent des
sommets bivalents (et non tétravalents) du graphe. D'autre part le problème,
évoqué plus haut, de la structure C∞ délicate sur le graphe, qui semble-
t-il ne peut pas être évité ici, conduit à une preuve assez technique de la
validité des conditions de Bohr-Sommerfeld. (Au contraire, cette difficulté
est facilement évitable en dimension 1.)

On obtient ainsi de façon très précise le comportement universel du spectre
conjoint microlocal au voisinage d'une séparatrice transversalement hyper-
bolique (6), qui permet entre autres de calculer la densité locale des valeurs
propres (formules de type Weyl). Comme attendu, la distance entre deux
points du spectre conjoint est de l'ordre de h̄ dans la direction donnée par
le (c'est-à-dire duale au) champ hamiltonien périodique, et de l'ordre de
h̄/| ln h̄| dans la direction transverse (cf. fig. 4.11). En présence d'une symé-
trie Z/2Z, la différence majeure avec le cas unidimensionnel est l'absence
d'effet tunnel et donc de doublets de valeurs propres : au voisinage de la
fibre singulières, les fibres de l'application moment sont connexes !

(6). Je n'énonce pas ici le théorème, qui est un peu long à introduire proprement [38].
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20 25

h̄

h̄/ ln h̄

Figure 4.11: Portion du spectre conjoint pour une singularité
transversalement hyperbolique avec symétrie Z/2Z. Cas de la
résonance 1 : 2. L'axe horizontal représente les valeurs de l'éner-
gie H et l'axe vertical celles de l'intégrale supplémentaire du sys-
tème K.

En regardant un dessin similaire à la figure 4.11, Sadovskií et Zhilins-
kií ont eu l'idée qu'on pouvait définir (et calculer) une monodromie fraction-
naire [118], c'est-à-dire rendant compte de l'homologie à coefficients ration-
nels des fibres de la fibration singulière en tores. Il serait très intéressant
d'utiliser les techniques microlocales pour l'écrire rigoureusement et la cal-
culer au moyen du graphe du feuilletage. La structure affine rationnelle de
la base devrait également être finement comparée au spectre conjoint.

Cas restants... —

Pour finir l'étude des systèmes à deux degrés de liberté il resterait à
inclure les cas elliptique-hyperbolique et hyperbolique-hyperbolique.

Le cas d'un système possédant un point critique se séparant en un bloc
elliptique et un bloc hyperbolique est probablement le plus simple. On
peut le voir comme un cas limite de singularité transversalement hyper-
bolique dont les cercles critiques dégénèrent en un point, excluant la possi-
bilité d'une symétrie Z/2Z. La fibre critique est donc un graphe tétravalent
plongé dans M.

D'un point de vue semi-classique, on obtiendra deux conditions de quan-
tification : l'une liée à la cohomologie du graphe ; l'autre au cycle évanescent.



114 CHAPITRE 4. THÉORIE SEMI-GLOBALE

×

× /Z2

× /Z2

× /(Z2 × Z2)

Figure 4.12: Les quatre types topologiques d'une fibre
hyperbolique-hyperbolique simple. Dans les cas 2) et 3), le groupe
Z2 agit par symétrie centrale sur chaque facteur simultanément. Dans
le dernier cas, Z2 ×Z2 agit sur chaque facteur soit par symétrie cen-
trale, soit par symétrie par rapport à un axe vertical (Oz), lorsqu'on
voit les deux cercles comme deux grands cercles orthogonaux tracés
sur une sphère, s'intersectant aux pôles.

Le cas hyperbolique-hyperbolique est certainement un très bon problème
ouvert non trivial. On peut le voir comme un branchement de quatre sin-
gularités transversalement hyperboliques (non indépendantes). On sait de-
puis les travaux de Bolsinov, Fomenko et Nguyên Tiên Zung (voir [12]) que,
même dans le cas le plus simple d'une fibre singulière possédant un seul
point fixe, de type hyperbolique-hyperbolique, quatre topologies différentes
sont possibles pour la fibre critique (figure 4.12).

En dimension supérieure l'analyse semi-classique reste ouverte, à part
pour les cas purement elliptiques (théorème 4.2.3). La topologie est en prin-
cipe connue, au moins dans le cas de singularités non dégénérées « to-
pologiquement stables » [165]. L'analyse symplectique est raisonnablement
avancée, même si l'étude des invariants complets demeure à faire. En se
basant sur le comportement asymptotique des intégrales d'action, on peut
sûrement établir une classification symplectique en catégorie analytique, au
moins pour un point fixe non dégénéré [13]. En ce qui concerne le traitement
des cas de corang r < n, le meilleur point de départ pour le moment est à
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mon avis l'article de Nguyên Tiên Zung et Miranda sur les formes normales
semi-globales au voisinage d'une orbite compacte [112].





Chapitre 5

Théorie Globale
Envole-toi bien loin de ces miasmes morbides ;
Va te purifier dans l'air supérieur,
Et bois, comme une pure et divine liqueur,
Le feu clair qui remplit les espaces limpides

Baudelaire, Élévation (Les Fleurs du Mal)

Nous avons jusqu'à maintenant considéré diverses propriétés des sys-
tèmes intégrables dans des voisinages, éventuellement arbitrairement petits,
d'objets invariants minimaux : les orbites de points de M. Pour en savoir
plus, il faut “globaliser”. Mais l'adjectif “global” recouvre plusieurs aspects,
qualitatifs et quantitatifs.

Par exemple, la démarche de Duistermaat a été de globaliser les proprié-
tés données par le théorème de Liouville-Arnold-Mineur. Il s'est donc inté-
ressé à la fibration au-dessus de l'ensemble des points réguliers, analysant le
rôle de la monodromie, de la classe de Chern et de la classe de cohomologie
de la forme symplectique.

La globalisation la plus naturelle est de chercher à décrire la variété sym-
plectique entière en s'appuyant comme dans la théorie de Morse sur des
formules qui permettent de “localiser” les objets globaux sur les singularités
du système. Sous l'hypothèse de non-dégénérescence des points critiques,
Zung a étudié cette question en montrant en particulier l'importance de la
structure affine entière de la base de la fibration.

Cette structure affine entière fournit un autre angle d'attaque du pro-
blème global. Dans le cas le plus simple des systèmes complètement inté-
grables toriques (c'est-à-dire dont le flot définit une action effective de Tn) on
sait caractériser entièrement le système constitué de la variété symplectique
M et de l'application moment F au moyen de l'image de M par F qui, dans
la variété affine entière Rn, est un polytope convexe rationnel (théorème
de Delzant [45]). Il semble qu'une généralisation naturelle des systèmes to-
riques soit ceux qui ne possèdent que des singularités non dégénérées de
type elliptique et/ou foyer-foyer. On les appelle les systèmes presque toriques
(la terminologie a probablement été introduite pour la première fois par

117
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Symington [133]).
Du point de vue de l'analyse semi-classique, la “globalisation” peut faire

référence, de façon parallèle, aux globalisations géométriques proposées ci-
dessus. Il est également naturel de penser au problème du passage du mi-
crolocal à l' “exact” : comment utiliser les constructions microlocales pour
obtenir des résultats concernant le “vrai” opérateur de Schrödinger agis-
sant sur le “vrai” espace de Hilbert L2(X) ? Quel est le lien entre le spectre
microlocal et le spectre exact ?

5.1 Le spectre exact

Le passage du microlocal à l'exact repose sur deux points : d'abord,
définir proprement le spectre conjoint et montrer qu'il est discret dans la
région qui nous intéresse ; ensuite, montrer que sa version microlocale (dé-
finition 4.1.10) en donne une bonne approximation.

Le premier point concerne la géométrie et l'analyse à l'infini : on veut
s'assurer que le bout de feuilletage lagrangien considéré est bien séparé
d'éventuelles autres composantes connexes « lointaines » de la fibration clas-
sique.

Le deuxième point s'appuie sur la construction des quasi-modes micro-
locaux et de leur multiplicité microlocale, comme dans la proposition 3.2.12.
L'unicité microlocale des solutions du système montre non seulement que
les quasi-modes construits approximent réellement les fonctions propres,
mais aussi qu'ils forment un système complet, car ils sont microlocalement
orthogonaux [147]. On est ainsi assuré que le spectre microlocal est vraiment
une perturbation d'ordre O(h̄∞) du spectre exact, incluant les multiplicités.

Le spectre conjoint...

Il y a plusieurs façons de définir le spectre conjoint (discret) d'un sys-
tème complètement intégrable quantique. La plus économique est proba-
blement la suivante. Soient donc P1, . . . , Pn des h̄-opérateurs pseudo-diffé-
rentiels d'ordre 0 sur une variété compacte X ou sur X = Rn, à symbole
dans S0(X, 1), auto-adjoints (1). On suppose qu'ils commutent sur L2(X).

Rappelons qu'on fait toujours l'hypothèse que l'application moment des
symboles principaux p = (p1, . . . , pn) est propre, au moins dans la zone spec-
trale qui nous intéresse : il existe un compact K ⊂ Rn tel que p−1(K) est
compact. Puisque l'application (x1, . . . , xn) 7→ ∑j x

2
j est également propre,

(1). Ici les Pj sont bornés ; il n'y a donc pas de subtilité sur la notion d'opérateur auto-
adjoint. Dans le cas plus général où Pj ∈ S0(X,N) et ∑j P

2
j est elliptique à l'infini on peut

supposer que les Pj sont essentiellement auto-adjoints. En effet, comme remarqué dans [22],
si l'on ne s'intéresse qu'à une partie bornée du spectre conjoint — ce qui est en effet notre cas
— on obtient des opérateurs essentiellement auto-adjoints en se ramenant par une troncature
du type f (P2

1 + · · · P2
n) à des symboles semi-bornés.
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l'opérateur P2 := P2
1 + · · ·+ P2

n est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre
zéro, à symbole principal propre dans un certain compact. On sait alors que
dans ce compact le spectre de P2 est discret (voir par exemple [79]). Soit λ
une valeur propre de P2 ; les Pj agissent sur l'espace propre associé, qui est
de dimension finie. On peut donc les y diagonaliser simultanément et on
obtient un certain nombre de n-uplets (E1, . . . , En) ∈ K qui sont les valeurs
propres des Pj pour une même fonction propre. On appelle spectre conjoint
l'ensemble de tels n-uplets. Autrement dit

Définition 5.1.1 Le spectre conjoint de P dans K est l'ensemble Sp(P1, . . . , Pn)
des (E1, . . . , En) ∈ K tels qu'il existe Ψ ∈ L2(X) normalisée vérifiant

∀j, PjΨ = EjΨ.

Cette définition convient parfaitement à nos besoins. Pourtant, il me
semble légitime de la trouver quelque peu frustrante. Pourquoi donner un
tel rôle à P2 ? Et surtout, peut-on définir un spectre conjoint plus général, qui
ne serait pas nécessairement discret ? Dans [22], Charbonnel répond parfai-
tement à ces questions (dans le cadre auto-adjoint), de la façon suivante.
On commence par montrer que les mesures spectrales des Pi commutent,
ce qui permet de construire une mesure spectrale conjointe, définie sur Rn.
Le spectre conjoint est alors défini à l'aide des projecteurs spectraux, de la
façon habituelle : est élément du spectre tout E = (E1, . . . , En) pour lequel le
projecteur spectral sur tout cube ouvert contenant E est non nul. Le spectre
conjoint discret est l'ensemble de tels E pour lesquels il existe un cube ouvert
contenant E dont le projecteur spectral est de rang fini. Un tel ensemble est
discret et les espaces propres correspondants (au sens de la définition 5.1.1
ci-dessus) sont de dimension finie.

Il reste à montrer que, sous les mêmes hypothèses que précédemment, le
spectre conjoint de (P1, . . . , Pn) est bien discret dans K. La stratégie adoptée
est d'utiliser le calcul fonctionnel à n variables :

Lemme 5.1.2 ([22]) Le spectre conjoint de (P1, . . . , Pn) est discret dans le compact
K si et seulement si f (P1, . . . , Pn) est un opérateur compact, pour toute fonction f
à support dans l'intérieur de K.

Démonstration. Si le spectre est discret on voit par les projecteurs spec-
traux que f (P1, . . . , Pn) est de rang fini, donc compact. Réciproquement si
f (P1, . . . , Pn) est un opérateur compact et f ≡ 1 sur un compact K̃ ⊂ K
alors soit ΠK̃ le projecteur spectral sur K̃ ; on voit par calcul fonctionnel que
ΠK̃ = ΠK̃ f (P1, . . . , Pn), et donc est compact. Or un projecteur compact doit
être de rang fini. �

Pour montrer que f (P1, . . . , Pn) est compact, il suffit essentiellement de mon-
trer que c'est bien un opérateur pseudo-différentiel, puisque par calcul sym-
bolique il sera dans S0(X,−N) pour tout N > 0 et donc à trace (voir par
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exemple [46]). L'approche originale, celle de Helffer-Robert [79] adaptée au
cas à plusieurs variables par Charbonnel [20], utilise la transformée de Mel-
lin. Une méthode probablement plus simple consiste à écrire la formule de
Cauchy, appelée parfois dans ce contexte formule de Helffer-Sjöstrand (voir
le livre [46]).

...et son approximation semi-classique

Le spectre conjoint microlocal (définition 4.1.10) a été déterminé essen-
tiellement en construisant de bons quasi-modes. On sait bien qu'en général
cette méthode ne permet pas d'explorer avec certitude l'ensemble du spectre
exact. Pourtant, c'est bien le cas ici... car on est allé plus loin que la simple
construction de quasi-modes : on prend également en compte la multiplicité
des solutions microlocales.

Bien entendu, la résolution spectrale maximale qu'on peut atteindre avec
ces méthodes est O(h̄∞). Si E(h̄) et E′(h̄) sont des familles admissibles de
vecteurs réels vérifiant E(h̄) − E′(h̄) = O(h̄∞) alors toute solution micro-
locale de (P − E)uh̄ = O(h̄∞) est également solution microlocale de (P −
E′)uh̄ = O(h̄∞). On appelle « multiplicité microlocale » de E(h̄) la dimen-
sion, au sens de la proposition 3.2.12, de l'espace des solutions microlocales
de cette équation.

Proposition 5.1.3 Sur le compact K les spectres microlocal et exact vérifient

Σh̄(P1, . . . , Pn) = Sp(P1, . . . , Pn) +O(h̄∞) (5.1)

et pour toute famille E(h̄) = (E1(h̄), . . . , En(h̄)) ayant une limite E ∈ K lorsque
h̄ → 0, si la multiplicité microlocale de E(h̄) est bien définie et est finie, alors elle
est égale pour h̄ assez petit au rang du projecteur spectral conjoint des Pj sur une
boule de taille O(h̄∞) autour de E(h̄).

Démonstration. Si E(h̄) ∈ Σh̄(P1, . . . , Pn) il existe une solution microlocale
de (P− E(h̄))uh̄ = O(h̄∞) sur la fibre lagrangienne ΛE

0 = p−1(E) (on doit
prendre en compte ici toutes ses composantes connexes). Puisque cette fibre
est compacte, on peut appliquer le lemme 1.2.7 et obtenir une solution exacte
de (P − E(h̄))uh̄ = O(h̄∞). Cette solution uh̄ est donc un quasi-mode et
par les arguments spectraux standard (caractérisation variationnelle) on en
déduit que E(h̄) ∈ Sp(P1, . . . , Pn) +O(h̄∞).

Réciproquement si E(h̄) ∈ Sp(P1, . . . , Pn) + O(h̄∞) il existe une famille
admissible de valeurs propres conjointes exactes E′(h̄), telles que

E(h̄)− E′(h̄) = O(h̄∞).

Les fonctions propres normalisées associées vh ∈ L2(X) forment une fa-
mille admissible qui est a fortiori solution microlocale de (P − E(h̄))vh̄ =
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O(h̄∞) et donc microlocalisée sur ΛE
0 et non triviale. Autrement dit E(h̄) ∈

Σh̄(P1, . . . , Pn), ce qui montre (5.1).
Soit E(h̄) une famille tendant vers E lorsque h̄ → 0, et soit d la di-

mension de l'espace des solutions microlocales de (P − E(h̄))uh̄ = O(h̄∞).
Considérons l'espace engendré par les fonctions propres uh̄ associées à une
famille de valeurs propres E′(h̄) telles que pour tout N il existe CN tel que
|E(h̄)− E′(h̄)| 6 CN h̄

N pour h̄ 6 1. Soit r 6 ∞ le rang de cet espace, c'est-à-
dire le nombre maximal de telles familles de fonctions propres uh̄, normali-
sées, et qui pour h̄ assez petit restent toujours mutuellement orthogonales.

Soit (u1h̄, . . . , u
r
h̄) une « base » correspondante. Comme ci-dessus, chaque

uℓh̄ est également une solution microlocale et donc microlocalement combi-
naison linéaire des d solutions microlocales basiques. Donc si r > d il existe
une combinaison linéaire des uℓh̄ microlocalement triviale. Puisque toutes
ces fonctions ont un front d'onde sur ΛE

0 on constate par le lemme 1.2.4 que
cette combinaison linéaire est en fait O(h̄∞) dans L2. Ceci n'est pas possible
si les uℓh̄ restent orthogonaux pour tout h̄. �

Ce résultat n'a été utilisé pour le moment que pour les conditions de
Bohr-Sommerfeld régulières (E est une valeur régulière et la multiplicité
microlocale est d = 1 en vertu du théorème 4.1.9) et dans la situation foyer-
foyer [147], où on peut se ramener à d = 1 également (théorème 3.3.18). On
l'appliquera au chapitre suivant dans la situation complètement elliptique,
où d est encore égale à 1. Dans chacun de ces cas les fonctions propres sont
vraiment approchées par les solutions microlocales, c'est-à-dire les construc-
tions de quasi-modes de type WKB. Dans un certain nombre de cas singu-
liers il est beaucoup plus facile de se restreindre à une fenêtre spectrale
de taille O(h̄), puisqu'alors l'« énergie » classique E est fixée (voir par
exemple [38]).

Remarque 5.1.4 En général les valeurs propres E(h̄) localisées près d'une
valeur E de l'énergie classique ne dépendent pas continûment de h̄. Pourtant,
vues comme ensemble de points, les valeurs propres dépendent souvent
de h̄ de façon très régulière, par un argument de perturbation à la Kato.
Mais si on essaie de suivre une telle valeur propre, on s'aperçoit qu'elle
« s'enfuit » très vite hors de la fenêtre spectrale pour s'accumuler — géné-
riquement — vers les points fixes elliptiques. Dans le cas des conditions de
Bohr-Sommerfeld régulières, il faut penser à E(h̄) comme une suite de la
forme E(h̄) = E0 + h̄k(h̄), où k(h̄) ∈ Zn de telle sorte que E(h̄) tende vers
un vecteur E ∈ Rn fixé. △

5.2 Le diagramme de bifurcation

Le spectre conjoint du système, bien qu'il soit déterminé par la géomé-
trie du feuilletage lagrangien dans l'espace des phases, se lit sur Rn, qui est
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E

h̄

E(h̄)K

{

Figure 5.1: Allure du spectre et de E(h̄) en fonction de h̄

l'espace but de l'application moment classique F. L'idée directrice de l'étude
spectrale est justement que, dans la limite semi-classique, les caractéristiques
du spectre conjoint sont liées à la structure de l'ensemble des valeurs (régu-
lières et singulières) de F. On appelle en général cet ensemble le diagramme
de bifurcation ; c'est un outil très utile pour l'étude du feuilletage lagrangien,
même dans le cas purement classique. Il encode assez fidèlement les bifur-
cations des tores de Liouville au passage de singularités.

f1

f2 valeurs régulières

valeurs critiques de corang 1

valeur critique de corang 2

Figure 5.2: Un exemple typique de diagramme de bifurcation
pour n = 2.

Dans certains cas, le diagramme de bifurcation détermine entièrement
la variété symplectique munie de sa fibration lagrangienne (cas torique,
voir 5.5). En général ça n'est pas vrai. Mais on peut arguer que sous cer-
taines hypothèses de généricité, il est encore possible de reconstruire le sys-
tème à partir de son diagramme de bifurcation [165]. Les pièces du puzzle
sont alors données par les singularités non dégénérées.

Par exemple, pour n = 2, le diagramme de bifurcation d'une application
moment dont toutes les singularités sont non dégénérées se construit à partir
des pièces élémentaires suivantes :
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Corang 1
elliptique :

Corang 1
hyperbolique :

Corang 2
hyperbolique-
hyperbolique :

Corang 2
elliptique-elliptique :

Corang 2
elliptique-
hyperbolique :

Corang 2
foyer-foyer :

Les sections suivantes montreront dans certains cas comment le spectre
conjoint se positionne par rapport au diagramme de bifurcation. De fa-
çon très générale on voit déjà, par l'ellipticité des symboles, que le spectre
conjoint de (P1, . . . , Pn) est inclus dans un voisinage de taille O(h̄) (2) de l'en-
semble des valeurs atteintes par l'application moment p = (p1, . . . , pn).

5.3 Fibrations régulières : le cas de la monodromie

Monodromie affine classique

On a vu au paragraphe 4.1 (proposition 4.1.5 et remarque 4.1.6) que le
théorème de Liouville-Arnold-Mineur définit au voisinage des valeurs régu-
lières de l'application moment F des variables d'action. Considérées comme
des cartes locales de l'ouvert Br des valeurs régulières, elles munissent Br

d'une structure de variété affine entière de groupe de structure le groupe af-
fine GA(n,Z) = GL(n,Z)⋉ Rn (définition 4.1.4, page 90). Br possède donc
une connexion affine, et venant de là un transport parallèle et un groupe
d'holonomie.

Définition 5.3.1 La monodromie affine du système intégrable donné par F est
l'holonomie µ de la variété affine entière Br.

De façon abstraite cette holonomie est le cocycle associé au GA(n,Z)-fibré
principal associé au fibré tangent TBr. De nombreuses façons d'interpréter
cette monodromie existent, en particulier lorsqu'on se restreint à sa partie
linéaire [150] (3). Du point de vue de la variété affine Br, il est naturel d'in-
troduire la développante D. Étant donnés un point c ∈ Br et une carte affine
au voisinage de c : ϕ : U → Rn (où Rn est muni de sa structure affine entière
canonique), on se pose la question d'étendre le plus largement possible cette
carte sur la variété Br. À cause de l'holonomie, des obstructions peuvent ap-
paraître lorsqu'on suit un cycle fermé non trivial sur Br. Soit B̃r le revêtement

(2). L'estimation O(h̄) n'est a priori uniforme que sur tout compact.
(3). La partie linéaire de la monodromie affine, appelée simplement monodromie, est par

exemple le dual de l'holonomie du fibré plat des groupes d'homologie des fibres de la fibra-
tion en tore au-dessus de Br . C'est le point de vue de [52].
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c

transport parallèle

monodromie

Br

TcB
r

réseau
affine

Figure 5.3: Monodromie affine classique

simplement connexe de Br et soit c̃ ∈ B̃r relevant c. La développante D est
l'unique application

D : B̃r → Rn (5.2)

qui est affine et qui coïncide avec ϕ près de c̃.
Étant donné un lacet γ ∈ π1(Br; c), on peut comparer, sur un voisinage

U de c, les cartes affines D↾U et ̟(D↾Ũ), où ̟ est la projection ̟ : B̃r → Br

et Ũ est l'image de U par transport parallèle le long de γ. La monodromie
affine

µ(c) : π1(Br; c)→ Aut(Rn)

appliquée à γ est alors l'automorphisme

µ(c)(γ) = ̟(D↾Ũ) ◦ (D↾U)
−1

On remarque qu'un changement de la carte initiale ϕ qui sert à définir D
induit une nouvelle monodromie qui diffère de l'ancienne par conjugaison
par un élément du groupe de structure.

Monodromie quantique

En développant une idée de Cushman et Duistermaat, on peut montrer
comment cette monodromie se lit sur le spectre conjoint microlocal d'un sys-
tème quantique correspondant. Il suffit d'utiliser la structure affine semi-clas-
sique définie en section 4.1, page 96. Cette structure est définie directement
sur le spectre conjoint, au moyen de l'hypothèse de transversalité (4.2).

Définition 5.3.2 L'holonomie de la structure affine semi-classique est appelée mo-
nodromie quantique du système.
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Puisque la structure affine semi-classique possède un groupe discret GAZ(n,Z)
et un atlas qui converge vers celui de la structure affine classique associée, on
en déduit facilement que, pour h̄ assez petit, la monodromie de la structure
semi-classique est identique à celle de la structure affine entière classique.
Rappelons qu'on peut même se restreindre à la partie linéaire de la mono-
dromie classique, puisque cette dernière est exacte.

Théorème 5.3.3 ([146]) Étant donné un lacet γ dans l'espace des énergies régu-
lières, la monodromie quantique le long de γ est égale, pour h̄ assez petit, à la
monodromie classique correspondante.

On en déduit par exemple le calcul de la monodromie quantique autour
d'une valeur critique de type foyer-foyer (paragraphe suivant). Depuis 1999,
de nombreux exemples de mécanique quantique (souvent tirés de problèmes
moléculaires (4)) sont venus étayer ce résultat. On consultera par exemple [153],
[27], [118], [70] ou encore [47]. D'autres exemples apparaîtront très proba-
blement encore pendant longtemps...

La monodromie quantique se manifeste de façon spectaculaire sur le
dessin d'un spectre conjoint. On peut la constater aisément en effectuant le
transport parallèle « à la main » d'une petite cellule élémentaire, comme sur
la figure 5.4, qui montre le spectre du pendule sphérique quantique.

γ

R′
R

P Q

E1

E2 = hn

Figure 5.4: Détermination manuelle de la monodromie quan-
tique

Une construction à mon avis plus instructive que le transport parallèle
de la figure 5.4 consiste à introduire, comme dans le cas classique, la dévelop-

(4). et le plus souvent dans les systèmes moléculaires à petit nombre de dégrés de liberté,
comme la molécule d'eau. À ce sujet, l'unversité d'état de l'Ohio a fièrement annoncé en juin
2005 la « First Experimental Evidence of Molecular Quantum Monodromy ».
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pante. On obtient une application D(h̄), associée à une carte locale de Bohr-
Sommerfeld (qui envoie localement le spectre conjoint régulier sur le réseau
2πh̄Zn). « Manuellement », la construction est encore extrêmement simple
(et amusante). On commence par déformer γ de façon à ce qu'il passe par
un nombre raisonnable de points entiers (valeurs propres conjointes). Une
fois fixé l'un de ces points comme départ, on envoie (par la développante)
une portion du spectre conjoint autour de ce point sur un réseau droit puis,
de proche en proche le long du lacet γ, on déroule tout le lacet γ. On obtient
en général un lacet ouvert : l'extrémité finale est l'image du point initial par
la monodromie quantique. Voir les figures 5.5(a) et 5.5(b).

Remarque 5.3.4 On se rend bien compte que, d'une certaine façon, la mo-
nodromie quantique « saute aux yeux », au moins lorsque ces yeux scrutent
un spectre quantique de manière adéquate. L'autre invariant des systèmes
intégrables mis en évidence par Duistermaat, la classe de Chern, reste quant
à lui beaucoup plus mystérieux. Même en l'absence de monodromie, une
classe de Chern non nulle implique un déphasage global dans la défini-
tion des variables « angles » du théorème de Liouville-Arnold-Mineur. Ce
déphasage devrait se manifester sur les fonctions propres conjointes du sys-
tème, et également dans les conditions de Bohr-Sommerfeld, mais au-delà
des termes standard qui ne font apparaître que les actions. La grosse diffi-
culté actuelle est l'absence d'exemple pertinent ayant une classe de Chern
non triviale. △

5.4 Foyer-foyer et monodromie

Une propriété remarquable des singularités foyer-foyer pour un système
à deux degrés de liberté est qu'elles impliquent la présence d'une monodro-
mie non triviale universelle pour la fibration régulière qui entoure la fibre
critique. Ce résultat est valable de façon générale pour des fibrations en
tores possédant une fibre singulière isolée générique [113, 103] ; il a été re-
découvert dans le cadre hamiltonien dans les années 1996-1997 par plusieurs
personnes, dont Nguyên Tiên Zung [166] et Matveev [104].

Théorème 5.4.1 ([104, 166]) Soit c une valeur critique de l'application moment
classique F = ( f1, f2), dont la fibre Λc = F−1(c) admet k points critiques de type
foyer-foyer, à l'exception de tout autre point critique. Alors la monodromie affine
associée à un cycle de degré 1 autour de c est conjuguée à la matrice

(
1 0
1 1

)
(5.3)

La preuve de ce résultat est très simple si on utilise la structure locale des
singularités foyer-foyer (voir aussi [41] dans le cas non nécessairement Ha-
miltonien). La particularité de la situation hamiltonienne est que la mono-
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dromie est orientée : si, dans le cas topologique, la matrice de monodro-
mie s'écrit

(
1 0
±1 1

)
, dans le cas hamiltonien, le signe est prescrit, et toujours

positif. Il suffit pour cela de fixer une orientation sur R2 et l'application
moment (ainsi que la forme symplectique) induisent une orientation natu-
relle sur chaque tore lagrangien, et donc sur leur homologie [42]. Du point
de vue quantique Zhilinskií suggère d'interpréter ce signe comme le fait
qu'autour du point foyer-foyer, le “réseau” des valeurs propres conjointes
possède un défaut ponctuel (dans le sens où un certain nombre de points ont
dû être enlevés, et non rajoutés) [118]. Cette assertion peut être vérifiée par
les conditions de Bohr-Sommerfeld singulières dont nous avons déjà parlé
et qui donnent la position précise des valeurs propres près de la singula-
rité [147]. Une autre façon de visualiser ces défauts ponctuels est d'utiliser
la méthode de la développante, comme montré sur les figures 5.5(a) et 5.5(b).
On retrouve par cette expérience le fait que la monodromie quantique d'une
singularité foyer-foyer possède un sous-réseau de points fixes (les points sur
la droite E2 = 0, ce qui correspond au deuxième vecteur de la base dans
laquelle est donnée la matrice 5.3). Cette construction ouvre de nouveaux
problèmes. Par exemple, dans [147] on montre que dans le cas d'un point
fixe de la développante, le nombre de points entiers compris à l'intérieur du
polygone obtenu est — pour h̄ assez petit — précisément égal au nombre de
valeurs propres conjointes à l'intérieur du chemin γ.

Grâce à la masse d'exemples physiques exhibant une monodromie non
triviale, le champ de recherche ouvert par la monodromie quantique de-
meure très vaste. J'ai déjà mentionné la généralisation proposée par Nekho-
roshev, Sadovskií et Zhilinskií concernant la monodromie dite fractionnaire,
qui mérite certainement qu'on s'y intéresse de plus près. Dans les sections
suivantes on examine le jeu de la monodromie dans les systèmes presque
toriques.

5.5 Systèmes toriques et polyades

Le cas le plus simple de systèmes intégrables dont on connaisse parfai-
tement la géométrie globale est celui des systèmes toriques.

Oscillateurs harmoniques

Pour motiver les définitions qui vont suivre, examinons l'exemple le
plus simple de système torique : un ensemble de n oscillateurs harmo-
niques découplés, déjà présentés en section 2.1. Précisément on considère
l'application moment q = (q1, . . . , qn) sur R2n, où qj = 1

2 (x
2
j + ξ2j ). Le sys-

tème quantique correspondant, qu'on obtient par quantification de Weyl,
est Q = (Q1, . . . ,Qn) avec Qj =

1
2 (−h̄2 ∂2

∂x2j
+ x2j ). Le spectre conjoint de Q est
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Ã1

Ã2
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(a) Le chemin γ, compris dans un anneau entourant la valeur critique foyer-foyer, est dé-
veloppé sur le réseau affine 2πh̄Z2 en prenant A0 comme point base. Le point final Aℓ est
l'image de A0 par la monodromie µ(γ).
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Ã1

Ã2 Ã4

Ã7
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(b) La construction est la même qu'à la figure 5.5(a), mais le point de départ est choisi sur la
droite E2 = 0. On constate que ce point est fixé par la monodromie.

Figure 5.5: Développement du spectre conjoint et visualisation
de la monodromie quantique
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l'ensemble discret

Σ(Q) = {(h̄(α1 +
1
2 ), . . . , h̄(αn +

1
2)) ∈ Rn, (α1, . . . , αn) ∈N}.

Supposons maintenant qu'on se donne un Hamiltonien Ĥ = 〈k,Q〉 où k ∈
Zn. Son spectre est l'ensemble des E ∈ R qui peuvent d'écrire sous la forme

E = h̄(〈k, α〉+ 1
2 ∑

j
kj);

en d'autres termes, c'est l'intersection d'un hyperplan orthogonal à k avec
le “réseau positif” h̄Nn. On l'appelle la polyade d'énergie E (figure 5.6). Le

2E1 + E2 = const

E1

E2

Figure 5.6: Les polyades de l'oscillateur harmonique en ré-
sonance 2 : 1 (c'est-à-dire k = (2, 1)). Les nombres
de valeurs propres dans chaque polyade forment la suite
1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . .

nombre de valeurs propres dans cette polyade possède des propriétés arith-
métiques bien connues lorsque |α| → ∞ (ou h̄ → 0). Le comportement
asymptotique principal est donné par un terme dit « de Weyl » qui corres-
pond au volume symplectique de l'image réciproque par q de la « polyade
classique », c'est-à-dire la variété d'équation 〈k, q〉 = E. Les termes suivants
de l'asymptotique sont des termes oscillants dépendant des propriétés arith-
métiques des composantes de k. De nombreuses variantes et généralisations
de ce problème font intervenir des quantités algébriques et combinatoires
comme le polynôme d'Ehrhart, le polynôme de Hilbert-Samuel, ou la for-
mule de Riemann-Roch (voir par exemple [17, 15, 30]). Dans le cas de l'oscil-
lateur harmonique, on a également de jolies formules en termes de fonctions
génératrices [124].

Systèmes de type torique

On se donne un système complètement intégrable ( f1, . . . , fn) d'applica-
tion moment F toujours supposée propre.
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S2 × S2 S2 × S2S2 × S2

Figure 5.7: Construction d'une fibration lagrangienne de S2× S2

qui n'est pas de type torique. Partant d'une base de la fibration
difféomorphe à un disque, on obtient une base difféomorphe à
un anneau sans changer le type de singularité des fibres. Mais
dans la fibration finale, certaines fibres ne sont pas connexes !

Définition 5.5.1 Le système F est dit de type torique s'il existe une action hamil-
tonienne effective de Tn avec une application moment Φ de la forme Φ = ϕ ◦ F où
ϕ est un difféomorphisme local sur l'image de F.

Rappelons que par le théorème d'Atiyah [6] et Guillemin-Sternberg [73]
les fibres de l'application moment pour une action hamiltonienne de tore
sont connexes et l'image est un polytope rationnel convexe, et par le théorème
de Delzant [45] cette image détermine entièrement la variété M et l'applica-
tion moment Φ (à isomorphisme près) dans le cas complètement intégrable.
En réalité le théorème de connexité/convexité est énoncé dans le cas où M
est compacte, mais il reste valable dans le cas d'une application moment
propre [96] (le « polytope » n'étant plus nécessairement borné). Dans ce
livre on utilise la terminologie polytopes et polygones pour des ensembles po-
lyédraux non nécessairement compacts.

Attention, l'exemple suivant n'est pas de type torique : On part d'un sys-
tème torique de S2 × S2 → R2 dont l'image est un carré. En restant de type
torique, on peut déformer la base en un rectangle allongé. Par une nouvelle
transformation de la base, on courbe le rectangle en faisant se chevaucher les
extrémités (figure 5.7). On obtient une fibration lagrangienne F de S2 × S2

sur un anneau, dont les fibres sont des tores et qui ne possède que des sin-
gularités de type elliptiques, mais qui n'est pas de type torique (on a construit
F = ϕ ◦Φ au lieu de Φ = ϕ ◦ F).

En fait, on peut montrer que dans la définition 5.5.1 les fibres de F sont
nécessairement connexes et ϕ est un difféomorphisme de l'image de F dans
celle de Φ [152]. On connaît donc parfaitement la structure de la fibration
lagrangienne. En particulier les seules singularités sont de type (transver-
salement) elliptique. En recollant les descriptions locales, on parvient ainsi
assez aisément dans la situation semi-classique à une description globale du
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spectre conjoint.

Théorème 5.5.2 Soit P = (P1, . . . , Pn) un système complètement intégrable quan-
tique, et Σh̄(P) son spectre conjoint. On suppose que le système des symboles prin-
cipaux p = (p1, . . . , pn) est de type torique. Alors il existe une application ϕh̄ de
Rn dans Rn tel que pour tout compact K ⊂ Rn,

– la restriction de ϕh̄ à K est un symbole classique dont le terme principal ϕ0

est un difféomorphisme local ;
– les composantes de ϕ0 ◦ F sont des variables d'action classiques ;
– ϕh̄(K ∩ Σh̄(P)) = 2πh̄Zn ∩ ϕh̄(K).

Démonstration. La preuve se fait en trois étapes. En premier lieu, on établit
le résultat sur chaque compact, modulo O(h̄∞). On montre ensuite qu'on
peut se débarrasser du reste O(h̄∞), ce qui finalement permet une définition
globale de ϕh̄.

Étape 1— Il s'agit essentiellement de recoller des informations locales. Si K
est un petit voisinage d'un point régulier de l'application moment classique
F, l'existence d'un ϕh̄,K satisfaisant les propriétés énoncées modulo O(h̄∞) est
directement donnée par le théorème des variables actions-angles semi-classi-
que. Si maintenant K est un petit voisinage d'un point critique, on conclut de
même par le théorème 4.2.3, puisque les points critiques d'une application
moment torique sont nécessairement de type transversalement elliptiques.
Soit donc un compact K quelconque ; on l'écrit ∪jKj où les Kj sont des petits
compacts correspondants chacun à l'un des deux cas ci-dessus. Chaque Kj
porte donc une « carte locale » ϕh̄,Kj

et ces cartes, sur les intersections Kj∩Kj′ ,
diffèrent d'un élément de GA(n,Z), comme on l'a vu en construisant la
structure affine semi-classique page 96. L'ensemble des valeurs de F étant
simplement connexe on peut trivialiser ce cocycle et obtenir une carte ϕh̄
globale sur tout compact K.

Étape 2 — On se fixe un compact K et on considère l'application ϕh,K dé-
finie à l'étape 1. D'après l'étape 1, il y a pour chaque h̄ un nombre fini de
valeurs propres conjointes dans K et chacune est séparée des autres d'une
distance d'ordre h̄. On note Ej(h̄) ces valeurs propres. Pour chaque j, on a

exp
(
i
h̄

ϕh̄,K(Ej(h̄))
)
= 1+ rj(h̄), (5.4)

où l'exponentielle agit composante par composante, 1 est le n-uplet (1, . . . , 1)
et toutes les composantes de rj(h̄) sont des nombres complexes d'ordre
O(h̄∞). Construisons à partir de rj un symbole sur K : soit χ une fonction
C∞
0 valant 1 au voisinage de 0 et posons

rh̄(c) := ∑
j

χ

(∥∥c− Ej(h̄)
∥∥2

h̄4

)
rj(h̄).
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On voit directement que r est un symbole (à valeurs dans Cn) d'ordre h̄∞.
Pour h̄ < h̄0 assez petit, on peut définir gh̄ := −ℜ( h̄i ln(1 + rh̄)) (toujours
composante par composante) ; c'est encore un symbole d'ordre h̄∞. On re-
marque que gh̄(Ej(h̄)) = − h̄

i ln(1+ rj(h̄))) ; en effet, le membre de droite est
réel d'après (5.4). Posons ϕ̃h̄,K := ϕh̄,K + gh̄ ; alors par construction

exp
(
i
h̄

ϕ̃h̄,K(Ej(h̄))
)
= exp

(
i
h̄

ϕh̄,K(Ej(h̄))
)
exp(− ln(1+ rj(h̄))) = 1.

Autrement dit, ϕ̃h̄,K possède les propriétés requises par le théorème sur le
compact K.

Étape 3 — Avec les outils dont nous disposons ici, il n'y a pas de sens
naturel à définir un objet ϕh̄ global. Certes en vertu de l'étape 1, tous les
termes du développement asymptotique des ϕ̃h̄,K sont indépendants de K et
donc bien définis sur tout Rn ; mais le point délicat est que les estimations
O(h̄∞) pour rj(h̄) ne sont pas uniformes lorsque les valeurs propres Ej(h̄)
tendent vers l'infini dans Rn. Seule la limite inductive des ϕ̃h̄,K lorsque K
tend vers Rn est pertinente ; mais la valeur de h̄ pour laquelle elle est définie
dépend du point considéré. Pour fabriquer un objet plus maniable, comme
l'énoncé du théorème le prétend, on peut néanmoins procéder en donnant à
ϕh̄ des valeurs arbitraires pour h̄ grand, comme suit. On se donne une suite
de compacts emboîtés Kℓ tendant vers Rn ; pour chaque ℓ, on définit pour
h̄ 6 h̄ℓ l'application ϕh̄,ℓ := ϕ̃h̄,Kℓ

par l'étape 2, en prenant soin de choisir une
troncature χ indépendante de ℓ, ce qui assure que les ϕh̄,ℓ sont compatibles
par restriction, pour h̄ assez petit. On décrète ensuite par exemple que ϕh̄,ℓ ≡
ϕh̄ℓ,ℓ pour h̄ > hℓ. Le candidat final est la limite inductive limKℓ⊂Rn ϕh̄,ℓ. �

Polyades — Le spectre conjoint est ainsi transformé en une portion poly-
gonale du réseau droit 2πh̄Zn associée au polytope moment, éventuellement
décalée par rapport à ce dernier à cause des termes sous-principaux.

Une fois choisi un vecteur de base du réseau dans lequel s'inscrit le
spectre conjoint, on peut définir un regroupement de valeurs propres en
associant celles qui sont dans un même hyperplan orthogonal à ce vecteur.
On appelle ces « paquets » de valeurs propres des polyades, en référence
au cas de l'oscillateur harmonique dans la littérature physico-chimique. On
peut faire la construction formelle suivante (justifiable sur tout compact) : le
système ϕh̄(P) est torique : son spectre est inclus dans 2πh̄Zn. Étant donné
un vecteur entier ou rationnel k ∈ Qn on considère l'opérateur

P(k) := 〈k, ϕh̄(P)〉 : (5.5)

son spectre est inclus dans 2πh̄Z/N, pour un entier N fixé. (N = 1 si k ∈
Zn.)
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Définition 5.5.3 On appelle polyade associée à k le spectre conjoint de P restreint
à un sous-espace propre de P(k).

Via l'application ϕh̄, une polyade associée à k est donc l'ensemble des points
τ du réseau 2πh̄Zn tels que 〈τ, k〉 admette une valeur fixée dans 2πh̄Z/N.

D'un point de vue classique, le symbole principal de P(k) définit une
sous-action de S1 ; les polyades correspondantes sont alors les clusters (amas)
deWeinstein [156] associés aux Hamiltoniens périodiques. Weinstein montre
que si le symbole principal engendre un flot périodique (et si les intégrales
du symbole sous-principal sur les orbites du flot sont constantes) alors
le spectre est regroupé en amas de taille O(h̄2) disposés en progression
arithmétique dont le pas est d'ordre h̄. Il faut noter que dans notre situa-
tion complètement intégrable, l'hypothèse de Weinstein sur les symboles
sous-principaux n'est plus nécessaire. Le théorème de Weinstein (annoncé
dans [155]) a été démontré simultanément et plus ou moins indépendam-
ment (5) par Chazarain [25] et Guillemin (voir [54]), puis généralisé à des
opérateurs pseudo-différentiels (homogènes) généraux par Colin de Ver-
dière [30], qui montre que la multiplicité des clusters est donnée par un
certain polynôme (suivi de Boutet [16], Boutet-Guillemin [15] qui identifient
ce polynôme algébriquement) et développé dans le cadre semi-classique par
Helffer-Robert [80] et Dozias [48], et encore d'autres (ce théorème, ayant de
nombreux liens avec la question de « quantification et réduction », a ouvert
de nombreuses pistes de recherche sur la réduction symplectique singu-
lière par des groupes plus généraux que S1, la formule de Riemann-Roch
sur orbifolds, la cohomologie équivariante, etc. Le lecteur intéressé pourra
consulter par exemple le livre introductif [71]).

Sommets du polytope — Le théorème 5.5.2 fournit une preuve semi-clas-
sique amusante du corollaire suivant (qui peut également se montrer par des
moyens plus habituels) : lorsque M = T∗X (ce qui est évidemment le cas du
théorème, sauf si on l'énonce dans le cadre des opérateurs de Toeplitz), il
ne peut y avoir qu'un seul point critique de corang maximal. En effet dans
le cas contraire le polytope moment possède une arête compacte. Un petit
voisinage de cette arête contient un nombre fini de valeurs propres (6) et au
voisinage de chaque extrémité de l'arête — qui est un point elliptique —,
on connaît grâce au théorème le comportement des valeurs propres lorsque
h̄ → 0 : elles se dirigent linéairement (et donc continûment) vers ces extré-
mités. Pourtant, le théorème dit également que nombre de valeurs propres
dans ce voisinage doit augmenter lorsque h̄→ 0 ! Je laisse au lecteur le soin
de visualiser la contradiction.

Cette restriction indique que l'intérêt du théorème ne réside pas réel-
lement dans la description globale du spectre, qui ne serait valable que

(5). En y regardant de près bien entendu les hypothèses ne sont pas les mêmes.
(6). Voir par exemple la figure 5.10(c).
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pour un nombre limité d'exemples, mais dans la description de toutes les
parties (polyédrales, convexes) du spectre conjoint qui correspondent à un
sous-système torique. Dans le cadre des opérateurs de Toeplitz sur une va-
riété symplectique compacte — pour lequel le théorème serait sûrement va-
lable — la restriction n'existerait plus. Les valeurs de h̄ pour lesquelles on
peut quantifier une variété compacte sont d'emblée discrètes ; on voit bien
que l'argument du mouvement continu des valeurs propres ne tiendrait
plus. D'ailleurs, dans un certain nombre d'exemples physiques, l'espace de
phases compact est obtenu par réduction symplectique d'un espace cotangent.
Dans ce cas le théorème s'applique au système avant réduction : les points
fixes du système réduit redeviennent des singularités transversalement ellip-
tiques et la restriction évoquée ne s'applique plus. Par exemple, partant d'un
oscillateur harmonique en résonance 1 : 1 sur R4 (n = 2 et k = (1, 1)) on
obtient la sphère symplectique S2 en réduisant la surface d'énergie H = 1,
isomorphe à S3. Du point de vue quantique, le spectre obtenu est égal à la
polyade associée à E = 1, qui existe pour h̄ = 1/ℓ, ℓ ∈ N.

Remarque 5.5.4 L'application ϕh̄ du théorème est bien sûr la développante
du spectre conjoint définie au paragraphe précédent (équation (5.2)), qui ici
se globalise, car pour un système torique l'ensemble Br des valeurs régu-
lières de l'application moment est simplement connexe. Le théorème offre
une légère amélioration en incluant les valeurs critiques elliptiques et en se
débarrassant dans l'énoncé du reste O(h̄∞). △

5.6 Systèmes presque toriques

Les systèmes de type toriques sont essentiellement des systèmes com-
plètement intégrables dont les singularités sont non dégénérées de type el-
liptique, ou transversalement elliptique (même si énoncée telle quelle l'as-
sertion est fausse : cf la proposition 5.6.3).

Un moyen peu douloureux de généraliser les systèmes toriques est d'ad-
mettre des singularités isolées dans l'image du moment, comme suit.

Définition 5.6.1 Un système complètement intégrable avec application moment
propre est dit presque torique lorsque toutes ses singularités sont non dégénérées,
sans bloc hyperbolique.

Autrement dit un système presque torique ne possède que des blocs de
type elliptique ou foyer-foyer. La classification (à difféomorphisme près) des
variétés compactes de dimension 4 admettant un système presque torique a
été récemment annoncée par Leung et Symington.

Théorème 5.6.2 ([97]) Soit M une variété symplectique compacte de dimension
4 admettant une application moment presque torique. Alors M est difféomorphe à
l'un des cas suivants : S2 × S2, des sommes connexes de plusieurs copies de CP2,
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S2 × T2 (produit direct ou produit tordu) éventuellement en somme connexe avec
des CP2, une surface K3, une surface de Enriques, un fibré en tore sur T2 ou sur le
produit tordu S1×̃S1.

Les détails des constructions ainsi que la nature de la base de la fibration
lagrangiennes sont expliqués dans [97]. En particulier on peut facilement
voir qu'une fibration lagrangienne sur S2 n'ayant que des singularités foyer-
foyer possède nécessairement 24 fibres singulières ! Voir également [42].

Parmi les propriétés élémentaires des systèmes presque toriques qui
nous intéresseront dans la suite, on peut énoncer :

Proposition 5.6.3 ([152]) Soit F une application moment complètement intégrable,
propre.

– Si toutes les singularités de F sont non dégénérées et l'ensemble des valeurs
régulières de F est connexe, alors F est presque torique ;

– Si F est presque torique alors F est de type torique si et seulement si l'ensemble
des valeurs régulières de F est connexe et simplement connexe.

Systèmes à indice de défaut égal à 1

Il n'existe actuellement aucun résultat semi-classique général sur les sys-
tèmes presque toriques. Pour commencer cette étude, on va s'intéresser à
une sous-classe simple de systèmes presque toriques à deux degrés de li-
berté, ceux dont l'indice de défaut est égal à 1 :

Définition 5.6.4 Un système intégrable presque torique F = ( f1, f2) sur une va-
riété symplectique de dimension 4 a un indice de défaut égal à 1 s'il existe un
difféomorphisme local ϕ = (ϕ1, ϕ2) sur l'image de F tel que ϕ1 ◦ F soit une appli-
cation moment propre pour une action hamiltonienne effective de S1.

Quitte à composer par ϕ (qui en réalité sera un difféomorphisme global
sur l'image de F) on supposera dans toute la suite que F = (J,H), où J est
précisément l'application moment de l'action de S1 requise dans la défini-
tion. Pour de tels systèmes, l'image de l'application moment F admet une
description simple.

Théorème 5.6.5 ([152]) Soit F = (J,H) un système presque torique d'indice de
défaut égal à 1, avec les hypothèses ci-dessus. Soient H+(x) := maxJ−1(x) H et
H−(x) := minJ−1(x) H. Soient Jmax et Jmin les valeurs extrêmes de J sur M. Alors

1. Les fonctions H+ et H− sont continues sur [Jmin, Jmax] ;

2. l'image B = F(M) est définie par

B = {(x, y) ∈ R2, Jmin 6 x 6 Jmax et H−(x) 6 y 6 H+(x)}.}

(et donc est simplement connexe) ;
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3. Les fibres de F sont connexes ;

4. l'ouvert Br des valeurs régulières de F est donné par

Br =
◦
B \ {c1, . . . , cm f },

où les points isolés c1, . . . , cm f , m f 6 ∞, sont les valeurs critiques des points
foyer-foyer du système (7).

c1

J

c2

c3

Jmin

H

Br

∂B

Figure 5.8: Structure de l'image de F

Démonstration. Par le théorème d'Atiyah, Guillemin-Sternberg, les fibres
de J sont connexes. Puisqu'elles sont également compactes, leurs images
par H sont tout autant compactes et connexes. Ceci donne essentiellement
le point 2.

Par la théorie de Morse, une discontinuité de H± ne peut survenir qu'en
une valeur critique de J. D'autre part, par le point 2., une telle discontinuité
implique la présence dans la frontière ∂B d'un segment vertical. L'hypothèse
d'être presque torique implique qu'un tel segment de valeurs critiques de
F ne peut correspondre qu'à des singularités de type transversalement el-
liptique. L'image réciproque par F devrait donc être une sous-variété de
minima ou maxima locaux pour J. Or on sait que c'est impossible, en vertu
de la théorie de Morse-Bott pour les actions hamiltoniennes de S1 : J ne
possède au maximum qu'une sous-variété localement maximale ou mini-
male [6]. Ceci démontre le point 1.

Pour montrer la connexité des fibres, on peut se restreindre aux valeurs
régulières de J. Si x est une telle valeur, Z := J−1(x) est une variété compacte
connexe. L'hypothèse de non-dégénérescence des singularités entraîne que
la restriction de H à Z est une fonction de Morse-Bott d'indice 0 ou 2. Donc
ses fibres sont connexes.

(7). On appelle parfois ces points les « nœuds » (nodes) du système [133].
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La preuve du dernier point est un peu plus compliquée, et utilise de
façon essentielle le fait que la liste possible des singularités de F est très
limitée (singularités non dégénérées). On montre que la connexité des fibres
entraîne la connexité de Br, car l'union des fibres critiques est de codimen-
sion au moins 2. Ensuite la connexité de Br entraîne la locale connexité de
Br : en effet, seul un segment de valeurs critiques dans

◦
B pourrait empê-

cher la connexité locale ; mais de proche en proche ce segment contredirait
la connexité de Br. Cette connexité locale finalement implique que les seules
valeurs critiques dans l'intérieur de B doivent être des points isolés, et donc
de type foyer-foyer. �

Polytopes généralisés — Les actions hamiltoniennes de S1 sur une variété
compacte de dimension 4 ont été classifiées topologiquement par Audin [7]
et symplectiquement par Karshon [89]. On peut montrer que les systèmes
à indice de défaut 1 sont souvent compacts (cf le corollaire 5.6.8) et donc
relèvent de cette classification. Cependant, ce n'est pas vraiment la variété
symplectique qui nous intéresse ici, dans la mesure où en général celle-ci
est obtenue après un « découpage symplectique » adapté à la portion de
système qui nous intéresse. Dans l'optique d'une analyse semi-classique,
l'objet essentiel est l'image de l'application moment, munie de sa structure
de variété affine entière (avec singularités).

Soit donc F = (J,H) un système presque torique d'indice de défaut égal
à 1 ; on note B ⊂ R2 l'image de F, Br l'ensemble des valeurs régulières,
et m f le nombre de valeurs critiques c1, . . . , cm f de type foyer-foyer. Soit le
multi-signe ~ǫ ∈ {−1,+1}m f . On note ℓi la demi-droite verticale partant de
ci dans la direction donnée par ǫi. Soit ki l'indice de monodromie de ci (nous
avons montré dans [42] que la monodromie dans cette situation est abélienne
et s'identifie à un indice à valeurs entières).

Théorème 5.6.6 ([152]) Il existe un homéomorphisme ψ de B dans ψ(B) ⊂ R2 de
la forme ψ(x, y) = (x,ψ(2)(x, y)) tel que

1. en dehors de l'union des ℓi, ψ est un difféomorphisme affine (ie. ψ ◦ F sont
des variables d'action locales)

2. ψ s'étend en une application C∞ multivaluée de Br dans R2 et pour tout
i = 1, . . . ,m f et tout c ∈ ℓi on a

lim
(x,y)→c
x<xi

dψ(x, y) =
(

1 0
ǫiki 1

)
lim

(x,y)→c
x>xi

dψ(x, y), (5.6)

3. L'image de ψ est un polygone rationnel convexe.

Bien que le système F ne soit pas torique, le théorème fournit malgré tout
un moyen de lui associer un polygone rationnel convexe, qui se révèle très
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Jmin

c1

Jmin

c1

J

H
L+

1L

ℓ1

J

ψ

ψ(2)(J,H)

Figure 5.9: Construction du polygone

utile pour étudier le système. On verra par exemple au paragraphe suivant
comment écrire des formules de localisation qui expriment les mesures de
Duistermaat-Heckman associées aux actions du système en fonction de l'in-
dice de monodromie.

La différence avec le cas torique, qui fait bien sûr tout l'intérêt de ces
systèmes, est que le polygone moment « généralisé » n'est pas unique ; au
contraire, il est paramétré par un multi-signe ~ǫ, qui munit la classe de poly-
gones possibles d'une structure de groupe abélien et exprime la non-unicité
des variables d'action.

Formule de Duistermaat-Heckman et monodromie

Comme précédemment, soit F = (J,H) un système presque torique avec
indice de défaut égal à 1, où on suppose d'emblée que J est précisément
l'application moment de l'action de S1 requise dans la définition 5.6.4. No-
tons ω la forme symplectique sur M. Associée à J, on peut introduire la
mesure de Duistermaat-Heckman, qui est la mesure µJ sur R telle que

µJ([a, b]) = vol(J−1([a, b])),

où vol est le volume donné par la mesure
∣∣ω2/2

∣∣ — dite « de Liouville »
— sur M. Cette mesure µJ est donc par définition la transportée de la me-
sure de Liouville par J. Elle admet une densité notée ρJ par rapport à la
mesure de Lebesgue sur R : µJ(dx) = ρJ(x) |dx| /2π. On appelle souvent
ρJ la fonction de Duistermaat-Heckman associée à J. On sait qu'en général ρJ

est une fonction continue, linéaire par morceaux [55]. On sait également relier
les changements de pentes aux singularités de J par des formules dites de
localisation [55, 89]. Dans notre situation, on a introduit les indices de mono-
dromie pour les singularités foyer-foyer. Comment exprimer ρJ en fonction
de ces indices ?
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En fait, la réponse est très simple. Et grâce à la représentation en poly-
gones généralisés décrite ci-dessus, on obtient directement et simultanément
le fait que ρJ soit linéaire par morceaux et le calcul des pentes au moyen
(entre autres) de la monodromie.

Pour cela introduisons quelques notations. Si x ∈]Jmin, Jmax[ est une va-
leur critique de J, on sait par le théorème 5.6.5 que la droite J = x dans
l'image de F rencontre soit un « coin » : une valeur critique de type elliptique-
elliptique pour F, soit un « nœud » : une valeur critique de type foyer-foyer.
On note k(x) > 0 la somme des indices de monodromie des points foyer-
foyer sur cette droite. Si la droite rencontre un « coin » on introduit les
quantités e+(x) ou e−(x) (selon que le coin se situe en haut ou en bas
de l'image de F) de la façon suivante. En un point elliptique-elliptique, il
existe des coordonnées symplectiques dans lesquelles on peut écrire J =
1
2(a(x

2 + ξ2) + b(y2 + η2)). Comme J engendre une action de S1, a et b
sont des entiers, qu'on appelle les « poids » d'isotropie. On définit alors
e±(x) = − 1

ab > 0 en présence d'un tel « coin », et e±(x) = 0 sinon.

Théorème 5.6.7 ([152]) Soit F = (J,H) un système presque torique d'indice de
défaut égal à 1, et tel que J est le Hamiltonien de l'action de S1. Alors,

1. ρJ est une fonction continue, linéaire par morceaux ;

2. si x est une valeur critique de J, la différence des pentes de ρJ est donnée par
la formule

ρ′J(x+ 0)− ρ′J(x− 0) = −∑
x
k(x)− e+(x)− e−(x) 6 −∑

x
k(x) 6 0,

où la somme a lieu sur l'ensemble des points critiques de J dans ]Jmin, Jmax[
(c'est-à-dire la projection sur l'axe horizontal des coins et nœuds de l'image
de F).

Démonstration. Pour montrer le premier point, on construit un polygone
généralisé associé au système. Par le théorème des coordonnées actions-
angles on voit facilement que ρJ(x) est le volume symplectique de la variété
réduite J−1(x)/S1. Puisque le polygone généralisé est localement affine pour
la structure imposée par le système, on remarque que ce volume est donné
par la longueur de la section du polygone par la verticale J = x. Cette
longueur est bien sûr continue et linéaire par morceaux.

Il reste à calculer les pentes du polygone généralisé : le deuxième point
du théorème est une conséquence de la structure des singularités elliptique-
elliptique qui forment les coins de l'image du moment, ainsi que de la mo-
dification de la structure affine du polygone généralisé due aux points foyer-
foyer, décrite par la formule (5.6). �

On voit que la monodromie a une grande influence sur la topologie. On a
par exemple le résultat remarquable suivant.
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Corollaire 5.6.8 Dans la situation précédente, si J admet un unique minimum (ou
maximum) et m f > 2, alors M est compacte.

Démonstration. On construit le polytope généralisé à partir du minimum
(ou maximum). La différence initiale entre les pentes des côtés issus du
minimum est au plus égale à 1, à cause de la structure des singularités
elliptique-elliptique. Par le théorème chaque point foyer-foyer fait baisser
cette pente d'au moins 1. Au bout de deux points foyer-foyer, cette pente
devient négative donc le polytope est nécessairement borné. Donc Jmax < ∞

et M est compacte. �

En d'autres termes la présence de fibres foyer-foyer induit dans la va-
riété symplectique une forme de « courbure » qui dans notre situation force
rapidement la compacité. On pourrait même quantitativement montrer com-
ment ces fibres foyer-foyer font diminuer le volume symplectique de M.

5.7 Bifurcations et redistribution de valeurs propres.

On se pose de façon générale le problème suivant. Soit un système in-
tégrable quantique P(t) dépendant d'un paramètre t ∈ [0, 1] tel que P(0)
et P(1) soient de type toriques. On sait donc décrire les spectres conjoints
de P(0) et P(1) au moyen du théorème 5.5.2. Quelle est la relation entre les
deux spectres ?

Pour être un peu plus précis, supposons qu'il existe une direction ration-
nelle particulière dans l'image du symbole principal conjoint p(t) (munie de
sa structure affine entière), indépendamment de t (c'est le cas par exemple
s'il existe une sous-action de S1 indépendante de t). On peut donc définir
l'ensemble des polyades correspondantes pour P(0) et P(1). Comment les
valeurs propres se réarrangent-elles d'un ensemble de polyades à l'autre ?
C'est le problème de la redistribution des valeurs propres. D'après le théo-
rème 5.5.2 il suffit d'étudier la transformation du polygone moment pour
obtenir l'asymptotique du nombre de valeurs propres dans chaque polyade.

Proposition 5.7.1 Soit P un système quantique de type torique, et soit P ⊂ Rn

son polytope moment. Soit k ∈ Zn et P(k) l'opérateur défini en (5.5). Alors, pour
tout E(k) ∈ R, le cardinal N (k, E; h̄) de la polyade associée à k et d'énergie tendant
vers E(k) (c'est-à-dire la multiplicité de la valeur propre 2πh̄ℓ pour P(k), pour une
suite ℓ = ℓ(h̄) telle que 2πh̄ℓ → E(k) lorsque h̄ → 0) est donné au premier ordre
par le volume de la « tranche » correspondante du polytope :

N (k, E; h̄) =
1

(2πh̄)n
Vol(P ∩ {c ∈ Rn; 〈k, c〉 = E(k)}) +O(h̄1−n)

où Vol est le volume sur l'hyperplan 〈k, c〉 = E(k) induit par la métrique euclidienne
de Rn.
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Bien entendu le volume de ces « tranches » n'est autre que la fonction de
Duistermaat-Heckman associée au Hamiltonien périodique p(k).

Le théorème 5.5.2 dit en réalité beaucoup plus : puisque le spectre est
transformé en un ensemble de points entiers dans un polytope entier, on
pourrait théoriquement calculer le cardinal des polyades au moyen d'un
polynôme de type Ehrhart qui lui-même se calcule par une formule de
Riemann-Roch associée à la variété (ou orbifold) réduite. Voir [17] et [15]
pour des indices plus précis à ce sujet.

En étudiant l'exemple du couplage de deux spins (c'est un système ha-
miltonien sur S2 × S2 qui vérifie nos hypothèses classiques) Sadovskií et
Zhilinskií ont conjecturé que cette redistribution était liée à l'apparition de
monodromie pour une certaine valeur intermédiaire de t [125].

Je voudrais juste donner quelques idées sur cette question et sur l'utilisa-
tion des polygones généralisés pour y répondre. Au moment de la rédaction
de ce livre, les détails ne sont pas encore entièrement formalisés. Pour véri-
fier les travaux de Sadovskií et Zhilinskií au niveau quantique, on peut voir
S2 comme une variété réduite à partir de T∗R2. Avec la proposition ci-dessus
en tête, je me contenterai juste de discuter l'aspect classique.

On fera l'hypothèse que le système est presque torique avec indice de
défaut égal à 1, sauf pour un nombre fini de t qu'on appellera instants de
bifurcation. En supposant que les seules bifurcations que subit le système
soient des bifurcations de Hopf hamiltoniennes (qui correspondent à une
transformation elliptique-elliptique ↔ foyer-foyer et sont génériques (8)), on
confirme la conjecture de la façon suivante :

Proposition 5.7.2 Les polytopes correspondant à p(0) et p(1) sont des polygones
généralisés d'un même système, le~ǫ = (ǫ1, . . . , ǫm f ) correspondant à leur différence
est déterminé par la séquence des bifurcations de Hopf.

Autrement dit on passe d'un polygone à l'autre par une application affine
par morceaux déterminée par la position des valeurs critiques qui bifurquent
et leur indice de monodromie. Des bifurcations similaires ont été étudiées
par Symington [133] sous le nom de « nodal slide » : la valeur critique foyer-
foyer « glisse » vers le bord du polygone pour se transformer en valeur
critique elliptique.

Supposons par exemple qu'on s'intéresse au spectre de la deuxième com-
posante du système P2 = H. Pour déterminer le changement observé dans
le cardinal des polyades il suffit donc de comparer les formules donnant
le volume des tranches horizontales des différents polytopes (formules de
Duistermaat-Heckman). Cette comparaison est implicitement donnée par les
transformations associées à ~ǫ, qui sont très simples. Écrire une formule ex-
plicite dans le cas général est, il est vrai, assez peu motivant ; c'est pourquoi

(8). Elles sont génériques par exemple dans la classe des Hamiltoniens qui commutent avec
une action de S1 fixée.
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la vision géométrique des transformations de polygone est, à mon sens, plus
pertinente et suffit pour répondre à la question.

Remarque 5.7.3 Ce résultat a été la motivation essentielle pour introduire les
polytopes généralisés, car ces derniers décrivent parfaitement de façon géo-
métrique et combinatoire la redistribution des valeurs propres au sein des
polyades. Il est naturel d'imaginer cependant qu'ils auront d'autres applica-
tions, pas nécessairement de type semi-classique (par exemple, un résultat
de classification de type Delzant). △

Remarque 5.7.4 Un problème semblable a été étudié par Faure et Zhilins-
kií [65] : dans le cadre de l'approximation de Born-Oppenheimer, on observe
également des croisements de valeurs propres lorsqu'est varié un paramètre
lent. L'arithmétique de cette redistribution est liée à l'indice de Chern (ou
d'Atiyah-Singer) du fibré en vecteur propres. Il est naturel de penser que ce
résultat est lié à celui de la proposition 5.7.2 en voyant l'approximation de
Born-Oppenheimer comme un découplage des variables qui ferait donc ap-
paraître un système intégrable. La limite semi-classique faisant apparaître la
mesure de Duistermaat-Heckman correspondrait donc à la limite où le rang
du fibré dans Atiyah-Singer tend vers l'infini, de façon analogue à [15]. △

Exemple — Un exemple très simple où on observe la transformation du
polytope moment généralisé est celui du couplage entre un oscillateur har-
monique sur R2 et un « spin » : un moment angulaire sur S2. On peut le
voir comme un dérivé du problème de Sadovskií et Zhilinskií obtenu en le
linéarisant en un pôle d'une des deux sphères.

Sur R2 = {(u, v)} on définit N = 1
2(u

2 + v2).
Sur S2 on définit le Hamiltonien z, coordonnée verticale lorsque S2 ∈ R3

est la sphère {x2 + y2 + z2 = 1}.
N et z ont tous deux un flot périodique de période 2π. On considère M =

S2 ×R2 et, sur M, le Hamiltonien périodique J = N + z. Enfin on introduit
K = ux+ vy : c'est le produit scalaire de (u, v) ∈ R2 avec la projection sur
le plan (x, y) du point sur S2. Puisque, sous le flot de J, les projections d'un
point de S2 ×R2 sur ses facteurs S2 et R2 tournent à la même vitesse, K est
bien une quantité conservée : {J,K} = 0.

On peut alors définir sur M le système

Ft = (J,Ht) avec

Ht = (1− 2t)(N − z) + tK.

On montre que Ft est presque torique pour t ∈ R \ { 13 , 1}. Elle est de type
torique pour t < 1

3 et t > 1 tandis que lorsque t ∈] 13 , 1[ elle a un indice de
défaut égal à 1. Les bifurcations à t = 1

3 , 1 sont de type Hopf hamiltonien. En
particulier pour t = 1

3 , 1, Ft possède une singularité qui n'est pas non dégéné-
rée. L'évolution de l'image de l'application moment ainsi que les polytopes
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moment généralisés correspondants sont montrés en figure 5.10. Il est fa-

(a) Image de l'application moment :

(b) Polytopes généralisés correspondants :

et

(c) Spectres conjoints correspondants :
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Figure 5.10: Bifurcation de l'image du moment pour le couplage
entre un spin et un oscillateur harmonique (M = S2 ×R2). On a
tracé les instants t = 1/5, 1/3, 1/2, 1 et 6/5. Le spectre conjoint a
été calculé avec h̄ = 1

4π .

cile d'obtenir le pendant quantique de cet exemple : si on voit S2 comme
une variété réduite à partir de R4 alors tous les opérateurs en jeu s'écrivent
quadratiquement au moyen d'opérateurs de création et d'annihilation. Au-
trement dit, on peut tout quantifier par la quantification de Weyl. Un cal-
cul numérique simple donne le tracé du spectre conjoint, en figure 5.10(c).
Une version « animée » de ce spectre conjoint est visible sur la page web
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~svungoc/exposes/jspec.html.

Remarque 5.7.5 Les résultats présentés dans cette dernière partie n'ont cer-
tainement pas atteint leur formulation optimale. En particulier, au vu de la
description du spectre conjoint dans le cas torique (théorème 5.5.2), il semble

http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~svungoc/exposes/jspec.html
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raisonnable que, même en présence de monodromie, on puisse montrer que
le spectre semi-classique détermine entièrement le système classique. Bien
sûr, il serait extrêmement intéressant de parvenir à incorporer les singula-
rités hyperboliques dans cette problématique de « problème inverse », afin
d'obtenir un énoncé général pour les systèmes admettant des singularités
non dégénérées. △
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