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Résumé
Dans [Qz], on a défini 'espace des germes d’arcs réels tracés sur un semi-
algébrique de R™, analogue réel de la théorie développée par Denef et Loeser
concernant 1’espace des germes d’arcs tracés sur une variété algébrique complexe.
Nous savons que la série de Poincaré associée & un semi-algébrique est une fraction
rationnelle. L’objet de ce travail est d’en donner un calcul explicite dans quelques
cas particuliers.

Classification mathématique : 14Gxx (14Pxx)

Introduction

Dans [DL], Denef et Loeser considérent l’anneau de Grothendieck M des variétés
algébriques sur un corps k de caractéristique nulle (que nous prendrons égal a C pour fixer
les idées). L’anneau M est engendré par les symboles [V] ou S est une variété algébrique
sur C; il vérifie les relations [V] = [V’] si V est isomorphe & V', [V] = [V \ V'] + [V'] si
V' est une sous-variété fermée de V, et [V x V'] = [V] x [V].

IIs définissent ensuite £(V'), l'espace des arcs tracés sur la variété algébrique V.
Si V est affine, un élément de £(V) est un morphisme de C-algebres C[V| — C[[t]]
avec C[V] l'anneau de coordonnées de V. De méme, est définit £,(V), l'espace des
arcs tronqués a l'ordre n tracés sur V, par ’ensemble des morphismes de C-algebres
C[V] — C[[t]]/t"**C[[t]]. On dispose alors d’un morphisme de troncation canonique
T £(V) = £,.(V).

Ce fut J. Nash ([Na]) qui, le premier, étudia les ensembles constructibles 7, (£(V))
en relation avec la résolution des singularités d’Hironaka. Citons aussi sur le sujet, les
travaux de [LJ] et [Hi].



+00
Le résultat fondamental de [DL] donne que Py (T) = Z[m (L(V)]T™ est une fraction

n=0
rationelle dans 'anneau M[[T]] ou l'on a inversé [C[X]]. La démonstration utilise deux
outils essentiels: 1’élimination des quantificateurs pour les ensembles semi-algébriques
définis au dessus des séries formelles, résultat du a [Pa]; ainsi que I'intégration motivique
sur ’espace des arcs, s’inspirant d’une idée due a Kontsevitch.

Dans [Qz], nous définissons 1'analogue réel de cette théorie. On peut remarquer que
si on prend pour M l'anneau de Grothendieck engendré par les symboles [S] de semi-
algébriques S sur R, alors les relations précédentes impliquent que M = Z et [] est la
caractéristique d’Euler-Poincaré (en prenant la bonne définition!).

Dans la section 1, on donne la définition de £(S), 'espace des arcs réels tracés sur un
semi-algébrique S C R™. Puis, en sections 2 et 3, on introduit ’analogue réel du langage
de Pas, rappelant les propriétés de base ainsi que leur démonstration pour le confort du
lecteur.

Puis, dans la section 4, nous nous intéressons a la série de Poincaré Ps(T) =
+oo

Z[WH(S(S))]T” d’un ensemble semi-algébrique S C R™. Dans [Qz] il est montré que
n=0

cette série est toujours une fraction rationelle, la méthode reprenant celle de [DL, Th.
5.1]. Cependant comme on utilise 'outil de désingularisation, sa détermination n’est pas
vraiment explicite.

C’est pourquoi, dans cet article, nous étudions, “a la main”, la rationalité de la série
de Poincaré pour certaines classes de semi-algébriques S. Nous montrons comment la
calculer lorsque S est une courbe algébrique réelle, un ensemble semi-linéaire ou encore
lorsque S est donné par une équation binomiale.

Je remercie Michel Coste pour m’avoir suggéré ce travail et aussi pour ses conseils lors
de sa réalisation.

Ce travail a fait 'objet d’un exposé lors de 'université d’été de Mathématiques de
Safi, 6-9 Juillet 1999, Maroc.

Préliminaires

Soit A un anneau commutatif contenant Q. Un sous ensemble o de A est un appelé un
ordre s'il satisfait les propriétés suivantes: a+a C P,aa C o, —1 ¢ a, {a® | a € A} C «a,
aU—a = A et si de plus a N —a est un idéal premier de A.

L’ensemble des ordres de A peut étre muni d’une structure d’espace topologique appelé
spectre réel de A et noté Spec, A (pour la définition et les propriétés du spectre réel, on
pourra se référer a [BCR]). Citons, entre autre chose, qu'un morphisme d’anneau A — B
induit une application continue Spec, B — Spec, A. De plus, a un semi algébrique S C R™
on peut associer canoniquement un ensemble constructible S de Spec, R[X,..., X,,]
(confer [BCR, 7.2.2]).

Pour tout ordre «, on note I’ensemble de ses éléments strictement positifs at =
a \ (—a). Dans toute la suite, R désigne le corps des nombres réels usuels. On considere



aussi ’anneau des séries de Laurent en une indéterminée R((¢)). On note ord la valuation
habituelle, et ac (x) est le coefficient de plus petit degré de x € R((¢)) (on pose par
convention ac (0) = 0).

Le spectre réel de Panneau des séries formelle R][¢]] est composé de 3 éléments: {f €
R[[7]] | £(0) >0}, 04 = {f e R[e] | ac (f) >0}, 0_ = {f e R[t] | —1>"Pac(f) > 0}.

1 Espace des germes d’arcs tracés sur un semi-algébrique

Définition 1.1 Soit S un ensemble semi-algébrique de R™. Un germe d’arc réel tracé
sur S est la donnée d’un morphisme de R-algébres v : R[X1,..., X\n] — R[[t]], avec
v1(04) € S ou S est le constructible de Spec, R(X1, ..., Xm] associé au semi-algébrique
S.

On note £(S) Uensemble des germes d’arc tracés sur S. Du fait que le morphisme
v est caractérisé par les images vy, . .., Ym des indéterminées Xi,..., X, dans R[[t]], on
peut voir £(S) comme un sous ensemble de R[[t]]™. On notera aussi, si T est un sous
ensemble de S, £(St) pour l’ensemble des germes d’arc tracés sur S dont lorigine est
dans T, i.e. v € £(St) siy € £(S) et v(0) € T.

De la méme maniére, on peut définir £,(R™), l'ensemble des germes d’arcs tracés

sur R™ tronqués a lordre n, i.e. les morphismes de R-algébres v : R[Xy,...,Xn| —
R[]/t R[]
Si on représente les images Vi, ..., Vm des indéterminées Xy,..., X,, par des poly-

nomes de R[t] de degré < n, £,(R™) peut étre interprété comme R+Hm

Du morphisme de troncation & lordre n, R[[t]] — R[[t]]/t"T'R[[t]], on déduit un
morphisme m, : L(R™) — L£,(R™). On dispose aussi des morphismes naturels de
projection pour m > n, Tpp @ Ln(R™) — £,(R™).

Soit o € Spec, R[X1,...,Xu] = R™. On a I'équivalence F € v~ 1(0,) < V¢ €
10,e] F(y) >0 <= ac(F(y)) > 0. Donc a = v '(0,) se traduit par F € a <=
ac (F(v)) = 0.

Supposons le semi-algébrique S donné par les équations S = U]_, ﬂj-i:l {fij =0,g:;; >
0}. Alors S = Ui Nt {a € R™ | fij €an—a,g;; € at}. Alorsy 1 (04) =a € S signifie
qu’il existe 7 tel que pour tout j =1,...,0; fi;(7) = 0 et ac (g;;(y)) > 0.

Proposition 1.2 Soit S un ensemble semi-algébrique de R™.

- Alors m(£(S)) est la cléture S de S pour la topologie euclidienne. On a méme

T (L£(9)) = 1, (£(S)), pour tout n € N.

- Soit S un ensemble semi-algébrique de R™. Alors m,(£(S)) est un sous ensemble
semi-algébrique de R™+D™

Pour la démonstration, confer [Qz].
On a une trivialisation de I’espace des arcs dans le cas d’'un ensemble algébrique non
singulier :



Proposition 1.3 Supposons que le semi-algébrique S C R™ est une sous variété C*
de dimension d. Alors il existe des semi-algébriques (S;)icr ouverts dans S tels que
S = UierS;, et pour tout i € T on a m,(£(Ss,)) ~ S; x ROV (rappelons que £(Ss,)
est l’ensembles des arcs tracés sur S et d’origine dans S;). Et méme, pour tout semi-
algébrique T C S;, T, (£(S7)) ~ T x Rv+D4,

Démonstration: Soit a € S. Il existe un voisinage ouvert semi-algébrique S, de a dans
S tel que la projection orthogonale p de S sur I'espace tangent 7, a S en a induise un
difféomorphisme analytique de S, sur son image. De plus, la projection orthogonale ne
“change pas I'ordre d’un arc” donc m,(£(S,, S)) =~ 7, (£(p(S,), p(S))). A un changement
linéaire de coordonnées pres, on peut supposer que l’équation du plan tangent est
X441 = ... = X, = 0. Par 1.4, on déduit que 7,(£(S,,5)) ~ S, x R®D¢ d’on le
résultat souhaité. O

Un changement affine de coordonnées ne change pas I'espace des arcs:

Lemme 1.4 Soient X = (X1,...,X,,), A une matrice inversible m x m a coefficients
dans R et B € R™. Alors lapplication h : R X] — R[X], X — AX + B induit un
isomorphisme £(R™) ~ £(R™) et mieuz, des isomorphismes £,(R™) ~ £,(R™) pour tout
n.

Démonstration: 1l suffit de remarquer que A(y) = B mod t" équivaut &y = A~!B mod t".

O
2 Ensembles simples
Par convention, les variables décrivant R((¢)) sont notées zi,...,x,, et les variables
décrivant Z sont notées ly,...,1,.
Définition 2.1
— Une condition simple de R((t))™ x Z", notée 0(z1,...,Tm,l1,...,1.), est une com-

binaison booléenne de conditions de la forme:

(i) ordyfi(z1,---52m) > ordyfo(z1, .- Tm) + L1y, ..., 1)

(i) ordifi(zi,...,2m) = L(l,...,l;) mod d

(i) A@EC(fi(z1,-- s 2m)),---,aC (fp(z1,...,2m))) >0

ot fi1,..., fp, h sont des polyndmes a coefficients dans R, L est un polynéme de degré

au plus un a coefficients dans Z, d € N.

— Un sous ensemble de R((t
simple. Une fonction R((
ensemble simple.

)™ XZ" est dit simple lorsqu’il est donné par une condition
t))™ X Z" — 7 est dite simple lorsque sont graphe est un



— Les sous ensembles simples de Z' (donnés par une combinaison booléenne de
conditions de type (i) ou (ii), avec m=0) sont appelés des ensembles de Presburger
et seront étudiés dans la section suivante.

Les ensembles simples admettent ’élimination des quantificateurs qui portent sur les
variables entieres. C’est un résultat élémentaire di & Presburger [Pr] dont la preuve peut
se faire par un argument similaire & celui de la preuve de 3.2:

Proposition 2.2 Soit 0 une condition simple de R((t))™ x Z". Alors la formule 3, €
Z 0(x1,...,Tm,l,... 1) est simple.
Le résultat fondamental suivant est la version réelle du résultat de Pas [Pa, Th 4.1],

ainsi que du théoreme de Tarski-Seidenberg [BCR, 1.4.6] :

Théoreme 2.3 Soit 0 une condition simple. Alors la condition
dxq ER((t)) 9($1,...,.Z‘m,l1,...,lr)
est simple.

Confer [Qz] pour la démonstration.

Définition 2.4 Un sous ensemble A de £(R™) ~ R[[t]|™ est dit simple s’il existe une
condition simple 6 de R((t))™ telle que

A={y e LER")|0(,---,m)}

Notons que pour tout ensemble semi-algébrique S de R™, £(S) est un ensemble simple de
L(R™).

Une famille d’ensembles simples (Ap)nezr de £(R™) est dite simple s’il existe une
condition simple 6 de R((t))™ x Z" telle que

An = {7 € LR"™) [0(7,---,Ym, 1)}

Proposition 2.5 Soit un morphisme de R-algébres h : R[Xy,..., X,] = RY1,..., Y],
X; — F;. Considérons un ensemble simple A de £(RP) et B un ensemble simple de £(R™).
Alors h induit un morphisme £(R™) — £(RP). De plus, h™'(A) est un ensemble simple
de £(R™) et h(B) est un ensemble simple de L(RP).

Démonstration: Un élément v de £(R™) est donné par un morphisme de R-algebres
R[Y7, ..., Y] = R[[¢]]. On définit naturellement h(7y) par le composé 7 o h.

Si A est donné par la formule simple 6(7y,...,7,) alors on a h™'(A) = {§ € R[[¢]]™ |
O(F1(6),...,F,(d))}, qui est un ensemble simple.

Si B est donné par la formule simple I'(dy,...,d,,) alors on a h(B) = {y € R[[t]]? |
30 € B, F1(6) =71,...,F,(0) =7}, qui est un ensemble simple d’apres 2.3. 0

Le résultat suivant est une généralisation de la Proposition 1.2.

Proposition 2.6 Soit A un ensemble simple de £(R™). Alors m,(A) est un ensemble
semi-algébrique de RM+D™



Démonstration: On considére une section s de m, : £(R™) — £,(R™).

Supposons que A est donné par la formule simple 6(v1, ..., Yy). Alors (7, m,(A)) =
{6 € £R™) | Iy € R[[t]™ O(y1,---,7m) = mod (1)} est un ensemble simple
d’apres 2.3.

Notons que v € m,(A) <= s(vy) € 7, 'm(A). Sur chaque cas de la disjonction
ord (f(7)) = 0,...,n+ 1 ou f décrit I’ensemble des polynémes qui interviennent dans
la formule de I'ensemble simple 7, 'm,(A), les coefficients de ~ satisfont une condition
semi-algébrique. Ce qui acheve la démonstration. O

3 Ensembles de Presburger

Définition 3.1 Une condition simple de Z", notée 0(ly,...,l,;), est une combinaison
booléenne de conditions de la forme
(i) L(ly,...,1,) >0 et celles de la forme (ii) L(ly,...,l,) =0 modd,
ou L est un polynome de degré au plus un a coefficients dans Z, d € N.

Un sous ensemble de 7" est dit simple ou de Presburger lorsqu’il est donné par une
condition simple. Une fonction 7" — 7 est dite simple lorsque sont graphe est un ensemble
simple.

Les fonctions affines sur un Presburger de Z" sont des exemples de fonctions simples
de Z". La proposition qui suit affirme que ce sont essentiellement les seules.

Proposition 3.2 Une fonction o : Z"~!' — Z est simple si et seulement s’il existe une
partition de Z" en un nombre fini d’ensembles de Presburger P sur lesquels o est une
fonction affine: a(ly, ..., l.—1) =cily + ...+ ¢r_1l,_1 + ¢, avec ¢;, ¢ € Z.

Démonstration: Notons P le graphe de o dans Z"; ¢’est un ensemble de Presburger en les
variables (I1,...,l, 1,1.). Posons I" = (l1,...,l,_1). On appelle u le ppcm des entiers d qui
apparaissent dans les congruences des relations de type (ii) dans la description de P. Si
on fixe w,, la classe de congruence de [, modulo y, on peut remplacer dans les équations
qui décrivent P, [, par ul, + w,. Aussi, en distinguant un nombre fini de cas, on peut
supposer que [, n’apparait dans aucune congruence de type (ii) de la description de P.

P s’écrit alors comme ’ensemble des r-uplets | = (Iy,...,l,) € P' C Z" qui satisfont
une disjonction de conditions (que 'on peut supposer disjointes en effectuant ’opération
booléenne P,U P, = P\ (PPN P)UP,\ (PPN P)U (PN P,)) du genre:

1) vl, < A(l'),i=1,...,u, (2) vl, > B;(I'), j = 1,...,v, ou P' est un ensemble
de Presburger de Z" (la projection canonique de P relativement aux r — 1 premieéres
coordonnées est un ensemble de Presburger par 2.2), A;, B; € Z[l,...,l,_1] sont des
polynémes de degré au plus 1, et v € N (le coefficient commun v s’obtient en multipliant
chaque polynéme par un entier convenable).

En incluant a P’ des inégalités du type A; < A, et By < B,, on peut supposer

que v = 1 et v = 1. Si on fixe wy,...,w,_1, la classe de congruence de l,...,0l_1
modulo v, on peut remplacer dans les nouvelles équations qui décrivent P, [, ..., [,_, par
vly +wy,...,vl_1 +w,_1. Aussi, en distinguant un nombre fini de cas, on peut supposer



que les coefficients des polynomes A et B, hormis éventuellement les coefficients constants,
sont divisibles par v.

Apres simplification des inégalités précédentes (1) et (2), il résulte une partition de P
par des ensembles du type: [ € Z" tels que I' € P' et B(l') < I, < A(l'), ou P’ est un
ensemble de Presbuger de Z"~!, et A, B sont des fonctions affines en ',

Du fait que « est une fonction, on a alors nécessairement [, = A(l') = B(l') pour
I'e P O

Venons en a la proposition clé suivante, contenue dans [De, Lemma 3.2], dont on
recopie la preuve ci contre pour le confort du lecteur.

Proposition 3.3 Soit P un ensemble de Presburger de Z4t" et soit o : Z¢ — N une
fonction simple. Supposons que les séries

JG.T)= Y 1W

keZd,(k,)eP

convergent dans Z[[T]] pour tout | € Z". Alors, J(1,T) peut s’écrire sous la forme suivante
pour tout | € 7"

1y JOT) = Zczﬂz 1T ”/H ~T%)
=1
avec ¢; € Q, e € N, ; : Z" — N produit d’au plus d fonctzons simples, «; : Z" — N des
fonctions simples et a; € N*.

Démonstration: On fait la preuve par récurrence sur d. Par la proposition 3.2, on
peut supposer que « est une fonction affine. Posons k' = (kq,...,kqs_1). Le début de
la démonstration se fait exactement de la méme maniere que dans la preuve de 3.2. De la
sorte, on peut supposer que P est ’ensemble des (k,[) € Z4*" tels que (k',1) € P’ et

(2) B(k') + D(l) < kg < A(K') + C(l), o P’ est un Presburger de Z%'*7 A et B
sont des polynomes linéaires homogenes en k' avec éventuellement A = +oo (Quitte a
se restreindre a un nombre fini de cas, on peut supposer que lq,...,l, > 0sil € G. En
conséquence, on ne pas avoir B = —oo car on a toujours au moins kg > 0), C et D sont des
fonctions affines en la variable [. On peut supposer de plus que B(k')+D(l) < A(k")+C(I)
pour tout (k',1) € P'.

A ce stade, nous devons distinguer deux cas:

Supposons que « n’est pas une fonction constante. Alors, apres réindexation des k;, on
peut écrire a(k) = o/ (k') 4+ akq avec a € Z* et o' une fonction affine de £’. On a alors,

J(I,T) = Yoo TéE) YT ok

k' €Zd—1 (k' I)e P! k4€Z,(2)

— [ Z ! (¥)+B(k )ayDBa

K ezd—1 (k' I)eP’

_( Z Ta’(k’)+A(k’)a)T(C(l)+1)a]1/(1 _ Ta)

K ezd-1 (k' 1)eP’



Notons que si A = +o00, alors la deuxieme série qui apparait dans la différence est
nulle. Remarquons aussi que nécessairement ces deux séries sont convergentes pour tout
[ € Z". Si on avait une infinité de facteurs en un degré 7™ dans une des deux séries
précédente, alors cela serait aussi le cas dans la série initiale J(I,7). On peut donc
appliquer ’hypothése de récurrence.

Reste a traiter le cas ou « est une fonction constante. En fait, on montre le résultat plus
général suivant :

Lemme 3.4 Soit P un ensemble de Presburger de Z%+". Supposons que pour tout | € 7"
Uensemble {k | (k,1) € P} est fini. Soit R(k,l) un polynéme de Q[k,[] de degré < m. Soit
I() = X yezepyep B(K,1). Alors I(l) est un polynome a coefficients dans Q, de degré
< m+d en des fonctions simples Z." — 7 de la variable [.

Démonstration: On raisonne par récurrence sur d, le cas d = 0 étant trivial. Avec
k" = (ki,...,kq—1), on peut écrire R(k,l) = kLS(k',l) ot ¢ € N, ¢ < m, S € Q[¥,]]
de degré < m — ¢. On peut supposer que P est comme décrit en (2) avec A # +oo. Alors
I(D) = Ypepa e S 1) Yy eno ki Comme 37; i est un polynome de degré
< ¢+1enlavariable [, il en est de méme pour >_, . 3) kg car (3) s’exprime comme une
fonction affine de /'

Pour conclure, reste & appliquer I’hypotheése de récurrence a Zk'ezdfl,(k',l)e o S(K' D).

Le lemme s’applique a notre situation avec R = 1 du fait qu’un polynome a coefficients
dans Q, de degré < d en des fonctions simples de la variable [, est une combinaison Z-
linéaire de produits d’au plus d fonctions simples de la variable [, a un facteur multiplicatif
rationnel pres.

Notons également que le Lemme précédent fournit aussi le cas de base de la récurrence,
d=0. O

Remarque 3.5 Soient des fonctions simples a; : Z" — Z, 1 = 1,...,d de la variable
Il € Z". Alors le produit « = aq...aq est une fonction qui peut s’écrire comme une
combinaison Z-linéaire de fonctions de la forme Zkezdﬂ(k,”ep 1 ou P est un ensemble
Presburger de 741117,

Le Lemme 3.4 est une sorte de “réciproque” de cette propriété.

4 La série de Poincaré

Pour tout semi-algébrique S de R™, on note [S] sa caractéristique d’Euler, calculée par
exemple par I’homologie de Borel-Moore a support compact ([BCR, 11]). En particulier,
elle est multiplicative, [S x T] = [S][T]; additive [SUT] = [S]+[T]— [SNT]; et [R°] = 1.

Soit A un ensemble simple de £(R™). On considére la série formelle suivante P4(7T) =

::(’J[Wn(A)]T”. Elle a un sens par 2.6, on I'appelle série de Poincaré associée 4 A. On
s’intéresse plus particulierement aux séries Ps (1) = Pgg)(T), o1 S est un semi-algébrique
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de R™. Notons que ’on peut supposer que S est fermé d’apres 1.2. On notera dans toute
la suite m,(S) = m,(£(9)).
On sait d’apres [Qz] que Ps(T) est une fraction rationnelle, i.e. un élément de Q(T').
Néanmoins, on va calculer de maniere plus explicite la série de Poincaré de certaines
classes spéciales de semi-algébriques. Tout d’abord, si S est un ensemble algébrique non
singulier, il suffit d’appliquer 1.3 pour obtenir:

Proposition 4.1 Supposons que le semi-algébrique S C R™ est une sous variété C*
fermée de dimension d (ce qui revient essentiellement au méme de supposer que S est

une composante connere d’un ensemble algébrique non singulier). Alors on a Ps(T) =
(=1)%[S]
(I+(=DIHIT) "

Hormis pour ce cas trivial, une des difficultés qui se présente réside dans le fait
que si S et T sont disjoints, alors £(S) et £(T) sont disjoints, mais en général on a
[ (S UT)] # [mn(S)] + [ (T)] = [mn (S N T)] du fait que [m,,(SNT)] # [m(S)] O [ (T)].

Il apparait naturel de commencer par étudier les germes d’arcs tracés sur les courbes!

4.1 Courbes algébriques rélles

On considere une courbe algébrique réelle réduite C' de R™ et on note A son anneau
de coordonnées. La courbe C' admet un nombre fini de points singuliers A;,..., A.. Un
germe d’arc tracé sur C' avec pour origine un point singulier A; est en fait tracé sur une
des branches de C' en A;. Aussi, on est ramené au cas d’une courbe algébrique irréductible.

On peut donc écrire £(C) = US_ £(Ca,) U £(Cree ) ot Reg est le lieu régulier de C.
Du fait que les origines des arcs de I’'union précédente sont disjointes, la série de Poincaré
de C est la somme des séries de Poincaré des différentes composantes de 1’'union. On
sait évaluer PE(CReg)(T) d’apres 1.3. Reste a évaluer Pg 4;) ou A; est un point singulier
quelconque. On peut supposer que A; est ’origine.

Si on note mp 'idéal maximal des fonctions de A qui s’annule en O, un arc v € £(Cp)
est en fait la donnée d’un morphisme d’anneau locaux Ay, — R[[¢]], morphisme qui
factorise par la complétion de A relativement & mp, A — R[[¢]]. L’anneau A est une
courbe algébroide réelle irréductible, donc A ~ R[¢pm, ;- - . ; bm,]] < Rl[u]], ot les ¢y, (u)
sont les générateurs canoniques qui vérifient ord ,(¢m, (u)) = m; et R][u]] est la cloture
intégrale de A. La fonction E [k] désignera la partie entiere de k.

En conséquence, £(Co) =~ {(dm,(c(t)), ..., dm,(c(t)) | ¢ € R[[t]],ord (c(t)) > 1}.
Donc on a I'union disjointe ,, (£(Co)) ~ UISMSE[W%]H T (L(1)) avec

L) = {(dmi (0(1)), - -, bm. (0(1))) | ord (0(2)) = p}

Si my est impair on a une fibration de 'espace 7, (£(x)) donnée par les coefficients
de ¢, (o(t)) mod ¢"*' ie. on a un isomorphisme semi-algébrique R* x R"™1# ~
{(¢m, (o(t)) mod t"*' ... ¢ (0(t)) mod t"*!) | ord (o(t)) = p}. Donc

m(SCoN =1+ (-2) > (_1)n—mw:{1+21_1)n si B[] est pair

1<u<BE 2]

m1

si E[;-] est impair



1 Tm
1-T (14+1T)A+Tm)
Si m; est pair, considérons mg le premier entier impair dans la liste ordonnée des m;
(il en existe toujours un sinon le semi groupe engendré par les m; ne serait pas un semi-

groupe d’entiers). Lorsque p > E [mls], on a une fibration semi-algébrique de ’ensemble

Le calcul de la série de Poincaré donne alors Pg,(T)

7, (£(u)) donnée par les coefficients de @, (o(t)) mod " sauf le coefficient dominant
dont on fixe le signe. D’otlt m,(£(p)) >~ R% x R*""™# et la contribution a [7,(£(Cop))] de
ce cas est:

I+n—mip __ n n n
1+ > (- Pl (CONEL =B
Bl )<<
Lorsque p < E[7-], on a une fibration semi-algébrique de l'ensemble m,(£(u))
donnée par le coefficient dominant de ¢, mod "' ainsi que des coefficients de
Gmy (0(t)) mod ¢! auxquels on a enlevé le coefficient dominant. D’ou 7,(L(p)) =~
R* x R*~"™# et la contribution a [7,(£(Co))] de ce cas est:

n—m n n
(-2 Y ()= () (=R
1<u<B 2] ’
Donc, lorsque my est pair, [7,(£(Co))] = 1+ (=1)""(E [ -] + E[;-]) et on a la série
1 T T

P . 7 P T — —_
de Poincaré Pg,(T) =7 (1+T)(1_Tm1)+(1+T)(1+Tms)

[C]
. . . . . 1 - T’
que I'on peut interpréter comme la contribution du lieu régulier. Le degré du second terme
donne alors la plus petite multiplicité des singularités.

Finalement, le premier terme de la série de Poincaré globale de C est toujours

4.2 Ensembles semi-linéaires

Soit S un semi-linéaire non vide de R™ donné par S = NI_,{fi > 0} avec f; =
a0 + a1 X1+ ... + a;gXom, a;; € Ret> € {>, Z}
On a alors
T (S) = U {ymod (") |y €RI[t]], Vi=1...r, & (fi(7)) >0, ord (fi(7) = us}
0<utyyur<n+l
En toute rigueur l'union est indexée par (ui,...,u,) € N, mais si on se donne
v € R[[t]] tel que w;,...,u;, > n et u; < n pour ¢ ¢ {i,...,i}, alors on peut

considérer § € R[[t] tel que & = ; si @ ¢ {i1,...,%} et &, = ac(y;, mod (t)"?)¢"+!
pour j € {1,...,k}. En conséquence, § € £(S) et vérifie § = v mod t"*2 ord§; < n + 1.
On peut transformer alors la condition ac (f;(y)) & 0 en ac (fi(y)) > 0 sans modifier
I’'union. Remarquons aussi que ’'union considérée est disjointe. De plus, quitte a distinguer
un nombre fini de cas, on peut supposer que u; < us < ... < U,.
On note £,(R[X;,...,X,]) = R = R™ x ... x R™ o R™ désigne Iespace
des coefficients des termes t' des m composantes R[[t]]/t™"! ordonnées dans I’ordre
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des variables d’indices croissant, X1, ..., X,. Plus précisemment, si v = (y1,...,%m) €
Lr(RIXq,..., X, avec 5 = 3" Ja;;t" alors on a (a1, ..., Gm;) € R
Intéressons nous a la contribution fournie par les u; satisfaisant la condition 0(k, ko, . . . , ks)
et
O0fur = = Upyo1 < Upy = ooe = Upg1 < oo o <Up,_;, = ... =Up,—1 <N+ 1=up, =... =u,.
On introduit les ensembles semi-linéaires suivants:

8(51,82,t1,t2) :{\V/izsl,...,SQ fi>0,Vi=t,...,1 fJZO}

Alors la contribution & 7, (S) est:

S(0,0,1,7) x S(1, k1 — 1, ky,7) x S(0,0, k1, )2 %1 x ... x S(ky—1, ks — 1, ks, ) X S(0,0, kg, )" ~%a=1

Mais la caractéristique d’Euler des polytopes convexes S(s1, $2,%1,%2) vaut 1 ou —1.
Donc, dans I’évaluation de [m,(S)], seule importe la parité des uy,. On peut alors écrire
[m,(S)] sous la forme d’une combinaison Z-linéaire de fonctions de la forme > 1 ou la
somme est indexée par I’ensemble s € {1,...,r}, (ki,...,ks) € N°, (uq,...,u,) E N, e€
{0,1}" qui décrit la condition 1 < k; < ko < ... < ks <n, u=€ mod 2, O(ki,...,ks).
Cette condition est simple d’apres 3.3. Dans les conditions d’application de 3.5, nous
obtenons:

Lemme 4.2 Soit S C R™ une intersection de demi-hyperplans, alors Ps(T) € Q(T).

Pour traiter le cas des disjonctions, nous énoncons au préalable une proposition, valable
dans la catégorie des semi-linéaires.

Lemme 4.3 Soient S et T deux semi-linéaires fermés. Alors on a m,(SNT) = m,(S) N
7n(T). Par conséquence, pour tout semi-linéaires U et V', on a la formule [1,(UNV)] =

[ (U)] + [mn (V)] = [ma(U N V).

Démonstration: 11 suffit de prouver la premiere assertion pour deux polytopes convexes
fermés S et T. Notons int (X) et fr (X) respectivement l'intérieur et la frontiere d’un
ensemble X C R™.

Soit v € £(S) et 6 € NL(T) tel que m,(y) = m,(5). Si y(0) = 6(0) € int (SN T) alors
nécéssairement on a y € £(SNT).

Soit le cas y(0) ¢ int (SNT). Posons S' = S\ int (SNT) et 7' =T \int (SNT). Alors
v(0) € fr (S"NT"). A une transformation continue et affine par morceaux pres, on peut se
ramener localement a I'une des situations génériques suivantes:

— 8 =[0,1]™, T' = [~1,0] x [0,1]™2 et v(0) = 0, ou
- 8" =[0,1]™, T' = [-1,0]™ et v(0) = 0, ou
- 8= [Oa 1] X [_17 1]m1’ T = [_1’0] X [0’ 1]m2 et 7(0) = 0’ ou

LS =[0,1] x [=1,1]™, T" = [~1,0] x [~1,1]™ et v(0) = 0.

11



En effet, cela résulte de la version améliorée de 1.4 suivante. Soit P un polytope
convexe fermé et A une application continue, affine par morceaux, telle que A est affine
en restriction a chaque face de P ainsi qu’en restriction a I'intérieur et a l’extérieur de P.
Alors A induit un isomorphisme semi-algébrique de £,(R™).

Ce qui acheve la démonstration. O

Soit alors un semi-linéaire S = U]_; ﬂé-"zl {fij > 0,9;; > 0}. Du fait que S =
T ﬂ?;l {fi; > 0,g;; > 0}, une simple récurrence sur le nombre de disjonctions r permet
de conclure a la rationalité de la série de Poincaré de S.

Proposition 4.4 Pour tout semi-linéaire S C R™, la série Ps(T) est une fraction
rationelle.

4.3 Ensembles donnés par une équation binomiale

Soit S C R™ donné par S = {f > 0} out f est une différence de deux monémes. Nous
traitons dans un premier temps le cas ou f = [[;_, X{* — u[];_, ijj avec X; # Y; pour
tout 7 et j, et p € R

Pour v € £(S), on note v = (Z1,--.,%r,Y1,---,Ys) €t on pose ord (z;) = uy,
ord (y;) = v;. )

i*

Remarquons que si on se donne v € £(S) alors on a, soit ac ([[;_, z;*) > 0, soit

ac (—p ], y?j ) > 0. Supposons que 1’on se trouve dans le premier cas. Considérons alors
B = (zi,t;) tel que t; = y;siv; <nett;j=0siv; >netz =z siy <n+1ou
z; = sup(1,ac (z;))t" ' si u; > n + 1. Alors 8 € £(9) tel que 8 = a mod t"*.

On peut alors écrire 7, (S) = Upy, ;) {y mod " | ac (f(7)) > 0}, ot 6 est la condition
simple: Pour tout 7,7, 0 < u; <n+1ouwu =+00,0 <wv; <n-+1ouwv; =+o00;s’il
existe i, tel que u;, = 400 alors pour tout %, u; # n + 1 et pour tout j, v; # 4o00; sl
existe j, tel que jj, = 400 alors pour tout j, v; # n + 1 et pour tout ¢, u; # +oo.

Sous cette condition, la réunion est disjointe. Une fois posé ord (f(z,y)) = [, On peut
la décomposer en les 4 sous unions disjointes suivantes :

— Si Y- ru; < Y sjv;alors ac (f(zq,y;)) = ac ([, z{*), et ac (f (w4, y;)) > 0 équivaut
a ce que l'ensemble {i | u; = 1 mod 2, ac (z;) < 0} soit de cardinal pair. Une fois
le nombre d’indices impairs u; fixé égal a g, ce cas apporte a 7,(S) la contribution
W x (R*)7=9 x RM—2iz% x HWHOO R* x R*"™% X HUFJFOO R ot W est le semi-
algébrique W = {z € R? | z125...2, > 0}.

. _ _ b _

- Si Y ru; > Y sjv; alors ac (f(z;,y5)) = ac (—/J,szl z;), et ac (f(zi,y;)) > 0
équivaut a ce que I'ensemble {j | v; = 1 mod 2, ac (y;) < 0} soit de cardinal pair
si p > 0, impair si u < 0. Ce cas apporte a 7,(S) une contribution d’expression
similaire a celle du cas précédent.

— Soit désormais le cas ot 7 = ) r;u; = Y s;v;. Remarquons qu’on a nécessairement
T # +00. On pose ord (f(x,y)) = I. Alors 7 < [. Supposons qu’il existe un entier a;
ou b; qui soit impair, par exemple a;. On pose 1 = Ay, 1" +.. .+ X\ 11t" T +. . .. Pour
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chaque choix de z,..., 2, y1,...,ys et de | € {F,...,7F +n — u}, les coefficients
Auys - - - Ay +1—7 Sont uniquement déterminés, le coeflicient Ay, ;741 décrit une demi-
droite ouverte et les coefficients suivants de x; sont quelconques.

Ce cas apporte & 7, (S) la contribution

(R )"+~ x RO+ D=(Sia w4 Eim ) ¢ (RO + (R ) + (R, X R) +... + (R, x R*™1))

On traite le cas ou tous les entiers a; et b; sont pairs en reprenant exactement les
meémes arguments.

D’apres 3.5, on déduit la rationalité de la série de Poincaré associée a S.

Proposition 4.5 Soit S C R™ donné par I’équation S = {f > 0} ou f =[]_, X" —
| ijj avec X; # Y; pour tout i et j, et p € R. Alors Ps(T) est une fraction
rationnelle.

Venons en au cas ot f = [[I", X —u [, X. On pose ¢; = inf(a;, b;), g = [[1y X7 ¢~
I, X2 et b = [, X{. Alors, si on pose T} = {z | g(z) > 0, h(z) > 0} et
Ty ={z | g(z) <0, h(z) < 0}), on obtient 7,(S) = 7, (T1) U m,(T3).

Soit Vi = {z | g(x) > 0}, Vo = {z | g(z) < 0}, Wi, = {z | h(z) > 0} et
Wy = {z | h(z) < 0}. On note aussi u; = ordy;, 7 = Y _ a;u;, S = Y bu; et [ = ord (g(7).
Soit v € £(T1). Alors il existe § € £(Ws) tel que m,(v) = m,(J) si et seulement si
(1) il existe 7 tel que ¢; est impair et u; > n ou il existe i tel que u; = 400 et ¢; # 0

En effet, il suffit alors de changer v; en —v;.

— Supposons que 7 < 5. La condition il existe § € £(T») tel que m,(y) = m,(J) est
équivalente a (2): il existe ig tel que (u;, = +00 et ¢;, # 0) ou (¢;, impair u;, > n),
et 7; avec a;, impair et u;, > n. En effet,

— Soit il existe i tel que ¢;, et a;, sont impairs et u;, > n alors il suffit de changer
Yip €11 —Yig,

— Soit il existe iy et 7; tels que u;, = 400 avec ¢;, # 0 et u;, > n avec a;, impair.
Alors il suffit de changer v;, en —v;,,

— Soit il existe iy et ¢, tels que u;, > n, u;; > n, ¢;, et a;, sont impairs et ¢;,, a;,
sont pairs. Alors changer 7;, en —;, (resp. ;, en —v;,) ne modifie pas le signe
de ac (g(y)) (resp. le signe de ac (h(y))).

— Le cas ol 7 > 5 est completement analogue au précédent. On obtient une condition
analogue (3).

— Supposons que ¥ = § < [. On a la condition (4’) 1l existe 6 € £(V3) tel que
Tn(Y) = m,(J) si et seulement il existe i tel que u; + 1 — 7 > n. En effet, il
suffit alors de changer le convenablement le coefficient en t“*!~7 de +;. Remarquons
que ce changement ne modifie pas le signe de ac (h(7y)). La conjonction des deux
conditions (1) et (4’) donne (4).
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— Supposons que 7 = § = | # +oo. Il existe § € £(13) tel que m,(y) = m,(J) si et
seulement si (5’):
— il existe 7 tel que a; ou b; est impair et u; > n, ou
— il existe i tel que u; > n et [Jac (v;)% et —u []ac (y;)% sont de signes opposés.
Encore une fois, on en déduit aisément qu’il existe § € £(V3) tel que m,(y) = m,(9)

si et seulement si les conditions (1) et (5’) sont satisfaites (avec possiblement des
indices i différents), d’ou (5).

— Enfin, si 7 = § = = +o00 alors on a clairement que v € £(V7) N £(V3).

On peut aménager la preuve de 4.5 en ajoutant des conditions simples, de sorte que ’on
obtient I’évaluation de [m,(T})] et [7,(7%)] comme une combinaison Z-linéaire de fonctions
de la forme Zﬂ(k,n) 1 ou # est une condition simple. De méme, en rajoutant encore les
conditions simples (1), (2), (3), (4) ou (5), selon le cas, on peut écrire [m,(71) N 7,(73)]
sous une forme encore analogue.

D’oti on peut évaluer [, (S)] = [71,(T1)] + [7(T2)] = [7.(T1) N7, (T3)] sous cette méme
forme et il s’ensuit la rationalité de Ps(T).

Proposition 4.6 Soit S C R™ donné par l’équation S = {f > 0} ou f est une différence
de deuz mondémes de R[X1,..., X,;]. Alors Ps(T) est une fraction rationnelle.
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