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Introduction

L’intéret suscité par les systemes de chiffrement a clef publique, par exemple le systeme
RSA[2] pour ne citer que le plus connu, fut le point de départ d’un nouvel engouement
pour la théorie des nombres et 'arithmétique dans ses aspects calculatoires. Dans ce
domaine ou la construction explicite sur ordinateur “d’objets mathématiques abstraits”
joue un role prépondérant, les résultats obtenus peuvent servir aussi bien a mettre en
ceuvre de nouveaux procédés qu’a montrer les faiblesses d’anciens schémas.

Les courbes elliptiques [111] définies sur des corps finis sont un exemple parmi d’autres
de ces objets. Elles ont des applications aussi bien pour construire de grands nombres
premiers [6], pour trouver de petits facteurs premiers d’'un nombre de taille arbitraire [64]
que pour permettre la construction de schémas cryptographiques tres strs. Pour cette
derniere application, le calcul du nombre de points de ces courbes est une étape in-
contournable. Or, seule l'utilisation de courbes elliptiques d’un type particulier était
dans un premier temps possible. Il s’agit essentiellement des courbes a multiplication
complexe par un ordre dans un corps quadratique imaginaire de nombre de classes pe-
tit [89, 59, 83, 84, 61, 24] et des courbes supersingulieres [82, 57, 53, 8, 78|. Cependant,
ces dernieres se sont avéré désastreuses [77] car le probleme du logarithme discret y est
plus facile.

La détermination effective du nombre de points d'une courbe elliptique quelconque au-
quel ce mémoire est consacré n’est possible que depuis peu. Le premier algorithme a com-
plexité polynomiale en la taille du corps pour obtenir ce nombre est du a R. Schoof [101]
et tire bénéfice des propriétés de 'anneau des endomorphismes de la courbe. Tres vite,
il est apparu que cette méthode était inefficace puisque seuls les corps de moins de 10%°
éléments étaient envisageables dans des implantations pratiques et il a fallu attendre les
résultats d’A.O.L. Atkin et de N.D. Elkies combinant formes modulaires et isogénies pour
atteindre des corps finis beaucoup plus gros, plus de 10 éléments pour ceux de grande
caractéristique [5, 39, 40, 103, 91]. Pour les corps de petite caractéristique, le calcul des
isogénies sous-jacent aux améliorations précédentes ne fut rendu possible que par un al-
gorithme de J.M. Couveignes [30] qui fait un usage intensif du groupe formel défini par la
courbe. L’ensemble de ces idées forme le corps de 'algorithme SEA (Schoof-Elkies-Atkin).

L’objectif de cette these est I'application de l'algorithme SEA & des corps finis de
caractéristique petite. Notre premier travail en fut I'implantation pour des corps finis de
caractéristique 2 [70]. Nous avons pour cela optimisé I’algorithme de J.M. Couveignes,
ce qui nous a permis en collaboration avec F. Morain de calculer la cardinalité d’une
courbe définie sur Fon avec n = 1009 [69]. Malheureusement, le calcul d’isogénie avec
cette méthode est le colut prépondérant du calcul de la cardinalité, contrairement a ce
qui se passe pour Z/pZ. Pour pallier cet inconvénient, nous avons proposé un nouvel
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algorithme bien plus efficace en pratique [67]. Avec celui-ci, nous avons ainsi pu obtenir la
cardinalité d’une courbe définie sur Fyn avec n = 1301 en un temps moindre (103 jours)
que celui qu’il nous avait été nécessaire pour Faiwoe (121 jours) [72, 68]. Notamment, le
temps de calcul des isogénies fut de seulement 3 jours pour Faizo1 alors qu’il avait fallu
78 jours pour Fayioos.

Pour généraliser ces résultats a tout corps fini, notamment ceux de caractéristique
moyenne comprise entre 3 et 1000, nous exhibons des propriétés vérifiées par les isogénies
sur les points d’ordre 2 de la courbe qui nous permettent de faire collaborer efficacement
des algorithmes de calcul d’isogénies initialement prévus pour les corps de petite et de
grande caractéristique. De plus nous avons écrit en collaboration avec F. Chabaud [22]
I’ensemble des routines arithmétiques nécessaires : la librairie de calcul ZEN. Grace a cet
outil, nous disposons d’un programme unifié qui met en ceuvre la majeure partie des
nombreux algorithmes décrits dans ce mémoire. Nous sommes ainsi en mesure de traiter
tout corps fini ayant moins de 10'% éléments.

Ce mémoire est organisé en trois parties. La partie I est une description théorique de
I’algorithme SEA. La partie Il est un “zoom” sur les algorithmes de calcul d’isogénies.
Enfin, la partie I1I se préoccupe plus des aspects pratiques indispensables a une mise en
ceuvre efficace des algorithmes précédents.

La partie I s’ouvre sur les chapitres 1 et 2 qui mettent en place les objets mathéma-
tiques dont nous faisons par la suite un large usage. Il s’avere que la cardinalité d’un
nombre marginal de courbes elliptiques ne peut pas étre obtenue avec une application
brutale des améliorations d’A.O.L. Atkin et de N.D. Elkies a 'algorithme de R. Schoof.
Nous en faisons donc aussi un catalogue dans le chapitre 2 et donnons leur nombre de
points par une méthode directe. Le chapitre 3 fait ensuite un tour d’horizon des idées
utilisées dans 'algorithme SEA. Il nous fournit ainsi le cadre dans lequel s’inserent les
travaux de la partie II.

Les cinq chapitres de la partie II traitent chacun d’un algorithme de calcul d’isogénies.
Ces algorithmes sont dus a N. Elkies, A.O.L. Atkin, L.S. Charlap, R. Coley et D.P.
Robbins pour les corps de grande caractéristique, a J.M. Couveignes pour les corps de
petites caractéristiques. Outre un nouvel algorithme spécialement élaboré pour les corps
de caractéristique 2 et de nouveaux résultats vérifiés par les isogénies sur les points de
2-torsion de la courbe qui permettent de faire la jonction entre les algorithmes précédents,
notre contribution est la réalisation d’une implantation efficace de ces idées. Précisément,
le chapitre 4 fait le rappel de quelques techniques utilisées dans C et précise comment
celles-ci sont applicables aux corps finis de grande caractéristique. Le chapitre 5 est une
description complete du premier algorithme de J.M. Couveignes et de son optimisation.
Le chapitre 6 décrit en détail le deuxieme algorithme de J.M. Couveignes pour calculer
des isogénies dans un corps fini de petite caractéristique. Nous présentons une premiere
implantation en langage C de ces idées et expliquons quelles sont les techniques qu’il
faudrait lui appliquer pour I'optimiser completement. Les idées exposées dans le chapitre 7
proposent une alternative aux idées de J.M. Couveignes. Ils ont permis le calcul de la
cardinalité d'une courbe définie sur Fyis01, ce qui est le record actuel pour les corps finis
de caractéristique 2. Enfin, nous montrons dans le chapitre 8 comment généraliser les
idées du chapitre 7 pour “faire coopérer” dans un corps fini de caractéristique moyenne
des algorithmes initialement élaborés pour calculer des isogénies dans des corps de grande
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ou petite caractéristique.

La partie III est plus technique. Dans le chapitre 9, nous comparons l'efficacité des
méthodes qui sont connues pour calculer le pged de deux entiers. Notamment, nous
proposons une amélioration de 'algorithme de Lehmer intéressante pour le calcul de pged
étendus qui permet de gagner un facteur compris entre 3 et 6 suivant les architectures
par rapport a un algorithme d’Euclide classique. Le chapitre 10 traite de la librairie de
calcul ZEN. Il est le fruit d’'un travail de programmation réalisé en collaboration avec
F. Chabaud. Celui-ci est déja décrit avec précision dans la premiere partie de la these de
doctorat de ce dernier. Nous n’en rappelons ici que les concepts principaux et certains
aspects complémentaires. Puis, le chapitre 11 montre comment utiliser des techniques de
type “pas de bébé, pas de géant” pour mettre en ceuvre efficacement ’algorithme SEA. 11
décrit notamment une nouvelle variante de 1'algorithme “tri-recherche” d’A.O.L. Atkin
utilisé dans la phase terminale des calculs qui permet de diviser le nombre d’opérations
nécessaires par un facteur supérieur a 2. Enfin, I'implantation des algorithmes des parties [
et IT a donné corps au programme SEA décrit dans le chapitre 12 ou nous mettons en
lumiere quelles sont les retombées pratiques de ces travaux pour la cryptographie. En
particulier, il s’avere que dans des corps finis de taille suffisante pour résister aux attaques
connues contre le logarithme discret, nous effectuons le calcul du nombre de points de
ces courbes en quelques secondes. Une exécution de ce programme est commentée dans
I’annexe A.



Notations

Dans tout ce document, nous fixons ¢ = p" ou p est un nombre premier.

2],
[],

n mod m,
pged(n, m),
ppem(n, m),

ord(z)
Tr]Fqn /Fq (x ) )

NIF‘qn /Fq (x) )

Résultant(P, Q),

ensemble des entiers naturels.

anneau des entiers relatifs.

corps des nombres complexes.

corps des nombres rationnels.

corps des nombres réels.

groupe des matrices 2 x 2 a coefficients dans Z et de détermi-
nant égal a 1.

cardinalité d’'un ensemble fini F.

nombre de bits de la décomposition binaire d’un entier n.
nombre de bits égaux a 1 dans la décomposition binaire d'un
entier n.

nombre de bits des registres d’'un microprocesseur, en général
32 ou 64.

quotient de la division euclidienne d'un entier n par un entier
m.

plus grand entier inférieur ou égal a z.

plus petit entier supérieur ou égal a x.

reste de la division euclidienne d'un entier n par un entier m.
plus grand diviseur commun de deux entiers m et n.

plus petit multiple commun de deux entiers m et n.

valeur absolue d'un entier n.

signe d’une entier relatif n.

factorielle d’un entier n, c’est-a-dire ’entier 1 X 2 X - -+ X n.

symbole de Jacobi de I’entier m par rapport a l'entier n.

anneau des entiers modulo /.

anneau des entiers f-adiques.

corps fini a p" éléments.

extension algébrique d'un corps fini [F, définie par un polynome
P(X) a coefficients dans .. Cet ensemble peut étre vu comme
celui des polynomes modulo P(X).

la cloture algébrique d'un corps K. C’est-a-dire ’ensemble des
racines des polynomes a coefficients dans K.

¢/a pour un élément a de Fpn, c’est-a-dire ar" .

polynome (resp. série) dont les coefficients sont les racines p-
ieme des coefficients du polynome (resp. série) A(X) défini sur
Fpn.

ordre d’un élément x appartenant a un groupe fini.

trace d'un élément x d'un corps fini Fy» par rapport a IF,.
Cest-a-dire 4 29 4 - - + 29",

norme d'un élément x d'un corps fini Fy» par rapport a IF,.
Cest-a-dire & x 29 X - x 27"

résultant de deux polynomes P et Q).
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deg(P), degré d’un polynome P.

Id, I’application identité.

End(FE), groupe des endomorphismes d’un groupe E.

Hom(E,, E), groupe des morphismes entre deux groupes E, et Ej,.
Ker(¢), noyau d’un morphisme ¢.

Im(¢), image d’un morphisme ¢.

G o, composition de deux morphismes.

E[m], groupe des points de m-torsion d’une courbe elliptique E.

Ordinateurs utilisés

Lorsqu’aucune référence n’est donnée ou lorsque “station DEC” est mentionné, les temps d’exécution
indiqués dans ce mémoire ont été obtenus sur un ordinateur du constructeur Digital. Il s’agit précisément
d’une machine “DEC station alpha 250” de quatriétme génération cadencée a 266 MHz. Le systéme
d’exploitation est OSF1, Digital UNIX V3.2. L’une des particularités de cette machine est que son
microprocesseur dispose de registres de taille {2 = 64 bits.

Lorsqu’en revanche “station SUN” est mentionné, il s’agit d’'un ordinateur de type “sparc station
20” du constructeur SUN. Il est construit autour d’un microprocesseur de type “hypersparc” cadencé a
125 MHz dont la taille des registres est {2 = 32 bits. Le systéme d’exploitation est SunOS 5.5.
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Chapitre 1

Corps finis

Il est communément admis que la théorie des corps finis nait avec les travaux de Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) et ceux d’Evariste Galois (1811-1832). Avec I’avénement des mathématiques discretes et leurs
applications aux ordinateurs, cette théorie a pris ces dernieres décennies une place prépondérante comme
I’attestent les nombreux ouvrages consacrés au sujet. Les objets mathématiques que nous manipulons
dans cette these sont tous construits dans des corps finis. Pour familiariser un lecteur non averti a ces
concepts, nous en synthétisons ici les aspects principaux.

Pour essayer autant que possible d’éviter les travers d’une succession aride de définitions, théo-
remes. . ., nous fournissons quand cela nous semble intéressant quelques schémas de démonstration. Notre
présentation s'inspire pour une grande part du cours donné par D. Augot en Diplome d’Etude Approfondi
(DEA). Des justifications plus rigoureuses sont disponibles dans de nombreux ouvrages de références,
citons parmi d’autres [74, 76, 112, 10].

1.1 Définition

Classiquement, un corps est un ensemble muni de deux lois de groupe vérifiant une relation de
distributivité ; une loi d’addition commutative + et une de loi de multiplication X.

Définition 1. Un corps est un anneau dont les éléments non nuls sont inversibles.

Il n’est pas difficile d’exhiber des corps dont le nombre d’éléments est fini. Un mécanisme général
utilisé dans les implantations (cf. chapitre 10) consiste & quotienter certains anneaux euclidiens A par
I'un de leurs idéaux premiers I. Ainsi;

— avec A = Z et I = pZ ol p est un nombre premier, nous obtenons Z/pZ, le corps a p éléments des

“entiers modulo p”.

— avec A = FF,[X], Pensemble des polynémes & coefficients dans un corps fini & ¢ éléments et I =
P(X)F, ou P(X) est un polynéme irréductible de degré n de F,[X], nous obtenons un corps & ¢"
éléments que nous appellerons une “extension de degré n” de Fy.

Dans la suite, nous allons voir que ces corps finis sont uniques a isomorphisme pres. Auparavant, notons
qu’un corps est parfois défini dans la littérature comme étant commutatif (c’est-a-dire de groupe multipli-
catif commutatif). Dans notre cas, la finitude léve toute ambiguité grace & un théoréme de Wedderburn.

Théoreme 1. Tout corps fini est commutatif.

La démonstration de ce théoréeme est assez lourde. Par contre, il est beaucoup plus aisé d’obtenir le
résultat suivant.

Proposition 1. Tout anneau fini intégre, c’est-a-dire sans diviseur de zéro, est un corps fini.

Esquisse de démonstration. Si a est un élément d’un tel anneau, il suffit de montrer que lorsque b décrit
cet anneau, les éléments ab sont distincts et donc il existe un élément a tel que aa = aa = 1. O
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Chapitre 1

1.2 Cardinalité

La cardinalité des corps finis est assez contrainte comme il apparait dans le théoréme suivant.

Théoreme 2. Soit F, un corps fini de cardinal q. Alors il existe un nombre premier p et un entier n

strictement positif tel que ¢ = p™.

Fsquisse de démonstration. Tout découle du morphisme d’anneau f défini de Z vers I, et qui envoie
Pentier n sur n x 1. En effet, Ker(f) étant un idéal non nul de Z, il est égal & pZ ou p doit étre un
nombre premier. Donc Im( f), étant isomorphe & Z/Ker(f), est en fait isomorphe & Z/pZ. 11 suffit ensuite
de considérer F, comme un espace vectoriel de dimension finie n sur Im(f) pour conclure. O

1.3 Groupe multiplicatif
Nous prouvons ici par une succession de lemmes que le groupe multiplicatif F; d’un corps fini F, est
cyclique (corollaire 1). Nous aurons besoin pour cela de la fonction d’Euler.
Définition 2. La fonction d’Euler ¢ est lapplication définie de N* dans N* par
Vn € N*, p(n) = #{1 <i < n,pged(i,n) = 1}.

Outre que cette fonction soit multiplicative, V(p, q) € N*2, pged(p,q) = 1, »(pq) = o(p)p(q), cette
fonction a aussi la propriété suivante.

Proposition 2. La fonction d’Euler ¢ vérifie

Z o(d) = n.

d divise n

Le premier lemme n’est que le théoreme de Lagrange spécialisé a notre cas.
Lemme 1. Soit a € F;. Alors ord(«a) divise ¢ — 1.

Le lemme suivant se démontre alors par un simple raisonnement sur les ordres des éléments.
Lemme 2. Soit a € F;. Alors ord(a’) = ord(a)/pged(i, ord(a)).

Le point crucial est alors ce lemme.

Lemme 3. Soit un entier t divisant ¢ — 1 ou Fy est un corps fini. Alors, soit il n’y a pas d’éléments
d’ordre t, soit il y a p(t) éléments d’ordre t.

Esquisse de démonstration : supposons qu'il existe un élément « d’ordre t. De maniere générale, les
éléments d’ordre t sont les racines de X! — 1. Or les ¢ racines de ce polynoéme sont o’ pour 4 variant de
1 & t. Comme d’autre part ord(a’) = t/pged(i,t), il y a ¢(t) éléments d’ordre t. O

Et nous aboutissons ainsi au résultat suivant.

Théoréme 3. Soit un entier t divisant ¢ — 1 ou F, est un corps fini. Alors il y a @(t) éléments d’ordre
t.

Esquisse de démonstration : soit 1 (t) le nombre d’éléments d’ordre ¢, nous avons d’une part >, 4 i -1 P(t) =
g — 1 et d’autre part ¥(t) < @(t) d’aprés le lemme 3. D’aprés la proposition 2, nous avons donc
>t divise g1 P(t) = ¥(t) = 0 et comme les termes de cette somme sont positifs, nous avons finalement

P(t) = o(t). O
Par conséquent, il y a ¢(¢ — 1) éléments d’ordre ¢ — 1 dans un corps fini F,.

Corollaire 1. Le groupe multiplicatif (IF:;, X ) est un groupe cyclique.
A ce stade, il est facile d’introduire la notion de racine primitive.

Définition 3. Un générateur de (Fy, x) est appelé une racine primitive de .

Ainsi deux corps finis de méme cardinalité sont isomorphes.
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1.4 Sous-corps d’un corps fini

Les sous-ensembles d’un corps fini qui sont eux-mémes des corps sont clairement caractérisés.
Théoreme 4. Soit K un sous-corps d’un corps fini Fyn. Alors K = Fpm avec m divise n.

FEsquisse de démonstration : elle consiste a prouver que F,» est un K-espace vectoriel. O]

Le théoréme suivant nous donne un moyen de tester si un élément d’un corps fini appartient a un de
Ses SOus-Ccorps.

Théoréme 5. Soit Fpm un sous-corps d’un corps fini Fpn. Alors un élément x de Fpn appartient a Fpm
: i~
si et seulement si P = x.

Esquisse de démonstration : d’une part, on a Vo € Fpm, zP" = z et réciproquement le polynéme X?" —X
a au plus p™ racines qui se trouvent étre les éléments de Fpm. O

1.5 Automorphismes d’un corps fini
1l est d’'usage d’associer & un élément « d’un corps fini un unique polynéme p,(X) appelé polynome
minimal de « et défini comme suit.

Théoréme 6. Soit o € Fpn. Alors il existe un unique polynome unitaire et irréductible po(X) € Fp[X] tel
que po(a) =0 et po(X) divise tout polyndme f(X) de F,[X] ayant o comme zéro. De plus deg(pa) < n.

Esquisse de démonstration : il suffit de remarquer que 'ensemble I = {f € F,[X], f(a) = 0} est un idéal

principal distinct de {0}. Il est alors égal & p (X)F,[X] oll pa(X) est le polynéme recherché. O
Définissons les conjugués d’un élément o comme suit.

Définition 4. Soit o € Fpn. Alors les conjugués de o sont les racines dans Fyn de po(X).

Grace au lemme suivant fort utile dans les applications, il n’est pas difficile de prouver que o2, ozpz,
n—1 .
..,aP”  sont racines de p,(X).

Lemme 4. Soient ay,...,ax, k éléments d’un corps de caractéristique p. Alors
VieN, (o + -+ ap)? :afl+-~-+ail.

Esquisse de démonstration : il suffit de voir que les coefficients de la somme

gl

; D , ,
. R &y Ik
(a1 + -+ )P = Z PRI L S
it in=p’
sont des multiples de p excepté pour j; = p* (0 <1 < k). O

Le degré de p, ou encore le nombre de conjugués associés a « est alors donné apres une démonstration
purement technique par le théoréme suivant.

Théoreme 7. Soit a € Fyn. Le nombre de conjugués de o divise n. C’est le plus petit entier d tel que
p? =1 mod ord(a).

Enfin, le groupe des automorphismes d’un corps fini est lui aussi cyclique.

Proposition 3. Les automorphismes d’un corps fini Fyn sont 1d, ¢, ¢%, ..., ¢" "1 ot Uautomorphisme ¢
est donné par
Fpn = Fpn,
x — aP.

Esquisse de démonstration : d’apres le lemme 4, ¢ et ses composés ¢! sont des automorphismes, distincts
des que i < n. Réciproquement, soit f un morphisme et a une racine primitive de I, de polynéme minimal
Pa(X). Nous avons p,(f(a)) = f(pa(a)) = 0, et donc il existe un indice i < n tel que f(a) = a?" d’on

on conclut facilement que f = ¢*. O
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1.6 Existence

Nous savons grace au théoréme 2 que le cardinal d’un corps fini est p”. Inversement, la question est
maintenant de savoir s’il existe pour tout entier p’ un corps fini de cette cardinalité. Pour n = 1, le corps
F, = Z/pZ répond a la question. Pour n > 1, nous allons prouver qu’il existe toujours un polynéme
irréductible P(X) de degré n a coefficients dans F, car le corps F,,[X]/P(X)F,[X] répond & la question.

En fait, nous sommes en mesure plus généralement de compter le nombre de polynomes irréductibles
a ’aide de la fonction de Mdbius p définie de N* dans N* par

1, sin=1,
Yn € N*, pu(n) =4 0, sin=p"---ppt et s'il existe i tel que e; > 2,
(-D)F sin=p;--pp.

Pour cela, nous partons du théoreme suivant.

Théoréme 8. Soient V4(X), le produit des polynomes irréductibles de degré d sur Fy[X]. Alors

X" -Xx= ][] Vvax). (1.1)

d divise n

Par passage aux degrés des polynémes qui interviennent dans 1’égalité (1.1), nous obtenons alors le
corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit Iq le nombre de polynémes irréductibles de degré d de F,. Alors

q” = Z d[d.

d divise n

Il ne reste plus alors qu’a utiliser la formule classique “d’inversion de Mobius” pour compléter notre
calcul.

Proposition 4. Le nombre de polyndmes irréductibles de degré n a coefficients dans un corps fini Fy est
donné par

Li=2 3 g (1.2)

d divise n

Un examen plus approfondi de la formule (1.2) montre que 'entier I,, est strictement positif pour
tout couple (n,q), ce qui permet de conclure.

Corollaire 3. Pour tout nombre premier p et tout entier n strictement positif, il existe un corps fini a
p" éléments.
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Chapitre 2

Courbes elliptiques définies sur des
corps finis

Les courbes elliptiques ont une histoire que 'on peut, par certains cotés, faire remonter jusqu’aux
travaux de Diophantus (250 apres Jésus Christ). Derriere la définition simple de ces courbes, se cachent
de multiples ramifications qui ont été depuis lors intensivement étudiées. Elles ont ainsi mené a des
développements spectaculaires dans des domaines comme la géométrie algébrique ou encore la théorie des
nombres. Récemment, Lenstra pour la factorisation d’entiers [64], puis Atkin et Morain pour la primalité
d’entiers [88] ont fait des courbes elliptiques définies sur des corps finis 'un des outils privilégiés de la
théorie algorithmique des nombres. Devant un tel panorama, nous limiterons notre récapitulatif de la
section 2.1 aux définitions et propriétés indispensables & la compréhension des chapitres suivants.

Il se trouve qu’une application directe de certains des algorithmes que nous allons décrire par la suite
se solde par un échec pour un nombre marginal de ces courbes. Cela est le cas pour les algorithmes de
la partie IT avec des courbes supersingulieres de Fon et F3n ou avec des courbes a j-invariant égal a 0 ou
1728 dans Fp», p > 5. C’est pourquoi nous donnons dans la section 2.2 le nombre de points de certaines
de ces courbes.

2.1 Généralités

Nous nous intéressons principalement aux courbes elliptiques définies sur des corps finis. Néanmoins,
certaines techniques utilisées lors du calcul de la cardinalité étendent des propriétés vérifiées uniquement
dans des corps de caractéristique 0 (cf. par exemple le chapitre 4). Nous commengons donc par considérer
la notion de courbe elliptique dans un corps quelconque K avant de spécialiser au corps des complexes
C puis aux corps finis IF,.

L’ouvrage de référence est le livre de Silverman [111].

2.1.1 Définition
Nous définissons une courbe elliptique comme suit.
Définition 5. Une courbe elliptique E est une équation algébrique de la forme
Y2+ a1 XY 4+ a3y = X3 + ayX? 4 ay X + ag avec (a1, az,as,ay,ag) € K° (2.1)
ou, si l’on définit les éléments ds, dy, dg et dg de K par

dy = CL% +4das, dy = 2a4 + ajas, dg = (lg) + 4ag,
dg = a%aG + dasae — arazay + a2a§ — aZ,

lon a
Ap = —d%dg — 8dz — 27d% + 9dydsdg avec Ag 7é 0.

17



Chapitre 2

L’équation (2.1) est appelée paramétrisation de Weierstrass de E.

Définition 6. On appelle espace projectif de dimension 2 associé a un corps K et on note P?(K),
Uensemble des classes (X :Y : Z) de la relation d’équivalence

Y(X,Y,Z) € K* < {0,0,0},V(X",Y', Z') € K* < {0,0,0},
(X,Y,2)= (XY, Z)eIceK" X' =cX,)Y' =cV,Z' = cZ.
Nous pouvons maintenant définir E(K).
Définition 7. L’ensemble des points d’une courbe elliptique E définie sur un corps K est égal a
EK)={(X:Y:2)eP)K),Y*Z+ a1 XYZ +a3YZ? = X> + e X*Z + as X Z* + a6 Z>}.

Un seul point correspond & Z = 0, il s’agit de O = (0 : 1 : 0) appelé point & U'infini et chaque classe
différente de O a un unique représentant (X : Y : 1). Nous considérons donc a partir de maintenant
que E(K) est la réunion de Op avec 'ensemble

{(X,Y) e REY? + a1 XY +azY = X® + ao X2 + ay X + ag}. (2.2)

2.1.2 Loi de groupe

Théoréme 9. L’ensemble E(K) est un groupe abélien si on le munit de la loi d’addition + suivante :
— pour tout point P = (xp,yp) de E(K),

P+Or=0g+P=Pet —P=(xp,—yp —a1zp — as).

— pour tous points P = (zp,yp) et Q = (zq,yq) de E(K) avec P # —Q), les coordonnées (xp+q, Yr+qQ)
du point R = P + @ sont égales a

TpyQ = M 4+au\—ar—zp — zQ,
yp+@ = —(Ata)zpiq—v—as,
avec
_ | wo—wyr)/(zq—=p) si P # Q, _
A= { (3z% + 2aswp + as — a1yp)/(2yp + a1xp + az)  sinon, etv=yp—Arp.
o
T E
Sur R, cela revient a associer a deux points P et () o L o
le symétrique R par rapport a I’axe des abscisses du b Q
point intersection S de la droite D passant par P et
Q@ avec la courbe. Lorsque les deux points sont égaux,
on prend pour D la tangente en P a la courbe. R
k fois

—f
Soit k € Z. 1l est d’usage de noter kP la quantité égale & P+ P+ ---+ P pour k > 0, a O pour
k=0et a (—k)(—P) pour k < 0. Nous définissons alors I’endomorphisme “multiplication par un entier
m” comme étant égal a

[mlg : E(K) — E(K),
P — mP.

Dans la suite, nous notons E[m] le noyau de [m]gz défini sur K, la cloture algébrique de K, c’est-a-dire
Em] ={(X,Y) € E(K),[m]g(X,Y)=0g}.

Gréce au théoréme suivant, nous avons une expression explicite pour [m]g & l'aide “des polynémes
de division” de E.
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Définition 8. Avec les notations de la définition 5, les polynémes de division [, (X) d’une courbe
elliptique E sont définis par

fo(X)=0, fi(X) =1, fo(X) =1, f3(X) =3X*+do X® + 3ds X? + 3ds X + ds,
F1(X) = 2X5 4+ dy X5 + 5dy X* + 10dgX? + 10ds X2 + (dods — dadg) X + (dads — d2),

et en posant F(X) = 4X3 + da X2 + 2d4 X + dg,
- f2m = fm(fm+2f72n—1 - fm—2f37,+1);
- f _ F2 frgof3 — fm-1fo 1 sim est pair,
amtt fma2f3 = fm-1fo 1 F? sinon.

Le polynome f,, est donc de degré au plus (m? —1)/2 si m est impair ou de degré au plus (m? —2)/2
si m est pair. Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 10. Soient E une courbe elliptique définie sur un corps K, P un point de E(K) et m € N*.
Alors

O si P& Blm],
[m]e(P) = G (X,Y) wm(X,Y) P —
(zb%n,(X,Y)’w?n(X,Y)) P=(XY) e EK) - E[m],

ot les polynomes Y, , Om et wy, satisfont

Y = (2Y + a1 X + a3)fm  si m est pair,
™ fm sinon,

et
(bm = Xw?n - ’@[Jmflmerla 2¢mwm = ¢2m - w?n(a1¢m + a37/}72n)-

Notons que pour des corps de caractéristique différente de 2, ce théoréme nous fournit une construction
explicite de [m]g. Il est aussi valide pour ceux de caractéristique 2, néanmoins quelques précautions sont
a prendre quant a l’obtention de w,,.

Remarquons enfin qu'il est possible de déterminer si un point P appartient & E[m] avec le théoréme
suivant.

Théoréme 11. Soit P € E(K). Alors P € E[m] si et seulement si P = Og ou lorsque P = (X,Y), si
fm(X) =0.

2.1.3 Morphismes

Nous nous intéressons dans cette section & l'ensemble Homg(E,, F}) des morphismes définis entre
deux courbes elliptiques E, et F} sur un corps K. Une fois donnés quelques résultats généraux a ce sujet,
nous précisons la structure de End(E) classiquement défini comme étant égal & Endg(E) ot Endg =
Homg (F, E). Nous terminons par une caractérisation des isomorphismes entre courbes elliptiques.

Isogénies
Une isogénie est définie comme suit [111, p. 70].
Définition 9. Une isogénie T est un morphisme entre Eo(K) et Ep(K).

Par exemple, 'endomorphisme [m]g,, multiplication par m sur une courbe elliptique F,, est une
isogénie. Plus généralement, le noyau et 'image d’une isogénie satisfont les conditions suivantes.

Théoréme 12. Soit T une isogénie non nulle définie d’une courbe E, vers une courbe Ey sur un corps
K. Alors :

1. Ker(Z) est un groupe fini.

2. Si K est un corps algébriquement clos, I est surjective.
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Lorsque Z est surjective, elle induit I'injection suivante sur les corps de fonctions associés & F, et Ejy ;

* . KBy — K(E.),
f — fol.

Nous pouvons alors définir le degré d’une isogénie.

Définition 10. Si K est un corps algébriquement clos, une isogénie I entre deux courbes elliptiques E,
et By définies sur K est dite séparable ou inséparable si Uextension [K(E,) : Z*(K(Eyp))] a ces propriétés.
On note alors degy(Z) et deg;(Z) les degrés correspondants. Le degré de T est alors égal a deg(Z) =
deg,(7) deg; (7).

Nous avons alors les propriétés suivantes.

Théoréme 13. Soit T une isogénie non constante d’une courbe E, vers une courbe Ey sur un corps
algébriquement clos K. Alors :

1. pour tout point S de Ey(K), nous notons T=1(S) le sous-ensemble de E,(K) qui a pour image S.
Le cardinal de T~1(S) est fini et égal a degy(Z) ;

2. sim est un entier positif, [m]g, est une isogénie de degré m?.

Lorsque le corps K n’est pas algébriquement clos, nous définissons le degré d’une isogénie comme
étant le degré de I'isogénie considérée comme définie sur la cloture algébrique de K. Enfin, nous donnons
une derniere propriété importante.

Théoreme 14. Soit T une isogénie non constante définie d’une courbe E, vers une courbe Ey sur un
corps K. Alors, il existe une unique isogénie I de Ey vers E, telle que T o1 = [deg(2))E, - De plus
deg(Z) = deg(Z). Cette isogénie est appelée I'isogénie duale de T.

Ainsi, lorsqu’il existe une isogénie de degré ¢ # 0 entre deux courbes elliptiques, nous dirons que ces
courbes sont isogénes de degré .

Endomorphismes

Sauf dans le cas des corps finis (cf. section 2.1.5), End(F) est généralement réduit aux multiplications
[m] . Dans ce cas End(E) est isomorphe & Z. Il est d’usage de distinguer les courbes qui ne sont pas de
ce type.

Définition 11. Une courbe elliptique E est dite a multiplication complexe si End(E) contient un endo-
morphisme différent de [m]g pour tout entier m.

Dans tous les cas, la structure de End(FE) est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 15. End(E) est soit isomorphe & Z, soit isomorphe & un ordre dans un corps de nombres
quadratique imaginaire, soit isomorphe a un ordre dans une algebre de quaternions.

Isomorphismes

Deux courbes elliptiques sont dites isomorphes si elles sont isomorphes en tant que variétés algébriques
projectives. On montre alors le théoreme suivant.

Théoréme 16. Deux courbes elliptiques E, et Ey, définies sur un corps K par

E, : Y2401 XY +a3Y = X3+aX?+aX +as,
Eb : Y2+b1XY+b3Y = X3+b2X2+b4X+b6,
sont isomorphes si et seulement si
uby = ai + 2s,
u?by = a9 — sa; + 3r —s2,
I(u,r,5,t) e K* x K3, { udby = az+ra; +2t,

utby = a4 —saz+2raz — (t+rs)ay + 3r? — 2st,
wbg = ag+ras+rias + 713 —tas — 2 — rtay.

L’isomorphisme de E, vers Ey, est alors donné par (X,Y) — (u*X + r,u®Y + u?sX +t).
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11 est possible d’obtenir une condition simplifiée d’isomorphisme & partir des j-invariants des courbes.

Définition 12. On appelle j-invariant d’une courbe elliptique E, définie sur un corps K, la quantité

3

an:A; OdC4Zd§—24d4.

Nous avons alors.

Théoréme 17. Si deux courbes elliptiques E, et Ey définies sur un corps K sont isomorphes, alors
JjB, = jE,- La réciproque est vraie si K est un corps algébriqguement clos.

Pour alléger en pratique le calcul de la loi d’addition, on n’utilise pas directement la paramétrisation
de Weierstrass (2.1) mais plutot P'une des paramétrisations canoniques de la proposition suivante.

Proposition 5. Soit E une courbe elliptique donnée dans un corps K par une équation de Weierstrass.
Alors il existe un isomorphisme (X,Y) — (u?X + r,u3Y + u?sX +t) qui rameéne cette courbe & 'une
des courbes “canoniques” du tableau 2.1.

’ Condition H Equation ‘ A ‘ j-invariant ‘
3
Car(K) # 2,3 Y2 = X3 + ay X + ag —16(4a3 + 27a3) 1728M
Car(K) =3, jg#0 Y? = X%+ axX? + ag —a3ag —a3/ag
je =0 Y? = X3 +as X + ag —a3 0
Car(K)=2 jg#0[Y?2+XY =X3+aX?+ag ag 1/ag
jr=0|Y2+a3Y = X3+ as X + ag a; 0

Fia. 2.1 — Courbes elliptiques canoniques définies sur un corps K.

Enfin, en appliquant le théoreme 16 au cas E, = Ej, nous obtenons le théoréeme suivant.

Théoréme 18. Soit E, une courbe elliptique définie sur un corps K. Alors son groupe d’automorphisme
est un groupe fini d’ordre divisant 24. Précisément, cet ordre est égal a

st jm, #0,1728,

st jm, = 1728 et K est un corps de caractéristique # 2,3,
si jr, =0 et K est un corps de caractéristique # 2,3,

st jg, =0 et K est un corps de caractéristique 3,

24 sijp, =0 et K est un corps de caractéristique 2.

N O =N

2.1.4 Spécialisation a C

La structure de courbes elliptiques définies sur C est deés plus simple puisqu’il s’agit & isomorphisme
prés du quotient de C par un réseau A = w1 Z + woZ (Im wy /ws > 0). Précisément, associées & un réseau
A, nous définissons les séries d’Eisenstein Goy (k € N, k > 1) par

GQk = Z (“')72)

weA—{0}

et la fonction de Weierstrass p par

V2eC, p(z) =272+ Z (z—w)?—w?).
weA—{0}
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Notons que g est paire, périodique modulo le réseau A et qu’on peut la développer comme

o0

o(2) =272+ ) (2k + 1)Gap2™.
k=1

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 19. Soient A un réseau de C et go = 60Gy, g3 = 140Gg. Alors, la correspondance définie de
C/A wvers la courbe elliptique E : Y? = 4X3 — go X — g3, par

Z { (p(2),9'(2)) siz#0,

Og sinon,
est un isomorphisme.

L’un des intéréts de cet isomorphisme est la caractérisation aisée des endomorphismes d’une courbe.
En effet, tout endomorphisme d’'une courbe E peut étre identifié & un nombre complexe « vérifiant
aA C A. Nous avons alors dans ce cas Vz € C — A, (p(az), @' (az)) € E.

2.1.5 Spécialisation aux corps finis
Cardinalité

Contrairement aux autres corps, notons tout d’abord que toute courbe elliptique E définie sur un
corps fini F, est a multiplication complexe puisque I’on peut montrer que I’endomorphisme Frobenius de
End(FE) défini comme suit est distinct de [m]g pour tout entier m.

Définition 13. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini Fq de caractéristique p. Alors
l’endomorphisme Frobenius de E est défini par

¢E : E(Fq) - EGFq)v
P OE st P = OE7
(X9,Y?) siP=(X,Y).
Le résultat! suivant joue dans la suite un roéle particulierement important.
Théoréme 20. Le polynome caractéristique de ¢p est

0% —[dpode+ge =0

ou ¢ est défini par
#E(Fy) = g+ 1 — ¢ et vérifie de plus |c| < 2,/q.

Pour une courbe définie sur Iy, il est facile d’obtenir sa cardinalité sur F » (k € N*) a 'aide de celle
sur I, avec le théoreme de Weil.

Théoreme 21. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini Fy de cardinalité ¢ +1 — c. Alors
la cardinalité de E(F ) avec k € N* est égale a ¢ +1—aF —8* ot a et B sont les racines complezes
du polynéme ¢X? — cX + 1.

Enfin, nous avons ce dernier résultat.

Théoreme 22. Deux courbes elliptiques sont isogénes sur le corps F, si et seulement si elles ont méme
cardinalité.

IDémontré pour la premiére fois par Hasse [47].
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Structure
La structure de E(F,) est caractérisée par le théoréme suivant.

Théoréme 23. Le groupe abélien E(F,) est de rang 1 ou 2. Il est isomorphe & Z/nZ & Z/naZ 0% no
divise ny et de plus no divise ¢ — 1.

Morphismes

De nombreux algorithmes des chapitres suivants s’appuient sur E[m]. Avant d’en préciser aussi la
structure, définissons la notion de courbe supersinguliere.

Définition 14. Soit I une courbe elliptique définie sur un corps fini Fy de caractéristique p et de
cardinalité ¢ + 1 — c. La courbe E est dite supersinguliere quand p divise c.

Pour de telles courbes, End(E) est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 24. Soit E une courbe supersinguliére, alors End(E) est isomorphe a un ordre dans une
algebre de quaternions.

D’autre part, notons que la notion d’invariant de Hasse caractérise ces courbes. Une définition rigou-
reuse de cet invariant fait appel & la notion de groupe formel (cf. théoreme 5.14 du chapitre 5). Pour le
cas particulier des courbes canoniques du tableau 2.1, la définition suivante est cependant d’un emploi
plus aisé.

Définition 15. Nous appelons invariant de Hasse d’une courbe elliptique canonique E définie sur un
corps fini F, de caractéristique p, la quantité cp égale a ay si p =2, ou égale au coefficient de XP~1 du
polynome (X3 + as X2 + a4 X + aﬁ)%l sinon.

Nous avons alors.

Théoréme 25. Une courbe elliptique E est supersinguliére si et seulement si son invariant de Hasse est
nul.

Notons que si I n’est pas une courbe supersingulicre de I, il existe une courbe canonique qui lui est
isomorphe, éventuellement dans I, avec un invariant de Hasse égal a 1. Enfin, nous sommes en mesure
de préciser E[m)].

Théoreme 26. Soit I une courbe elliptique définie sur un corps fini Fy de caractéristique p et £ un
entier non nul. Alors :

- sipged(l,q) = 1, E[{] est isomorphe a Z/UZ S ZL/VL.

g i . . . | {Og} siE est supersinguliére,
sil=p', i€ N* E[l] estisomorphe d { ZI0T,  sinon.

2.2 Courbes particulieres

Nous faisons ici I'inventaire des courbes “pathologiques” pour les calculs d’isogénie de la partie II.
L’objectif est, & partir d’une courbe elliptique E donnée sous sa forme la plus générale par E : Y2 +
a1 XY +a3X = X3 + axX? + a4 X + ag, dans un corps fini F,n, d’étre capable de déterminer si cette
courbe est pathologique et dans l'affirmative d’obtenir son nombre de points, voire dans certains cas
la structure du groupe abélien E(F,~). Nous classifions ces courbes selon leurs invariants jg puisque
cette quantité est aisément calculable & partir de ’équation de E. Ainsi, les cas jg = 0 (section 2.2.1)
et jp = 1728 (section 2.2.2) sont complétement traités, avant de considérer succinctement les autres
cas (section 2.2.3). Les références en la matiere sont les travaux de Deuring [35], Waterhouse [116] et
Schoof [102].

Notons par ailleurs que la factorisation de certaines équations modulaires est perturbée par des
courbes & multiplication complexe par un ordre dans un corps quadratique imaginaire de nombre de
classes petit (chapitre 3). Néanmoins, nous ne disposons dans ce dernier cas d’aucune méthode générale
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pour les détecter et les perturbations qu’elles entrainent ne rendent inutilisables qu’un petit nombre des
équations modulaires préconisées par Atkin. Il est donc tout a fait possible d’obtenir la cardinalité de
ces courbes avec 'algorithme de Schoof et ses variantes, quitte a supprimer le calcul de leurs cardinalités
modulo un nombre négligeable de nombres premiers. En conséquence, nous ne traiterons pas de ces
dernieres ici.

221 Casjg=0

Pour un corps fini F,» de caractéristique égale a 2 ou 3, les courbes supersingulieres posent probleme.
Le théoreme suivant permet aisément de les identifier.

Théoreme 27. Une courbe elliptiqgue E définie sur Forn ou F3n est supersinguliere si et seulement si
i =0.

Pour le cas des corps finis de caractéristique supérieure ou égale a 5, toute courbe est isomorphe a
une courbe d’équation £ :Y? = X3 + a4 X + ag. Or, notre restriction jp = 0 impose a4y = 0. Nous
sommes donc réduits dans ce cas a 1’étude de courbes d’équation

E :Y?=X"+ag, ag € F. (2.3)

Corps finis de caractéristique 2
Une courbe elliptique de Fan & j-invariant nul est isomorphe a une courbe d’équation
E :Y?+a3Y = X?+asX +ag, ag € Fin, (a4,a6) € Fan. (2.4)
Les travaux de Menezes [79] nous fournissent une équation explicite de ces courbes.

Théoréme 28. Soient o, 3, v et § des éléments de Fan avec v un non-cube, Trg,, /r, (v 2a) = 1,
Trr,, /F, (v48) =1, Tre,, /r, (W) = 1 et Trg,, /r,(6) # 0 pour n pair. Alors une courbe elliptique super-
singuliere définie sur Fon est isomorphe a l'une des courbes E du tableau 2.2.

Du point de vue algorithmique, il est donc aisé a partir d’une courbe elliptique supersinguliere E de
se ramener & une équation du type (2.4) pour ensuite trouver la classe d’isomorphismes du tableau 2.2
a laquelle elle se rattache et finalement en déduire la cardinalité et la structure de groupe.

Corps finis de caractéristique 3
Une courbe elliptique de F3» & j-invariant nul est isomorphe & une courbe d’équation
E :Y?=X%+a4X +ag, ag €F}n, ag € Fyn.
Gréce aux travaux de Morain [92], nous pouvons exploiter un résultat analogue au théoreme 28.

Théoréme 29. Soient y et §, deux éléments de Fzn avec v un non carré et Trg,, /r,(6) = 1. Alors une
courbe elliptique supersinguliére définie sur Fsn est isomorphe a une des courbes E du tableau 2.3.

Autres corps finis

Dans les corps finis F» avec p > 5, toute courbe elliptique avec j-invariant nul est isomorphe a une
courbe E d’équation (2.3). Lorsque p = 1 mod 3, un théoreme de Katre et Rajwade [54] nous donne
directement la cardinalité de F.

Théoreme 30. Si Fyn est un corps fini avec p = 1mod 3, alors le nombre de points de la courbe
elliptigue E : Y? = X3 + ag définie sur Fpn est
(" -1)/2 ) —1+4 s si 2a est un cube,
"4+ 1 B 14 ®3(aq P = 1
p" +1+4ag (14 ®3(ag ")) avec P3(a) 4 i(s—gt) sinon,
ou s et t sont définis par 4p™ = s2 4+ 27t2, p ne divise pas s, s = 1 mod 3 et lorsque 2a n’est pas un cube,
(2a)P"=D/3 = (5 +9t) /(s — 9t) mod p.
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’ E n #E(Fan) \ Structure de groupe

Y24+Y =X3 impair p"+1 cyclique
Y24+Y=X>+X |[n=1,7Tmod8|p"+1+2p" cyclique
n=3,5mod8 | p"+1—+/2p" cyclique
Y24+Y=X3+X+1|n=1,7mod8 | p" +1—2p" cyclique
n=3,5mod8 | p" + 1+ /2p" cyclique
Y24+Y =X° +6X pair P+ 1 cyclique

Y2+Y:X3 nEOm0d4 p"+1—2\/ﬁ Z/(\/ﬁ—l)Z@Z/(\/pT—l)Z

n =2mod 4 p”+1+2\/ﬁ Z(m+1)z@2(m+1)z

Y2+Y:X3+w nEOm0d4 p"+1—|—2\/ﬁ Z/(\/ﬁﬁ-l)Z@Z/(\/pT-i-l)Z

TLE2mOd4 pn+1_2\/ﬁ Z (\/ﬁ,l)z@Z (\/ﬁfl)Z
Y2 4+qY = X3 n=0mod4 | p"+1+./p" cyclique
n=2mod4 | p"+1—./p" cyclique
Y2 +7Y =X+« n=0mod4 | p"+1—./p" cyclique
n=2mod4 | p"+1+.p" cyclique
Y2 +42%Y = X3 n=0mod4 | p"+1+,/p" cyclique
n=2mod4 | p"+1—./p" cyclique
Y2 +92Y =X3+3 | n=0mod4 | p"+1—p" cyclique
n=2mod4 | p"+1+.p" cyclique

F1a. 2.2 — Courbes supersingulieres définies sur Fon.

Du point de vue algorithmique, 1’algorithme de Cornacchia (cf. [27, Algorithme 1.5.3] ou [88, 96] pour
une justification théorique) permet de trouver efficacement deux entiers u et v tels que 4p = u? + 270>
pour p = 1 mod 3. 1l suffit de remarquer qu’alors (+u + 3vy/—3)/2 est un entier algébrique de norme p
dans Q(v/—3) pour obtenir un entier algébrique (s + 3tv/—3)/2 de norme p™ par

(s +3tv/=3)/2 = ((£u + 3vvV/-3)/2)"

ou les signes de u et v sont choisis pour que p ne divise pas s. Ainsi, le calcul de la cardinalité d’'une telle
courbe est aisé.

Pour p = 2 mod 3, la courbe est alors supersinguliere et en suivant les travaux de Morain [92], nous
avons le théoreme suivant.

Théoreme 31. Si Fpn est un corps fini avec p = 2 mod 3, alors le nombre de points de la courbe
elliptique E :Y? = X3 + ag définie sur Fpn est

0 si n est impair,
(1) +2/2p(" =1)/2, /7 sin est pair et b n’est pas un cube,
(=1)"/2p(P"=1)/22 /p7 sin est pair et b est un cube.

p" +1—c avec c =

2.2.2 Cas jp=1728

Le cas des corps finis de caractéristique 2 et 3 étant réglé dans la section précédente puisque 1728 =
2033, il reste le cas de F» avec p > 5. La condition jr = 1728 nous permet alors de restreindre notre
étude aux courbes d’équation

E :Y?=X+ayX, ay € F}, (2.5)

car il est facile de s’y ramener par un changement linéaire de variable. Comme pour le cas jg = 0, deux
types de corps finis sont a considérer : p” = +1 mod 4. Pour p” = 1 mod 4, un autre théoreme de Katre
et Rajwade [55] nous tire d’affaire.
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’ E \ n #E(Fsn) \ Structure de groupe ‘
Y2=X3+X impair pt+1 cyclique
Y2=X3-X impair pt 41 LZyprt1)2)2 B L2z

Y2=X?>—-X+46 |[impair | p" + 14 (—1)D72/3pn cyclique

Y2=X3-X-9§ impair | p” + 1 4 (—1)+1/2,/3pn cyclique
Y?2=X3-X pair | p"+1+ (_1)(n+2) 22\/])" Z/(\/Z)Til)Z @ Z/(\/Z)Til)z
V2=X%—~2X pair | p"+ 14 (=127 | Zymrinyn @ Ly pren

Y?2=X3-~X pair pt 41 cyclique

Y2 =X3-~3X pair P41 cyclique

Y2=X3-X+46 pair pt 414 (=12 /pn cyclique

Y2 =X3—~2X +436 | pair | p*+ 1+ (=1)nF2/2 /pn cyclique

Fia. 2.3 — Courbes supersingulieres définies sur Fgn.

Théoréeme 32. Si F,n est un corps fini avec p™ = 1 mod 4, alors le nombre de points de la courbe
elliptique E :Y? = X3 + a4 X définie sur Fpn est

—2s si a est une puissance quatrieme,
p" + 14+ Pa(ay) avec Po(a) = ¢ 2s sia est un carré et pas une puissance quatriéme,
2t st a n’est pas un carré,

ou s ett sont définis, si p=—1 mod 4 par s = (fp)”/Q, t =0 et sinon, par p" = s> +t2, p ne divise pas
s, s =1mod 4 et lorsque a nest pas un carré, a?"—V/* = s/t mod p.

Pour déterminer explicitement s et ¢, nous procédons comme pour le cas jp = 0. Il suffit de trouver
deux entiers u et v tels que p = u? 4+ v? pour p = 1 mod 4 avec I'algorithme de Cornacchia & partir
desquels nous obtenons un entier algébrique s + ty/—1 de norme p" dans Q(y/—1).

Pour p™ = —1 mod 4, la courbe est supersinguliére et en suivant encore les travaux de Morain [92],
nous avons le théoreme suivant.

Théoreme 33. Si Fp» est un corps fini avec p" = —1 mod 4, alors le nombre de points de la courbe
elliptique E :Y? = X3 4+ a4 X définie sur Fpn est p" + 1.

2.2.3 Autres invariants supersinguliers

Comme expliqué dans l'introduction, les seules courbes avec un j-invariant différent de 0 et 1728 qui
peuvent éventuellement perturber les variantes de 1’algorithme de Schoof sont les courbes & multiplication
complexe par un ordre dans un corps quadratique imaginaire a petit nombre de classes. Néanmoins les
courbes supersinguliéres ont des liens étroits avec celles & multiplication complexe et il est donc intéressant
d’en obtenir la cardinalité directement.

Outre les résultats de la section 2.1, ces courbes satisfont un certain nombre de propriétés remar-
quables qui peuvent nous aider & les détecter. Ainsi, leur cardinalité et la structure de groupe de leur
ensemble de points sont caractéristiques comme le montre le tableau 2.4 [102].

D’autre part leur j-invariant appartient toujours au sous-corps d’ordre p* de F,» [111, p. 137].
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n \ #E(Fpn) \ Structure de groupe
impair p"+1 cyclique ou Z((pny1)/2)2 D Z )2z
pair p" 41 cyclique
pt 41+ 4/p? cyclique
p"+1+2p" Zy(ymr1)z D Ly ez

Fi1G. 2.4 — Courbes supersingulieres définies sur Fpn, p > 5.

27



28

Chapitre 2



Chapitre 3

Algorithme de Schoof

Avec la publication en 1985 d’un algorithme déterministe de complexité en O(log® ¢) pour calculer le
nombre de points d’une courbe elliptique définie sur un corps fini F, [101], Schoof offrait une alternative
fort alléchante aux méthodes de complexité en O(ql/ 4og? q) connues jusqu’alors. En effet, avec par
exemple Palgorithme “des pas de bébé et de géant” de Shanks [107], il n’est pas envisageable d’avoir
g > 10%°. Néanmoins, I’algorithme de Schoof n’aurait pas pris I’importance que nous lui connaissons
aujourd’hui sans d’une part, les travaux d’Atkin qui, au travers de deux communications importantes [4,
5], montre comment calculer le nombre de points d’une courbe définie sur Fyg27s 1 93, €t d’autre part, les
travaux d’Elkies [39] qui completent ceux d’Atkin. A Pinvitation d’Atkin qui écrit en 1992, “since there is
now considerable variety in the mathematics and programming involved in the problem, it is to be hoped
that more people will try their hand at it”, de nombreuses améliorations ont suivi, notamment ’obtention
de la cardinalité d’une courbe elliptique modulo des puissances de nombres premiers [34, 33]. Tous ces
travaux forment le corps d’un algorithme probabiliste appelé I’algorithme SEA dont la complexité est de
O(log® q).

Notre but est ici de donner un panorama relativement complet de ces idées en nous plagant dé-
libérément dans un corps fini F, quelconque. Nous serons ainsi mieux & méme d’appréhender 1'utilité
des algorithmes de la partie II. Une fois rappelé comment s’applique la méthode de Shanks aux courbes
elliptiques (section 3.1), nous faisons un rappel de l’algorithme original de Schoof (section 3.2) avant d’ex-
pliquer en quoi les méthodes efficaces de calcul d’équations modulaires développées par Atkin améliorent
sensiblement cet algorithme (section 3.3). Enfin, nous expliquons comment, & partir de ces équations mo-
dulaires, la détermination d’isogénies préconisée par Elkies permet aux implantations les plus optimisées
pour Z/pZ comme celle de Morain [91] d’atteindre des corps aussi gros que Fygao 153 (section 3.4).

Dans chacun de ces paragraphes, nous donnons, outre la complexité asymptotique des algorithmes, un
exemple détaillé d’application pour un corps fini de caractéristique 2. Par contre, la mise en ceuvre efficace
de certaines de ces idées nécessite des optimisations qui ne changent pas la complexité asymptotique de
I’algorithme SEA et que nous décrivons seulement dans le chapitre 11.

Remarque : Pour une courbe elliptique donnée, la plupart de ces algorithmes retournent, non pas sa
cardinalité, mais en toute rigueur, un multiple m de l'ordre d’un de ses points. A quelques trés rares
exceptions pres que nous n’avons personnellement jamais rencontrées en pratique, il se trouve que m est
réellement le nombre de points recherché dés que le corps fini de définition est de taille conséquente (plus
de 10%° éléments). Certes, Atkin a tenté d’en donner une preuve qui ne nécessite pas la factorisation de
grands entiers [5], mais il nous faut bien admettre que les seules méthodes connues & ce jour, pour le
prouver indépendamment de l'algorithme utilisé pour obtenir m, nécessitent la factorisation de m [27,
p. 396] [103]. Or, comme nous sommes aujourd’hui en mesure de calculer des nombres de points de
largement plus de 200 chiffres (cf. chapitre 12), une telle preuve est hors de notre portée. Dans la suite,
nous évacuons donc ce probleme méme si nous en gardons a l'esprit “I’éventuelle possibilité”.
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3.1 Algorithme “Pas de bébé et pas de géant”

3.1.1 Algorithme

Comme l’ensemble des points d’une courbe elliptique E définie sur corps fini F, est un groupe fini
dont on peut borner l'ordre, il est naturel d’utiliser l'algorithme des “pas de bébé et pas de géant”
proposé par Shanks [107]. Dans ce cadre, cela revient a rechercher I'entier ¢ de I'intervalle [-2,/q,2,/q]
tel que pour un point P choisi aléatoirement dans E(F,), nous ayons

(g+1—-c)P=0.

Une énumération naive nécessiterait O(,/q) opérations arithmétiques dans Fy. Nous améliorons gran-
dement cette complexité en alliant 'idée de Shanks au fait que le calcul d’un opposé d’un point de
E est immédiat (cf. théoréme 9). Ainsi, nous remplagons la recherche de ¢ par celle de V'entier ¢y de

{0,...,2[¥/q]} et celle de 'entier ¢; de {—[¥/q]/2,...,[W/q]/2} tels que
(q+1—c14[¥q))P = +co P.

Lorsque cela se produit pour un couple (fco,c1), nous posons ¢ = Fcp + c14[{/q] et ¢ + 1 — ¢ est un
multiple de 'ordre de P.

Précisément, I'algorithme procede en deux phases. Dans la phase des “pas de géant”, nous stockons
dans une table les [ ¥/q] + 1 points (¢ + 1 — c¢14[¢/q])P. Puis, dans la phase des “pas de bébé”, nous
calculons les points ¢ P pour ¢y variant de 0 a 2[ ¢/g] en vérifiant pour chaque cy que les points coP et
—co P correspondent a une entrée de la table des points de la premieére phase.

Remarquons que les bornes données ci-dessus sont choisies de fagon a ce qu’en moyenne les temps
des phases pas de bébé et pas de géant soient sensiblement égaux.

Complexité : comme nous espérons, en moyenne, une coincidence apres [/q] telles additions, cela

conduit & un colit moyen de 2[{/g] additions dans E(F,). A ce coiit, s’ajoute la recherche pour chaque
point ¢g P d’une coincidence dans la table. En triant au préalable cette table ou encore en la hachant,
une telle recherche peut ce faire en O(loggq), ce qui est négligeable par rapport aux sommes dans E(F,).
Cet algorithme a donc une complexité totale de O(ql/ 4og? q).

3.1.2 Exemple

Briévement, nous allons calculer, dans Fos = Fy[t]/(t® + t* + 12 +t + 1), la cardinalité de la courbe

E Y2+ XY =X3+2+t+1.

Par commodité, nous utilisons la notation 79 + 712 + - -+ + 727 = 79 + T4t + - - - 77t (ainsi 12 = 3 + ¢
puisque 12 = 23 + 22). Prenons par exemple P = (1,2), les points de la premiere phase sont

225P = (16,190), 241P = (251,226), 2
273P = (1,2) et 289P = (0, 249).

Nous avons alors 273P = P, d’on, apres vérification, #E=(Fas) = 28 + 1 + 15 = 272.

3.2 Algorithme original de Schoof
L’algorithme de Schoof [101] auquel nous nous intéressons dans cette section fut le premier algorithme

a complexité polynomiale en log g pour déterminer la cardinalité d’une courbe elliptique. Apres en avoir
rappelé le principe, nous I’appliquons a 1’exemple de la section précédente.
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3.2.1 Algorithme

Le Frobenius ¢g (cf. définition 13) d’une courbe elliptique E définie sur F, par
E :Y?+a XY +a3Y = X2+ aX? + as X + ag,
entretient des liens étroits avec E(F,). Rappelons que son équation caractéristique est
0% —[clpodr + e =000 #E(F,) =q+1—c.
L’idée de Schoof est de restreindre cette relation aux sous-groupes E[{] de E(F,), ce qui donne
Ve e N*| ?3[5] + [¢ mod ] g = [c mod £] gy © Dy, (3.1)

ou encore
V0 e N* V(X,Y) € E[f], (X, Y") + [gmod £](X,Y) = [c mod £](X4,Y9).

L’algorithme consiste alors a calculer la partie gauche de I'équation (3.1) pour un point P d’ordre ¢,
dans E(F,) puis a calculer [0] g (¢rg(P)) pour 6 dans Fy jusqu’a ce que 1'équation (3.1) soit vérifiée.
Lorsque cela est le cas, nous avons ¢ = 6 mod /. Il ne nous reste alors plus qu’a répéter ce calcul pour

des entiers ¢ premiers entre eux et vérifiant

11¢>4va

pour trouver ¢ avec le théoréme chinois.

La mise en ceuvre de ’algorithme découle du théoreme 11. Pour un entier £ donné, nous calculons le
polynéme de ¢-division fy(X) a 'aide des formules de la définition 8. Puis nous considérons la courbe
E(Y) obtenue par extension des scalaires a

Y =X[Y]/(Y2+ a1 XY +a3Y — X3 —asX? — ay X — ag) avec X = F,[X]/(fo(X)).

Le point P = (X,Y) de E(Y) est alors un point de ¢-division & partir duquel nous pouvons exploiter
la relation (3.1) comme expliqué précédemment. Remarquons ici que nous ne savons pas a priori si
le polynéme f,(X) est irréductible sur Fy et donc X et Y ne sont pas toujours des corps finis. Méme
si cela est peu probable, il peut donc arriver qu’en cours de calcul un inverse nécessaire a 1’addition
de deux points n’existe pas. Dans ce cas, il est cependant aisé de trouver un facteur de fy(X) ou de
Y24+ XY 4+a3Y — X3 —asX?% — a4 X — ag modulo lequel nous pouvons, dans un premier temps, réduire
les points précédemment calculés afin d’assurer, dans un deuxieme temps, la continuation de ’algorithme.

Complexité : la complexité des calculs est bien entendu fortement conditionnée par le degré de I'ex-
tension X, autrement dit, par le degré du polynoéme fy. Il est donc naturel de prendre des entiers ¢ les
plus petits possibles. Comme d’autre part nous devons, pour appliquer le théoreme chinois, avoir les ¢
premiers entre eux, il est finalement judicieux de choisir des puissances de petits nombres premiers. Ainsi,
O(log q) entiers ¢ de 'ordre de O(log q) sont nécessaires pour mener & bien le calcul de la cardinalité de
E. De plus, X est une extension de degré O(log? q) sur F, puisque fo(X) est de degré

— (02 —1)/2 si £ est impair et premier avec p,

=Pl —1)/2si L=y,

— 2%l 9l =2l et p#2.
Ainsi le produit de deux eléments de X est réalisé en O(log* ¢) multiplications dans F, et donc, O(log® q)
multiplications sont nécessaires pour calculer ¢z (P) ou ¢%(P), et autant pour trouver ¢ mod £ & I'aide
de O(¢) sommes dans E(Y). Le cotit de 'algorithme de Schoof est en conséquence de O(log® ¢) multipli-
cations dans F,, ce qui, avec des algorithmes classiques, conduit & une complexité totale de O(log8 q).
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3.2.2 Exemple

Nous reprenons les notations de I'exemple de la section 3.1 ot nous nous proposons de calculer ¢
mod 3 avec Ialgorithme de Schoof. Nous partons pour cela du polynéme f3(X) = X*+ X3 +7 & partir
duquel nous construisons les extensions

Y =X[Y]/(Y2+ XY + X3 +7) avec X = Fos [X]/(f3(X)).
Nous avons alors dans Y, [¢ mod 3](X,Y) = (X,Y) ot ¢ = 2% et

X7 = 235X34+163X%24+ 73X +1,
Y4 = 2X*+87X%+136X + 122+ Y (209X°% 4 58X2 + 163X +73) .

Donc X4 = X, YT = X 4V, et (X, Y") +[¢)(X,Y) = Og,- D’oti nous déduisons,

¢ =0 mod 3.

3.3 Premieres optimisations d’Atkin

Tres rapidement, il est apparu que les degrés des polynémes mis en jeu dans ’algorithme de Schoof, en
particulier le degré (¢2 —1)/2 des polynomes f, sont trop élevés pour espérer calculer la cardinalité d’une
courbe elliptique £ modulo des nombres premiers ¢ plus grands que 40. Ceci nous limite a 'utilisation
de corps finis & moins de 10*° éléments. Néanmoins, les premieres améliorations d’Atkin nous permettent
d’obtenir des informations partielles sur ¢ modulo des entiers £ bien plus grands que 40.

A cet effet, Atkin a su faire le lien entre I’action du Frobenius ¢p de E sur E[f] et le degré des
extensions dans lesquelles sont définies des courbes isogénes de degré ¢ & E [4]. Une fois rappelées ces
idées dans une premiere partie, il sera clair que le calcul d’équations modulaires en est le point crucial, ce
qui a motivé le calcul de trois types d’équations modulaires que nous passons rapidement en revue dans
une deuxieme partie, avant de donner dans une troisieme partie ’algorithme qui découle de ces résultats
puis de finir par un exemple d’application.

3.3.1 Action du Frobenius sur E[/]

Placons nous dans le cas ou £ est un nombre premier impair distinct de p. D’apres, le théoréeme 26,
E[{] est engendré par deux points P; et P5. Cet ensemble est alors la réunion de ¢ + 1 sous-groupes E;
d’ordre ¢ définis sur des extensions de degré d; de Fy (E; =< P; >, Ey =< P, > et E; =< P+ (i—2)P> >
pour i =3,..., 0+ 1).

Classiquement, chaque E; est aussi le noyau d’une isogénie de degré ¢ définie a partie de E (cf. par
exemple les formules de Vélu du chapitre 4 pour s’en convaincre). Il se trouve que le degré r (un diviseur
de certains d;) de 'extension de F, dans laquelle est définie une telle isogénie conditionne fortement
¢ mod ¢ comme nous nous proposons de I’expliquer ici.

En fait, le lien entre 7 et ¢ découle du théoreme suivant [103].

Théoreme 34. Soient E une courbe elliptique définie sur F, supposée non supersinguliere et a j-
invariant distinct de 0 et 1728, et E un sous-groupe d’ordre ¢ de E[l]. Alors le degré r de la plus petite
extension sur laquelle on peut définir une courbe isogéne a E via une isogénie de noyau E est égal au
plus petit entier p tel que (;S'OE[Z] (E) =E.

Or l'action de ¢ sur E[(] est déterminée en grande partie par son polynéme minimal X? — (¢ mod
)X + (¢ mod /). Précisément, soient r; et ko, les racines dans Fyp: de X2 — cX + ¢ et dy, da, leurs
ordres respectifs, nous avons trois cas a distinguer suivant la diagonalisation du Frobenius ¢g, dans
Ef) ~Z/lZ x Z/VZ :

1. si (k1, k2) € F?, k1 # Ko. 1l existe alors P; et P, deux points de E[f], qui satisfont
bEp(P1) = k1Py et ¢p(P2) = ko Ps.
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Il n’est pas difficile de montrer que P; et P, appartiennent & deux sous-groupes d’ordre £ distincts,
E, et Ey, et donc engendrent E[¢]. Nous avons déja qﬁgm(Pl) = P et (;5‘]133[@] (P1) = Ps, donc
Ey C E(Fya,) et Ey C E(Fa,) ot dy et dy divisent £ — 1. D’autre part, comme

YQ € E[f], il existe un couple (x1,x3) € F? tels que Q = 21 Py + 2o Ps,

nous avons pour chaque sous-groupe E;, E; C E(F 1) avec d = ppcm(dy, dz). De plus, pour tout
entier k, qﬁ’]}m(Q) = kFx Py + kK29 Py. Le plus petit entier & pour lequel gb’,fjm (Q) est un multiple
de @ est donc lordre r de k1/ke dans Fy puisqu’alors x§ = k% et en définitive,

auquel s’ajoute par définition ¢ (E1) = E1 et ¢ppg(Es) = Eo.

5i (K, ke) € ]F?g. Notons qu’alors k1 # ko et kg = I*ili. Par un raisonnement analogue a celui du cas

précédent, mais ici appliqué a E[¢?], nous avons
Vie{l,...,0+1},E; C E(Fa) avec d = ppem(dy, da).

Soit r le plus petit entier p tel que xf € Fy, alors r divise £ + 1 et d = rs ol s divise £ — 1. De
plus il n’est pas difficile de montrer que r est aussi 'ordre de k1 /K2 dans Fy2, ce qui permet par un
raisonnement analogue a celui du cas précédent de déduire

(k1,k2) € FZ, k1 = Ko. Nous avons déja ¢ = +2,/q mod £. D’autre part, il existe un point P; de
E[{] associé a un sous-groupe E; qui satisfait ¢gj(P1) = w1 P1, donc

E, C E(qul) et ¢E[€] (El) =E;.

Par ailleurs, il existe un point P> ¢ E; tel que ¢pjy(P2) = k1 P2 + 1P Deux sous-cas sont donc &
distinguer.

a. Sil =0 :1il n’est alors pas difficile de démontrer que
Vi € {2, o l+ 1},Ei C E(]qul) et ¢E[Z](Ez) =E;.

Remarquons de plus qu’ici, ¢ = 2, /¢ mod 2.
b. Sil#0 : alors ¢‘§[§] (Py) = Py, d'ott

Vie{2,....0+1},E; C E(Fya¢) et ¢§M(Ei) =E,.

L’intérét est qu’il est possible, sans connaitre ¢, d’obtenir le type de factorisation de X2 — cX + ¢
dans F¢[X] et l'entier r correspondant, par l'intermédiaire du polynéme modulaire ®,(X,Y) comme
I’énonce le théoreme 35. Nous étudions plus en détail ce polynéme dans la section suivante, mais disons
déja qu'il s’agit d’un polynéme symétrique & coefficients dans Z égal & X1 — X!Vt + Y+ plus des
termes de la forme XY7 avec 4,7 < £ et i + j < 2£. Ce polyndme a la propriété que pour tout corps
K de caractéristique distincte de ¢ et tout invariant jr d’'une courbe elliptique F a coefficients dans K,
les £ + 1 zéros dans K de ®,(jg,Y) soient les invariants de £ + 1 courbes isogenes associés aux £ + 1
sous-groupes E; d’ordre ¢ de E[¢].

Théoreme 35. Soit ¥ une courbe non supersinguliére de Fy a j-invariant distinct de O et 1728. Soit
fiY) - f5(Y) la factorisation sur Fy[Y] de ®¢(jr,Y) en polynémes irréductibles. Alors nous avons trois

(i)

possibilités pour les degrés des polynomes fi, fo, ..., fs :
EZ))lLfl 1 si ¢* —4q = 0 mod /.
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(i) 1,1,7,...,r sic® —4q est un carré dans Fy.
(iii) r,...,r avec r > 1 si ¢® — 4q n’est pas un carré dans Fy.

Dans tous les cas, r est le plus petit entier tel que
VP € E[f],3x € N,¢"(P) = kP.

En conséquence, si nous connaissons pour un ¢ donné, la fagon dont se factorise ®4(jg,Y), nous en
déduisons I'entier 7 correspondant et donc comment X2 — cX + g se factorise dans Fy[X]. Il ne reste alors
plus qu’a conserver pour ¢ mod ¢ les candidats 6 pour lesquels le rapport des racines de X2 — 60X + ¢
est d’ordre r. Par exemple, si dans le cas (iii), nous avons r = 2, seul § = 0 convient.

3.3.2 Equations modulaires

Les polynémes modulaires ®,(X,Y’) ont en pratique deux inconvénients majeurs;

— la taille de leurs coefficients croit rapidement en fonction de ¢,

— leur degré en Y est trop élevé.

En se plagant sur C, cette équation est en fait I’équation minimale du j-invariant d’une courbe isogene
a E considéré comme “fonction modulaire du sous-groupe I'g(¢) de SL3(Z)”. Nous devons a Atkin [4]
I’idée d’avoir, dans un premier temps, remplacé 'utilisation de cette équation par celle d'une équation
minimale pour une autre fonction modulaire, fy(7), qui comporte, elle, des coefficients entiers bien plus
petits, puis, dans un deuxiéme temps, remplacé I'g(¢) par un autre sous-groupe I'tj(¢) de SLa(Z) et fo(T)
par une fonction modulaire déterminée pour chaque ¢ de fagcon a avoir simultanément des tailles de
coefficients et des degrés en Y petits.

Nous utilisons pour notre part les équations précalculées par Morain jusqu’a £ ~ 1000. Nous ne dé-
crirons donc pas ici en détail les méthodes pronées par Atkin pour leurs calculs et précisément décrites
par ailleurs dans [91, 94]. Par contre, nous nous proposons de rassembler ici les quelques rappels mathé-
matiques extraits de [104, 100, 85] et nécessaires & la compréhension de ces méthodes par un lecteur non
averti.

Fonctions modulaires

Nous nous plagons sur C. Nous avons vu au chapitre 2 qu’'une courbe elliptique E pouvait étre
considérée comme le quotient de C par un réseau A = wyZ + wsZ. Par un éventuel réordonnancement de
w1 et wo, la partie imaginaire de 7 = wy/wy est strictement positive et comme de plus la multiplication
de A par tout complexe non nul correspond & une courbe isomorphe & F, nous pouvons supposer, en
toute généralité, qu’une courbe elliptique E est isomorphe au quotient de C par le réseau Z + 77Z ou 7
décrit le demi plan de Poincaré H = {z € C,Imz > 0}. Il est classique d’étendre H en

H*={z € C,Imz >0} UQU {ico}.
L’invariant j(7) d’un telle courbe E, se développe en série de Fourier comme suit.
Proposition 6. Il existe des coefficients entiers c,, tels que si x = €™, nous avons pour tout 7 € H*,
. 1
j(r) = " + 744 + Z cpz™.
n>=1

De nombreuses méthodes existent pour calculer ce développement. Par exemple, il peut étre obtenu
& partir des développements en séries de Fourier donnés dans [104] pour les séries d’Eisenstein Gay (cf.
équation (3.4)).

Pour toute matrice M de SLy(Z) = {( (Cl Z ) ,(a,b,c,d) € Z*, ad — be = 1} , nous avons de plus
le réseau généré par at + b et ¢ 4+ d qui est isomorphe a celui de E... Il est donc intéressant a ce stade

ar +b

de déterminer un sous-ensemble F de H* tels que pour tout 7 € H*, 7 et M(7) = ne puissent

simultanément appartenir & I'intérieur de F. Cela conduit & la notion de “domaine fondamental”.
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Définition 16. Soit I un sous-groupe de SLa(Z).

Deuz éléments T et 7' de H* sont dits équivalents si et seulement s’il existe M € T tel que 7/ = M (7).
Nous notons H*/T', ensemble des classes d’équivalence de cette relation.

Un ensemble fondamental pour T’ est un ensemble qui ne contient qu’un unique représentant de chaque
classe d’équivalence de H* /T .

Un ensemble F est appelé un domaine fondamental pour I' si son intérieur est un ensemble fonda-
mental pour T et si (1, M(7)) € F2 pour M € T\ {Id} implique que T est sur la frontiére de F.

Ainsi, il est classique de donner, en exemple, le domaine fondamental F de la figure 3.1 pour SLa(Z).

F

L

—1 —

ol

ol

F1a. 3.1 — Domaine fondamental pour SLy(Z).

Comme E; et Ej ;) sont isomorphes, nous avons
V1 € H*,VM € SLy(Z),j(M(7)) = j(7).

Cette propriété fait de j(7) ce que I'on appelle une fonction modulaire pour SLy(Z). Une telle fonction
est précisément définie ainsi.

Définition 17. Soit T un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z). Une fonction f de H* dans CUQU {ico}
est une fonction modulaire pour I si et seulement si

1. f est méromorphe sur H* (c’est-a-dire holomorphe sauf en les péles) ;

2. pour tout M €T, on a f(M(1)) = f(7);

3. a une “pointe” —d/c € Q, pged(d,c) =1, f admet pour “Imt assez grand” un développement de
la forme

f(T) = Z cvezrliA(T)v avec A = ( Z Z ) el et €N.

V=200
Une fonction modulaire vérifie alors deux propriétés qui nous seront utiles dans la suite.

Proposition 7. Si f est une fonction modulaire pour T' et M € SLo(Z), alors la fonction

fIM : H* — CuUQU {icc},
T = f(M(7)),

est une fonction modulaire pour M 1T M.

Proposition 8. Si f est une fonction modulaire pour T et si T est un sous-groupe d’indice fini de T,
alors f est une fonction modulaire pour I'".

Enfin, nous avons le théoréme important suivant.
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Théoréme 36. Toute fonction modulaire f sur un sous-groupe I' de SLo(Z) d’indice fini p satisfait une
équation de degré p,

G(f,4)=>_ R,()f* =0
v=0

ot les coefficients R, (j) sont des fonctions rationnelles en j(7) sur C. Cette équation est en fait

m

G(X,5) = [[(x = fIS.) (3.2)

v=1
ou S, sont les classes de SLo(Z)/T.

Ainsi, les équations modulaires utilisées dans 1’algorithme SEA sont construites par application du
théoreme précédent a des groupes I' et des fonctions f(7) particuliers.

Polynéme modulaire

Pour un nombre premier ¢, le polynéme modulaire ®,(X,Y") est ’équation minimale de la fonction
modulaire 7 — j(¢7) sur le sous-groupe I'g(¢) de SLy(Z) défini par

Fo(ﬁ)z{((cl Z),ad—bc:l,(::OmodZ}.

L’intérét de considérer ce sous-groupe de SLo(Z) est donné par la proposition suivante.

Proposition 9. La fonction
je: H* — CUQU {icc},
T o= ),
est une fonction modulaire pour Ty(£).

Pour pouvoir appliquer le théoréme 36 & j, et T'o(¥), il ne reste plus qu’a déterminer la structure de
SLo(Z)/To(¢). Ce qui est chose faite par la proposition suivante.

Proposition 10. I'y({) est un sous-groupe de SLa(Z) d’indice £+ 1 et les £+ 1 classes de SLa(Z)/To(¢)

sont engendrées par
10 0 -1
(0 1>et(1 v >pour0<v<€.

Et donc le polynéme minimal de j, est donné par

G, ) = (% — (e T (X —J <T+£v>) |

v=0

On peut alors montrer que ce polynéme correspond au polynome ®,(X,Y’) que nous avons précédemment
utilisé. Le calcul des coefficients de G¢(X,j;) se fait en partant de 1'équation G¢(X,je(—1/7)) et en
identifiant les développements en série des sommes de Newton des coefficients,

= ., [(T+v
ZJ( ; )

v=0

avec ceux des puissances de j puis en inversant le systeme triangulaire obtenu pour retrouver G. Par
exemple, pour ¢ = 3, nous avons

P3(X,Y) = X* 4+ Y* + 1855425871872000000000.X + 452984832000000X 2 + 36864000X >
+ 1855425871872000000000Y — 770845966336000000X Y 4 8900222976000X 2Y
— 1069956 X3Y 4 452984832000000Y 2 + 8900222976000X Y2 + 2587918086 X 2Y 2
+2232X3Y? 4 36864000Y % — 1069956 XY + 2232X2Y3 — X3Y3,

En regle générale, cette équation a des coeflicients énormes, ce qui est 1ié au fait que la fonction j, a un
pole d’ordre trop grand a l'infini.
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Equation modulaire canonique pour X(¢)

La premiére idée d’Atkin fut de remplacer j, par la fonction f, définie par

e (D)) _ 12 _
fe(r)=1¢ (TI(T)> avecs—metv—s(é_l)/m»

et
n(r) = z1/% H(l — ™) ot & = ¥,

n>1
On peut alors montrer, d’une part, que fo(7) admet le développement en série de Fourier suivant,
fe(m)=a"+ 3 ana”,
n>v+1
et d’autre part, la proposition suivante.
Proposition 11. f; est une fonction modulaire sur T'o(£).

On appelle alors “équation modulaire canonique”, le polynéme minimal de f; donné par

B(X,507) = (X — 5 [ (X —fe( ! ))

20 T+

Nous aurons besoin dans l’algorithme SEA d’obtenir j, en fonction de j. Il suffit pour cela de se rendre
compte, en utilisant les propriétés satisfaites par f¢ et j, que ®5(f¢,7) = 0 est équivalent & BG(€%/ fo, jo) =
0.

En pratique, le calcul de ®7 a lieu de la méme facon que pour ®,, principalement, I'identification des
sommes de Newton comme des polynémes en j. Pour ¢ = 5, nous trouvons par exemple,

PE(X,Y) = XO 4+ 30X5 + 315X 4 1300X3 + 1575X2 + (=Y + 750) X + 125.

L’inconvénient de ces équations canoniques est que leur degré en Y augmente rapidement avec ¢, ce
qui est di a la valuation v de fy qui augmente linéairement en fonction de 4.

Equation modulaire pour X¢ (/)
Pour trouver des fonctions de valuations les plus petites possibles, Atkin utilise le groupe
I'5(6) =To(€) Uwelo(£)
ol wy est 'involution d’Atkin Lehner définie sur H* par wy(7) = —1/¢7. Il est d’usage de noter,
X5 (0) = Xo(t) /wr.
Remarquons déja que wy normalise I'g(¢), c’est-a-dire
welo(O)w, ! =Ty (0).

L’involution d’Atkin Lehner transforme donc les générateurs de SLy(Z)/T'o(€) en

<2 _Ol)et <; 8) pour 0 < v < /.

Donc, une équation minimale pour une fonction f; sur I'§(¢) est

i) = - o IT (x5 (52)).

v=0
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et par application de l'involution d’Atkin Lehner, nous avons
3 (f7,5) = @ (f7, jeowe) = 0.

La difficulté est ici de trouver des fonctions f; d’ordre petit. Une maniere de procéder est de quotienter
des combinaisons linéaires de fonctions 6 définies comme

2 2
ea,b,c(T) — E LM +bmn-+cn
m,n

par 7(7)n(€t). Par exemple, une fonction sur Xg(11) est donnée par

2
(9113(7)> s = L 517 4 4602 + 11625,
n(r)n(lr) z

Atkin a mis au point, pour un ¢ quelconque, un algorithme de génération de ces fonctions appelé “blan-
chiment” ainsi qu’un algorithme de génération des polynémes ®;(X,Y’) que nous ne décrirons pas ici
(cf. [91, 94]). Ainsi, I’équation modulaire pour £ = 11 obtenue & partir de la fonction précédente est

O, (X,Y) = X1 + X1~V 4 684) + X'O(55Y 4 157410) + X°(—~1188Y + 12515580)
+ X3(12716Y + 75763215) + X (—69630Y + 76077144) + X6(177408Y — 207606564)
+ X5(—133056Y — 34321320) + X *(—132066Y + 418524975) + X>(187407Y — 477130500)
+ X2(—40095Y 4 270641250) + X (—24300Y — 82012500) 4+ Y2 + 6750Y + 11390625.

Factorisation des équations modulaires

L’algorithme SEA nécessite la factorisation des équations modulaires pour déterminer, tout d’abord,
a quel cas de la proposition 35 le nombre premier courant ¢ correspond, puis ensuite, ’entier r. Dans
cette derniére étape, il est possible de ne considérer que certains r d’apres le théoréme suivant [103].

Proposition 12. Soit E une courbe non supersinguliére de Fy a j-invariant distinct de 0 et 1728. Soit
¢ un nombre premier et s le nombre de facteurs irréductibles de ®¢(X,jg) € Fy[X]. Alors

=)
3.3.3 Algorithme

Une fois précalculés les polynoémes modulaires, une implantation naive des idées d’Atkin est quasi
immédiate. D’apres les résultats précédents, ’algorithme procede en deux étapes. Dans une premiere
étape, il cherche le type de factorisation de ®,(X, jg) (identique par ailleurs a celle de ®§(X, jg) ou
@5 (X, jg)) quil utilise dans une deuxiéme étape pour déterminer des candidats pour ¢ mod ¢.

Nous procédons donc ainsi.

1. Nous recherchons les racines de ®,(X, jg) (ou de ®4(X, jr), ®; (X, jr)) par
pged(X? — X, ®4(X, jg)) dans Fy.

2. Selon le nombre de racines, nous déterminons le cas de la proposition 35 auquel £ correspond et
nous effectuons en conséquence I'une des actions suivantes.
Cas (i) : nous posons ¢ = +2,/g mod /.
Cas (ii) : si ®¢(X, jg) a £+ 1 racines, nous posons ¢ = £2,/g mod £2, sinon nous cherchons parmi

= (%) celui tel que

les entiers r vérifiant (—1) =
pgcd(XqT — X, ®(X, jg)) dans I,

2
soit non trivial. Les candidats 6 pour ¢ mod ¢ sont alors ceux tels que (0724‘1> =1, et tels

que le rapport des racines dans F, de X2 — X + ¢ = 0, soit d’ordre r.
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Cas (iii) : nous cherchons parmi les entiers r vérifiant (—1) &= (2) celui tel que

pged(X9 — X, ®4(X, jg)) dans F,

2
soit non trivial. Les candidats # pour ¢ mod ¢ sont alors ceux tels que (9—;4‘1> = —1, et tels

que le rapport des racines dans Fy2 de X2 — X + ¢ = 0, soit d’ordre 7.

Complexité : la phase 1 nécessite O(¢?log q) multiplications dans F,. Une fagon classique d’obtenir

ensuite X9 pour i variant de 1 & r = O(f) consiste & substituer X9 & X dans X9 . Pour cela, il
est possible de précalculer X2¢, ..., X“=1D4 au prix de O(¢3) multiplications dans F, afin d’obtenir

X977 (X9) avec O(#?) multiplications dans F,. Ce qui fait ainsi un total, a ¢ fixé, de O(¢* max(log g, ¢))
multiplications dans IF,.

3.3.4 Exemple

Nous reprenons l’exemple de la section 3.1, c’est-a-dire la courbe E= dans F, avec ¢ = 28 et nous
allons appliquer les premieres idées d’Atkin a £ = 7. Nous avons,

O7(X,Y) = X84+ X+ XY + 1 mod 2.

Donc
Pr(X,1/7) = X%+ X14+209X +1,
= (X*+51X3 +225X2 + 123X + 141)(X* + 51X3 + T47X?% + 78X + 2).
Par conséquent r = 4 et nous cherchons les entiers 6 tels que (92;4‘1) = —1 et tels que le rapport des

racines de X2 — X + ¢ = 0, soit d’ordre 4. Ici, cela donne

cmod 7 € {1,6}.

3.4 Idées d’Elkies et ses développements

Les idées d’Elkies conduisent & un algorithme qui, pour la moitié des nombres premiers ¢, regroupe
les avantages de I'algorithme de Schoof et d’Atkin sans leurs inconvénients respectifs. Autrement dit, les
travaux d’Elkies nous permettent de trouver ¢ mod ¢ tout en travaillant dans des extensions de degré
raisonnable, en 'occurrence (¢ — 1)/2 pour la moitié des ¢ au lieu de (¢2 —1)/2.

Apres en avoir donné le principe, nous expliquons comment obtenir une courbe isogene de degré ¢ a
une courbe E a partir des équations modulaires, ce qui nous servira de base aux algorithmes de calcul
d’isogénie de la partie II. Enfin, nous expliquons comment étendre ’algorithme obtenu pour déterminer
¢ modulo une puissance d’un nombre premier ¢ et terminons par un exemple complet.

Dans cette section, nous nous limitons a des nombres premiers £ impairs mais ’ensemble de ces idées,
a quelques modifications pres, s’appliquent a £ = 2.

3.4.1 Principe

Nous supposons ici que 1'on cherche & déterminer la trace du Frobenius ¢ pour une courbe elliptique
E non supersinguliere a j-invariant distinct de 0 et 1728 et définie sur un corps fini IF, par

E :Y?+ai XY +a3Y = X2+ a:X? + au X + ag.

L’idée consiste & rechercher ¢ mod ¢ en projetant I’équation caractéristique de ¢, non pas dans E[{]
mais directement dans I'un des £ + 1 sous-groupes E d’ordre ¢ de E[¢]. Ce qui donne

#2 + [q mod {]g = [c mod {]g © ¢p. (3.3)
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L’intérét de travailler directement dans E plutot que dans E[¢] est que les points de ce groupe sont définis
dans une extension de degré rs de [F; ol s divise £ — 1 et r est d’apres les résultats de la section 3.3 le
plus petit diviseur de £+ 1 ou £ — 1 tel que ¢"(E) C E. Or pour la moitié des nombres premiers ¢, nous
pouvons choisir E tel que r = 1. Notons que dans ce dernier cas, il est possible de légérement simplifier
I'équation (3.3) puisqu’alors X2 — c¢X + ¢ posséde une racine x dans Fy. Ainsi,

or = [KE,

équation a partir de laquelle nous trouvons ¢ = k + 4 mod .

Le calcul d’isogénies de degrés ¢ définies a partir ge FE nous permet de déterminer directement un tel
E sans “passer” par E[(]. En effet, soit E1 1'une des courbes isogene & E définie sur F,r et Z7 lisogénie
de degré f associée. D’apres le théoreme 14, il existe alors une isogénie duale de E; vers F notée 7, telle
que Ti0T; = [{] et donc,
KerZ; C Ker[l]g avec #KerZ; = £.
En conséquence, KerZ; est 'un des sous-groupes E de E[f]. Pour choisir la “bonne courbe isogene”,
c’est-a-dire celle avec r minimal, nous utilisons le théoréme suivant [103].

Théoreme 37. Soient E, une courbe elliptique définie sur F, supposée non supersinguliére et a j-
invariant distinct de 0 et 1728. Alors le polynéme modulaire ®¢(X,jr) a une racine dans Fgr si et
seulement si le noyau E de lisogénie Iy correspondante est tel que ¢ (E) = E.

Nous aboutissons ainsi au schéma algorithmique suivant pour déterminer ¢ modulo un nombre premier

1. Nous cherchons f(X), un facteur de plus petit degré p d’une équation modulaire dans laquelle nous
substituons jg a Y. Nous posons alors

_ IE‘q si p= 1,
K= { W/ o 5]

et prenons pour F' I'une des racines dans K de f(X).

2. Nous déterminons une courbe elliptique E; isogene & E de degré ¢ et d’invariant jg, déterminé a
I’aide de F'.

3. Nous calculons une isogénie de degré ¢ entre E et Ey d’abscisse g1(X)/h?(X).

4. Comme les abscisses des points de KerZ; sont les racines de hy(X), nous posons

Y =X[Y]/(Y?+ a1 XY +azY — X® — as X% — ay X — ag) avec X = K[X]/(h1(X)).

Le point P = (X,Y) est alors un point de ¢-torsion.
5. Si p =1, nous trouvons ¢ mod ¢ en énumérant les entiers x € I, jusqu’a obtenir

Dans ce cas, ¢ =k + ¢/k mod £.
Sinon, nous énumérons comme pour l’algorithme original de Schoof les entiers 6 de F, jusqu’a
obtenir

¢B(P) + [g mod (] 5(P) = [0]5(¢r(P)),

et donc ¢ = 6 mod /.

Remarques : sile point 1 de ce schéma ne pose pas de probléemes théoriques puisqu’il se fait comme
pour les premieres idées d’Atkin de la section 3.3, il n’en reste pas moins I'un des couts majeurs de
I’algorithme en pratique. Les points 2 et 3 en sont les points cruciaux. L’objet de la section suivante est
de régler completement le point 2. Quant au point 3, il fait objet de la partie II. Une fois trouvé hy (X),
le point 4 est immédiat. Enfin, d’un point de vue mathématique, le point 5 est aussi clair si ce n’est qu’il
faille, comme pour 'algorithme original de Schoof, faire éventuellement attention a la non irréductibilité
de h1(X) au cours de lalgorithme. Du point de vue informatique, cette étape est aussi trés cotiteuse et
a donné lieu a des améliorations que nous décrivons dans le chapitre 11.
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3.4.2 Courbes isogenes et isogénies

Nous cherchons ici & déterminer une courbe Fj isogéne a E, de degré ¢. Notons qu’a partir de
linvariant jg, (que nous abrégerons j,), il est possible de calculer une racine F' du polynéme obtenu en
substituant j, a Y dans 'une des équations modulaires de la section 3.4. Ensuite, nous obtenons, suivant
les cas, des candidats pour jg, (que nous abrégerons jp). Ainsi :

— Jp = F dans le cas du polynéme modulaire,

— toute racine en Y de ®§(W,(F),Y") avec Wy(F') = £°/F convient pour j; dans le cas d’une équation

pour Xo(¢) ,
— jb est 'une des racines en Y de ®}(W,(F),Y) distinctes de j, avec, Wy(F) = F dans le cas d'une
équation pour X ().
Notons que dans ce dernier cas, la seule méthode connue pour distinguer j, parmi ces candidats est
de brutalement essayer de calculer pour chacune de ces valeurs une isogénie avec les algorithmes de la
partie II.

La connaissance de jp, ne suffit pas pour déterminer completement les coefficients de Ej et notamment
pour distinguer la courbe isogene a F, de sa tordue. Nous rappelons donc ici les méthodes qui sont connues
pour déterminer & partir de j, et de F' les coefficients de la courbe isogene & E, pour des corps finis de
caractéristique petite [70] et grande [39]. Dans ce dernier cas nous calculons aussi p;, la demi somme
des abscisses des points non nuls du noyau de l'isogénie, ce qui nous sera utile pour mettre en ceuvre les
algorithmes du chapitre 4.

Corps finis de caractéristique deux

Pour des corps finis Fon, I’équation canonique d’une courbe elliptique & j-invariant non nul est Y2 +
XY = X3 +ayX? +ag (cf. tableau 2.1). Comme deux courbes elliptiques ayant une équation de ce type
sont isomorphes si elles ont le méme coefficient ag et des coefficients as de méme trace, ou tordues I'une
de I'autre sinon, il est d’usage, pour des raisons d’efficacité, de se restreindre & des courbes elliptiques
d’équation

E, :Y?+ XY = X® 4 a avec j, = 1/a.

Dans ces conditions, une courbe elliptique Ej isogene a F, se déduit simplement de j; par

Ey : Y24+ XY = X3 +bavecb=1/j.

Corps finis de caractéristique trois

Pour des corps finis F3n, I’équation canonique d’une courbe elliptique E, & j-invariant non nul est
E, :Y?=X%+0a,X%+ag (cf. tableau 2.1). Dans ce cas, le théoréme suivant permet de nous tirer
d’affaire [111].

Théoreme 38. L’invariant de Hasse Hg d’une courbe elliptique définie sur un corps fini F, de carac-
téristique p satisfait
Ng,/r, (Hg) = Tr(¢R).

Nous pouvons donc choisir Hg, = Hg, = a2, ce qui conduit a une courbe E} déduite de j; par

Ey :Y?= X34 b,X?+ bg avec by = as et bg = —ag/jb.

Corps finis de caractéristique supérieure a cinq

Pour des corps finis de grande taille, il devient irréalisable de calculer I'invariant de Hasse d’une
courbe elliptique et donc d’utiliser le théoreme 38 pour distinguer la courbe isogene a E, de sa tordue.
Heureusement, les idées d’Elkies permettent de nous tirer d’affaire en exploitant les renseignements
fournis par les équations modulaires. En reprenant les notations utilisées dans la section 3.3 pour des
courbes considérées sur C, cela revient donc, si 'on suppose que F, est isomorphe au quotient de C par
le réseau Z + 77, a trouver les coefficients de la courbe elliptique Ej isomorphe au quotient de C par
Z+ lTZ.
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Dans ce cadre, nous avons ’équation de E, est classiquement donnée en fonction des séries d’Eisen-
stein normalisées par

E, :Y?=X3_-3\E (1)X —2\°Es(7),
ou \ = 7r/\/§,

E()—1+240§: nla tE()—1—504§: W g = T
4(7) = n_ll_fne 6(T) = n_ll_ffne x=e".
Ceci, au passage, nous permet d’avoir j(7) et A(7) par
Ej(r) 1412 2
j(r) = 1728 et A(T) = 1728 '"\2(E3 (1) — E3(7)). (3.4)

E§(r) — E§(r)
L’équation de FEj est alors
Ey :Y?=X3-3\E (1) X — 2\ Eg(¢7),

D’autre part, il nous faut aussi déterminer p;(7), la demi somme des abscisses du noyau de l'isogénie
pour les algorithmes du chapitre 4, c’est-a-dire

Gl
pi(7) = Z Pa (Z) (3.5)

Posons
nxn
1—zn’

By(r)=1-24)
n=1

Elkies montre alors, en substituant n/¢ & z dans le développement

21\ ? 1 > z" > "™y
p(z) = <wl> llQ + Z (1—an)2 B Z (1 —any)? (3.6)

n=1 n=-—00

ol ¢ = e*™ et y = 2%, puis en identifiant les séries obtenues, que

pi(r) = S(CBa(tr) — Bo(7).

Le probléme est donc de déterminer Es(¢7), E4({T) et Eg(¢7) en fonction de Ea(7), E4(T) et Eg(T).
Pour cela, la méthode proposée par Elkies consiste pour Pessentiel & utiliser le lien entre j(7) et j(¢7)
fournie par I’équation modulaire utilisée. Comme en pratique nous n’utilisons pas le polynéme modulaire
®,(X,Y), nous renvoyons a [103] pour ce cas. Par contre nous détaillons les calculs a réaliser pour
?5(X,)Y) et ¢;(X,Y). Nous aurons besoin pour cela des dérivées logarithmiques de Ey(7), E4(7) et
Es(7) par rapport & T obtenues aussi en identifiant les séries correspondantes,

BAT) _ gy BD) 3B oy BoT) o B0) ) BRO)
12E2(T) = £a(r) Es(1)’ 3E4(7') Es(m) Ey(1) t2E6(7-) Ea(7) Eo(7)’ (3.7)
Ceci nous permet de trouver les dérivées logarithmiques de A(7) et j(7),
A(T) _ g 40 Es()
A(r) = Fa(7) et 3(1) Ey(r) (3.8)
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Cas de X(¢) : nous avons ici ®F(f(7),j(r)) =0 ol

o (1N e s 12 _
f(r)y=¢ (77(7)) avecs-metv—s(f—l)/ll

7(7) fio) s
nn) PO ) T 1

_60)
P =5

D’autre part, on peut montrer que Ea(7) = 24 (LE2(€1) — Ex(1)), et ainsi

Pour déterminer la dérivée logarithmique de f(7), nous différencions ®5(f(7),j(7)) =0, ce qui donne

7@ 22 17), 30 + 50 S (1), 3() = 0.

En posant Dx () = f(7) 2% (f(7), (1)) et Dy (r) = j(7) 2% (f(7), (7)) nous avons donc

(1) Es(1)Dy(7)
f(r) = Ba(r)Dx(7) (39)
et
(Es(t7) = By(r) + ffm. (3.10)
Ainsi,

~—

- SRR
1

~—

Nous déterminons ensuite E4(¢7) en dérivant I’équation (3.10
J(7), Eq(7) et Eg(7) & 1aide des équations (3.7), (3.8) et (3.9

nous trouvons finalement

~

puis en simplifiant les dérivées de f(7),
. Les termes en Fs(7) s’annulent alors et

\./

144 Dy*(7)Es 2(T) _ 48Dy (r )EGQ(T) 288 Dy (1) Dxy (1) Es*(7)

_ )
€2E4(€T) - E4(T) + S2DX2( ) 4 g,r) SDX( ) (7_) SDX (7_) (7_)
144Dyy( )EG (T) 72Dy( ) (7’) + 144Dy ( )Dxx(T EGZ( )
sDx (1) E4*(7) sDx (1) sDx?(1)Ed*(7)
c 2FHC
en posant D x(7) = D (r)+ £2(r) 2 2L (£() (), D (7) = F(7)i(r) oo (1(r), (7)) et Dy ) =

0?®§ N
Dy (1) + 72(7) 8Y2£ (f(1),4(7)). A ce stade, nous pouvons déterminer j(¢7) en remarquant que A(r) =

(2im) 20?4 (7). Ainsi

A(er) = f2*(1)A(r) /12

et donc

. B (tr) E3((1)et2
i) =7y = 2 e (B3 — B2 0)

Enfin, pour déterminer Fg(¢7), nous différencions 1’équation @C(Ks/f(r),j(&')) =0, ce qui donne

F2(7) 09X
D’ou
/() 0% (i ) DBl
E6(£T)=—E4(57)J‘(£T) —Ey(¢ i .
J ( ) (P Ea(r)
7
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Cas de X (¢) : nous sommes ici dans I’obligation de factoriser I'’équation modulaire pour trouver j(¢7)
& partir de f*(7). Alors E4(¢7) et Eg(¢1) sont déterminés & partir de j(¢7) et j'(¢1) par
J” () " (er)
jler) (j(er) — 1728) J2(r) (j(er) — 1728)°
(

E4(€T) = et E@(ET) = —

Pour trouver j’(¢7), nous calculons le couple (f*'(7),5'(¢7)) solution du systéme linéaire obtenu par
différenciation de ®;(f*(7),j(r)) =0 et &;(f*(7),7(¢r)) =0, ce qui conduit &

f(r) _ Ee(r)Dy(7)  j'(tr) _ Es(r)Dy(7)Dy(7)

F7) ~ EaDx(m ) T Ea(r)Dx(1Dy ()’ (8.11)
en posant o .
Dx(r) = J*(7) SE(f*(7),4(r), Dy () = 3(r) SE (7). ()
et
Dic(r) = £*(r) 3L (7 (1), 3(67)), Dy () = L(0) SoE (7 (), 1 (67)).

Nous obtenons finalement

Ba(tr) = — DEODY B (er)
DP(r) D% (1) B3 (7) (j(er) — 1728)°

et

D3 (1) Dy (1) Eg (7)j (¢7)

Eolt) = 53t D3 () B3 () ((er) — 1728)

Pour déterminer p;(7), nous différencions deux fois ’équation @} (f*(7),j(r)) =0,

2 & *
w2 0°®;

02y

(F(r), () + 2 (15 (1) 5575 (£ (1), 5 (7))
+3"() Dy (7) + 5 ()" 5 (F7(7), 3(7)) = 0.

En différenciant I’équation (3.8), nous avons par ailleurs

ey o (2R Ba(r)Eo(r) | B
710 = () (Gpas - Py B

F(T)Dx (1) + f

Nous injectons cette valeur dans la relation précédente et nous remplagons j'(7) par sa valeur, nous
trouvons alors

)1 v, 02D . N ALY Es(7)
Eo) = gy (1 O Ge 0. + 24 G (). <>>E4(T
—7Eg(7—) (7 T T 7o
o (JDy () + 20T 0.0 )
J(r)Dy (1) <E2( T)Es(r) | E§(r) E4(T))
f*(1)Dx (1) \ 6E4(7) 3E3(7) 2 )
Nous utilisons alors I'expression de f*'(7) obtenue avec 1’équation (3.11) pour simplifier cette relation,
(1) B 1 ) 82@5 ). ilr . 82@}‘ Eg(1)
Ere = B (O GRE (d) + 250 S (7). <>>E4<T)
B0 (om0
oo (JDy () + 2O ST (0).40))
L Bl) | Bs(r)  ER()

6 3E4(T)  2E¢(7)’
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Avec le méme procédé, mais cette fois ci appliqué & ®§(f*(7),j(¢7)) = 0, nous obtenons

)1 AL T , N Y _ Es(07)
_ 27E6(€T)2 j(4T) Dy (T (e 20°07 T), il
Bt (JemDs )+ e SRk e >>)>

Ey(0r)  Eg(fr)  Ea(fr)?
M( 6 +3E4(57)_2E6(57)>'

11 suffit de soustraire ces deux derniéres équations pour trouver {Es(¢1) — Eo(7), puis p1(7).

3.4.3 Cycle d’isogénies

Pour déterminer la trace ¢ du Frobenius ¢ modulo une puissance de nombre premier £¥, nous
utilisons la méme idée que pour déterminer ¢ mod ¢, c’est-a-dire projeter ’équation caractéristique du
Frobenius sur E, I'un des ¢* sous-groupes d’ordre (¥ de E[(*]. La difficulté étant le calcul explicite de E,
il est naturel, suite aux idées précédentes, de le rechercher comme le noyau d’une isogénie Z de degré ¢*.

Couveignes, Dewaghe et Morain [34, 33] proposent deux variantes d’une méme idée pour calculer 7.
Ainsi, ¢'ils réiterent k fois le calcul d’une isogénie de degré ¢ dont la composition meéne & une isogénie
de degré ¢*, c’est 'ensemble de définition de Z qu’ils font varier. Dans une premiere variante, Z a pour
ensemble de définition F et est obtenue par récurrence comme la composition d’une isogénie de degré ¢
dont I’ensemble de définition est la courbe d’arrivée d’une isogénie de degré £¥=1. L’inconvénient de cette
méthode est qu’il n’est possible de tirer parti de la présence d’un facteur de petit degré du dénominateur
7T qu’en factorisant le numérateur de toutes les isogénies de degré £. La deuxiéme variante permet de
remplacer ces k factorisations par la seule factorisation d’une isogénie de degré ¢ définie a partir de F
en composant une isogénie de degré ¢ dont ’ensemble d’arrivée est cette fois 'image d’une isogénie de
degré ¢+—1,

Composition “en avant”

Avant de décrire plus en détail ’algorithme, regardons d’un peu plus prés comment se comporte la
composition “4 droite” d’une isogénie de degré ¢*~1 avec celle d’une isogénie de degré £. Soient donc Z

et T, deux isogénies de degrés respectifs £¥~1 et ¢ définies par
T: E—Ey 4, Iy By 1—FE,
9(X) UX)+YEk(X) 9r(X) e (X) + Yp(X)
XY XY
(i e ) (e M

ott les dénominateurs h(X) et hy(X) sont des polynomes de degrés respectifs £#=2(¢ —1)/2 et (£ —1)/2.
Alors il n’est pas difficile de voir que Iisogénie Z, o 7 est de degré ¢* et que son dénominateur est égal
au numérateur de h(X)hy, (9(X)/h?(X)) . Cette formule appelle & deux remarques :

— parmi les /¥ points d'un sous-groupe E d’ordre ¢ de E[¢¥], se trouvent les £¥~1 points de E[¢*~1]NE.
C’est pourquoi le dénominateur de Zj o Z est le produit de h(X) dont les racines sont les abscisses
des points de E[(*~'] N E par celui d'un polynéme dont les racines sont les abscisses de points
d’ordre ¢*. Ce qui signifie qu’il est possible de trouver un point de ¢* torsion dans une extension
de degré au plus £¥~1(¢ — 1) sur F, et définie par le numérateur de hy, (¢(X)/h(X)).

— si hj(X) possede un facteur hy(X) de degré d, il est préférable en pratique de travailler avec
'extension définie & partir du numérateur de hy (g(X)/h(X)), ce qui permet de manipuler un
point de ¢* torsion dans une extension de degré 2d¢*~!. Remarquons, que lorsque ¢ correspond au
cas (71) de la proposition 35, il est important de choisir pour Z; une isogénie qui corresponde a la
racine k£ de X2 — cX + ¢ de plus petit ordre dans F, puisque le semi ordre de x défini comme suit
est égal au degré du facteur hy,(X) correspondant.
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7, Zs I3 7,

F1a. 3.2 — Cycle d’isogénies.

Définition 18. Soit § l'ordre d’un entier k dans Z/{Z, alors le semi ordre de k est égal a 6 si 6
est impair ou 4 6/2 sinon.
Globalement, ce sont donc k isogénies de degré ¢ qui sont calculées, comme nous I'avons par exemple
représenté sur la figure 3.2 pour une isogénie Zy0Zz0Z,0Z; de degré ¢* entre E et E4. Nous obtenons ainsi
une généralisation de I’algorithme ComputeTModLn [33] pour calculer ¢ mod ¥ sur une courbe elliptique
E éventuellement plongée dans une extension F, de F,.

1. Nous cherchons f1(X)--- fs(X) la factorisation de ®;(X, jg) en polynomes irréductibles de degrés
croissants. Nous posons alors, en faisant référence a la proposition 35,

F,[t]/(f2(t)) dans le cas (i),
K=< F, dans le cas (i1),
F,[t]/(fi1(t)) dans le cas (ii).
Nous appelons p le degré de I'extension K par rapport a F; et nous prenons pour F' l'une des
racines dans K de ®,"(X, jg).
2. Nous calculons & partir de F une courbe E; isogene a E de degré ¢ ainsi que I’abscisse g1 (X)/h?(X)
de l'isogénie associée.
3. Nous posons Y = X[Y]/(Y2+ a1 XY +a3Y — X3 — a2 X? — ay X — ag) avec X = K[X]/(h1(X)). Le
point P = (X,Y) est alors un point de ¢-torsion.
4. Si p=1, alors

(a) nous trouvons le plus petit entier x tel que

et nous posons 6 = k + ¢/k mod £. Alors, nous avons ¢ = § mod ¢ et nous posons § le plus
petit des semi ordres de k et ¢/k mod ¢;

(b) si le semi ordre de k est strictement plus grand que J, nous choisissons pour F' 'autre racine
de @E’*(X ,je) dans F, et nous recalculons E; et Z; en conséquence.

Sinon,

(a) nous énumérons comme pour 'algorithme original de Schoof les entiers 6 de Fy jusqu’a obtenir

% (P) + [¢ mod ] g(P) = [0] g(¢r(P)). Alors ¢ = § mod ¢ et nous posons § = (£ —1)/2.
5. Posons Ey = E. Si p =1, alors pour ¢ variant de 2 a k,

(a) nous calculons une courbe E; isogene & E;_; non isomorphe & E;_», et 'abscisse g;(X)/h?(X)
de l'isogénie associée.

(b) nous calculons un facteur h;(X) de degré § de h;(X) et prenons pour h(X) le numérateur de
hi (%) olt G(X)/H?(X) est P'abscisse de 'isogénie Z; 1 0 ---o0Z.

(c) nous posons Y = X[V]/(Y2+ a1 XY +azY — X3 —axX? —ay X — ag) avec X = K[X]/(h(X)).
Le point P = (X,Y) est alors un point de ¢:-torsion.

(d) nous trouvons le plus petit entier o (borné par £) tel que

¢p(P) = [k + pl' " p(P)

et nous posons k = k + ul* "1 et @ = k + q/k mod ¢. Alors ¢ = 6 mod /.
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Composition “a reculons”

La méthode précédente a pour inconvénient la factorisation a I’étape 5b. de I'algorithme d’un poly-
néme h;(X) de degré (£ —1)/2. L’amélioration proposée dans [33] supprime ce désagrément en calculant
non pas des isogénies de degré ¢! partant de la méme courbe mais plutdt arrivant sur la méme courbe.
Sur I'exemple de la figure 3.3, une isogénie de degré ¢4 est ainsi égale & ZooZ_, 0Z_g07T_3.

T

E,l El

Fic. 3.3 — Cycle d’isogénies obtenu “a reculons”.

Contrairement aux corps finis de caractéristique 2 et 3, une petite difficulté en caractéristique plus
grande que 5 provient du fait que si nous calculons avec la méthode d’Elkies une courbe E isogene de
degré £ a une courbe E et qu’ensuite, avec ce méme algorithme, nous calculons une courbe isogene a E
de méme invariant que FE , nous obtenons, certes une courbe FE isomorphe & E*, mais distincte.

. VA
E~ (C/(w1Z+[sz) E

7
E~c/ (%Z+MQZ)

Cependant, I'isomorphisme A entre les deux courbes n’est autre que

A E(]Fq) - E(Fq)’
XY
(X7Y) = (€2a€3>a

comme le fait justement remarquer Dewaghe. Ainsi, si nous supposons avoir, dans un premier temps,
calculé avec l'algorithme d’Elkies & partir d’une racine F de ®;(X, jg) une courbe E isogene de degré
¢ a E donnée par

E :Y? =X+ a4X + dg
ainsi que p;, alors E est donnée par
E :Y2 :X3+CAL4X+(A16,

et E serait obtenue avec l'algorithme d’Elkies avec la racine Wy(F) de ®;*(X, jz). Nous avons de plus
p1=—{p1.
Ainsi armés, nous obtenons la généralisation suivante de I’algorithme ComputeTModLnBackwards [33].
1. Nous cherchons f1(X)--- fs(X) la factorisation de ®;*(X, jg) en polynomes irréductibles de degrés
croissants. Nous posons alors, en faisant référence a la proposition 35,

Fq[t]/(f2(t)) dans le cas (4),
K=< F, dans le cas (i1),
F,[t]/(f1(t)) dans le cas (ii).

Nous appelons p, le degré de I'extension K par rapport a I, et nous prenons pour F, l'une des
racines dans K de ®; (X, jg).

2. Nous calculons & partir de F une courbe E; isogéne & E de degré £ et go(X)/h3(X), abscisse de
Iisogénie Z; associée.
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3. Nous posons Y = X[Y]/(Y?2 + a1 XY +azY — X3 —asX? — ay X — ag) avec X = K[X]/(ho(X)). Le
point P = (X,Y) est alors un point de ¢-torsion.
4. Si p=1, alors
(a) nous trouvons le plus petit entier « tel que ¢g(P) = [k]g(P). et nous posons 6 = k+¢q/x mod £.
Alors nous avons ¢ = § mod ¢ et nous posons ¢ le plus petit des semi ordres de et ¢/x mod ¢;

(b) si le semi ordre de  est strictement plus grand que 4, nous choisissons pour F' 'autre racine
F de ®,"(X, jg) dans Fy, et nous recalculons E; et Z; en conséquence.

(¢) nous calculons un facteur h(X) de degré 6 de ho(X).
Sinon,
(a) nous énumérons comme pour ’algorithme original de Schoof les entiers 6 de F; jusqu’a obtenir
»%(P) + [¢ mod ) g(P) = [0] g(¢r(P)), et alors ¢ = 6 mod ¢
(b) nous posons h(X) = ho(X).

5. Posons Eg = E. Si p =1, alors pour i variant de —1 a 1 — k,

(a) nous calculons la courbe E; isogéne de degré £ A E;+1 a partir d’'une racine F dans K de
®,"(X,jg,,,) distincte de F';

(b) nous calculons une courbe elliptique E; isogene & E; i a partir de E; via I’isomorphisme \;
en posant F' = W,(F) ainsi que I'abscisse g;(X)/h?(X) de l'isogénie Z; associée ;

(¢) nous remplagons h(X) par le numérateur de h(g;(X)/h?(X)) et posons

i)

Y =X[Y]/(Y2+ a1 XY +a3Y — X® —asX? — ay X — ag) avec X = K[X]/(h(X)).

Le point P = (X,Y) est alors un point de £~*"*-torsion dans E;(Y);
(d) nous trouvons le plus petit entier o (borné par £) tel que

¢p,(P) = [k + pl "] 5(P)

et nous posons k = k + ul~%, 6 = Kk + q/k mod £~ Alors ¢ = § mod £~*+1,

Complexité

La complexité asymptotique de ces deux algorithmes étant identique concentrons-nous sur le second.

Pour calculer ¢ mod ¢, la premiere chose & faire est de trouver un facteur de degré r de @Z’*(X JIE),
ce qui peut étre réalisé en O(¢? max(log g, ¢)) multiplications dans F,. Le cofit du calcul de la courbe
isogene étant clairement négligeable, reste ensuite celui du calcul d’une isogénie de degré ¢ sur une
extension de degré r de F, dont le coiit est égal & O(r?¢?) (chapitre 4), O(r?¢3) (chapitre 5 ou 7) ou
O(r?(*1og q) (chapitre 6). Le calcul de 6 nécessite alors O(¢*r? log q) multiplications dans F, pour calculer
dr(P) (et éventuellement ¢2(P)) puis O(¢£3r?) pour effectuer les O(¢) sommes de points nécessaires dans
E(Y). Ce qui nous fait un maximum de O(¢*r? max(log ¢, £)) multiplications dans F,. Pour ¢ mod ¢*, un
raisonnement analogue conduit & un maximum de O(¢£2*7% max(log ¢, ¢¥)) multiplications dans F,,.

Comme, d’une part, nous avons r = 1 pour la moitié des nombres premiers ¢ et que, d’autre part,
O(log q) nombres premiers ¢ de 'ordre de O(log ¢) sont nécessaires dans 1’algorithme SEA, nous avons le
résultat suivant.

Proposition 13. Le calcul de la cardinalité d’une courbe elliptique définie sur Fy avec l’algorithme SEA
nécessite O(log® q) opérations élémentaires.

3.4.4 Exemple

Considérons encore la courbe = dans [Fas, nous allons calculer la valeur de ¢ modulo ¢k = 5%, Pour
cela, nous substituons tout d’abord jp = 209 & Y dans

PE(X,Y) = X% +30X° + 315 X* 4+ 1300 X® + 1575 X? — (=Y + 750) X + 125.
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Le polynéme obtenu a alors deux racines : F' = 52, F = 130; et nous notons K = Fys. Substituons X
par 1/F dans ®¢(X,Y’), nous obtenons un polynoéme de degré 1 dont la racine est jg, = 232 =1/8. E
est donc isogene de degré 5 a

Ey :Y?+ XY =X3+38.

Une simple application du corollaire 6 (cf. chapitre 7) permet alors de trouver que ’abscisse de ’isogénie
Ty associée est égale a

go(X) X°4+15X*+140X
R(X)  (X245B7TX +74)2

Posons alors
X = Fos [X]/ (X2 + 57 X +74), puis Y = X[Y]/(Y? + XY + X3 +7) ;
P = (X,Y) est un point de 5-torsion. Nous avons alors

Y?=57X + Y (102X 4 52), (¢ mod 5)(X,Y) = Og_,
2(X,Y) = (X +57,56X + 57 + Y (102X + 52)).

Dol (X9,Y9) = k(X,Y) avec £ = 3 et finalement ¢ = k + 2% /k = 0 mod 5. Comme et 28 /xk = 2 sont
d’ordre 4, ho(X) est irréductible et nous posons h(X) = ho(X).

Calculons maintenant E_;. Pour cela nous substituons 1/ F & X dans ®E(X,Y) et nous trouvons que
le polynéme obtenu a pour racine j_; = 64 = 1/29. Ainsi E_; est définie par

Eq :Y?+XY=X%+29
et est isogene de degré 5 a E via l'isogénie Z_; d’abscisse

g-1(X)  X°+26X°4+252X
h2(X)  (X2+129X +146)2°

Soit alors h(X) le numérateur de h(g_1(X)/h% (X)), c’est-a-dire
h(X)=X"+57X%+74X%+ 166 X" + 95 X® + 36 X°
+20X* +T93 X% +22 X% 4+ 99 X + 162.
Comme précédemment, nous construisons
X = Fys [X]/(h(X)), puis Y = X[Y]/(Y? + XY + X3 +29) ;
P = (X,Y) est un point de 25-torsion. Nous trouvons alors que
(X1Y?) = [k]g_,(X,Y) avec k = 18,

d’olt ¢ = 10 mod 25.
Rapidement, une nouvelle itération du procédé conduit & F' = 66, donc nous avons a partir de F' = 55,
E_5 qui est donnée par

E_ o :Y?+ XY = X3+168,
et I’abscisse de l'isogénie Z_5 est égale a

g—2(X) X°+181X°+199X
h2,(X)  (X24+102X +179)2°
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Ainsi le numérateur de h(g_2(X)/h?5(X)), et donc un facteur de degré 50 du polynéme de 125-division
qui est quant a lui de degré 7812, est égal a

h(X) =X +57 X% + T4 X*® + T47T X*" + 163 X0 +220 X*° + 28 X** + 179 X*3 + 119 X*2
+T76 X + TT X410 + 189 X3 + 72 X38 + T43 X37 + 102 X36 + 169 X3° + 7 X34 + 40 X33
+T03X32 +33 X3 + 40 X30 + 201 X2 + 82 X2 + T15 X274+ 86 X6 + 67 X%° 4+ 240 X *

+242 X% 41222 X2 4215 X2 + 62 XX + 40 X1 + 45 X1 + T55 X 17 4+ 85 X 16
+T60 X1 + 127 X1 + 82 X B 4+ T7 X2 + T69 X1 +208 X1 + 61 X° + 214 X®
+36X"+201 X5 +70X° +99X* + 153 X3 +52X2 +10X + 85.

Nous obtenons finalement ¢ = 110 mod 125.
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Deuxieme partie

Calculs d’isogénie entre courbes
elliptiques
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Chapitre 4

Algorithmes en grande
caractéristique

Le cceur de 'algorithme SEA décrit dans ses grandes lignes au chapitre 3 est le calcul pour de petits
nombres premiers ¢ d’une isogénie Z de degré /.

Pour des courbes elliptiques définies dans un corps algébriquement clos K, et en particulier dans le
corps des complexes C, il est classique de construire une isogénie Z de noyau donné dans l’ensemble des
points d’une courbe E, et d’en déduire la courbe isogene Ej. Les formules de Vélu sont un de ces moyens
et nous en rappelons la substance dans la section 4.1.

Pour SEA, nous avons le probléme inverse ; nous connaissons Ej et souhaitons calculer Z pour finale-
ment en déduire son noyau. Sur C, les courbes elliptiques sont aisées & manipuler une fois identifiées au
quotient de C par un réseau (cf. chapitre 2). Dans ce cadre, la paramétrisation des points par la fonction
de Weierstrass p joue un role central et il est possible d’en dériver des algorithmes élégants comme nous
le rappelons dans la section 4.2.

Dans un corps fini F, de caractéristique p, tout se complique. Certes, on peut toujours continuer a
appliquer les formules de Vélu dans Fq (section 4.1). Par contre, il s’avere que la perte du développement
en série de Laurent de la fonction de Weierstrass g est irrémédiable, et seule la conservation dans F,
de certaines équations algébriques vérifiées sur C permettent de nous tirer d’affaire pour p > 5et £ <p
(section 4.2). Pour ces algorithmes nous donnons dans la section 4.3 des temps précis obtenus avec
notre implantation, temps qui servent de référence aux algorithmes que nous décrivons dans les chapitres
suivants pour résoudre le cas ¢ > p.

4.1 Formules de Vélu

Les travaux de Vélu fournissent 1’expression compléte d’une isogénie une fois son noyau fixé. Rappelons
& ce sujet que tout sous-groupe fini d’ordre ¢ de E,(K) est le noyau d’une isogénie d’apres le théoréme 13.
Apres en avoir rappelé la formulation aux corps algébriquement clos [113], nous montrons comment en
étendre la portée aux isogénies de degrés impairs définies sur un corps fini [36] avant de finalement
expliquer comment leurs utilisations conjointes & celle du polynéme modulaire ®§(F, J) permet le calcul
complet des isogénies de degré 2 nécessaires a 1’algorithme SEA [33].

4.1.1 Corps algébriquement clos

A partir d’un sous-groupe fini F' de Pensemble des points d'une courbe elliptique E, définie sur un
corps commutatif algébriquement clos K, Vélu exhibe une isogénie 7 ayant pour noyau F'. Cette isogénie
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est donnée par les expressions suivantes :
E,(K) — EyK)
OEb si P= OEQ7

Xp+ Y Xeig—Xq,
P QEF—{0p,}

Yo+ Y. Yeiq-Yo| siP=(XpVp).
QeF—{0g,}

Par application des formules de la loi d’addition sur E, du chapitre 2, il n’est alors pas difficile

d’obtenir les expressions algébriques suivantes pour Ej et Z.

Théoréme 39. Avec les notations du théoréeme 5, soient E, une courbe elliptique définie sur un corps
commutatif algébriguement clos K, F un sous-groupe fini de E,(K), R le sous-ensemble de F défini par
F—Fy;2] = RU(—R) avec RN—R =0 et S = FNE,2] — {Og,}. Soient de plus pour tout point

Q= (Xq,Yq) € F—{Og,},

ga = ?)Xg2 + 2a9Xq + as — a1Yy,
96 = —2Yo-aXq —as,
f 90 siQ €S,
Q@ = 295 — algg2 = 6X<2;) +deXg +dy sinon,
ug = (g%)2 = 4Xg’2 + dQX% +2dy X +ds
et
t= Z tg, w= Z ug + Xotg.
QERUS QERUS
Alors, la correspondance
E(K) — Ey(K)
OEb Si P = OE(L,

P .
- (XI(P)7YI(P)) st P = (XP,YP),

ou Ey est définie sur K par
Y24 b XY +b3Y = X%+ 0o X? 4 by X + bg,

avec by = aq, by = as, b3 = az, by = a4 — 5t et bg = ag — dot — Tw et (XI(P),YI(p)> est défini par

lg uQ
Xz(p) = Xp+ Z ( + 2),

ocrus \XPp—Xqo  (Xp—Xq)
2Yp + a1 Xp +a

QERUS P Q

a1 (Xp—Xo)+Y Yy  a1uqg — 9594

—HfQ 3 2 s

(Xp—Xq) (Xp—Xq)

est une isogénie de degré #F.

4.1.2 Reformulation dans un corps fini

Le théoreme 39 est difficilement exploitable pour une courbe E, définie sur un corps fini K. Lorsque

¢ = #F est impair, d = (¢ — 1)/2 et le polynome

hX) =[] (X = Xg) = X? =y X"+ ho X472 — hg X470 4+ 4 (—1)%hy
QER
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est & coefficients dans K bien que les X soient seulement définis dans K, il est néanmoins possible de
considérer la courbe comme définie sur K, d’y effectuer les calculs puis de ramener, grace & des propriétés
de conjugaisons, le résultat dans K afin d’obtenir une courbe Ej et des expressions rationnelles pour 7
définies dans K [36].

Le coeur en est I'évaluation dans K des quantités suivantes,

S1=Y Xg=hi, So=> XG=hi—2hy,S5=> X&=h}—3hhy+3hs,

QER QER QER
1 ' 1 AN
Zl(X):QEE;LT,_XQ ZZ(X)v EQ(X):QEE‘;(X_XQ)Z :_<h> (X),
— ;:1 }1 ! — 1 Zﬂ_ /hiu 3
zg(X)_QzE;%(X_XQ)g 5 <h> (X) ) (h 5~ ShH 5+ h )(X).

Notons que ces formules sont aussi valides dans des corps finis de caractéristique deux, notamment celle
de X3(X) en calculant formellement h”(X) et i/ (X) et en divisant par 2 avant de réduire modulo 2. 11
est alors facile d’obtenir les coefficients de E}, a ’aide de

t = 653+ dySy +dyd,
w = 1053 + QdQSQ + 3d4S1 + dﬁd
Puis & partir des formules (4.2), nous avons

Xzpy = Xp +2dXp — 2h1 — (6Xp + doXp + da) 1 (Xp)+
(4X3 + do X3 +2d, Xp + dg) Y2 (Xp).

et
Y y 22w
) =Yy azd — a1S1 + 1 (Xp)X1(Xp) + c2(Xp)X2(Xp) + c3(Xp)X3(Xp),
avec
c1 = Af” — Alf/, Cy = — (A/(AQ - 2f) + 3Afl) ,C3 = A(4f + Az),
ol

f(X) = X3+CL2X2 4+ a4 X + ag et A(X) =a1 X + as.

4.1.3 Isogénies de degré 2 sur un corps fini

Les formules de Vélu permettent le calcul complet des isogénies de degré 2. Nous nous plagons dans
la suite sur 'une des courbes canoniques a j-invariant différent de 1728 du tableau 2.1. C’est pourquoi,
nous séparons notre étude en trois parties; les corps finis de caractéristique deux puis, en suivant [33],
ceux de caractéristique trois et de caractéristique supérieure a cing.

Corps finis de caractéristique deux

Pour une courbe canonique non supersinguliere £, de Fan, nous avons a; = 1 et ag = a4 = 0 et il
n’est alors pas difficile de se rendre compte qu’une telle courbe a un unique point d’ordre 2, @ = (0, ag)
a partir duquel il est possible de construire une isogénie de degré 2.

Tout d’abord, par simple application des formules de Vélu & F = {Og_,Q}, nous avons E, qui est
isogene de degré 2 a

Y2+ XY = X2+ aoX? + a6 X + ag + ag,

via l'isogénie

546 1 ~Yv“raﬁ
(X7Y)H(X+X7Y+X+a6 X2 )
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Pour se ramener a une courbe canonique Ej, il ne reste plus qu’a appliquer le changement de variable
Y — Y + ag pour finalement obtenir que la courbe FE, est isogéne de degré 2 a la courbe canonique Ej
définie par
Ey, Y24+ XY = X3 +a,X? + ag,
via l'isogénie
Y +ag

a . 1 -
7 :(X,Y)— <X+X‘?,Y+a6+X+a6X2>.

Corps finis de caractéristique trois

Pour une courbe canonique non supersinguliere E, de Fs», nous avons a; = ag = a4 = 0. Une isogénie
de degré 2 est définie a partir de F, si et seulement si cette courbe possede un point @ = (x0,0) d’ordre
2. Avec les formules de Vélu, une isogénie de degré 2 est alors donnée par

X2 — o X + 2asxg 2a9x
XY y(1- 2%
(X, )H( X — 20 ) (X — 20)2

de la courbe E, vers la courbe définie par
Y2 = X3+ asX? + 200X + ag + a%xo + agxg.

11 ne reste plus qu’a appliquer le changement de variable X — X + 2z, pour finalement obtenir que la
courbe F, est isogene de degré 2 & la courbe canonique Ej définie par

Ey :Y?= X34+ ayX? 4 ag + a3z + 227,

X2 — agzg — x% 2a9xg
7 (XY ———Y(1- ——— .
%, )H< X—m ( (X—SUO)2>>

Pour déterminer zo, il est bien stir possible de factoriser le polynéme X3+ a2 X2 +ag. Dans le cadre de
I’algorithme SEA, une alternative particulierement utile pour calculer la cardinalité d’'une courbe modulo
une puissance de 2 consiste a procéder comme pour les isogénies de degré impair, c’est-a-dire substituer
je, a J dans le polynéme modulaire canonique

via l'isogénie

BS(F,J) = F3 4+ 48F% + (768 — J)F + 4096

et chercher si le polynéme de degré 3 obtenu a au moins une racine F' (non nulle puisque 4096 = 1 mod 3).
Lorsque cela est le cas, cela signifie que X 4+ a9 X2+ ag a une racine o que nous déterminons en fonction
de F, en écrivant d’une part que 'invariant de E} est racine de ®5(F, J) et d’autre part que Z(P) € Ep(K)
pour tout point P de E,. Quelques résultants entre les équations algébriques obtenues suffisent alors pour

trouver
o GG(F + 1)2

To —
a3F
Corps finis de caractéristique supérieure a cing

Pour une courbe canonique E, de F,» avec p > 5, nous avons a1 = a3 = as = 0. Avec les mémes
notations que dans le cas des corps finis de caractéristique 3, une isogénie Z de degré 2 de la courbe F,
vers la courbe Fj, définie par

Ey :Y?=X?— (1523 + 4a4) X + ag — 7(3x3 + asxo)
est alors donnée avec les formules de Vélu par

X2 — 20X + 322 +ay vii_ 322+ ay
X o : (X —20)?

vy (

56



Algorithmes en grande caractéristique

Puis, avec la méme méthode que celle utilisée pour les corps finis de caractéristique trois, nous
trouvons

3ag(F + 16)
2a4(F - 8)
ou F' est une racine de ®§(F, jg, ). Remarquons que F # 8 des que jg, # 1728.

o = —

4.2 Calcul d’isogénie en grande caractéristique

Dans le corps des complexes C, calculer une isogénie de degré ¢ entre deux courbes F, et Ej est un
probleme classique. Lorsque de plus, la demi somme p; des abscisses des points non nuls du noyau de
7T est comme dans ’algorithme SEA connue, il est méme possible de n’obtenir que le polynéme dont les
racines sont les abscisses des points du noyau de Z. Une fois donnés deux algorithmes pour cela, nous
expliquons quels enseignements en tirer pour le cas des corps finis.

4.2.1 Cas de C

Soit E, :Y? = X3+ayX +ag une courbe elliptique définie sur C. Elle est alors isomorphe au quotient
de C par un réseau wyZ + woZ (cf. chapitre 2). Lorsqu’une isogénie Z de degré ¢ existe a partir de E,,
nous obtenons alors avec les algorithmes du chapitre 3 une courbe isogene E, : Y2 = X3 + by X + bg
isomorphe au quotient de C par le réseau “}Z+woZ ainsi que py, la demi somme des abscisses des points
non nuls du noyau de Z. Vu en terme de réseau, Z est particulierement simple puisqu’il s’agit de

C/(WnZ +wsZ) — C/(ZZL+ we),

zZ = Z.

Nous notons (%) et pp(z) les fonctions de Weierstrass respectivement associées a E, et Ej,. En posant
¢k = (2k + 1)Gok pour k € N*, nous avons

1 00
=5+ Z Cak ket ou(z -+ Z Cb,C (4.3)
k=1

avec

aq ae .
Ca1:—€7 Ca2:—7, Cak:(k 2k+3 Zaj akljpourk}?),

et de méme

by be 3 k2

. R | . k>3
T T e T T T 0V 2k 1 3) ;Cbﬂcbk*ﬂ bott

Remarquons déja qu’une relation analogue aux équations (4.1) relie p,(z) a pp(2).

Théoreme 40. Soient p,(2) et pp(z) deux fonctions de Weierstrass respectivement associées aux résequs
W1Z + weZ et G} 7 + woZ. Alors

Vz e C, pp(z Zpaﬂ-zf Z@a

Notons I(X) = g(X)/h?(X) l'image par Z d'un point (X,Y’) de E,(C). Nous avons
on(2) = I(pa(2))-

En remplagant p,(z) et pp(2) par leurs développements en séries de Laurent, cette derniére relation suffit
au calcul de I. Néanmoins, d’apres les formules de Vélu, seul le calcul de h(X) égal ici a

(e-1)/2

o= (x -0 ()

1=
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est nécessaire pour déterminer completement Z. Plusieurs algorithmes sont connus pour calculer direc-
tement h(X). Nous rappelons les deux principaux, 1’algorithme CCR [26] et I’algorithme d’Atkin [5].

Algorithme CCR

Nous reprenons ici la présentation de Charlap, Coley et Robbins reprise par ailleurs par Morain [91].
Ainsi, nous procédons en deux étapes. Dans un premier temps, nous calculons les sommes

(—1)/2

= Ps(i%)’kEN,

=1

a partir desquelles il est facile dans un deuxiéme temps d’obtenir h(X) avec les “formules de Newton” [27,
p. 161]. A cet effet, nous dérivons une fois ’équation différentielle satisfaite par g, (cf. théoréme 19),

dpa\’
( & ) = 4@2 + daspq + 4ag,
dz
pour obtenir
d*pa
dz?

En dérivant par deux fois cette relation, nous trouvons

= 6@3 + 2a4.

d4@a 3
1= 120@(1 + 72(14@(1 + 48@6
dz
et plus généralement
VkGN 7VZ€(CVW(Z):(2]€+2)@LI (Z)+
Nous substituons alors <+, ..., (Zj)wl a z dans cette équation et nous sommons les relations obtenues
pour avoir,
-1
* d2k@a W1
VkeN, Y =3 (27) = 2((2k +2) Pt + ).
i=1
On démontre a partir du théoreme 40 que
-1
d* 0, (w1
- (i%) = 20)er, — cay)
i=1
et donc
(2k)!(cp,, — Cap) = 2(2k + 2)1F 1 (2) + - - (4.4)
En particulier,
ag—by = 5(6p2 + 2a4po),
ag — b6 = 7(10p3 + 6(14}?1 + 4a6p0).

Ainsi, le calcul des pg revient a inverser un systéme linéaire triangulaire.

Algorithme d’Atkin

L’idée de lalgorithme d’Atkin est de calculer la série h(p,(z)) puisqu’a partir de celle-ci il est ensuite
aisé d’obtenir h(X). Pour cela, nous cherchons en suivant [103] & calculer la dérivée logarithmique de
h(pa(2)), c’est-a-dire

(1-1)/2 ,

Z Pu(2)

i—1 ©a(2) = Pa (z%)
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Soient (,(z) et (p(z), deux primitives de —gp,(2) et —pp(z) données en séries de Laurent par

k 1 = b
Ca( ) 7_’_22]{:4—1 2k+1 etC - Z 2k+1.

k=1 k=1

I

Le lemme suivant permet de relier la dérivée logarithmique de g, a (,.
Lemme 5. Soient p(z) et ((z), les fonctions ¢ et p de Weierstrass associées & un réseau w1Z + waZ.
Alors

V(0,2) € C%,((z +0) +((2 = 8) — 2(2) = W?IEZ;,((;)‘

Et donc
(1-1)/2

Z (%) (z%) = —ACu(2) + Z Ca (z%) .

(
= 9a(z) = pa —£/2<i<t/2

A partir du théoréme 40, il est alors facile d’obtenir le résultat suivant.

Lemme 6. Soient (,(z) et (p(2), deux fonctions ¢ de Weierstrass respectivement associées aux réseaux
W1Z + weZ et “F7 + woZ. Alors

G(z) = Z Ca (z + z%) +z Z Ca (z%) .

—£/2<i<t/2 —£/2<i<L/2

En conséquence,
(1-1)/2

Z 9a(2)

i=1 @a(z) - pa (7’%

7= —la(2) + Go(2) — P12,

et par intégration logarithmique, nous obtenons le théoréeme suivant.

Théoreme 41. Soient p,(z) et pp(z), deux fonctions de Weierstrass respectivement associées aus résequs
W1Z + wol et “} 7L + wol. Alors

(e-1)/2

oo

o (YY) Lo N~ e akao
(pa(Z) ©a (z 7 )) =z eXp< 5P17 ; Ot D@k 9)” ) (4.5)

4.2.2 Application aux corps finis

=1

Tout d’abord, notons que la paramétrisation des courbes elliptiques utilisées sur C nous restreint
au cas des corps finis de caractéristique p plus grande que cing. De plus, la décomposition en série de
Laurent de p,(z) n’est plus valide dans un corps fini. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que les
expressions de ¢, et ¢, nécessitent inversion modulo p de (k — 1)(2k + 3) qui peut étre nul dés que
k> (p—3)/2

Il est par contre possible de remplacer ces séries par les sommes partielles

1 < 1 < :
o) + ankz% et o) + Zcbkzzk pour n < p/2.
=1 =1

Dans ce cas les relations algébriques des algorithmes précédents qui n’utilisent que des coeflicients c,,
et ¢, définis restent utilisables. Un examen attentif des calculs mis en jeu dans ces algorithmes montre
qu’en général il est ainsi possible d’obtenir au plus (p — 3)/2 coefficients du polynéme h(X), ce qui
est suffisant des que ¢ < p. Dans le cadre de I'algorithme SEA, il se peut que nous ayons a utiliser ces
algorithmes avec des courbes F, et E} non isogenes. Pour détecter ce cas, il est classique de vérifier, une
fois les coefficients de h(X) calculés, qu'une ou deux relations algébriques supplémentaires fournies par
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les équations (4.4) ou (4.5) sont satisfaites. Finalement, ces algorithmes permettent donc le calcul d’une
isogénie de degré ¢ impair si £ < p — 4.

Si £ > p > 5, nous n’obtenons qu'une partie du polynéme h(X). Il est néanmoins possible en
conjonction avec une variante de lalgorithme de Couveignes (cf. chapitre 5) d’en tirer parti comme nous
le décrivons au chapitre 8. Pour les corps finis de caractéristique deux et trois, force nous est de constater
que ces techniques ne nous sont d’aucune utilité.

Complexités : comme le colt majeur de I’algorithme CCR est I'inversion d’un systéme linéaire trian-
gulaire, la complexité en est O(¢?) multiplications dans F,.

Avec l'algorithme d’Atkin, il est par contre nécessaire de composer deux séries pour obtenir la partie
droite de équation (4.5), ce qui néeessite O(¢?) multiplications dans F, avec des algorithmes classiques.
Avec Dalgorithme de composition de Brent et Kung [15] utilisé en conjonction avec un algorithme de
multiplication de séries basé sur un schéma de transformée de Fourier discrete, il est néanmoins possible
de réaliser cette composition en O(E%“‘e). A ce moment 13, le cotit majeur devient le calcul des ¢y, et
I'algorithme d’Atkin a donc aussi pour complexité O(¢?) multiplications dans F,,.

4.3 Résultats

Pour tout corps fini F, de caractéristique p plus grande que cing, nous avons repris a l’aide de la
librairie ZEN (cf. chapitre 10) 'implantation de lalgorithme CCR réalisée par Morain pour Z/pZ [91].
Vus les temps qui sont en pratique clairement négligeables vis-a-vis des autres calculs nécessaires dans
I’algorithme SEA, nous n’avons pas jugé utile de programmer I’algorithme d’Atkin.

Pour illustrer ce phénomene mais aussi servir de référence aux algorithmes que nous décrivons dans
les chapitres suivants, nous avons mesuré le temps nécessaire au calcul d’isogénies de degrés premiers
et impairs £ croissants définies sur Fy294967291. Pour un ¢ donné, la courbe utilisée est une courbe de la
forme E, : Y2 = X3+ X +a ol a est le plus petit entier tel qu'une isogénie de degré ¢ soit définie a
partir de E,. Les résultats sont donnés sur la courbe 4.1.

Temps (s)
0.8

0.7 F CCR — 4

0.6 - i

0.5 i

04

0.3 -

0.2 -

0.1 -

0 | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

F1G. 4.1 — Temps de calcul d’isogénies de degré ¢ avec lalgorithme CCR (station DEC).

60



Chapitre 5

Premier algorithme de Couveignes
en petite caractéristique

Apres la découverte par Schoof en 1985 de son algorithme de calcul de la cardinalité d’une courbe
elliptique, le corps de définition sous-jacent aux nombreuses améliorations développées jusqu’en 1994 était
Z/pZ pour de “grands” nombres premiers p. Au vu des résultats impressionnants obtenus en pratique
pour ces derniers [34, 94], généraliser ces idées aux autres corps finis est une démarche naturelle. Comme
déja esquissé en 1992 par Menezes, Vanstone et Zuccherato [80] et comme nous l'expliquons dans la
partie I, les techniques initialement développées pour Z/pZ sont utilisables, a quelques complications
purement techniques pres, a ’ensemble des corps finis Fy, excepté le calcul d’isogénie d’Atkin et d’Elkies
du chapitre 4.

Pour calculer une isogénie, I’algorithme d’Atkin-Elkies explicite la correspondance entre les paramétri-
sations de Weierstrass associées classiquement aux points (X, Y") des deux courbes isogeénes ; X développé
en série de Fourier en un parametre 7 et Y = 0X/97. Cette paramétrisation n’est malheureusement pas
valide pour des caractéristiques p “petites”. Nous devons & Couveignes [30] le premier algorithme utili-
sable dans ce cas. Il consiste a remplacer la paramétrisation de Weierstrass par celle, utilisable pour tout
corps fini, des groupes formels ot X est développé en série de Laurent en un parametre ¢t et Y = —X/¢.

Nous expliquons ici comment mettre en ceuvre efficacement cet algorithme!. Une fois énoncés les
prérequis nécessaires a la compréhension de l'ensemble (section 5.1), nous rappelons quelles sont les
idées de Couveignes (section 5.2) et décrivons ensuite dans le détail les algorithmes utilisés (section 5.3)
pour finalement donner des exemples d’utilisation et des statistiques obtenues avec notre implantation
(section 5.4).

Notre contribution est d’avoir incorporé a l’algorithmique de Couveignes I’ensemble des techniques
algorithmiques nécessaires a la réalisation d’une implantation efficace. Ce qui nous a permis d’effectuer
pour la premiere fois en 1995 le calcul du nombre de points d’une courbe elliptique définie dans Faio0s.

Remarque : nous nous restreignons au cas des courbes non supersingulieres.

5.1 Prérequis

L’une des propriétés utilisées par Couveignes est la conservation par les isogénies de la p-torsion.
Nous en mettons donc en lumiere quelques aspects qui nous seront utiles dans les sections 5.2 et 5.3.
Puis nous rappelons ce qu’est un groupe formel associé a une courbe elliptique.

LCe chapitre reprend un rapport de recherche [70] soumis par ailleurs pour publication [71].
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5.1.1 Points de p-torsion

Les points de p-torsion forment un sous-groupe cyclique d’ordre p de la courbe elliptique considérée
sur Fpyn (cf. théoreme 26). Il leur correspond donc (p—1)/2 abscisses distinctes. Or, d’apres le théoréme 11,
les racines du polynéme f,(X) de p-division f,(X), qui est a priori de degré (p* —1)/2, sont aussi les
abscisses de points de p-division. L’explication de ce petit mystere est qu’en fait f,(X) est la puissance
p-ieme d’un polynéme h,(X) de degré (p —1)/2.

Pour le démontrer, nous pouvons par exemple utiliser un théoréme de Kronecker [11] par lequel le
polynéme modulaire ®,(X,Y") satisfait

®,(X,Y) = (X? - Y)(X — Y?) mod p.

Ce qui montre immédiatement que si E, e