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tWe des
ribe a re
onstru
tion problem for linearized polynomials. We equally des
ribe a polynomial-time al-gorithm enabling to solve this problem in a simple 
ase. From this algorithm we dedu
e an alternative e�
ientde
oding algorithm for Gabidulin 
odes introdu
ed in 1985 in [3℄.RésuméNous présentons un problème de re
onstru
tion de polyn�mes linéaires ainsi qu'un algorithme en temps poly-nomial de résolution de 
e problème dans un 
as simple. Nous en déduisons un algorithme alternatif performantde dé
odage des 
odes de Gabidulin introduits en 1985 dans [3℄.
Abridged English versionIn 1985, E. M. Gabidulin introdu
ed the rank metri
 and presented a family of optimal 
odes forrank metri
. He designed a polynomial-time de
oding algorithm 
orre
ting these 
odes up to their error-
orre
ting 
apa
ity [3℄. Another version of the de
oding algorithm was presented in 1991 in [4℄. Indepen-dantly, Roth presented a di�erent approa
h of this family, together with a de
oding algorithm, see [9℄.The di�erent algorithms solve the following de
oding problem in a �nite �eld GF (pm).De
oding(y, C, t)Find, when it exists, c ∈ C, and e where Rg(e | GF (p)) ≤ t su
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where y is a ve
tor of length n over GF (pm), C is a Gabidulin 
ode over GF (pm), t its error-
orre
ting
apa
ity, and Rg(e | GF (p)) is the rank of e ∈ GF (pm)
n when 
onsidered as a m×n-matrix over GF (p).Gabidulin 
odes are 
losely related to the theory of linearized polynomials introdu
ed by Öre in 1933,1934 [6,7℄. Namely, given a �nite �eld GF (pm), and g = (g1, . . . , gn) where the gi's are GF (p)-linearlyindependent over GF (pm), the 
odewords of Gab(g, k) are the ve
tors c = (q(g1) . . . , q(gn)), where q(z) =

∑k−1
i=0 qiz

pi . The polynomial q(z) is by de�nition a linearized polynomial of p-degree ≤ k − 1. Gabidulin
odes are thus evaluation 
odes of linearized polynomials over elements of GF (pm). On the algebra oflinearized polynomials, we de�ne the following sear
h problem.Re
onstru
tion(y = (y1, . . . , yn),g = (g1, . . . , gn), k, t)Find the set (V, q) where V is a non-zero linearized polynomial of p-degree ≤ t and where q is a linearizedpolynomial of p-degree < k, su
h that V (yi) = V × q(gi), for all i = 1, . . . , n.Theorem 3.1 shows that solving Re
onstru
tion(y,g, k, t) implies solving De
oding(y, Gab(g, k), t).Let S =
(

(g
[j]
i )n,k+t−1

i=1,j=0 | (y
[j]
i )i=n,j=t

i=1,j=0

), where from now on [j] states for pj . We 
onsider the linearsystem designed by (3) in the Fren
h version. This system is in the unknowns V
def
= (v0, . . . , vt)

T ,and N
def
= (n0, . . . , nk+t−1)

T . Proposition 3.2 shows that any solution of Re
onstru
tion(y,g, k, t)gives a solution to this system. Thus, by solving (3) we obtain a set that 
ontains the solutions ofRe
onstru
tion(y,g, k, t).If the dimension of the spa
e of solutions is 0 or 1 there is a relation between the solutions of (3) andthe solution of Re
onstru
tion(y,g, k, t). If its dimension is larger than 2, then there is no obvious linkbetween them.In the 
ase we are interested in, that is to know de
oding up to the error-
orre
ting 
apability t of the
ode, the dimension of the spa
e of solution of (3) is either equal to 0 or to 1 From any solution of (3) weobtain the unique solution, if this solution exists, of De
oding(y, Gab(g, k), t).To design our de
oding algorithm, we need to solve (3). To do it e�
iently in time 
omplexity, we set
S =





G1 Y1

G2 Y2



 , where G1 =
(

g
[i]
j

)k+t−1,k+t

i=0,j=1
is the upper-left square matrix of S of size k + t. Solving(3) is equivalent to solving the system 





G1N + Y1V = 0,

G2N + Y2V = 0.Sin
e the gi's are linearly independent overGF (p), the matrix G1 is non singular. Solving (3) is thereforeequivalent to solving system (4) where U = −G−1
1 and T = −G2G

−1
1 are of respe
tive size (k+ t)× (k+ t)and (n − k − t) × (k + t). These matri
es do not depend on the ve
tor y and 
an thus be pre
omputed.Input : The 
ode Gab(g, k) with error-
orre
ting 
apability t, a ve
tor y whose distan
e to Gab(g, k) is

≤ t, and the matri
es U and T .Output : The unique 2-uple (c ∈ Gab(g, k), e) where y = c + e and Rg(e | GF (p)) ≤ t.De
oding pro
edure :(i) Solve system (4) and get a solution (N T
0 = (ni)

k+t−1
i=0 ,VT

0 = (vi)
t
i=0).(ii) Let N0(z) =

∑k+t−1
j=0 njz

[j] et V0(z) =
∑t

i=0 viz
[i]. Determine q0 su
h that N0 = V0 × q0, [6℄.(iii) Return (c = (q0(g1), . . . , q0(gn)), e = y − c) .Sin
e in the 
ase of Gabidulin 
odes n − k − t = t or t − 1, depending on the parity of the minimumdistan
e of the 
ode, the time 
omplexity of the algorithm is ≈ (k + t)(k + t2 + 2t) + t3/2 produ
ts in

GF (pm). 2



1. Introdu
tionEn 1985, E. M. Gabidulin [3℄ introduisit la notion de métrique rang sur les espa
es de 
odes 
orre
teurs.Dans 
e même arti
le, il étudia une famille de 
odes optimaux pour 
ette métrique, et 
onçu dans lemême temps un algorithme polynomial de dé
odage jusqu'à leur 
apa
ité de 
orre
tion. Indépendamment,R. Roth redé
ouvrit 
es 
odes en 1991 [9℄. Ces 
odes, disposant d'algorithmes de dé
odage en tempspolynomial sont utilisés dans la 
on
eption de 
ryptosystèmes à 
lé publique résistants [4,5,8℄.Dans 
ette note, nous montrons que le problème de dé
odage de 
odes de Gabidulin jusqu'à leur
apa
ité de 
orre
tion est un 
as parti
ulier d'un problème plus général que nous nommerons problème dere
onstru
tion des polyn�mes linéaires, par analogie au 
élèbre problème de re
onstru
tion de polyn�mes[10℄. Les polyn�mes linéaires furent étudiés par Öre, [6,7℄. Nous dé
rivons également une méthode généralede résolution de 
e problème de re
onstru
tion et, dans le 
as des 
odes de Gabidulin, nous montronsque 
ette méthode permet de dériver un algorithme performant, polynomial en temps, de dé
odage de
es 
odes jusqu'à leur 
apa
ité de 
orre
tion.2. PréliminairesDans la suite, GF (pm) désigne le 
orps �ni à pm éléments où p est une puissan
e d'un nombre premier.Par 
ommodité on notera parfois [i]
def
= pi.Dé�nition 2.1 (Métrique rang, [3℄) Étant donné un 
orps �ni GF (pm), et un ve
teur y = (y1, . . . , yn) ∈

GF (pm)
n, on dé�nit le rang sur GF (p) de y 
omme étant le rang de la matri
e formée en prenant les
oordonnées des yi relativement à une base de GF (pm) sur GF (p). On le note Rg(y | GF (p)).Dé�nition 2.2 (Codes de Gabidulin, [3℄) Soit k un entier positif, g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ GF (pm)

n, oùles gi sont linéairement indépendants sur GF (p). Le 
ode de Gabidulin, noté Gab(g, k), est dé�ni par
Gab(g, k) =

{

(q(g1), . . . , q(gn)) | q(x) =
∑k−1

i=0 qix
[i], qi ∈ GF (pm)

}.Un polyn�me linéaire ou p-polyn�me de p-degré k tel que dé�ni par Öre s'é
rit sous la forme q(x) =
∑k

i=0 qix
[i], qi ∈ GF (pm), [6,7℄. Le 
ode Gab(g, k) est don
 un 
ode d'évaluation de polyn�mes linéairesde p-degré < k sur des éléments linéairement indépendants d'un 
orps �ni. Il est de dimension k. Les
odes de Gabidulin sont des 
odes optimaux pour la métrique rang [3℄.En métrique rang le problème de dé
odage d'un 
ode jusqu'à une distan
e t s'énon
e de la façonsuivante, où C désigne un 
ode de longueur n sur GF (pm), y est un ve
teur de longueur n, et t est unentier positif.Dé
odage(y, C, t)Trouver, s'il en existe c ∈ C et e ∈ GF (pm)

n ave
 Rg(e | GF (p)) ≤ t tels que y = c + e.Il existe des algorithmes en temps polynomial résolvant le problème Dé
odage(y, Gab(g, k), t) où tdésigne la 
apa
ité de 
orre
tion du 
ode de Gabidulin Gab(g, k) [3,4℄.3. Le problème de re
onstru
tion des polyn�mes linéairesLes polyn�mes linéaires sur GF (pm) sont les endomorphismes linéaires de GF (pm) 
onsidéré 
ommeespa
e ve
toriel surGF (p). Munis des lois d'addition, notée +, et de 
omposition, notée×, des appli
ationslinéaires ils forment une algèbre sur GF (p). On dé�nit le problème de re
onstru
tion de polyn�mes3



linéaires, où y = (y1, . . . , yn) et g = (g1, . . . , gn) sont des ve
teurs quel
onques de GF (pm)n et, où k et tsont des entiers positifs.Re
onstru
tion(y,g, k, t)Trouver tous les 
ouples (V, q) où V est un polyn�me linéaire non nul de p-degré ≤ t et q est un polyn�melinéaire de p-degré < k, véri�ant V (yi) = V × q(gi), ∀i = 1, . . . , n.Si g1, . . . , gn sont linéairement indépendants sur GF (p), alors le théorème suivant donne une relationentre Re
onstru
tion(y,g, k, t) et Dé
odage(y, Gab(g, k), t).Théorème 3.1Une solution à Re
onstru
tion(y,g, k, t), donne une solution à Dé
odage(y, Gab(g, k), t).PreuveSoit L l'ensemble des solutions de Re
onstru
tion(y,g, k, t). Prenons (V1, q1) ∈ L. Alors pour tout
i, V1(yi) = V1 × q1(gi) soit, par linéarité de V1, V1(yi − q1(gi)) = 0 pour tout i. Ces égalités sontstri
tement équivalentes aux égalités ei = yi − q1(gi) appartiennent à un espa
e ve
toriel sur GF (p)de dimension au plus égale au p-degré de V1 soit, au plus égal à t [6,7℄. Ce qui est en
ore équivalentà é
rire yi = q1(gi) + ei pour tout i, où le ve
teur e = (e1, . . . , en) est de rang au plus égal à t. Don

(c, e) où c = (q1(g1), . . . , q1(gn)) est une solution de Dé
odage(y, Gab(g, k), t). ♦On s'intéresse désormais à la résolution du problème Re
onstru
tion(y,g, k, t) qui est plus généralque Dé
odage(y, Gab(g, k), t). Résoudre Re
onstru
tion(y,g, k, t) 
orrespond à résoudre

V (yi) = V × q(gi), ∀i = 1, . . . , n, (1)dont les in
onnues sont les polyn�mes linéaires V (z)
def
=

∑t

i=0 viz
[i] et q(z)

def
=

∑k−1
j=0 qjz

[j]. C'est unsystème quadratique de n équations à k+ t+1 in
onnues. Il n'existe pas de résultat générique 
on
ernantla 
omplexité exa
te de résolution de tels systèmes. Les meilleurs 
onnus 
onsistent à trouver des base deGröbner de l'idéal engendré par 
es équations. Considérons désormais le système d'équations
V (yi) = N(gi), ∀i = 1, . . . , n, (2)dont les in
onnues sont les polyn�mes linéaires V (z)

def
=

∑t

i=0 viz
[i] et N(z)

def
=

∑k+t−1
j=0 njz

[j]. C'est unsystème linéaire dont les in
onnues sont les k + 2t + 1 
oe�
ients de N(z) et de V (z).Proposition 3.2 L'ensemble des solutions du système (2) 
ontient toutes les solutions du système (1).PreuveSoit (V0, q0) une solution de (1), le 
ouple (V0, N0 = V0 × p0) est une solution de (2). ♦On s'atta
he dorénavant à la résolution du système (2).É
rivons V def
= (v0, . . . , vt)

T , et N def
= (n0, . . . , nk+t−1)

T . Posons S =











g1 · · · g
[k+t−1]
1 y1 · · · y

[t]
1... . . . ... ... . . . ...

gn · · · g[k+t−1]
n yn · · · y[t]

n





























n.Résoudre le système (2) est équivalent à résoudre le système matri
iel aux in
onnues N et V
S ×





N

V



 = 0. (3)L'ensemble des solutions de 
e système forme un espa
e ve
toriel S dont la dimension nous donne desinformations sur les solutions du système (1). 4



(i) Si S est de dimension 0, la seule solution possible de (3), don
 de (1), est le ve
teur nul. Comme 0n'est pas éligible en tant que solution, il n'y a pas de solution au problèmeRe
onstru
tion(y,g, k, t).(ii) Si S est de dimension 1, on peut montrer que, quelle que soit la solution de (3), elle donne toujoursla même solution pour (1), quand 
elle-
i existe. Don
 Re
onstru
tion(y,g, k, t) a au plus unesolution.(iii) si S est de dimension s ≥ 2, le nombre de solutions de (3) est égal à pms, et il n'y a pas delien évident entre les espa
es de solutions de (1) et de (3). Pour déterminer les solutions deRe
onstru
tion(y,g, k, t), on énumère les pms − 1 solutions non nulles du système (3), et onteste leur validité.4. Algorithme de dé
odage des 
odes de GabidulinNous venons d'établir un lien entre le dé
odage des 
odes de Gabidulin et le problème de re
onstru
tionde polyn�mes linéaires. Considérons le dé
odage jusqu'à la 
apa
ité de 
orre
tion. Cela 
orrespond au 
asoù le ré
epteur reçoit le ve
teur y de longueur n tel que y = c+ e ave
 Rg(e | GF (p)) ≤ t = ⌊(n− k)/2⌋,et c = (q(g1), . . . , q(gn)) où q est un polyn�me linéaire de p-degré < k. La matri
e S 
orrespondant ausystème (3) est don
 une matri
e de taille n × (k + 2t + 1), où k + 2t + 1 ≤ n. On peut montrer dans 
e
as que l'espa
e ve
toriel des solutions S est de dimension au plus égale à 1. Une solution du problèmeRe
onstru
tion(y,g, k, t) permet don
 de retrouver la solution que l'on sait unique du problème dedé
odage. Il s'ensuit l'algorithme de dé
odage suivant :Entrée : le 
ode Gab(g, k) de 
apa
ité de 
orre
tion t, un ve
teur y à distan
e inférieure à t de Gab(g, k).Sortie : L'unique 
ouple (c, e), où c ∈ Gab(g, k) tel que y = c + e, ave
 Rg(e | GF (p)) ≤ tAlgorithme de dé
odage :(i) Constru
tion de la matri
e S utilisée dans le système (3).(ii) Résolution de (3). On 
hoisit une solution (N0 = (ni)
k+t−1
i=0 ,V0 = (vi)

t
i=0).(iii) Soit N0(z) =

∑k+t−1
j=0 njz

[j] et V0 =
∑t

i=0 viz
[i]. Déterminer q0 tel que N0 = V0 × q0, par divisioneu
lidienne.(iv) Retourner (c = (q0(g1), . . . , q0(gn)), e = y − c) .En négligeant la 
omplexité de l'addition dans GF (pm) et l'élévation à la puissan
e pième, par rapportau 
oût d'une multipli
ation dans GF (pm), la 
omplexité totale en temps de l'algorithme est ≈ (k +

2t)3/2+ t(k+1)+kn multipli
ations. Le terme au 
ube (k+2t)3 prépondérant 
orrespond à une méthodede pivot de Gauss a�n de résoudre le système (3), t(k + 1) 
orrespond au 
oût de la division eu
lidiennepar l'algorithme de Öre, et kn 
orrespond au 
al
ul de c en évaluant le polyn�me q sur les gi.Par rapport aux autres algorithmes de dé
odage, la 
omplexité de 
elui-
i n'est pas bonne. En e�et,le fa
teur 
ubique est en général très grand. Cependant, 
omme la matri
e S a une partie �xe qui nedépend que de g et une partie dépendant du ve
teur y reçu, on peut diminuer notablement la 
omplexitéde l'algorithme.É
rivons S =





G1 Y1

G2 Y2



 , où G1 = (g
[j]
i )k+t,k+t−1

i=1,j=0 est la matri
e 
arrée supérieure gau
he de taille
k + t de S. Résoudre (3) revient à résoudre 





G1N + Y1V = 0,

G2N + Y2V = 0.5



Comme les gi sont linéairement indépendants sur GF (p), la matri
e G1 est inversible. Résoudre lesystème (3) est don
 équivalent à résoudre le système suivant :






N = U × (Y1V),

((T × Y1) + Y2)V = 0,
(4)où U = −G−1

1 et T = −G2G
−1
1 sont deux matri
es de taille respe
tivement (k + t) × (k + t) et (n − k −

t) × (k + t). Celles-
i ne dépendent pas du ve
teur y reçu et peuvent don
 être pré
al
ulées.Entrée : Le 
ode Gab(g, k) de 
apa
ité de 
orre
tion t, un ve
teur y à distan
e inférieure à t de Gab(g, k),les matri
es U et T .Sortie : L'unique 
ouple (c, e), où c ∈ Gab(g, k) tel que y = c + e, ave
 Rg(e | GF (p)) ≤ t.Algorithme de dé
odage :(i) Résolution du système (4) par pivot de Gauss et multipli
ations matri
ielles. On 
hoisit une solution
(N0 = (ni)

k+t−1
i=0 ,V0 = (vi)

t
i=0).(ii) Soit N0(z) =

∑k+t−1
j=0 njz

[j] et V0(z) =
∑t

i=0 viz
[i]. Déterminer q0 tel que N0 = V0× q0, par divisioneu
lidienne.(iii) Retourner (c = (q0(g1), . . . , q0(gn)), e = y − c) .Seule la première étape de résolution du système est modi�ée par rapport à l'algorithme pré
édent.Comme, dans notre 
as, n−k−t = t ou bien t−1 suivant la parité de n−k, on passe d'un 
oût de résolutionen (k + 2t)3/2 pour le premier algorithme, à une 
omplexité de ≈ t2(k + t) + t3/2 + t(k + t) + (k + t)2 =

(k + t)(k + t2 + 2t) + t3/2. Le gain de 
omplexité entre les deux algorithmes est très signi�
atif.A titre 
omparatif, la 
omplexité des algorithmes dé
rits dans [4,9℄ est sensiblement égale à t(2n+m)+t3opérations dans le 
orps GF (pm).Référen
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