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Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsCorre
tion d'erreurs entre
roisées01n · · ·

Tra
k
Code array

b1nbnn· · ·

· · ·

· · ·. . .bn1b11b10b00 b01 b0n...TapeMotion bn0Corriger le long des pistes, [Blaum-M
Elie
e84℄Théorisation, [Roth91℄



Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsConstru
tion de 
odes Espa
e-TempsModèle de 
anal : Canal-ET ave
 M antennes en transmissionet N antennes en ré
eption sur un intervalle T :Y = ρHS + W , S ∈ C ⊂ AM×TImportan
e de la diversité C, [Tarokh-Seshadri-Calderbank 98℄d = minS1 6=S2∈C Rk(S2 − S1)Liens entre les 
odes MRD sur des 
orps �nis et les 
odes ave
un 
ompromis Taux-Diversité optimal, [Lu-Kumar 05℄
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e ou de rang pres
ritsCodage réseau aléatoire
Modèle de 
anal y = Hp + GeRe
her
he de 
odes de rang 
onstant [Kötter-Ks
his
hang 08℄
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e ou de rang pres
ritsHistorique des appli
ations 
ryptographiques
Systèmes de 
hi�rement, [Gabidulin-Paramonov-Tretjakov 91℄
−→ Trappe : Di�
ulté de dé
oder en métrique rang.Codes d'authenti�
ation, [Johannson95℄S
hémas d'identi�
ation ZK, [Chen96℄Fon
tions de ha
hage pour MAC, [Sava�-Naini-Charnes 05℄
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e ou de rang pres
ritsMétrique rangDe�nition (Rang d'un ve
teur)
γ1, . . . , γm, une base de Fqm/Fq,e = (e1, . . . , en) ∈ (Fqm)n, ei 7→ (ei1, . . . , ein),

∀e ∈ Fqm , Rk(e) def
= Rk



e11 · · · e1n... . . . ...em1 · · · emn De�nition
C ⊂ F

nqm a un 
ode (n,M, d)r siM = |C|Distan
e rang min : d = min
1 6=
2∈C Rk(
1 − 
2)
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Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsCodes de GabidulinSoit a = (a1, . . . , an) ∈ Fqm , où les ai sont l.i. sur Fq. On 
onsidèreG =







a1 · · · an... . . . ...a[k−1]1 · · · a[k−1]n 




, where [i ] def

= qi (1)De�nition ([Gabidulin85℄)The 
ode engendré par G est noté Gabk (a).
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e ou de rang pres
ritsPropriétés des 
odes
Ce sont des 
odes MRD (
e qui implique MDS i
i)Le dual de Gabk (a) est un Gabn−k (h)La distribution des rangs est 
onnueLe groupe des automorphismes semi-linéaires est trivial, [Berger03℄
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e ou de rang pres
ritsq-polyn�mesDe�nition ([Øre33℄) P(z) =

t
∑i=0 pizqi , pi ∈ FqmIf pt 6= 0, degq(P)

def
= t est le q-degré de P.PropriétésAnneau non-
ommutatif muni de +, ◦Algo. d'Eu
lide à gau
he et à droiteAlgo. d'interpolations et de re
her
he de ra
ines en tempspoly.
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e ou de rang pres
ritsAlgorithmes de dé
odage
Algorithme Complexité (mult. dans

Fqm)Eu
lidien ét. 2t(n + 5t) [Gabidulin85℄Résolution desyst. lin. 2t(n + t2/2) [Gabidulin91℄[Roth91℄Type BM 2t(n + 3t + t2/4) [Ri
hter-Plass 05℄Type WB 2t(4n − t) [L.05℄Table: Dé
odage d'erreur de rang t = ⌊(d − 1)/2⌋ dans Gabn−d+1(g)
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ritsConstru
tionCorps �ni FqAutomorphisme θ de Fq
Fq[X , θ]

def
=

{ n
∑i=0 piX i , n ∈ N, pi ∈ Fq}

” + ” : dé�nition usuelle
” · ” : X · a def

= θ(a)X
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e ou de rang pres
ritsPropriété de l'anneau des polyn�mes tordusProposition
Fq[X , θ] est un anneau eu
lidien à gau
he et à droiteLes idéaux bilatères sont engendrés parXm( s

∑i=0 biX im) , bi ∈ (Fq)θ,où m def
= | < θ > |Centre de l'anneau : Z (Fq [X , θ]) = (Fq)θ[Xm]
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e ou de rang pres
ritsOpérateurs de Galois aux di�éren
esCorps �ni FqAutomorphisme θ de Fq
L(Fq) def

=

{ n
∑i=0 piθi , n ∈ N, pi ∈ Fq}Morphisme d'anneau entre (Fq [X , θ],+, ·) et (L(Fq),+, ◦) donnépas n

∑i=0 piX i 7→ n
∑i=0 piθiClairement surje
tif mais pas bije
tif

L(Fq) ∼ Fq[X , θ]/(X |θ|−1 − 1)
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e ou de rang pres
ritsLien ave
 les polyn�mes linéairesSupposons que q = qt0 et θ : y 7→ yq0 alors (Fq)θ = Fq0Soit L =
∑ni=0 piθi ∈ L(Fq)Soit ℓ =
∑ni=0 piY [i ] ∈ Fq[Y ], où [i ] = qi0De manière évidente

∀y L(y) = ℓ(y)De�nition
ℓ est le q0-polyn�me asso
ié à L
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e ou de rang pres
ritsPropriétés des opérateurs de Galois aux di�éren
esSoit L =
∑ni=0 piθi ∈ L(Fq)TheoremSoit RL = {y ∈ Fq | L(y) = 0} alorsChaque élément de RL est de multipli
ité k = min{i | pi = 0}Il existe s t.q. RL ⊂ Fqs

RL est un e.v. de dimension n − k sur Fq0 .ExempleSi L(y) = θn(y) − y alors RL = Fqn0Si L(y) = θn(y) − θn−1(y) alors RL = Fq0
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Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsCodes tordusDe�nition ([Bou
her-Ulmer 07℄)Soir f ∈ Fq[X , θ] de degré n t.q. (f ) est bilatèreUn idéal à gau
he I de Fq[X , θ]/(f ) est engendré par g t.q.f = h · g
(g)/(f ) = {a · g mod (f ) | a ∈ Fq[X , θ]}est appelé un θ-
odeSi m | n et f = X n − 1, alors (g)/(f ) est appelé θ-
yliqueAppli
ation

(g)/(f ) → Cθ(g , f )p =
∑n−1i=0 piX i 7→ (p0, . . . , pn−1)
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ritsPropriétésMatri
e génératri
e de Cθ(g , f ) si g =
∑ri=0 giX i :G =

0

B

B

B

@

g0 g1 · · · gr 0 · · · 00 θ(g1) · · · θ(gr−1) θ(gr ) · · · 0... . . . . . . . . . . . . . . . ...0 · · · 0 θn−r−1(g0) · · · θn−r−1(gr−1) θn−r−1(gr ) 1

C

C

C

ASi f = X n − 1 = h · g , s.t. h =
∑n−ri=0 hiX i , alors le dual de

(g)/(f ) est engendré parg⊥ =
n−r
∑i=0 θn−i(hn−i )X i
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e ou de rang pres
ritsBorne d'un polyn�meDe�nition (Borne d'un polyn�me)Soit f ∈ Fq[X , θ]. Soit (f ) ⊂ I , I le plus petit idéal bilatère. AlorsI = (f ∗) où f ∗ est la borne de f .Plus petit θ-
ode engendré par g : (g)/(g∗), où g∗ est laborne de g .Degré maximal de la borne de f : ≤ mtn oùm : ordre de θt : degré de fn : [Fq : Fq0 ]
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e ou de rang pres
ritsCodes tordus de rang 
onstruit (I)
PropositionSoit g ∈ Fq[X , θ]. Soit β ∈ Fqs et m ≥ n ≥ δ ≥ 1 t.q.

β, . . . , θn−1(β) sont Fq0-l.i.
∀ i ∈ {0, . . . , δ − 1}, Lg (θi(β)) = 0Alors ∀f ∈ Fq0 [Xm] t.q. f = h · g on a

(g)/(f ) has minimum rank distan
e ≥ δ + 1.
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ritsEbau
he de preuve (I)
(
0, . . . , 
n−1) de rang t sur Fq0 si et ssi

(
0, . . . , 
n−1) = (C1, . . . ,Ct)U,

{ C1, . . . ,Ct , l.i.U ∈ Mtn(Fq0)
RLg =< {β, . . . , θδ−1(β), γδ , . . . , γk−1)} >Comme 
 ∈ (g)/(f ) = a · g on a 
(RLg ) = 0, 
'est-à-dire
 0

B

B

B

@

β · · · θδ−1(β) γδ . . . γk−1
θ(β) · · · θδ(β) θ(γδ) . . . θ(γk−1)... . . . ... ... . . . ...

θn−1(β) · · · θn+δ−2(β) θn−1(γδ) . . . θn−1(γk−1) 1

C

C

C

A

= 0
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ritsEbau
he de preuve (II)
Pour tout 
 ∈ (g)/(f ) de rang t
(C1, . . . ,Ct) 0

B

B

B

@

u1(β) · · · θδ−1(u1(β)) u1(γδ) . . . u1(γk−1)u2(β) · · · θδ−1(u2(β)) u2(γδ) . . . u2(γk−1)... . . . ... ... . . . ...ut(β) · · · θδ−1(ut(β)) ut(γδ) . . . ut(γk−1) 1

C

C

C

A

= 0où ui (β) =
∑nj=0 Uijθi(β), Uij ∈ Fq0Si t ≤ δ − 1, pas de solutions ex
epté le ve
teur 0



Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsConstru
tion de 
odes tordus de rang pres
rit (I)Trouver des 
odes tordus de rang δ sur Fq1 Soit θ ∈ Aut(Fq) : → q0 et Fq [X , θ]2 Prendre β dans une extension Fqs , s entier3 Trouver le plus grand τ t.q. {β, . . . , θτ−1(β)} est l.i. sur Fq04 Construire g ∈ Fq[X , θ], s.t.Lg (θi(β)) = 0, ∀i = 0, . . . , δ − 1Pas toujours possible5 Trouver la borne f de g6 Retourner Cθ(g , f )
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e ou de rang pres
ritsEspa
es ve
toriels et operateurs de Galois aux di�éren
esQuand l'étape (4) est-elle possible ?HypothèsesSoit y1, . . . , yn ∈ Fqs l.i. sur Fq0Soit σ generateur de Aut(Fqs/Fq)Soir Cas(y)
def
=

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

y1 y2 . . . yn y
θ(y1) θ(y2) . . . θ(yn) θ(y)
θ2(y1) θ2(y2) . . . θ2(yn) θ2(y)

. . . . . . . . . . . . . . .

θn(y1) θn(y2) . . . θn(yn) θn(y)

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛
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e ou de rang pres
ritsCasoratien et longueur des 
odesProposition (Casoratien)Cas(y1, . . . , yn, y) = θn +
∑n−1i=0 λiθi ∈ L(Fqs )Cas(y1, . . . , yn, y) = 0 ⇔ y ∈< y1, . . . , yn >Cas(y1, . . . , yn, y) ∈ L(Fq) ssi < y1, . . . , yn > est stable sousl'a
tion de σLemma (Longueur du 
ode)Soit β, . . . , θτ−1(β) la plus longue suite l.i. sur Fq0 . Soit g asso
iéà Cas(β, . . . , θδ−1(β), y). Alors g∗ est de degré τ et

RLg∗ =< β, . . . , θτ−1(β) >



Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsConstru
tion de 
odes tordus de rang pres
rit (II)1 Soit θ ∈ Aut(Fq) : → q0 et Fq [X , θ]2 Prendre β dans Fqs , s ≤ N t.q. σ ∈< θ >3 Trouver le plus grand n t.q. {β, . . . , θn−1(β)} est l.i. sur Fq04 Soit Lf (y) = Cas(β, . . . , θn−1(β), y). On a f ∈ Fq0 [Xm]5 Construire Vj , le plus petit e.v. sur Fq0 stable sous σ et
ontenant β, . . . , θδ−1(β)6 Construire g ∈ Fq[X , θ], t.q.Lg (Vj) = 0
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δ = 1 δ = 2 δ = 3

F16 [4,3,2]g (8) [4,2,3]g (8) [4,1,4]g (8)
F162 [8,6,3]g (64) [8, 4, 4]g (32) [8,2,7]g (64)

[8,4,5]g (32)
[12, 9, 2]g (32) [12, 6, 3]g (8) [12, 3, 4]g (8)
[12, 9, 3]g (408) [12, 6, 4]g (72) [12, 3, 6]g (64)

F163 [12,9,4]g (72) [12, 6, 5]g (136) [12, 3, 8]g (152)
[8,6,3](48) [8, 4, 3](16) [12,3,10]g (72)

[8,4,5](8) [8, 2, 5](8)
[8,2,7](48)

[16, 12, 3]g (256) [16, 8, 6]g (368) [16, 4, 10]g (256)
F164 [16, 12, 4]g (3840) [16, 8, 7]g (3008) [16, 4, 11]g (1536)

[12,9,3](512) [16,8,8]g (720) [16,4,12]g (2304)
[12, 6, 5](192) [12,3,8](512)
[12,6,6](320)



Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsCodes tordus de distan
e 
onstruiteDe�nition (Codes BCH tordus)Un 
ode BCH tordu (n, q0, t, s, δ) est un θ-
ode engendré parg ∈ Fq=qt0 [X , θ] t.q.g est divisible à droite par X − αk , ∀k = 1, . . . , δ − 1, où
< α >= F

∗qs0g est borné par f de degré nPropositionSi n ≤ (q0 − 1)s alors sa distan
e minimum est au moins δ
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ritsComment les 
onstruire ?Soit < α >= F
∗qs0 , ∀i = 1, . . . , δ − 1 
al
uler βi , t.q.

θ(βi )/βi = αiConstruire Vj , le plus petit e.v. sur Fq0 stable sous σ et
ontenant β1, . . . , βδ−1Construire g ∈ Fq[X , θ], t.q.Lg (Vj) = 0,Cal
uler f = g∗ de degré nSi n ≤ (q0 − 1)s alors as distan
e minimale est au moins δ
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δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5

F82 [6,4,3](18) [6,2,5](12) [6,2,5](9) [6,1,6](3)
[6,3,4](3) [6,1,6](3)

[9, 6, 3](108) [9, 3, 6](60) [9,1,9](6) [9,1,9](3)
F83 [9,6,4](18) [9,3,7](12) [9, 2, 6](6) [9,2,6](6)

[6,3,4](18) [9, 4, 5](12) [9,2,8](6)
[9,4,6](3) [9, 3, 6](24)
[6,2,5](18) [9,3,7](3)

[9,4,5](3)
[12, 8, 3](132) [12, 4, 5](12) [12,1,12](6) [12,1,12](3)

F84 [12,8,4](183) [12, 4, 6](60) [12, 2, 6](3) [12, 2, 6](3)
[9,6,3](54) [12,4,7](48) [12, 2, 8](6) [12, 2, 8](6)

[12, 5, 6](21) [12,2,10](9) [12,2,10](3)
[12,5,7](12) [12, 3, 6](6) [12, 3, 6](9)
[12,7,4](3) [12,3,9](18) [12,3,9](3)
[12,8,4](72) [12, 4, 7](9) [12, 4, 6](3)



Codes tordus de distan
e ou de rang pres
ritsRésultats obtenus
Ave
 la méthode du rang : [42, 14, 21]8, borne de Griesmer :25Ave
 la méthode BCH : [40, 23, 10]4, borne de Griesmer : 13
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ritsPerspe
tives et questions ouvertes
Re
her
he de nouveau 
odes ave
 de bons paramètresAppli
ations 
ryptographiquesAppli
ations des 
odes de rang pres
rit en théorie des 
odes
orre
teurs


