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Des applications de la métrique rang
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Correction d'erreurs entrecroisées

Track 0 [y, [ bo e bo,,
L\l by | bu bin
Tap N e i ——
Motion R R
n |bn0 b, b,, |
— >
Code array

@ Corriger le long des pistes, [Blaum-McEliece84]
@ Théorisation, [Roth91]
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Construction de codes Espace-Temps

@ Modéle de canal : Canal-ET avec M antennes en transmission
et N antennes en réception sur un intervalle T :

Y =pHS+ W, SecCc AMxT
@ Importance de la diversité C, [Tarokh-Seshadri-Calderbank 98]

d= i Rk(S;, — S
Slgggec ( 2 1)

o Liens entre les codes MRD sur des corps finis et les codes avec
un compromis Taux-Diversité optimal, [Lu-Kumar 05]
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Codage réseau aléatoire

@ Modéle de canal
y = Hp + Ge

@ Recherche de codes de rang constant [Kétter-Kschischang 08]
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Historique des applications cryptographiques

@ Systémes de chiffrement, [Gabidulin-Paramonov-Tretjakov 91]
—— Trappe : Difficulté de décoder en métrique rang.

@ Codes d'authentification, [Johannson95]
@ Schémas d'identification ZK, [Chen96]

@ Fonctions de hachage pour MAC, [Savafi-Naini-Charnes 05]
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Métrique rang

Definition (Rang d'un vecteur)
® Yi,...,7Ym, une base de Fgm/F,
oe=(e,....en) € (Fgm)", & — (€i1,--.,€in),

€11 -+ €1n

Ve € Fgm, Rk(e) % Rk

€ml1 - €mn

Definition
C C Fgm a un code (n, M, d), si
o M=|C|

@ Distance rang min : d = ming,+c,ec Rk(cg — ¢2)
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Codes de Gabidulin et polyndmes linéaires
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Codes de Gabidulin

Soita = (a1,...,an) € Fgm, ou les a; sont Li. sur F;. On considére
al e an
G= : : , where [i] def qi (1)
agk_u gl

Definition ([Gabiduling5])
The code engendré par G est noté Gaby/(a). J
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Propriétés des codes

@ Ce sont des codes MRD (ce qui implique MDS ici)
o Le dual de Gaby(a) est un Gab, (h)
@ La distribution des rangs est connue

@ Le groupe des automorphismes semi-linéaires est trivial, [Berger
03]
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g-polynémes

Definition ([@re33])
t
P(z) = piz". pi € By
i=0

If pr # 0, degq(P) %t est le q-degré de P.

Propriétés
@ Anneau non-commutatif muni de +,0
@ Algo. d'Euclide a gauche et a droite

@ Algo. d'interpolations et de recherche de racines en temps
poly.



Codes tordus de distance ou de rang prescrits

Algorithmes de décodage

Algorithme Complexité (mult. dans

Fgm)
Euclidien ét. 2t(n + 5t) [Gabiduling5]
Résolution de Gabidulin91
syst. lin. 2t(n+1°/2) {Rotth] |
Type BM 2t(n + 3t + t2/4) [Richter-Plass 05]
Type WB 2t(4n —t) [L.05]

Table: Décodage d'erreur de rang t = [(d — 1)/2] dans Gab,_q4+1(8)
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Anneau des polydmes tordus — @re 1933
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Construction

@ Corps fini Fy

@ Automorphisme 6 de F,

Fq[X,0] % {Zp,‘Xi, neN, p € Fq}

i=0

o " 4" : définition usuelle

@ " X-adgﬁ(a)X
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Propriété de I'anneau des polynémes tordus

Proposition J

Fq[X, 0] est un anneau euclidien a gauche et a droite

@ Les idéaux bilatéres sont engendrés par

S
Xxm (Z b,-X””) ., bi e (F,)’,
i=0

ol mdg\<9>|

o Centre de I'anneau : Z(Fy[X, 0]) = (F,)[X™]
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Opérateurs de Galois aux différences

o Corps fini Fg
@ Automorphisme 6 de I,

L(Fq) def {Z pid’, neN, pj € Fq}
i=0
Morphisme d'anneau entre (Fy4[X,0],+,) et (L(Fy),+,0) donné

pas
n . n .
> pXi e Y

i=0 i=0

Clairement surjectif mais pas bijectif

L(Fq) ~ Fq[X, 9]/(X|6‘_1 - 1)
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Lien avec les polyndmes linéaires

@ Supposons que g = g§ et 6 : y — y% alors (Fq)? = Fq,
® Soit L =37 opi0" € L(Fq)
o Soit £ =31, pi Yl € Fy[Y], ou [i] = qf

De maniére évidente

Yy L(y) =£y)

Definition
¢ est le qo-polynéme associé a L J
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Propriétés des opérateurs de Galois aux différences

o Soit L =31, pit € L(F,)

Theorem

Soit Ry ={y € Fq | L(y) = 0} alors
o Chaque élément de R est de multiplicité k = min{i | pj = 0}
o Il existe s t.q. Ry C Fgs

® Ry est un e.v. de dimension n — k sur Fg,.

Exemple
o SiL(y)=0"(y) —yalors Ry =Fgp
o SiL(y)=0"(y)— 0" (y) alors R = Fg,
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Construction de codes tordus
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Codes tordus

Definition ([Boucher-Ulmer 07])
Soir f € Fg[X,0] de degré n t.q. (f) est bilatére

@ Un idéal a gauche | de Fy[X,60]/(f) est engendré par g t.q.
f=h-g

(&)/(f) = {a-g mod (f) | a € Fy[X, 0]}

est appelé un 0-code

@ Sim|netf=X"—1, alors (g)/(f) est appelé 6-cylique

Application

(8)/(f) — Cols,f)
p=3""0pX — (Pos--. Pn-1)
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Propriétés

@ Matrice génératrice de Co(g,f)sig=>1_,&X":

80 g1 s 8r 0 - 0
. 0 O(g) -+ 0O(g-1) Og) 0
0 - 0 0" Hgo) - 0" Hge-1) 0" Har)

oSif=X"—1=h-g,st. h=> 1 hi X!, alors le dual de
(g)/(f) est engendré par

n—r

gl — Z Hn_i(hn_,')Xi

i=0
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Borne d'un polynéme

Definition (Borne d'un polynéme)

Soit f € Fg[X,0]. Soit (f) C I, I le plus petit idéal bilatére. Alors
I = (f*) oo f* est la borne de f.

@ Plus petit #-code engendré par g : (g)/(g*), oi g* est la
borne de g.

@ Degré maximal de la borne de f : < mtn ou

@ m : ordre de 6
o t: degré de f
o n: [Fq:Fgl
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Codes tordus de rang construit (I)

Proposition
Soit g € Fg[X,0]. Soit f € Fgs et m>n>§>1tq.
® f,...,0"Y(B) sont Fgy-l.i.

o Vie{0,...,0 —1}, Lg(0'(B)) =0
AlorsVf € Fo[X™| t.q. f=h-g ona

(g)/(f) has minimum rank distance > § + 1.
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Ebauche de preuve (1)

® (co,...,cn1) de rang t sur Fy, si et ssi

Ciy..., Gl

(Co,...,Cn—l):(Cl""’ct)U’ { UEMtn(qu)

o Ry, =<{B,....0°7 ()75, Yk-1)} >

o Comme c € (g)/(f) =a-gonac(Ry) =0, cest-a-dire
I¢] 96—1(ﬁ) s e

0B) - 0°(P) 6(6) - Oner) | ;

onfl(ﬁ) 9n+5;2(/8) 0“71.(’)’5) . 0“71(.’)%71)
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Ebauche de preuve (I1)

@ Pour tout ¢ € (g)/(f) de rang t
w(B) - 0 Hw(B) wlye) ... u(ye-r)

w(B) - N wA(B) w(vs) .. wa(ve-1)
(C1,...,C) R _ . _ :

=0
() o P N((B) ) . uelen)
ou ui(B) = 337 Uy0'(B), Ujj € Fgy

@ Sit <§ —1, pas de solutions excepté le vecteur 0
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Construction de codes tordus de rang prescrit (1)

Trouver des codes tordus de rang § sur Fy

Q Soit 0 € Aut(Fy) : — qo et Fg[X, 0]

@ Prendre 3 dans une extension Fys, s entier

Q Trouver le plus grand 7 t.q. {8,...,07"1(3)} est Li. sur Fy,
Q Construire g € Fy[X, 0], s.t.

Le(6'(B) =0, Vi=0,...,6 -1

Pas toujours possible
© Trouver la borne f de g
Q Retourner Cy(g,f)
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Espaces vectoriels et operateurs de Galois aux différences

@ Quand I'étape (4) est-elle possible 7

Hypothéses
@ Soit y1,...,yn € Fgs Li. sur Fg,
@ Soit o generateur de Aut(Fqs/Fq)

@ Soir
y Y20 ..o Yn y
wr | 001) 002) o O(yn)  O(y)
Cas(y) = | 0%(»1) 6*(y2) ... 6*(ya) 6%(y)

0"(n) 0°(ys) ... O"(ya) O°(y)
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Casoratien et longueur des codes

Proposition (Casoratien)
o Cas(yr, -, ymy) = 0"+ S0 X € L(Fy)
o Cas(yi,...,ymy)=0&ye<y,...,yn >

o Cas(y1,...,yn,y) € L(Fq) ssi < y1,...,yn > est stable sous
I'action de o

Lemma (Longueur du code)

Soit B,...,07"Y(83) la plus longue suite l.i. sur Fg,. Soit g associé
a Cas(f3,...,0071(3),y). Alors g* est de degré T et

Ri. =<fB,...,0771(B) >
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Construction de codes tordus de rang prescrit (I1)

Q Soit § € Aut(Fq) : — qo et Fy[X, 6]

@ Prendre g dans Fgs, s <N tqg. o0 €< >

© Trouver le plus grand n t.q. {B,...,0""1(B)} est Li. sur Fg,
Q Soit Le(y) = Cas(B,...,0"71(B),y). Ona f € Fg[X™]

@ Construire V;, le plus petit e.v. sur [Fy, stable sous o et
contenant (3,...,0°71(3)

Q Construire g € Fy[X, 0], t.q.

Le(Vj) =0



| 5=1 \ 6=2 \ =3
F16 [4,3,2],(8) [4,2,3],(8) [4,1,4],(8)
Fie || [8,6,3],(64) [8.4,4]¢(32) [8,2,7],(64)
[8,4,5],(32)

[12,9,2],(32) [12,6,3]¢(8) [12,3,4]4(8)
[12,9,3]4(408) | [12,6,4]5(72) | [12,3,6]4(64)

Fies | [12,9,4],(72) | [12,6,5]4(136) | [12,3,8]4(152)
[8,6,3](48) [8,4,3](16) [12,3,10],(72)
[8,2,7](48)

[16,12,3]5(256) | [16,8,6],(368) | [16,4,10],(256)
Fige || [16,12,4],(3840) | [16,8,7]5(3008) | [16,4,11],(1536)

[12,9,3](512)

[16,8,8],(720)
[12,6,5](192)
[12, 6, 6](320)

[16,4,12] (2304)
[12,3,8](512)
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Codes tordus de distance construite

Definition (Codes BCH tordus)

Un code BCH tordu (n, qo, t,s,d) est un O-code engendré par
g € Fo—q[X.0] t.q.

@ g est divisible 4 droite par X —oX, Vk=1,...,6 — 1, ou
<a>= FZS

@ g est borné par f de degré n

Proposition

Sin < (qo — 1)s alors sa distance minimum est au moins 0
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Comment les construire ?

o Soit < a >= IF’;S, Vi=1,...,6 — 1 calculer 3;, t.q.

0(3i)/Bi = o

@ Construire Vj, le plus petit e.v. sur Fy, stable sous o et
contenant f1,..., 051
o Construire g € Fy[X, 0], t.q.

Lg(Vj) =0,
o Calculer f = g* de degré n

Si n < (go — 1)s alors as distance minimale est au moins &



| o0=2 | =3 | =4 | =5 |

Fg || [6,4,3](18) | [6,2,5](12) | [6,2,5](9) | [6,1,6](3)
[6,3,4](3) | [6,1,6](3)

[9,6,3](108) | [9,3,6](60) | [9,1,9](6) | [9,1,9](3)

Fgs || [9,6,4](18) | [9,3,7](12) | [9,2,6](6) | [9,2,6](6)
[6,3,4](18) | [9,4,5](12) | [9,2,8](6)
[9,4,6](3) | [9,3,6](24)
[6,2,5](18) | [9,3,7](3)
[9.4,5](3)

[12,8,3](132) | [12,4,5](12) | [12,1,12](6) | [12,1,12](3)

Fg. || [12,8,4](183) | [12,4,6](60) | [12,2,6](3) | [12,2,6](3)

[9,6,3](54) | [12,4,7](48) | [12,2,8](6) | [12,2,8](6)

[12,5,6](21) | [12,2,10](9) | [12,2,10](3)

[12,5,7](12) | [12,3,6](6) | [12,3,6](9)

[12,7,4](3) | [12,3,9](18) | [12,3,9](3

[12,8,4](72)

(
[12,4,7](9)

)
[12,4,6](3)
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Résultats obtenus

@ Avec la méthode du rang : [42,14,21]g, borne de Griesmer :
25

@ Avec la méthode BCH : [40,23,10]4, borne de Griesmer : 13
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Perspectives et questions ouvertes

@ Recherche de nouveau codes avec de bons paramétres
@ Applications cryptographiques

@ Applications des codes de rang prescrit en théorie des codes
correcteurs



