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Introduction

Cet article est le premier d'une série consacrée au probleme des six opérations
de Grothendieck pour la cohomologie p-adique des variétés algébriques sur un corps
k de caractéristique p.

Grace a la cohomologie rigide ([2], [5]), on peut définir, pour tout k-schéma
séparé de type fini X, des groupes de cohomologie p-adique qui généralisent d'une
part la cohomologie cristalline lorsque X est propre et lisse sur k, d'autre part la co-
homologie de Dwork-Monsky-Washnitzer lorsque X est affine et lisse sur k. Par
contre, on ne disposait pas jusqu'ici, dans le cas p-adique, d'une catégorie de coeffi-
cients suffisament stable par les opérations usuelles (et en particulier par image
directe) pour pouvoir utiliser avec toute leur puissance les méthodes géométriques
standard en cohomologie complexe ou en cohomologie (-adique. Les seuls coeffi-
cients étudiés jusqu'a présent sont les isocristaux, qui constituent une extension
aux variétés de caractéristique p de la notion de fibré a connexion intégrable, et ne
sont donc pas stables par image directe par un morphisme quelconque, notamment
par une immersion. Rappelons néanmoins que, dans certaines situations géomé-
triques favorables comme la réduction semi-stable, 1'introduction des schémas loga-
rithmiques ([18], [25], [28], etc) permet d'étendre les résultats dont on dispose
classiquement dans le cas de morphismes propres et lisses. Par contre, dans des
situations plus générales, des phénomeénes spécifiques a la caractéristique p et plus
difficilement accessibles par les techniques logarithmiques peuvent se produire.
Par exemple, dans le cas de revétements sauvagement ramifiés, des singularités
irrégulieres peuvent apparaitre : les isocristaux de Dwork, fournis par le
revétement d'Artin-Schreier ([17], [3]), en constituent un exemple. Il est alors
intéressant de disposer de coefficients plus généraux.

Pour essayer de construire une catégorie de coefficients stable par les six
opérations, la démarche que nous entreprenons s'inspire de la théorie algébrique
des “coefficients de de Rham” en caractéristique 0. Cette théorie, dont 1'existence
avait été conjecturée par Grothendieck vers le milieu des années soixante (elle est
notamment sous-jacente aux questions posées dans [21] sur 1'algébricité de la suite
spectrale de Leray — voir aussi [22, 1.5]), résulte des travaux de Deligne sur les
fibrés a connexion réguliere [16], et du développement de 1'analyse algébrique, grace
aux travaux de Sato-Kashiwara-Kawai, Bernstein, Mebkhout, etc. La corres-
pondance de Riemann-Hilbert, établie par Kashiwara ([26], [27]) et Mebkhout ([32],
[33]), fournit le lien entre la théorie algébrique des systemes différentiels, et la
théorie topologique des faisceaux constructibles : rappelons qu'on peut associer, a
toute variété algébrique lisse X sur C, la catégorie dérivée bornée DZ(@X) des
complexes a cohomologie holonome : c'est une sous-catégorie pleine de la catégorie
dérivée des modules a gauche sur le faisceau Yy des opérateurs différentiels de X,
qui vérifie les propriétés suivantes (voir [11], [34]) :

a) Pour X variable, Dz(@X) est stable par les quatre opérations de base de la
théorie des Yy-modules : dualité interne, produit tensoriel externe, image directe
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ordinaire, image inverse exceptionnelle;

b) Si D?(QX) désigne la catégorie dérivée bornée des complexes de C-espaces
vectoriels a cohomologie constructible sur l'espace analytique X% associé a X, il
existe un foncteur DR : D? W(Dx) — Db(CX) et une sous-catégorie pleine D (Dy) de
DZ(@X), la catégorie dérivée bornée des complexes a cohomologie holonome régu-
liere, tels que la restriction de DR a D;’Lr(@X) soit une équivalence de catégories, et
commute aux quatre foncteurs précédents.

Rappelons de plus que les six opérations cohomologiques de Grothendieck sur
D?(QX) (a savoir ®, SHom, f*, S f!, Jf)) peuvent étre reconstruites a partir des
quatre foncteurs précédents (voir [34, IT 9.3.1]).

Soient maintenant & un corps parfait de caractéristique p, W = W(k) 1'anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans k, et X une une variété lisse sur k. La
méthode que nous commencons a développer ici consiste a supposer dans un
premier temps X relevable en un schéma formel % lisse sur W, et a construire sur &

une famille de faisceaux d'anneaux d'opérateurs différentiels 7%

, ayant pour
limite inductive un faisceau @} qui opere naturellement sur divers (/,-modules liés
a la construction de la cohomologie rigide de X. L'idée de base consiste a remplacer
le faisceau des opérateurs différentiels usuels 9, engendré par la famille de tous
les opérateurs de la forme ag’j/ p’!, ot les d; sont les dérivées partielles par rapport a
un systéme de coordonnées locales, par une famille de faisceaux d'opérateurs
différentiels @E{") engendrés par un nombre fini de tels opérateurs; un exemple
classique en cohomologie cristalline en est le faisceau engendré par les seules
dérivations, noté ici ,@50), dont l'action équivaut a la donnée d'une connexion
intégrable.

Il est alors frappant de constater que la description du faisceau @T obtenu par
complétion et passage a la limite inductive a partir des faisceaux @(m) falt apparai-
tre les conditions de convergence de Monsky-Washnitzer. Il semble donc naturel
d'espérer que les propriétés de finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer —
et, plus généralement, de la cohomologie rigide — proviennent de propriétés de
finitude sur le faisceau @ZI‘,Q = @; ® @, de méme que la finitude de la cohomologie
de de Rham d'une variété X sur un corps de caractéristique O résulte de la préserva-
tion de I'holonomie par les opérations cohomologiques sur les ¥y -modules. On peut
en tous cas montrer que @I q est un faisceau d'anneaux cohérent (quoique non
neethérien), et définir pour les & g, q‘modules a gauche cohérents (éventuellement
munis d'une action de Frobenius) des opérations cohomologiques et une notion
d'holonomie prolongeant celles dont on dispose pour les Yx-modules holonomes en
caractéristique 0. On peut alors raisonnablement conjecturer que, pour X propre et
lisse, la categorle dérivée Dh(@ T, Q) est stable pour ces opérations. De plus, la
catégorie Dh(@ x, Q) et les opérations cohomologiques correspondantes ne dépendent,
a isomorphisme canonique pres, que de la réduction modulo p des schémas
considérés, et on espére pouvoir étendre leur définition au cas d'un k-schéma de
type fini arbitraire par plongement dans un schéma propre et lisse.

Les premiers résultats dans cette direction ont été annoncés dans [4], oll nous
avons aussi montré comment, lorsque X est propre sur k, la cohomologie rigide
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d'un ouvert Y de X peut étre calculée comme cohomologie de de Rham d'un com-
plexe de @; Q-modules. Dans le présent article, consacré a la construction et aux
propriétés de cohérence des anneaux d'opérateurs différentiels considérés, nous
donnons la démonstration compléte de ces résultats, en les généralisant au cas des
opérateurs a singularités surconvergentes le long d'un diviseur. La définition et les
propriétés des opérations cohomologiques sur les @},Q-modules, ainsi que leur
caractére intrinseque par rapport a X, seront l'objet des articles suivants.

La construction des faisceaux d'opérateurs @%’”), qui s'applique a tout schéma
lisse sur une base ol les entiers premiers a un nombre premier p donné sont inver-
sibles, repose de manieére essentielle sur un affaiblissement de la notion d'idéal a
puissances divisées : pour un entier m fixé, et un idéal I donné, on requiert seule-
ment de pouvoir définir les puissances divisées des éléments xP", avec x e I (cf.
(1.3.1) pour une définition en forme de cette structure, que nous appelerons PD-
structure partielle de niveau m sur I). La premiére partie de cet article est consa-
crée a l'étude de cette notion, qui redonne la notion usuelle pour m = 0; pour la com-
modité des références ultérieures, nous y avons regroupé des définitions et résultats
dont certains ne seront utilisés que dans les articles suivants. Mentionnons ici
qu'une telle structure permet encore de définir pour tout 2 > 1 des applications de
puissances divisées partielles de I dans I, notées x —> x'*¥!, qui satisfont des rela-
tions analogues aux relations habituelles entre puissances divisées (voir (1.3.5)); en
particulier, elles vérifient les relations g!x'* = x*, avec k = p™q +r, 0 < r < p™
Partant d'un idéal I arbitraire, on dispose encore d'une construction universelle
fournissant une “enveloppe a puissances divisées partielles de niveau m” de I.
Appliquée a l'idéal d'augmentation d'une algebre de polynomes A[#], elle définit
une algeébre de polynémes a puissances divisées partielles de niveau m, qui est un
A-module libre ayant pour base les “monomes” ¢'*'.

Signalons au passage que l'idéal maximal d'un anneau de valuation discréete
d'inégales caractéristiques peut toujours étre muni d'une PD-structure partielle de
niveau m si m est assez grand. On peut alors utiliser les PD-structures partielles
pour construire des variantes “de niveau m” du site cristallin usuel, qui permettent
dans certains cas d'obtenir des résultats lorsque la base est un anneau de valuation
discrete de ramification arbitraire : par exemple, on peut de la sorte donner une
démonstration du théoréeme de comparaison (a isogénie preés) entre cohomologie
cristalline de X et cohomologie de de Rham de % identique a celle dont on dispose
pour e < p — 1, et ne faisant donc pas appel a l'action du Frobenius comme dans [10].
De méme, combinant ces techniques avec les résultats de la derniere partie du
présent article, il est possible de donner une construction de nature cristalline de la
cohomologie rigide. Ces questions ne seront pas abordées ici, mais nous y revien-
drons dans un article ultérieur.

Suivant la méthode utilisée par Grothendieck dans [EGA IV], nous définissons
dans la deuxiéme partie les faisceaux ¢ &m) en dualisant les enveloppes a puissances
divisées partielles nilpotentes @S‘( (m) de l'idéal de la diagonale. Le résultat essentiel
(1.5.3), qui étend aux enveloppes a puissances divisées de certains idéaux réguliers
la description donnée plus haut pour une algébre de polynémes, fournit le théoreme
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de structure des faisceaux .@?(,(m) griace auquel on peut décrire explicitement les
faisceaux d'opérateurs différentiels obtenus. On montre ainsi que les @(m) sont
engendrés par les opérateurs de la forme E)ZPJ /p’!, avec j < m. Par exemple, si ¥ est
un anneau de valuation discrete d'inégales caractéristiques (0, p), de corps des
fractions K, et si X = A,I/ est la droite affine sur ¥/, on dispose d'homomorphismes
injectifs

T(A}, 97") —— T(A}, Dy) —— T(Bg, 9y ) = Klt,0],

ou ¢ est une coordonnée sur A}/ et 0 la dérivation correspondante. Cette injection
identifie alors T(A}, Z¢™) a la sous-V-algebre ¥'[t, 9, 9P/p!,...,dP" /p™!] de K¢, 91,
qu'on peut encore décrire comme étant le sous-¥'[¢t]-module libre ayant pour base
les opérateurs q!9*/k!, ou k=pmq+r,0<r<p™.

Si V' est complet, et si & est un V'-schéma formel lisse, nous introduisons

(m)

ensuite le complété p-adique @}m) de 9", et nous donnons alors la description en
termes de conditions de Monsky-Washnitzer du faisceau @T , défini comme limite
inductive des faisceaux @(Im) Ainsi, sil'on consideére le cas ou & = Spfv'{¢} est la
droite affine formelle sur ¥, on vérifie que I'(¥, @}) peut étre décrit par
. i a.ykeV; ‘v’k,a.’k—>0pouri—>+oo;
rx, ) = {'S o, 634 /k! ‘ ’ ]

4 Je,neR,n<1, tels que Vi, &, |o, | <cn®
1,k>0 ,

Dans la troisieme partie, nous étudions les propriétés de cohérence des
faisceaux @}m) et 7} x.q- A la différence du faisceau ¥, des opérateurs différentiels
usuels, les faisceaux @(m) sont des faisceaux d'anneaux ncethériens. Pour la
commodité des références, nous rappelons d'abord briévement comment s'étendent
au cas non commutatif les résultats classiques sur les complétés d'anneaux
neethériens. Nous en déduisons la cohérence des faisceaux @(’") et les théoremes A
et B pour les @(’”)-modules cohérents, ainsi que les résultats analogues pour @(’”) =

(’”) ® Q. Le résultat le plus important de cette partie est alors le théoreme (3. 5 3),
etabhssant la platitude de @(”HD sur @(m) La cohérence du faisceau @rQ en
résulte, de méme que les theoremes A et B pour les 7 r.Q -modules cohérents.

Les résultats précédents sont en fait prouvés dans un contexte plus général,
permettant de les appliquer aux opérateurs différentiels a coefficients dans une
O -algébre % munie d'une action de @(m) Dans la derniére partie, nous considérons
une immersion ouverte j : ¥ — ¥, de réduction Y = X sur k, telle que le complé-
mentaire de Y soit le support d'un diviseur Z c X. Nous montrons alors comment
associer de maniere canonique a ces données des faisceaux de (J,-algébres @.f[m)(Z ),
munis d'une action de @flm), qui sont des modeles entiers de certaines algebres de
fonctions “surconvergentes” le long de Z (au sens de la cohomologie rigide [2]). En
passant a la limite inductive sur m, on obtient le faisceau, noté (Q,I(TZ ), des
fonctions sur % a singularités surconvergentes le long de Z, grace auquel on définit
un faisceau d'opérateurs différentiels sur %, noté @}}(TZ), dont les coefficients
appartiennent a Oi{(TZ ). Si l'on reprend l'exemple de la droite affine formelle sur v
considéré plus haut, avec pour diviseur Z = {0}, on obtient ainsi pour sections
globales de @;(TZ )Q I'anneau d'opérateurs différentiels
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I, 95(2)g) =

. o, ,€eK; Vk,o, ,—0pouri—+oo;

{3 watd/e ; oV brsup(0,1) )
< ik Je,neR,n<1, tels que Vi, %, |a; | <en®tsePO—0
lLe 5
k>0

dont les coefficients convergent hors d'un disque de rayon < 1 a l'origine. L'intro-
duction du faisceau @}}(TZ), qui est un sous-faisceau du faisceau image directe
usuel ]x@T , permet de donner un sens a la notion de “@&-module sur % a singu-
larités surconvergentes le long de Z”. Par une extension du théoréme de platitude
(3.5.3), nous montrons la cohérence du faisceau @{}(TZ)Q. Nous montrons égale-
ment la fidele platitude sur @}(TZ )q du faisceau ]*@EQ Enfin, nous terminons ce
premier article en montrant que les isocristaux sur Y, surconvergents le long de Z,
peuvent s'interpréter comme des QZ)}(TZ)Q-modules, cohérents sur O;{(TZ)Q et sur
@;(TZ)Q (théorémes (4.4.5) et (4.4.12)), étendant ainsi les résultats obtenus dans [4]
pour les isocristaux convergents. Le lecteur pourra se reporter a [4] ou a [20] pour
différents exemples de @},Q-modules cohérents en liaison avec la cohomologie
rigide.

Rappelons pour finir que Mebkhout et Narvaez ont également entrepris 1'étude
des coefficients p-adiques [35], par des méthodes voisines, mais quelque peu diffé-
rentes des notres, reposant sur la notion de schéma faiblement formel introduite
par Meredith [36] plutét que sur les schémas formels classiques utilisés dans le
présent article. L'avantage du point de vue que nous adoptons ici est de permettre de
travailler modulo p?, et de bien se préter aux comparaisons avec la cohomologie
cristalline et la cohomologie rigide. Pour pouvoir prendre en compte les conditions
de surconvergence a l'infini dans le cas d'une variété ouverte, nous serons alors
amenés a introduire une compactification de celle-ci, et a utiliser les techniques que
nous commencons a développer dans la quatriéme partie de cet article pour 1'étude
de la surconvergence a l'infini.

Dans les articles suivants de cette série ([6], [7]), nous commencerons 1'étude
des foncteurs image inverse et image directe. En particulier, nous montrerons la
conservation de la cohérence par image inverse par un morphisme lisse, et par
image directe par un morphisme propre, ainsi qu'un théoréme de descente par
Frobenius qui joue un role crucial dans la théorie des @},Q-modules. Dans un
article ultérieur, nous construirons la variété caractéristique d'un @;;,.7Q-module
muni d'une action de Frobenius (que nous appelerons F-@;yQ-module), et nous
prouverons l'inégalité de Bernstein, ainsi qu'un théoréeme de l'indice analogue a
celui de Dubson (cf. [15], [31]) pour les F-@},Q-modules holonomes sur un schéma
propre et lisse.

La gestation de cette théorie a beaucoup bénéficié des discussions que j'ai pu
avoir avec G. Laumon et Z. Mebkhout, a qui je tiens a exprimer toute ma gratitude.
La rédaction du présent article a été achevée lors de séjours effectués en 1993 au
Mathematical Sciences Research Institute, Berkeley, et a 1'lsaac Newton Institute
for Mathematical Sciences, Cambridge : qu'ils soient aussi remerciés pour l'excel-
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lente ambiance de travail que j'ai pu y trouver.

Conventions générales

Dans tout cet article, on fixe un nombre premier p, et on note Z, _, le localisé de

Z. par rapport a l'idéal (p). Pour tout anneau de valuation disc(fi)ete d'inégales
caractéristiques (0, p), la valuation p-adique est normalisée par vp( p) =1, et la
valeur absolue correspondante définie par |a| = p~% % .

Nous adopterons les conventions uselles de l'analyse concernant les multi-
indices; nous noterons 1, le multi-indice dont tous les termes sont 0 sauf le i-iéme,
égal a 1. Si k= (ky,...,k;), nous poserons |k| = k; + ... + k; (en espérant que le
soulignement permettra de ne pas confondre cette notation avec celle de la valeur
absolue, archimédienne ou p-adique, d'un entier k).

1. Puissances divisées partielles

Nous introduisons ici, pour tout m € IN, la notion de structure partielle d'idéal
a puissances divisées de niveau m sur un idéal I d'une Z(p)-algébre A. Il s'agit
d'une généralisation de la notion usuelle de PD-structure, qu'on retrouve pour
m = 0, et qui consiste essentiellement a se donner un idéal a puissances divisées
(J, ) c I tel que, pour tout x € I, on ait xP" e J. Une telle structure permet notam-
ment de définir sur I des applications de puissances divisées partielles x — xtF
(dépendant de m), qui vérifient des relations du méme type que celles des opérations
de puissances divisées usuelles (voir (1.3.5) - (1.3.6)). Ces relations font intervenir
certaines variantes des coefficients bindmiaux, que nous définirons et dont nous
étudierons la valuation p-adique dans la section (1.1). Dans la section (1.2), nous
donnerons quelques compléments a [1] sur les conditions de compatibilité entre
puissances divisées. Celles-ci jouent un roéle important dans la théorie des PD-
structures partielles, car c'est en imposant des conditions de compatibilité aux
puissances divisées naturelles de p que l'on peut obtenir de bonnes propriétés
d'additivité. La section (1.3) sera consacrée a la définition et aux propriétés de base
de la notion de m-PD-idéal. Nous y définirons en particulier les opérations xF
ainsi que la filtration m-PD-adique qui s'en déduit, et qui, comme la filtration PD-
adique habituelle, généralise la filtration I-adique. L'outil essentiel dans 1'utilisa-
tion des m-PD-idéaux est la construction de l'enveloppe a puissances divisées d'un
idéal, qui sera 1'objet de (1.4). Le résultat principal de ce chapitre est alors le théore-
me (1.5.3), qui fournit pour certains idéaux réguliers une description explicite des

enveloppes a puissances divisées correspondantes et de leur filtration m-PD-adique,
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montrant que leur structure est essentiellement celle d'une algebre de polynémes a

puissances divisées partielles, explicitée en (1.5.1).
(1.1) Coefficients binomiaux modifiés

La théorie des puissances divisées partielles ameéne a définir des coefficients
binémiaux modifiés. Rappelons que, pour tout £ € IN, la valuation p-adique vp(k!) est

donnée par
(1.1.0.1) v,(kD) = (k—0o(k))/(p-1),

ol l'on pose k=%, aipi, avec0<a;<p—-1eto(k) =%, a;. Pour k =k" + k", avec
k', k" € IN, on en déduit la valuation p-adique des coefficients binémiaux

(1.1.0.2) 0,((1)) = (k) + o(k") = a(k))/(p = 1).

(1.1.1) LEMME. — Soient k=Fk'+ k", avec k', k" €N, et soient
- E aipi’ LB = E al{pi, " — E al{/pi,
i i i

les développements en base p de k, k', k”. Alors on a

(1.1.1.1D) o(k) < o(k') +o(k"),

avec égalité si et seulement si a; = a; + a; pour tout i.

L'inégalité résulte de (1.1.0.2); il est clair qu'il y a égalité lorsque a; = a; + a;
pour tout i. Si ce n'est pas le cas, soient i le plus petit indice tel que a; # a; + a;, et i;
le plus petit indice supérieur a i, tel que a; + a; < p — 1. On a alors

!’ n” !’ n
a;, = ai0+ai0—p < ai0+ai0— 1,

’ " ’ " . . .
a; =a;+a; —p+1<a+a; pour i <i<iq,

! n
a; = a +a; + 1,

d'ou l'inégalité
! "
Sa<Sar3a
i<i, i<iy i<iy

dont l'assertion résulte aussitot.

(1.1.2) Fixons un entier m € IN. Pour £ = k' + k", avec k', K" € IN, soient & = p™'q + r,
k'=p™q +r, k" = p™q” + r” les divisions euclidiennes de %, £’ et k" par p™. On
introduit alors les coefficients
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(1.1.2.1) {l]ee’}m) = 6’?_('1'7
(1.1.2.2) <1]:'><m> = (flf’) {;]f}_,:)

Lorsqu'aucune confusion n'en résultera, nous omettrons 1l'indice (m). Pour m =0,

on a simplement pour tout %

Mo =), o =1

alors que, pour m quelconque et 2 < p™, on a

(il =1 Gl = ()

(1.1.3) LEMME. — (i) Quels que soient les entiers positifs m, k, k', on a

(ii) Soient j, et q' < q trois entiers positifs. Si j > m,ou si ¢ < p, on a

J
pq *
<p’q’ >(m) € Zy).-

(iii) Quels que soient les entiers positifs j, r < p’ et q, on a
plg+r c 7"
p'q [(m) (p)°

La premiére assertion résulte de ce que ¢ > ¢’ + ¢”. Comme o(k) = o(q) + o(r)
(resp. o(k'), o(k"”)), on déduit de (1.1.0.1) 1'égalité

(L18.D)  v,({f ) ) = @+ —g-o(r) + ) +0(r")/(p - 1.

Sig=q + q", alors r = r' + r”, et la seconde assertion résulte du lemme (1.1.1).
Sinon,onaqg=q¢'+q"+ 1, r+p" =r"+r".Commer <p™,ona o(r+p™) =o(r)+1,
et le lemme (1.1.1) entraine que o(r) + 1 < o(r’) + o(r”), d'ou (i).

Les assertions (ii) et (iii) sont des conséquences immédiates de (1.1.3.1).

(1.1.4) Soient m, k', k" € IN. On pose k' = p™q' +r', k" =p™q" +r", K'k" = p™q + r,
avec0<r, r,r" <p™ et

C(’/{l)/ — q!
k'R (q'!)5 q’

On observera que, pour m = 0, le coefficient

B'—1
(0) (R'R")! (i+1)k'—1
Ck//,k/ == Ck”,k/ == W = H ( k/_l )

i=1
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est 1'entier naturel qui intervient dans la composition des puissances divisées.

(1.1.5) LEMME. — Quels que soient les entiers m, k', k", on a

C;em;e e IN.

Avec les notations de (1.1.4), posons r'r” = p™s + t, avec 0 < ¢t < p™, de sorte que
g=p"q'q" +q'r" + q"r' + s. On vérifie immédiatement la relation
q!
(pmq’q g (g T +5)T

(L15.1) Cihy = 1@ T + )™)Y Cpo 1 Co o (Con )7

d'ot1 résulte le lemme.
(1.2) Puissances divisées compatibles a (p)

Rappelons que, si A est une Z p)-algébre, la PD-structure canonique de 1'idéal
(p) € Z,, s'étend a A [1, I 2.1.1]; nous la noterons p™ = p™®/n!. Si (I, y) c A est un
PD-idéal, nous dirons que y est compatible a (p) si y est compatible aux puissances
divisées canoniques de (p) [1, 1 2.2.1], i.e. si I N pA est un sous-PD-idéal dans I et
dans pA, et si y coincide sur I N pA avec la PD-structure canonique; il revient au
méme de demander qu'il existe sur I + pA une PD-structure (nécessairement
unique) induisant y sur I et la PD-structure canonique sur pA. Nous aurons besoin
de conditions assurant que certaines opérations sur les idéaux a puissances divi-
sées conservent la compatibilité a (p); pour la commodité des références ulté-
rieures, nous les énoncons ici sous des hypotheses plus générales.

(1.2.1) LEMME. — Soient (R, a, «) un anneau muni d'un PD-idéal, A une R-
algébre, (I,y) c A, (I', v') c A deux idéaux munis de puissances divisées compati-
bles a celles de a. On note I, =1 + aA, I{ =I' + aA; soient o la PD-structure sur aA
étendant a, et § (resp. 8') la PD-structure sur I, (resp. I}) prolongeant vy (resp. y') et .
Les conditions suivantes sont alors équivalentes :
(i) Les PD-structures § et &' coincident surI; N 17;

(ii) Les PD-structures § et y’ coincident sur I, N 1’;

(ii') Les PD-structures y et &' coincident sur I N1 ;

(iii) 1l existe sur I +I' + aA une PD-structure induisant y, y' et ;

(iv) Il existe sur I + I' une PD-structure compatible a o induisant y et y'.

Les équivalences (ii) < (iii) (resp. (ii') < (iii)) et (i) < (iii) résultent de [1,
11.6.4], et 'équivalence (iii) < (iv) résulte des définitions.

Lorsque les conditions du lemme sont remplies, les PD-structures de (iii) et (iv)
sont uniques.
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(1.2.2) D¢éfinitions. — (i) Soient (R, a, o) un anneau muni d'un PD-idéal, A une R-
algebre, (I, y) c A un idéal muni de puissances divisées compatibles a celles de q, o
la PD-structure sur aA étendant o, A’ une A-algebre. On dit que y est strictement
extensible a A’ (relativement a (a, a)) si y s'étend a A’, et si la PD-structure y sur IA’
étendant y est compatible a o.

D'apres [1, I 2.2], il revient au méme de demander que la PD-structure 6 sur
I + aA prolongeant y et @ s'étende a A’. Cette condition est donc toujours satisfaite
lorsque I + aA est localement principal [1, I 2.1.1], ou lorsque A’ est plat sur A [1,
12.7.4].

(ii) Soient (R, a, ) un anneau muni d'un PD-idéal, ¢ : A — A’ un homomor-
phisme de R-algebres, (I, y) c Aet (I', y') c A’ deux idéaux munis de puissances
divisées compatibles a celles de a. On dit que (I, y) et (I', y') sont strictement
compatibles (relativement a (a, o)) si (I, y) est strictement extensible a A’, et, en
notant ¥ la PD-structure de IA’ étendant y, si les PD-idéaux (IA’, ) et (I, y")
vérifient les conditions équivalentes du lemme (1.2.1). Cette définition s'applique en
particulier au cas ou (I, y) et (I', v') sont deux PD-idéaux d'un méme anneau A, ¢
étant l'identité. La condition de compatibilité stricte est automatiquement vérifiée si
A’ est une A-algebre augmentée, et I’ le noyau de 1'homomorphisme
d'augmentation, car y’ est alors compatible a toute PD-structure sur un idéal de A
(1, 2.2.3].

(1.2.3) Remarques. — Les exemples suivant montrent que des opérations telles
qu'étendre des puissances divisées, ou prendre le PD-idéal somme de deux PD-
idéaux compatibles entre eux, ne conservent pas nécessairement la compatibilité
avec un PD-idéal donné sur la base. Des exemples similaires ont été construits par
W. Messing.

(i) Pour un entier k fixé, considérons R = Z/(pk), avec le PD-idéala = (p),
muni de ses puissances divisées canoniques, et prenons pour A l'algebre de polyno-
mes a puissances divisées R(¢). Soit I = (¢) le PD-idéal engendré par ¢, muni de sa
PD-structure canonique y, qui est compatible a (p) parce que A ~R © I [1, 2.2.3]. Soit
d'autre part g une PD-structure non canonique sur pR [1, 1.2.6]. Pour la méme
raison, les puissances divisées canoniques de I sont compatibles a 8, de sorte qu'il
existe sur I + pA une unique PD-structure & prolongeant y et 'extension § de g a A.
Soit alors I' = (¢t + p) le sous-PD-idéal de I + pA engendré par ¢ + p, et notons y’ la
PD-structure induite par & sur I'. Par construction, les PD-structures y et 7’
coincident sur I N I'. Enfin, la PD-structure y’ est compatible a (p) : en effet, la
propriété universelle de 1'algebre de polynémes a puissances divisées entraine qu'il
existe un unique PD-morphisme

o : (R, Ly) —— (R, T,y
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tel que ¢(t) = ¢ + p, et on vérifie aisément que ¢ est un isomorphisme; par suite, on a
aussi A =R ® I', d'ou l'assertion. Par contre, la PD-structure sur I + I’ prolongeant
v et y’, qui n'est autre que J, n'est pas compatible a (p), car on a §,(p) = B,(p) # ptH
en général. On voit donc que, sous les hypothéses de (1.2.2) (ii), la compatibilité de y

et y' n'entraine pas nécessairement la compatibilité stricte de y et y'.

(ii) De méme, sous les hypothéses de (1.2.2) (i), y peut s'étendre a A’ sans étre
strictement extensible & A’. En effet, dans 1'exemple précédent, 'homomorphisme
d'augmentation 7 : A — R a pour noyau le sous-PD-idéal I de (I + pA, §). Puisque
son noyau est un sous-PD-idéal, la PD-structure 6 passe au quotient, donnant sur
pR = I'R une PD-structure qui étend (I’, §), et qui n'est autre que S. Elle n'est donc
pas compatible a (p) bien que (I’, §) le soit.

Sous les hypotheéses de (1.2.2), on observera que, lorsque A’ est le quotient de A
par un idéal K, la PD-structure y est strictement extensible a A’ si et seulement si
KN (I+aA) est un sous-PD-idéal de I + aA (muni de la PD-structure 6 prolongeant
yeta).

Le lemme suivant permet d'assurer que certaines conditions de compatibilité
sont toujours vérifiées pour 1'idéal (p).

(1.2.4) LEMME. — Soient A un anneau, I c A un idéal, (a, «) un PD-idéal de A.
On suppose que a est un idéal localement principal. Alors :

(1) L'idéal a NI est un sous-PD-idéal de a;

(i) Si (J, y) c I est un idéal muni de puissances divisées compatibles a (a, a),
et si J; =J + a, muni des puissances divisées prolongeant o et y, alors J; NI est un
sous-PD-idéal de J;.

L'assertion étant locale sur Spec A, on peut supposer a principal ; soit £ un gé-
nérateur de a. Si n > 1, il existe a, € A tel que «, (¢) = a,t. Par suite, si x =yt eanl,

n-1

on peut écrire o, (x) = y"a,(¢) = a,y" "x ean I, dou (i). L'assertion (ii) résulte

alorsdecequeJ; NI=J+anl.
(1.3) PD-structures partielles de niveau m sur un idéal

Lorsqu'on considérera dans la suite de cet article une PD-structure sur un
idéal d'une Z p)-algébre, on supposera toujours qu'elle est compatible a celle de (p).
Pour tout entier m > 0, et tout idéal I d'un anneau A, on notera I ‘P I'idéal engendré
par les xP" pour x € I.

(1.3.1) D¢éfinition. — Soient A une Z(p)

appelle structure partielle d'idéal a puissances divisées de niveau m sur I (en

-algebre, I c A un idéal, m > 0 un entier. On
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abrégé, m-PD-structure) la donnée d'un PD-idéal (J, y) c I tel que
(1.3.1.1) IP" 4 pI < J.

On dira que (I, J, y) est un m-PD-idéal de A. Si (A, I, d, y) et (A, I',J’, v') sont des
Z(p)-algébres munies de m-PD-idéaux, un m-PD-morphisme de (A, I, J, y) dans
(A, I',dJ’, v') est un homomorphisme d'anneaux ¢ : A — A’ tel que ¢(I) c I', et que
(A,d, y) - (A, J, v') soit un PD-morphisme. Si ¢ est l'identité de A, on dira que
(I, d, y) est un sous-m-PD-idéal de (I',J’, y'); si de plus I' = I, on dira que (J, y) est
une sous-m-PD-structure de (J', y') sur I.

Lorsque m = 0, la condition (1.3.1.1) entraine que J = I, de sorte qu'on retrouve
les notions usuelles de PD-idéal (avec compatibilité aux puissances divisées de (p)),
et de PD-morphisme. De méme, si A est de caractéristique 0, on a J = I, et il existe
une unique m-PD-structure sur I, donnée par les opérations x"/n!.

Si(I,d,y)et I, dJ,y') sont deux m-PD-idéaux de A, et si les puissances divisées
y et y’ coincident sur J N J’, alors J N J’ munit I N I’ d'une m-PD-structure.

Nous utiliserons souvent la remarque suivante : pour vérifier la condition
(1.3.1.1), il suffit d'apres la formule du binéme de vérifier que pl c J, et que, pour
une famille (x,), _; de générateurs de I, on a xfl’m € J pour tout A. Par exemple, si,
dans la situation de 1'alinéa précédent, y et y’ sont strictement compatibles (relative-
ment & (p)), J + J’, muni des puissances divisées y” prolongeant y et y’, munit I + I’
d'une m-PD-structure.

Exemples. — (i) Soient ¥ un anneau de valuation discréte d'inégales caractéris-
tiques (0, p), m son idéal maximal, e son indice de ramification absolu, et 7 une
uniformisante de ¥ Si l'on fixe un entier %, 1idéal m* posséde une PD-structure si et
seulement si 7**/n! e m* pour tout n > 1, soit encore, d'apres (1.1.0.1), si et
seulement si e/(p — 1) < k. En explicitant la condition (1.3.1.1), on voit alors que m”,
muni de cette PD-structure, définit une m-PD-structure sur m si et seulement si on
adeplusk<e+1letm> 1ogp(k). En particulier, m peut étre muni d'une m-PD-

structure si et seulement si p™ >e/(p — 1).

(ii) Soient A une Z(p)-algébre, I c A un idéal. Si (J,, y) c I est un PD-idéal tel
que, pour tout x € I, on ait x”" € J,, il résulte de (1.2.4) que 1'idéal J = (Jy+ pA) NI,
muni de la PD-structure induite, définit une m-PD-structure sur I.

En particulier, si I est tel que, pour tout x € I, on ait x?" € pA, 1idéal J = pA N I,
muni de sa PD-structure canonique, définit une m-PD-structure sur I qui sera dite
triviale. Par exemple, 1'idéal maximal m c V" considéré en (i) peut étre muni de la

m-PD-structure triviale si et seulement si p™ > e.

(iii) Soit (J, y) une m-PD-structure sur un idéal I. Alors, pour tout m’ > m, (J, y)
est une m’-PD-structure sur I.

(1.3.2) D¢éfinitions. — Précisons les conditions de compatibilités pour les m-PD-
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structures.

(i) Soient R — A un homomorphisme, (a, b, ) un m-PD-idéal de R. On dira
que la m-PD-structure (b, o) s'étend a A si la PD-structure o est strictement
extensible a A (relativement a (p)). Cette propriété est en particulier vérifiée lorsque
I'une des conditions suivantes est satisfaite :

a) bA=0;

b) b, =b + pR est un idéal localement principal;

¢) A est plat sur R.

Si on note @ les puissances divisées sur bA étendant celles de b, (bA, &) est
alors une m-PD-structure sur aA.

(ii) Soient R — A un homomorphisme, (a, b, @) (resp. (I, ¢, y)) un m-PD-idéal
de R (resp. A), B la PD-structure sur b; = b + pR prolongeant o et la PD-structure
canonique de pR. On dira que la m-PD-structure (J, y) est compatible a (b, o) si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1.3.2.1) Les PD-structures o et y sont strictement compatibles (relativement a (p)).
(1.3.2.2) Si on munit b; A de la PD-structure B prolongeant f3, alors bjA N1 estun
sous-PD-idéal de b, A.

Dans ce cas, 1'idéal J + bA, muni des puissances divisées y’ prolongeant y et «,
est une m-PD-structure sur I + aA. Celle-ci est compatible a (b, «), car un élément
xe bjANn (I+aA) s'écrit sous la forme x =y + z, avec y e bA caA,zepAn +
aA), et on a alors d'une part Bi(y) € bA pour i > 1, d'autre part Bj(z) € (I +aA) pour
J > 1d'apres (1.2.4), de sorte que B,(x) e bjA N (I +aA) pour n > 1.

On notera que si une m-PD-structure est compatible a (b, ), elle le reste lors-
qu'on la considére comme m’-PD-structure pour m’ > m.

La condition (1.3.2.2) sera utilisée en (1.3.7) pour définir la filtration m-PD-
adique. Pour m = 0, elle résulte de (1.3.2.1), si bien que la condition de compatibilité
introduite ici se réduit alors a celle de (1.2.2) (ii).

(1.3.3) PROPOSITION. — Les notations étant celles de (1.3.2) (ii), supposons que
l'on soit dans l'un des cas suivants :
a) bA=0;

b) b, est un idéal localement principal, et Torf’(R/bl, Ald) =0;
c¢) Aestplat sur R, et Torf(R/b,, A/J) = TorE(R/b,, A/I) = 0.
Alors la m-PD-structure (J, y) est compatible a (b, o).

D'apres (1.3.2) (i), la PD-structure § s'étend alors en une PD-structure  sur
b, A dans chacun des trois cas considérés. De plus, B et y coincident sur b,A nJ,
car y est compatible a (p) dans le cas a), et bjA N J = b,J est un sous-PD-idéal de
b, A et de J dans les cas b) et ¢). La condition (1.3.2.1) est donc vérifiée; il en est de
méme de (1.3.2.2) d'apres (1.2.4) dans les cas a) et b), et parce que b;A NI =Db,] est
un sous-PD-idéal de b; A dans le cas c).
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(1.3.4) Soient (I, J, y) un m-PD-idéal de A, et K un idéal de A. Pour qu'il existe sur
I(A/K) une m-PD-structure telle que 'homomorphisme de passage au quotient soit
un m-PD-morphisme, il faut et suffit que (J+pA) N K soit un sous-PD-idéal de
J+pA. L'idéal J(A/K), muni de la PD-structure quotient, définit alors la plus petite
m-PD-structure sur I(A/K) telle que I'homomorphisme de passage au quotient soit

un m-PD-morphisme.

Supposons que A soit une R-algébre, ou R est munie d'un m-PD-idéal (a, b, o),
et soit b; = b + pR, muni de la PD-structure B prolongeant o et la PD-structure
canonique de (p). Si la m-PD-structure (J, y) est compatible a (b, «), la m-PD-
structure quotient sur I(A/K) est compatible a (b, ) si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(1.3.4.1)L'idéal (J + b;A) N K est un sous-PD-idéal de J + b, A (ce qui entraine qu'il
en est de méme pour (J+pA) N K);
(1.3.4.2)L'idéal bjA N (I + K) est un sous-PD-idéal de b, A.

(1.3.5) Soient A une Z(p)-algébre, I, dJ, y) cAun m-PD-idéal. On peut alors définir
sur I des opérations de puissances divisées partielles analogues aux puissances
divisées usuelles. Pour tout 2 € IN, on note &£ = p™'q + r la division euclidienne de %
par p™, et on pose, pour x €I :

(1.3.5.1) 2o = & (y, (7)),

ce qui a un sens grace a (1.3.1.1). Lorsqu'aucune confusion n'en résultera, nous

{k {k}

noterons simplement x'*! := x'*!tm. Lorsque m = 0, on a donc x'*©® = 7;(x), de sorte

que l'on retrouve les puissances divisées habituelles; nous les noterons souvent x!%.

On observera que la relation q! yq(y) = y? entraine
(1.3.5.2) glxtFlon = xk,

Siep: (A, Id,y) > (A, I, J, v') est un m-PD-morphisme, il est clair que, pour
tout x e I et tout £ € IN, on a ¢(x'*") = p(x) .

Soit d'autre part m’ > m, ce qui permet de considérer (J, y) comme définissant
une m'-PD-structure sur I. Soit £ € IN; posons k= p™q +r=p"q +r', avec 0 < r <
p", 0<r' <p™. On a alors

(1.3.5.3) Bl = (g1/q') &' RHom,

En effet, posons r’' = p™s + r, de sorte que g = p™ ~™¢’ + s. On a alors

x{k}(m') _ xr’yq,(xpm’) — xr(xpm)syql(pm’—m!ypm,_m(xpm))
W Py (pm —my g , , p"
= x"sly (x") (p DTCy ym-m ¥y -m g (2P7))
= (q!/q') x'*om,

En particulier, considérant J lui-méme comme un m-PD-idéal, on voit que, pour
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xed,ona
(1.3.5.4) xtFlom = (R1/g1) v, (x).

{k

Les opérations x'*' vérifient des relations analogues a celles des puissances

divisées usuelles :

(1.3.6) PROPOSITION. — Soient A une Z(p)-algébre, (I, d, v) un idéal de A muni

{k}

d'une PD-structure de niveau m. Les opérations x —> x'"' vérifient les propriétés

suivantes :

(i) Vaxel, x{0}=1, U =x VE>1, x{k}eI; YEk>p", x{k}eJ;

(i) Vaxel, VaecA VEeN, (ax)'® = oFfxl#,

R} _ k {k'} AR},
(iii) Vux,yel, VReN, (x+y)'" = E <k’>(m) Y
k'+k"'=k

. ’ ” ’ " kl k,l ’ "
(iv) Vaxel, VE,E"eN, xFxF" ={ }:, }m) AL

) Vael, VR, k"eN, (¥HET = i, £ FE,

Les propriétés (i) et (ii) sont des conséquences immédiates des propriétés
analogues des puissances divisées usuelles. Compte tenu de (1.1.5.1), les propriétés
(iv) et (v) peuvent également s'en déduire par un calcul semblable a celui qui a été
fait pour prouver (1.3.5.3). Nous montrerons en (1.5.2) la propriété (iii) par réduction
a une situation universelle (le lecteur s'assurera que cette propriété n'est pas
utilisée dans la démonstration de (1.5.2)).

(1.3.7) Les opérations précédentes permettent de définir sur un m-PD-idéal une
filtration canonique. Nous allons la construire dans une situation générale avec
conditions de compatibilité. Soient R une A p)-algébre, (a, b, ) un m-PD-idéal de R,
A une R-algébre, I c A un idéal muni d'une m-PD-structure (J, y) compatible a
(b, a). Notons B la PD-structure de b; = b + pR prolongeant o et la PD-structure
canonique de (p), et & celle de J; =J + b; A prolongeant y et I'extension Bdepa b,A.

{n,}
r b

avec x; € I pour tout 7, et X n; > n. On note! I {n} 1'idéal de A engendré par les produits

Soient n € N, et I, 1'idéal de A engendré par les produits de la forme x{lnl}...x

de la forme

(1.3.7.1) xS, (vy) .8 (),

r

avec xieI,yJ-eJ1 mij, et

1 Cette définition et les résultats qui en découlent se substituent a ceux de [Be4, (1.1.3) - (1.1.4)].
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n+...+n.+kh +...+kh, > n

Grace a la condition (1.3.2.2), les I forment une suite décroissante de sous-idéaux
de I, telle que I'%' = A, I'" = I. IIs vérifient les relations I 1"} < 11" +7% quels que

soient n et n’, de sorte qu'on obtient ainsi une filtration d'anneau sur A.

Définitions. — On dira que la filtration par les I'™ est la filtration m-PD-adique
définie par I. Un m-PD-idéal (I, J, y) sera dit m-PD-nilpotent s'il existe un entier n
tel que I'*! = 0, et topologiquement m-PD-nilpotent (pour la topologie p-adique) si la
topologie définie par la filtration m-PD-adique est plus fine que la topologie p-adique
sur A.

La filtration m-PD-adique est fonctorielle par rapport aux m-PD-morphismes
entre R-algébres munies d'un m-PD-idéal compatible a (b, ). En général, elle
dépend de l'entier m : si m < m’, et si I'on considere (J, y) comme définissant une
m’-PD-structure sur I, il résulte de (1.3.5.3) que la filtration m’-PD-adique est plus
fine que la filtration m-PD-adique. Lorsque m = 0, on retrouve simplement la
filtration PD-adique de A. Lorsque A est de caractéristique 0, on retrouve la filtration
I-adique de A.

Exemple. — Dans l'exemple (i) de (1.3.1), ou m* définit une m-PD-structure sur
I'idéal maximal m d'un anneau de valuation discrete ¥v" d'inégales caractéristiques,
on vérifie facilement que celle-ci est topologiquement nilpotente si et seulement si
k> e/(p—1). En particulier, m peut étre muni d'une m-PD-structure topologique-
ment nilpotente si et seulement si p™ > e/(p—1).

(1.3.8) PROPOSITION. — Auvec les notations et les hypotheses de (1.3.7), la filtration
m-PD-adique de A vérifie les propriétés suivantes :

(i) Quels que soient n eIN,h >1et x € J; N I'" on a 8,(x) ed; N I\ En
particulier, J; N I'™ est un sous-PD-idéal de Jy, et J N I'™ définit sur I'™ une m-

PD-structure compatible a (b, a).

iR (h) ¢ pikh)

(i1) Quels que soient h, k€ IN, x € ,onax

(iii) Soient A =A/I{”}, n:A — A l'homomorphisme canonique, I =IA, J =JA, ¥
la PD-structure quotient sur J. Alors (J, 7) définit sur I une m-PD-structure
compatible a (b, o), & est un morphisme strict pour les filtrations m-PD-adiques, et
n est universel pour les m-PD-morphismes de (A, I, J, y) dans une R-algébre A’
munie d'un m-PD-idéal (I',J’, v') compatible & (b, o) et tel que I''™ = 0.

(iv) Soient A — A’ un homomorphisme plat, ' = IA’, muni de la m-PD-structure
(J'=JA', v') étendant celle de I (cf. (1.3.2) (i)). La filtration m-PD-adique de A’ est
donnée par I''™ =11M14A".

Soit z e J; N I'™ Alors z est somme d'un élément de I et d'une combinaison
linéaire d'éléments (1.3.7.1) pour lesquels s et 1'un des A; sont non nuls. Un tel
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élément est dans ¢/, et on voit immédiatement que sa puissance divisée J, est dans
Jy N I'"" Cela ramene au cas ol z € JyN 1 ;on aalors §,(2) € I'") par définition,
donc §,(2) € J; N I'™ si h > 1. Par suite, J, N I'" est un sous-PD-idéal de J; a for-
tiori, J N I'™ est un sous-PD-idéal de J, qui munit alors I'*' d'une m-PD-structure,
etbjA NI {7} est un sous-PD-idéal de b,A, ce qui entraine que cette structure est
compatible a (b, o).

Soit z e I'*'. En posant h = p™q +r, 0 < r < p™, on a alors 2" = zréq(zpm), avec
2 el™), 2" e J N I™™, donc 5, (27") e I'*"9) d'apres (i), et (ii) en résulte.

Puisque J; N I'" est un sous-PD-idéal de oJ;, il résulte de (1.3.4) que 1'idéal
I ¢ A peut étre muni de la m-PD-structure quotient, définie par J = J/(J n I'*)
muni de la PD-structure quotient 7, et que celle-ci est encore compatible a (b, a); ©
est alors un m-PD-morphisme. Pour tout %, on a I_k = n(l,), et en particulier I_k =0
pour k& > n. Soient °71 =dJ+ b1A =n(Jy), et 5 la PD-structure quotient sur Jl. Pour
prouver que « est strict, il suffit de prouver que si x € fk N jl, alors gh(x) e n(I'kh),
On peut supposer que k& < n et écrire x = n(x’) = n(y),avecx' el,,yed;, x' —y e It
d'ou y eI'™™ n J;. D'apres (i), on a alors §,(y) e I'*™ d'ou l'assertion. En particu-

lier, on voit que I'*!' = 0, et la propriété universelle de A/I'"

est alors claire.
Soit enfin A’ une A-algebre plate. Les relations (1.3.6) entrainent que I, =1 A’.
Sid|=dJ +bjA"=J;A’, on a alors par platitude J; N I}, = (J; N I,)A’ pour tout %, et la

derniére assertion en résulte.

Remarque. — 1l est clair que la filtration m-PD-adique est la filtration d'anneau la
plus fine sur A qui soit égale a I en degré 1, et vérifie la propriété (i) de la proposi-
tion. L'exemple suivant montre qu'en général, les idéaux J N I, ne sont pas des
sous-PD-idéaux de oJ, de sorte qu'il y a bien lieu d'introduire la famille des éléments
(1.3.7.1) comme générateurs de I'".

Soient % un corps de caractéristique 2, R = k[x, y1/(x% y%), A, = R(z) 1'algébre
de polynémes a puissances divisées en z, a coefficients dans R, considérée comme
algebre graduée en affectant le degré 1 a x et y, et le degré 2 a z. L'idéal (xy — z) est
alors un idéal homogene, et, si (z) désigne le PD-idéal engendré par z, on vérifie que
(xy — z) N (z) est un sous-PD-idéal de (z). Soient A = A,/ (xy — z) I'anneau gradué
quotient, J/ le PD-idéal image de (z), I = (x, ¥) + J. Alors I est un idéal dont tout
élément est de carré nul, et J munit I d'une 1-PD-structure pour laquelle on a 'k =
0 pour tout a €I et tout £ > 2. Par suite, il n'existe pas dans I, d'élément homogéne
de degré 4 autre que 0. Dans A, 1'élément xy = z appartient a J N I,; par contre, on

[21 22 0 dans A, si bien que 22 g I,.

vérifie que z

(1.4) Enveloppes a puissances divisées partielles

La proposition suivante montre qu'on dispose encore pour les PD-structures
partielles d'une notion d'enveloppe a puissances divisées d'un idéal. Si (R, a, o) est
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un anneau muni d'un PD-idéal, A une R-algébre, et I — A un idéal, nous noterons
P _(I) I'enveloppe a puissances divisées compatibles a o de I [1, 2.4.2].

(1.4.1) PROPOSITION. — Soient m > 0 un entier, R une Z(p)-alge‘bre, (a, b, @) un
idéal de R muni d'une m-PD-structure, A une R-algeébre, I c A un idéal. Il existe un
homomorphisme d'anneaux ¢ : A — A, un idéal I, c A, tel que ¢(I) c I, et une m-
PD-structure (J, LYy sur I, compatible a (b, o) tels que, pour tout R-homomor-
phisme f:A — A’ envoyant I dans un idéal I' muni d'une m-PD-structure (J', y')

compatible a (b, o), il existe un unique m-PD-morphisme
8 (A]_’I]_7J]_7 : ]) E— (Al’ I” J,’ }/l)

tel que goop = f.

Soient b; = b + pR, et g la PD-structure sur b; prolongeant a et la PD-structure
canonique de pR. On pose J = IP?") 1 b,A, et on note A, = Pﬁ(J) I'enveloppe a puis-
sances divisées compatibles a f de JJ, ¢ : A - A; I'hnomomorphisme canonique, J le
PD-idéal canonique de A; (engendré en tant que PD-idéal par ¢(J)), et x™ les puis-
sances divisées d'un élément x € J. Pour tout idéal K c J, soit K le sous-PD-idéal de
J engendré par K ; on pose

I, = IA,+ Y 4pDA,, J, = IP"+pDA, .

D'apres la formule du binéme, JJ,, définit une m-PD-structure sur I,. Pour assurer
la compatibilité a B, on pose ensuite

(1.4.1.1) I, = I+ (bjA, NI .
On a alors
1P 4 pI = IP" + (b Ay NI P + pI +p(bjA; NIy < Jo+ (byA; NI,

et J, + (blAlﬂIO) est un sous-PD-idéal de J contenu dans I,. On définit donc un
PD-idéal J, c I; en posant

(1.4.1.2) Jy = AP +pl).

Il est clair que J/; munit I; d'une m-PD-structure. Par construction, la PD-structure
de J; est compatible a celle de b,, donc strictement compatible a celle de b. De plus,
onabA; NI =(b;A;NI,) , de sorte que la condition (1.3.2.2) est bien satisfaite, ce
qui entraine que J; définit sur I; une m-PD-structure compatible & (b, o). On
observera de plus que J = 1 +bALL

Soit alors f: A — A’ un R-homomorphisme envoyant I dans un idéal I’ muni
d'une m-PD-structure (J', ') compatible & (b, o). Puisque I''?™ < J', on a f(J)
J’+ b;A’. Puisque y’ est strictement compatible a o, J' + b;A’ est muni d'une PD-
structure &’ prolongeant y’ et 8. Il existe donc une unique factorisation de f par un
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PD-morphisme g: (A, J, ') - (A", J' + bjA’, §). On a alors g(J,) c J', donc
g,)cI'. Comme la m-PD-structure (J’, y’) est compatible a (b, o), bjA’ NI’ est un
sous-PD-idéal de b; A’, qui contient g(b;A; N I,). Par suite, g(I;) < I’, d'ou il résulte
que g(J;) c J'. Comme J = J, + bjA,, et que les puissances divisées considérées
sont compatibles & (b;, B), un R-homomorphisme g : A; — A’ tel que g(J;) c J' est
un PD-morphisme (A, J,Uh S AL+ b,A’, §') si et seulement si c'est un PD-
morphisme (A, J;,' 1) = (A, J', 1), ce qui entraine que (A,, I;, J;, | ) satisfait la

propriété universelle voulue.

Définition. — Sous les hypotheses de la proposition, nous dirons que A;, muni du
m-PD-idéal (I, J,, L1y est l'enveloppe a puissances divisées partielles de niveau m

(compatibles a (b, a)) de (A, I), et nous la noterons P( (I), ou simplement

m),o -
P(m)(I ) si aucune confusion n'est possible ; le m-PD-idéal universel I; sera noté I, et
le PD-idéal J; définissant sa m-PD-structure sera noté I Lorsque m = 0, P(,,(I) est

l'enveloppe a puissances divisées usuelle P(I), et I = I le PD-idéal engendré par I.

(1.4.2) COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe
pour tout entier n € IN une R-algeébre P(’ﬁn)’a(l) munie d'un m-PD-idéal (I, I, ')
compatible a (b, a) et tel que I'""*1 = 0, et un R-homomorphisme ¢, A— P(’}n)’a(l)
tel que ¢,(I) c I, universels pour les R-homomorphismes A — (A", I', J', y') qui
envoient I dans un m-PD-idéal I' compatible & (b, «) et tel que I''"+1 = 0.

D'apres (1.3.8), il suffit de prendre P, (I) =P, ,(/I"*!, muni du m-PD-

idéal quotient.

m),a

(1.4.3) Remarques. — Gardons les hypotheses et les notations de (1.4.1). Les
propriétés qui suivent étendent aux enveloppes a puissances divisées partielles des
résultats standards sur les enveloppes a puissances divisées usuelles.

(i) Grace a leur propriété universelle, les enveloppes a puissances divisées

partielles commutent aux limites inductives.

(ii) Si 'hnomomorphisme R — A se factorise par une R-algébre R’ telle que la m-
PD-structure (b, ) s'étende a R’, en une m-PD-structure (b’ = bR’, a’) sur a’ = aR’,
alors la compatibilité a (b, o) équivaut a la compatibilité a (b’, «’), de sorte qu'on a
des m-PD-isomorphismes canoniques, compatibles aux filtrations m-PD-adiques,

Py oD = P, (D, P, (D = Pl (D).

(m),a (m),o’
(iii) Soit I' =1 + aA. L'homomorphisme de fonctorialité
(1.4.3.1) Py o) — P ")

m),a

est alors un isomorphisme. En effet, d'apres (1.3.2) (ii), la condition de compatibilité
a (b, o) entraine que le PD-idéal I + bP(m),oc(I) munit I + aP,, ,(I) d'une m-PD-
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structure compatible a (b, ), de sorte qu'il existe un m-PD-morphisme

(I —> (P, D, T+aP,, (D, I+bP,, (D),

(m) o (m), o m),o

fournissant un inverse a (1.4.3.1).

(iv) Soit K c A unidéal d'image nulle dans P(m),a(I) (resp. P, (I) ). L'homo-

(m) o
morphisme canonique

(I) —> P, /I NK))

(m) o m),a

(resp. P(m) ) — P (m) LJUI/(INK)) ) est alors un m-PD-isomorphisme, compatible
aux filtrations m-PD- adlqueS' son inverse est défini par la propriété universelle de
(I/(INK)) (resp. P (m) LL/INK))), grace a la factorisation de A — P, I

(I)) par A/K.

(m) o m),o

(resp. P(

m),a

En particulier, on a I"*1 <« T'"+1! si bien qu'on obtient un m-PD-isomorphisme

(1.4.3.2) pr (D = (/1.

(m) o

De méme, supposons qu'il existe un entier i tel que p’A = 0. La relation (1.3.5.2)
entraine alors que I est un nilidéal. Sil'on suppose que I est de type fini, il existe
(I), d'ou un m-PD-isomorphisme

/Iy,

une puissance IV de I d'image nulle dans P o

(1.4.3.3) (I) = P

(m) o (m),a

(1.4.4) PROPOSITION. — Auvec les notations de (1.4.1), soit (x,), _; une famille de

générateurs de I. En tant que A-algébre, P (I) est engendrée par les éléments

m),a
(xfm)[q] = xipmq}, pour A € L et g € IN. Supposo)ns de plus que l'une des conditions
suivantes soit satisfaite :

a) bA=0;

b) L'idéal b; =b + pR est localement principal;

¢) Les puissances divisées B s'étendent strictement a A/l et
Tor®(R/b,,A/I) = 0.

Alors l'idéal I est engendré par les éléments x, et x;pmq}, avec q > 1, et l'idéal T est

}, avec g > 1.

engendré par les éléments px, et lepmq

Reprenons les notations de (1.4.1). Comme J = I'P") 4 b,A, la A-algebre
P(m),a(l ) =A, = PB(J) est engendrée par les puissances divisées des éléments de
I?™ donc par les (xfl’m)[q] = xflpmq}. Si 'on suppose de plus 1'une des conditions de
I'énoncé satisfaite, 1idéal b; A; N I, est un sous-PD-idéal de b, A;. Dans les cas a) et
b), cela résulte de (1.2.4). Dans le cas c¢), I'nypothése que j s'étend strictement a A/I
entraine que l'idéal J(A/I) = b;(A/I) est muni d'une PD-structure canonique com-
patible a (by, B). Il existe donc un PD-morphisme naturel A, — A/I, dont la facto-
risation fournit un inverse & gauche de 'homomorphisme canonique A/I — A,/I,.

Comme ce dernier est surjectif d'aprés ce qu'on a vu plus haut, c'est un isomor-
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phisme. La nullité de Tor1 (R/by, A/I) entraine alors que b;A; NI, =b,I,, de sorte
que l'idéal b; A; N I, est encore un sous-PD-idéal de b, A, . Sous chacune de ces trois
hypothéses, on a donc I := I, =1,. Comme [ est engendré par I et par les puissances
divisées des éléments de oJ, I est engendré par les x, et les xipmq}' On vérifie de
méme que I = J, =4dJ,, de sorte que T est engendré par les px, et les xipmq}.

(1.4.5) PROPOSITION. — Auvec les notations de (1.4.1) et (1.4.2), soit n < p™. Suppo-
sons les conditions suivantes vérifiées :

a) La m-PD-structure (b, a) s'étend a A/T"*1;

b) Pour tout k < n, blAﬂIkcb1Ik+I”+1.

Alors l'homomorphisme

(1.4.5.1) ¢, : A/ —— PP (D)

m),o

factorisant ¢ est un isomorphisme, et identifie la filtration I-adique de A/I" et la
Pn
filtration m-PD-adique de P[*

(m),a
s'étend a A/I, les homomorphismes canoniques

(I) . En particulier, si la m-PD-structure (b, a)

(1.4.5.2) A/l —— P, (D/T —— (D/T

m),o (m) o

sont des isomorphismes pour tout r.

Observons d'abord que, d'apres (1.4.4), ¢, est surjectif. D'autre part, puisque
n < p™, on peut munir 1'idéal I' = I/I"*! = A/I**! de la m-PD-structure triviale. Or
la condition b) entraine que b;(A/I"*!) NI’ = b I'. Puisque (b, &) s'étend a4 A/I" "1,
la m-PD-structure triviale sur I’ est donc compatible & (b, «). La filtration corres-
pondante vérifie I'B —k pour tout £ < n, et I''"+*1 = 0, car, pour x e I, on a xlB = xF
pour £ < n < p™, et I'hypothése b) signifie que bl(A/I”+1) NIkt = bll'k; avec les
notations de (1.3.7), on en déduit que, pour x € bl(A/I’““l) NI'* ona 5,(x) e I'*" On

obtient alors une rétraction P

oy aD) = A/I"*1 montrant que ¢, est un isomor-

phisme.

(1.4.6) PROPOSITION. — Sous les hypotheses de (1.4.1), soit A’ une A-algébre plate.

Alors les homomorphismes canoniques
(1.4.6.1) (IA"),

(IA"),

(m) a(I) ®AA, E P(m) o

(1.4.6.2) () @A —

(m) o (m) o

sont des m-PD-isomorphismes, compatibles aux filtrations m-PD-adiques.

Comme A’ est plat sur A, les puissances divisées de I s'étendent a l'idéal
I® 4 A’, qui munit alors I® 4 A’ d'une m-PD-structure. Il est immédiat de vérifier
que celle-ci est compatible a (b, o), et il en résulte que, via 1'homomorphisme

canonique A’ — P I ®, A', (P m), D) Oy AT ®, A I®AA) posseéde la

m),a
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propriété universelle caractérisant P (IA'). De plus, on obtient par (1.3.8) (iv) les

m),a
isomorphismes

(1.4.6.3) M, A =, T,

d'ot1 I'on déduit les m-PD-isomorphismes (1.4.6.2).

Remarques. — L'énoncé qui précede entraine les conséquences suivantes :

(i) Comme il existe une unique m-PD-structure sur un idéal I d'un anneau de
caractéristique 0, et que la filtration m-PD-adique coincide alors avec la filtration

I-adique, les homomorphismes canoniques A — P, (I) et A/I"*1 5 P (m) oD

sont des isomorphismes modulo torsion. e

(ii) Si S est un schéma muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, o), X un S-
schéma, et .Y c Uy un idéal quasi-cohérent, les préfaisceaux qui associent a un
(m) LU, 9)), P(m) LU, 9)) sont des faisceaux de
(Jx-algébres quasi-cohérents, qu'on notera @(m) (I et @(m) «(9) . De méme, le m-

ouvert U c X les enveloppes P

PD-idéal canonique .¥ de Pm), o), son sous-PD-idéal J, et les idéaux .7 définis-
sant la filtration m-PD-adique sont quasi-cohérents.

(1.4.7) Pour m < m/, il existe un homomorphisme canonique
(1.4.7.1) ll/m,m! : (m) OC(I) —) P(m) OC(I)

défini en considérant la m-PD-structure canonique de P, (I) comme une m’-PD-

(m),a
structure. D'apres (1.3.5.3), on a donc, pour tout x € I et tout £ € IN,

(1.4.7.2) (xtFleny = (gl/q'1) xtFHom),

l//m, m

enposant k= p"q+r=p"q +r,0<r <p” 0<r < p™. Il en résulte que les Vo
sont des homomorphismes d'algebres filtrées, définissant par passage au quotient
des homomorphismes

. P

(m),a

(1.4.7.3) (I

I —— (m) a

n
l'l/m,m’
’ " e ey, n
Pour m <m’'<m”, on a la formule de transitivité Vo' © VYo m” = Vo m” (resp. Vo m’

(I) (resp. P

(m).oI) ) un systéme

° W,Zm = w,’flm ) qui fait de la famille des P

m),a

projectif d'algebres filtrées.
(1.5) Enveloppe d'un idéal régulier

Précisons d'abord la structure des enveloppes a puissances divisées partielles
d'algebres de polynomes.

(1.5.1) PROPOSITION. — Soient R une Z(p)-algébre, (a, b, @) un m-PD-idéal de R,
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A =RIty,...,t;] une algebre de polynémes a coefficients dans R, I = (t{,...,t;).

(i) Pour tout m € IN, l'enveloppe a puissances divisées P o) est indépen-
dante de (a, b, a), et est un R-module libre de base les produits t{lkl}...tjikd}, avec
(ky,...,ky) € IN%. Le m-PD-idéal I est le sous-R-module libre de base les produits
t{lkl}...t({ikd}, avec 2 k; > 1, et le PD-idéal I le sous-R-module engendré par les pro-
duits t{lkl}...tilkd}, o k;, > p™ pour au moins un i, et par les produits pt{lkl}...t({ikd},
avec 2 k; > 1.

(i) Le n-ieme cran I'™ de la filtration m-PD-adique de P(m),a(I) est indépen-
dant de (a, b, o), et est le sous-R-module libre de base les produits t{lkl}...t({ikd}, avec
2 k;> n. L'enveloppe a puissances divisées nilpotentes P(nm)’a(I) est indépendante
de (a, b, «), et est un R-module libre de base les produits t{lkl} ... tilkd}, avec 2k, <n, le
PD-idéal I et la filtration m-PD-adique de P(nm)’a(I) ayant la méme description que
dans P(m),a(l).

Soient A = Rl[x,,...,x;] une algebre de polynomes en d variables, f: A, - A
I'homomorphisme défini par f(x,) = t/", Iy = (x1,...,x,), et I' = (", .., 8") = [  A.
Soient b; = b + pR, et B la PD-structure sur b; prolongeant o et la PD-structure
canonique de (p). La platitude de f entraine que 'homomorphisme canonique

(1.5.1.1) Py(Iy) ®y A —— Py(I")

est un isomorphisme. Par construction, on a P, ,(I) = Pﬂ(I(pm) + bjA) = Pﬁ(I’).
D'apres [1, 2.6.1], Pﬁ(IO) est indépendante du PD-idéal de compatibilité choisi sur R,
et est l'algébre de polyndmes & puissances divisées en {;,...,¢;. Par conséquent,
P(m)’a(l) est indépendante de a. De plus, A est libre sur A, de base les monomes
tit...td, avec 0 < r; < p", et Py(I,) est un R-module libre de base les produits
x&ql]...x([iqd], avec (qy,...,q,4) € IN?. Comme les images de ceux-ci dans P oD
sont les (tfm)[‘h]...(tgm)[qd], il en résulte que P, ,(I) est libre sur R de base les
produits t{lkl} ... tiikd}, avec (ky,..., k) € IN¢, Compte tenu de (1.3.6) (iv), les assertions
concernant I et I résultent alors du cas c) de (1.4.4).

Pour prouver l'assertion sur les idéaux I'™, observons d'abord que, grace a la
description donnée de I et a (1.3.6), I_n est engendré comme R-module par les pro-
duits t{lkl}...tilkd}, avec 2 k; > n. Il suffit donc de prouver que si x € (I + b,A) N I_k,
alors 6,(x) € I,, (en notant § la PD-structure sur I + b;A prolongeant § et la PD-

structure canonique). D'apres ce qui précede, x peut s'écrire sous la forme

— {k1} {kg}
x = 2 akl...kdt11"'tdd’
Ski>k

avec a; ;€ b, A si k; < p™ pour tout i. Si x est de la forme at{lkl}...t({ikd}, avec a €
b, A, on obtient

8,(x) = By(a)(elf)  glkayh e T,

et si x est de la forme a t{lkl} ... tjikd}, avec k; > p™, on pose k; = p"'q + r, et on obtient
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_ {kq} {kg_1} \h( kg \[R]
§,(x) = (atih . dkaal yhglhaly
_ (at{lkl}_”tiikiiil} )htglh((tfi)m)[ﬂ)[h]

- C (at{lk t{kd 1) )htrh {P qh}

de sorte qu'on a encore §,(x) € I zn- La description obtenue montre alors que la
filtration par les I ) est indépendante de (a, b, «). Compte tenu de (1.3.8) (iii), la
description du PD-idéal canonique et de la filtration m-PD-adique de P(’jn)(l )
résultent de celles de P, () par passage au quotient.

Définition. — Sous les hypotheses de la proposition, nous dirons que P, ,(I) est
l'algebre de polyndémes a puissances divisées de niveau m en d variables, a coeffi-
cients dans R, et nous la noterons R(?,..., td>(m).

(1.5.2) COROLLAIRE. — La relation (iii) de (1.3.6) est vraie.

Soient A une Z( p)-algébre, (I, dJ, v) un m-PD-idéal de A, x, y deux éléments de I.
Il existe alors un homomorphisme f : Z(p)[tl, ty] = A tel que f(¢)) = x, f(t,) =y, etil
se factorise de maniere unique en un m-PD-morphisme g : Z(p)<t1, t9)(m) = A. Pour
tout élément z du m-PD-idéal canonique de Z(p)<t1, t9) (m)> ON & g(z{k}) = g(z){k}, de
sorte qu'on est ramené a prouver (1.3.6) (iii) pour les éléments ¢, £, € Z(p)<t1, £9) (m)-
Comme, d'apres (1.5.1) (i), cet anneau est sans torsion, il suffit de prouver la
relation voulue dans Z( p)(tl, t2>(m) ® Q = QIl¢,, t,], ou elle résulte de la formule du

binéme.

Avec certaines hypothéses de platitude et de régularité, il est possible de
généraliser les résultats précédents :

(1.5.3) PROPOSITION. — Soient m € IN, R une Z(p)-algébre, (a, b, o) un m-PD-idéal
de R, A une R-algeébre, I c A un idéal. On suppose que A/l est plat sur R, et que I est
un idéal régulier. Alors :

(i) Pour tout n € IN, l'enveloppe a puissances divisées P (m) o(I) est plate sur R,
indépendante du m-PD-idéal de compatibilité (a, b, o), et sa formation commute a
tout changement de base R — R’. Si l'on suppose de plus qu'il existe un entier i tel
m), oz(I) .

(ii) S'il existe une section R-linéaire o, : A/l — A/T' et si ty,...,t; est une
(m) LD un (A/I)-

module libre de base les produits t{lkl}...t({ikd} avec 2k, < n. Dans cette base, les

que p'A = 0, les mémes conclusions s'appliquent ¢ P,
suite réguliere de générateurs de I, o, fait de l'enveloppe P,
idéaux I, I et la filtration m-PD-adique admettent la méme description qu'en

(1.5.1).

(iii) S'il existe une telle section o, pour tout n > 0, et s'il existe de plus un entier i
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tel que p'A = 0, alors, pour n assez grand, o, fait de l'enveloppe P, (I) un (A/I)-
}...t({jkd} avec (ky,...,k;) € ]Nd, les idéaux I, f, et

la filtration m-PD-adique ayant encore la méme description.

module libre de base les produits t{lkl

La démonstration est analogue a celle de [8, 2.3.3 et 2.3.4]. Grace a (1.4.6) (ii), il
suffit de prouver 1'énoncé localement sur Spec A, de sorte qu'on peut supposer I
engendré par une suite réguliere (tl,...,t ). Soient Ay = Rlx,...,x41, I, =
(xy,...,24), f: Ay — A I'homomorphisme défini par f(x;) = ¢;,. Comme la suite des ¢,
est réguliere, on a TorlAO(R, A) = 0 pour tout i > 1. Il en résulte que, pour tout n > 0,
A/I"*! est plat sur A,/If*1. On déduit alors de (1.4.3.2) et (1.4.6) que 1'homo-

morphisme

(1.5.3.1) (Iy) ®y A — P (D

(m) o
est un m-PD-isomorphisme, de sorte que P, (m) o) est plat sur P, (m) .Iy) . D'apres
(1.5.1), P, ,(I;) estlibre sur R et indépendant de o Par suite, (m) o) est plat

sur R et indépendant de o.
Si R’ est une R-algebre, soient Aj = R'[xq,...,x41, [ = [,A;, A’ =R ®, A =
A, ®Ao A, I'=TA"=1I;A’. On a alors
AT = AT @,y et AT,

de sorte que A’/I'"*1 est plat sur A/ "+1 On en déduit un m-PD-isomorphisme

(1.5.3.2) (Iy) ®4, A" == Pl ().

(m) o (m) o
Comme A, et A sont des algebres de polynomes, il résulte de (1.5.1) que 1'homomor-
phisme
(1.5.3.3) (m) OC(I ) ®A A/ —> (m) OC(Il)

est un m-PD-isomorphisme. Par conséquent, l'homomorphisme

(1.5.3.4) () ® R’ ~ (I ® A —— P (I

(m) o (m) o

est lui-méme un m-PD-isomorphisme.
Supposons enfin qu'il existe une section R-linéaire o, : A/l — A/I n+l ce qui
munit P(’;l), o(I) d'une structure de (A/I)-module. On en déduit un isomorphisme

(A/D) ®p (A /Ip*Y = A/I".
Par suite, l'isomorphisme (1.5.3.1) peut encore s'écrire

(Iy) ®g (A/I) == P! (I),

(m) o

et l'on déduit alors de (1.5.1) que P, (m) o
tion voulue pour les idéaux I et I, et pour la filtration m-PD-adique.

(I) posséde la base annoncée, avec la descrip-

Lorsqu'il existe un entier i tel que p’A = 0, il existe une puissance IV de I
d'image nulle dans P, ,(I), ce qui permet d'appliquer les raisonnements précé-
dents & P,,,(I) en remplagant I"*! par IV.
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(1.5.4) COROLLAIRE. — Sous les hypothéses précédentes, supposons que n < p™*L.

Alors l'homomorphisme canonique
Attt —— pp (D

est un isomorphisme.

En effet, 1'isomorphisme (1.5.3.1) montre qu'il suffit de prouver l'assertion
pour l'idéal I, de l'algébre de polynomes A,. Elle résulte alors de ce que, pour
k;<p™* onak,=p™q +r;, avec q;<p, 0 <r; < p™, ce qui, dans P, (I) , donne

k {k;}
tii=q;'t;

(m) o
avec g;! inversible.

2. Opérateurs différentiels de niveau fini

Rappelons d'abord brievement comment, dans [EGA, IV 16.8.4], la construc-
tion du faisceau des opérateurs différentiels sur un S-schéma lisse X de dimension
relative d se déduit par dualité de celle des faisceaux de parties principales. Si.f est
lidéal de l'immersion diagonale X < X x¢ X, on note %, = (QXXX/.W“rl le
faisceau des parties principales. On le considére comme (y-module par la
structure correspondant a la premiere projection p,, : X xg X — X, donnée par a —
a ® 1 sur I'(U, () lorsque U est un ouvert affine de X, et on pose

Nous renvoyons a [EGA, IV, 16.8.9] pour la définition de la structure d'anneau de
Yx,5> que nous généraliserons plus bas, et nous expliciterons simplement ici sa
description locale. A tout systéme de coordonnées au voisinage d'un point, définis-
sant une base d,,...,d, du faisceau des dérivations, est associé une base de Yy ,g en
tant que Uy-module, que nous noterons Q[k], ke IN? (cf. [EGA, IV, 16.11.2], ou elle est

notée D,). Dans cette base, la régle de multiplication est donnée par
(2.0.1) JETQIE"T _ k' +k ) a[k +E2"]

(ce qui entraine que k! 951 = 9%) et la regle de commutation aux scalaires par

(2.0.2) Q[k]f — E Q[k'](f) Q[k”]
E+k'=k
Lorsque S est un Z(p)-schéma, on déduit de (1.1.0.2) que, si l'on écrit & sous la forme

k= EJ. ajpj, avec 0 <a; <p, alors

= T @ @,

J=0
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ol u est une unité p-adique. On voit ainsi que Yy, ¢ est engendré par les opérateurs
BL[pj], 1<i<d,jeIN. Par contre, il résulte de (2.0.1) qu'aucune sous-famille finie de
la famille des allpj] n'engendre Yy g, et que les sections de Yy, o ne sont pas en
général des anneaux ncethériens, méme si X est localement neethérien.

Supposant toujours que S est un Z p)-schéma, notre objectif est ici de cons-

truire une famille de faisceaux d'opérateurs différentiels @%”}g , pour m > 0, tels que

liin> m@%”/‘g = 9% ,g- Comme dans le cas de Yy g, les faisceaux @&"}g sont obtenus
en dualisant des faisceaux de parties principales, que nous construisons en (2.1) en
appliquant la théorie des m-PD-enveloppes du chapitre précédent a l'idéal de 1'im-
mersion diagonale. On dispose alors d'un homomorphisme QZJEX”/% — Y9%,g induisant
un isomorphisme entre les sous-faisceaux des opérateurs d'ordre < p” par rapport
a chacune des dérivations d; (mais non injectif si X n'est pas plat sur Z(p)). Pour
tout m, @g’}g admet pour base une famille d'opérateurs 92’ tels que 8§k>(m> = Bl[k]
pour k < p™, et vérifiant des relations analogues a (2.0.1) et (2.0.2) faisant intervenir
les coefficients bindmiaux modifiés définis en (1.1). Ces relations entrainent que
Q&”}g est engendré par les al[p” pour j < m, et, lorsque X est localement noethérien,
que ses sections sur les ouverts affines sont des anneaux ncethériens.

En (2.3), nous donnons une interprétation de la structure de @%"}L)g -module a

gauche en termes de stratifications au sens de Grothendieck (cf. [22] ou [1]). Cette
interprétation revét ici une importance particuliére du fait que les anneaux @&”}g ne
sont plus engendrés par les dérivations des que m > 1, de sorte qu'elle constitue
souvent le seul moyen pratique de munir un (y-module d'une structure de @&m)-
module. Nous en déduisons en particulier l'existence d'une structure de faisceau
d'anneaux naturelle sur % ®(9‘X @&m) lorsque % est une (/yx-algébre sur laquelle @%’")
opere de maniére compatible a sa structure d'algebre; cela nous servira de maniére
essentielle au chapitre 4 pour la construction des faisceaux d'opérateurs différen-
tiels a singularités surconvergentes. Enfin, nous nous placons en (2.4) sur un sché-
ma formel &, et nous étudions alors le complété @E,m) de @fl,m), et la limite inductive
@J} des faisceaux @(Im), dont nous donnons en (2.4.4) la description locale faisant

apparaitre des conditions de type Monsky-Washnitzer.
(2.1) Faisceaux de parties principales

Nous commencons donc par appliquer les résultats du chapitre 1 a la cons-
truction de faisceaux de parties principales avec des PD-structures partielles.

(2.1.1) D¢éfinitions. — Soient S un Z(p)-schéma, muni d'un m-PD-idéal quasi-

cohérent (a, b, o), et X = Y une S-immersion. Si U c Y est un ouvert tel que X soit

n
(m), o

est quasi-cohérente d'aprés la remarque (ii) de (1.4.6), est a support dans X, et est

fermé dans U, défini par un idéal quasi-cohérent .9 c (/;;, l'algébre 7 (%), qui
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donc indépendante du choix de l'ouvert U. Il en est de méme de % (¥) lorsque p

(m), o
est localement nilpotent sur Y. Nous utiliserons les notations

P} () oY) = Spec () (9), Py () o(Y) = Spec P, ,(9).

(m), o
Si la m-PD-structure (b, «) s'étend a X, le sous-schéma fermé de
P;‘(’(m)’a(Y) (resp. Px (,) o(Y)) défini par . s'identifie a X, d'apres (1.4.5). Nous

m),oY) (resp. Py (),
puissances divisées partielles de niveau m (resp. et d'ordre n), compatibles a (b,

dirons dans ce cas que Py (Y) ) est le voisinage a
o), de X dans Y. Lorsqu'aucune confusion n'en résultera, nous omettrons 1l'indice
o. D'apres (1.5.3), c'est notamment possible lorsque X est un S-schéma plat, et
l'idéal . un idéal régulier (par exemple si X et Y sont lisses sur S), puisqu'alors les
P;‘(’(m)’a(Y) (resp. Py (1) oY) si p est localement nilpotent sur Y) sont
indépendants de (a, b, «).

Les voisinages Py (Y) sont munis de morphismes naturels Py (., . (Y)

m),o
— Y. Ils possedent la(pl)ropriété universelle suivante, conséquence de celle des
enveloppes a puissances divisées partielles : si i’ : X' = Y’ est une S-immersion
dont I'idéal .9’ est muni d'une m-PD-structure (¥’, y') compatible a (b, «) et vérifiant
g+l =0 etsi f:Y — Y est un S-morphisme dont la restriction & X’ se factorise

par X, il existe un unique m-PD-morphisme Y' — P¥ (Y) tel que le diagramme

(m), o

X' < Y’

l 7

X %ng’ Y)— Y

(m),a

soit commutatif. Lorsque p est localement nilpotent sur Y, Py (,, ,(Y) vérifie la

propriété analogue sans condition de nilpotence sur .y’

(2.1.2) Ce qui précede s'applique aux immersions diagonales X < X/’gl . Nous
poserons alors

1 1
Agss. o)) = Px () X/§) s Axss. (™) = Px )X/ ).

Si U est un ouvert de X7, S+ 1 dans lequel X est fermé, et si.f(r) est 1'idéal de X dans U,

nous emploierons des notations analogues a celles de [EGA, IV § 16], en posant
Px18,m) (1) = Py I ) Pxyg oy (1) = Py (I (1)),

Lorsque r = 1, nous utiliserons simplement les notations A¥, S.(m) Ax/s. (m)> L% S, (m)
, Q’X/S,(m). Si la base S ou le niveau m seront clairs d'apres le contexte, nous les
omettrons aussi des notations précédentes. Rappelons enfin que, lorsque X est lisse
sur S, les ?P}‘(/S,(m) (resp. PPX/S,(m) si p est localement nilpotent sur X) sont indé-
pendants de la donnée d'un m-PD-idéal de compatibilité sur S. En particulier, si
m = 0, I'nypothése que S soit un Z(p)-schéma n'est pas nécessaire pour les définir
(cf. [1, 1, 4.3.1]).
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Nous dirons que le faisceau 7y, S.(m) ©€st le faisceau des parties principales de
niveau m et d'ordre n de X relativement a S. Pour m < m/’, les faisceaux ?P}‘(/S,(m)
sont reliés par les homomorphismes w,’fl,m, :?]’)’Q/S,(m,) - ?P}‘(/S,(m) définis en
(1.4.7.1), qui en font un systéeme projectif pour m variable. On dispose également
pour tout m d'un homomorphisme canonique vy, : %%/ —>?P)”(/S,(m) ,ou Py, g estle
faisceau des parties principales usuel; si X est lisse sur S, et que n < p™*1, le

corollaire (1.5.4) montre que c'est un isomorphisme. On obtient ainsi pour tout » un

isomorphisme
n ~ s n
Notations. — Les notation suivantes seront reprises systématiquement lorsque

nous aurons a faire des calculs en coordonnées locales.

Les projections p, :X/’érl —X,0<i<r, définissent r + 1 homomorphismes d; :

OUx — PP)'Q/S’(m)(r) , dont chacun munit ?)%/S’(m)(r) d'une structure de Uy -algébre.
Si X est lisse sur S, et muni de coordonnées locales ¢,,...,¢;, on pose

(2.1.2.2) 1, = py(t) —py(t) € Ox,. x3

nous commettrons souvent les abus de notation consistant a écrire ¢, 1 (resp. 1 ¢;)
au lieu de d(¢;) (resp. d;(¢;)), et a noter encore 7, = 1o ¢, — ¢, ®1 les images des 7;
dans les ?P)”(/S’(m) . Nous appellerons structure gauche (resp. droite) sur ?]’)”{/S,(m)
celle qui est définie par 1'homomorphisme d,, tel que dy(a) = a ®1 (resp. d; tel que
d,(a) = 1® a). Comme la suite des 7, est une suite réguliere de générateurs de
l'idéal de la diagonale, il résulte de (1.5.3) que, pour chacune des deux structures de
(x-algebre, ?]’SL{/S’(m) est un Ux-module libre de base les éléments AL rikl} ... r({jkd},
avec 2 k; < n.

(2.1.3) PROPOSITION. — Auvec les notations précédentes, supposons X lisse sur S.
(i) Soientr,r',n,n' €N, et I(r) € Py /g (1) ,j’(r') C P%g (m)(r") les m-PD-
ifléaux canoniques. Il existe sur l'idéal J(r) &, Px/s (m)(r) + Px/s (m)(1) By
J(r') une m-PD-structure (nécessairement unique) telle que les homomorphismes
Px15,0m T — Px18,m) (1) B0y Pxys,(m) (1) 5
7%18,m ") — Pxys,m) (") By Pxys,(m) (1) 5
soient des m-PD-morphismes.
(ii) Soient n, n’ € IN. Il existe un unique m-PD-morphisme

n,n’ . gpn+n’ gpn pn’
(m) - @X/S,(m) — }X/S,(m) ®(’?‘X’@X/S,(m)

qui rende commutatif le diagramme
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80 ,
n opn
‘PX/S (m) E}X/S,(m) ®(’?‘X'fX/S,(m)

(2.1.3.1) T T

n,n

n n n'
% (@) .
@X/S PX/S ®(/X @X/S ’

ot l'homomorphisme du bas est l'homomorphisme (16.8.9.2) de [EGA 1V], caracté-
risé par la condition 5”’”,(a ®b)=(a®1l) e (1eb) pour a, b eUx. Pour m < m/, les

homomorphismes 6(m) vérifient la relation de commutation

(2.1.3.2) S(m) ll/rryll-‘rn? (Wm m/ ® ll/m m ) o) S(m/)

L'assertion (i) est valable quelle que soient les structures de (/y-modules
choisies sur ’@?(/S,(m)(r) et '@;(l/s,(m)(’"/) parmi celles que définissent les d;; on
supposera par exemple qu'on prend celle que définit d, sur 2y, s, (m)(r) et celle que
définit d, sur ?S‘(/S,(m)(r’) .

On peut supposer S et X affines, et X muni de coordonnées locales ¢,,...,t; au-
dessus de S; soient S = SpecR, X = Spec A. Pour tout r, soit I(r) = Ker (A®"+1D
A), et, pour tout n, soit I(r) le m-PD-idéal canonique de P m)(I(r)) D'apres (1.5.3),

Pl (I(r)) estplat sur A quels que soient n et r, donc les idéaux P, ,(I(r)) ®, I(r")
et I(r) ®, P(”,;,L)(I(r’)) de P (I(r)) ®, P, m)(I(r )) sont munis de m-PD-structures
étendant celles de I(r') et I (r). Sity,...,74 est une suite réguliére de générateurs
de I(r), soit I'(r)  I(r) l'idéal engendré par les produits T{lkl}...riikrd’} ,ou l'un des
k; est au moins égal a p™. D'aprés (1.5.3) et (1.5.1), Idéal I;(r) = I(r) + pP?, (I(r))
peut s'écrire I 1(r) = I'(r) + pP, (1)) , et I'(r) est facteur direct de Pl (1))
comme A-module. Il en résulte qu on peut écrire

(I,(r) ®, PP, (r))) n (PE, (1) ®, I, ("))
= I'(r) @, I'(r') + p(PL,,(I(r)) ®, PP, (I(r")).

On en déduit que les PD-structures de P, m)(I(r)) ®y I(r) et I(r) ®, P m)(I(r )) sont
strictement compatibles, d'ou (i).

Soit .# 1'idéal de la diagonale dans X xg X. Comme on a 6"’"’(@-) =lert+1,01,
I'homomorphisme composé

n+n' opn n' n n'
@X/S ? '])X/S ®(’2‘;('@X/S 5 g)X/S,(m) ®0Xg)X/S,(m)

envoie .J/J" L  pran dans le m-PD-idéal I® Py s om +P%s, m ® J. La
propriété universelle de OPSL{/“g (m) fournit alors le m-PD-morphisme 5, , et les com-

mutations annoncées.

Remarque. — Lorsque p est localement nilpotent sur S, on montre de méme qu'il
existe une m-PD-structure canonique sur .J(r) ® Px18. )T +Pxs5 (m) (1) @ J(r).
On en déduit d'ailleurs, grace a la propriété universelle des enveloppes a puissan-

ces divisées, 1'existence d'un m-PD-isomorphisme
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Px15,m) (1) B0y Pxrs,(m) () =2 Pxys (m) (7 + 7).
De méme, on voit quil existe un m-PD-morphisme & : Px/g () = Px/5 (m) ®

Py, S. (m) qui rend commutatif le diagramme analogue a (2.1.3.1).

(2.1.4) Supposons qu'on ait un diagramme commutatif

X' 4 X
(2.1.4.1) (S, a,b,0') ———(S,q,b, a),

ou la ligne du bas est un m-PD-morphisme. La propriété universelle énoncée en
(2.1.1) entraine que 1'homomorphisme composé

n rr+1 r+1
AX'/S'(m),oc’(r) — X'/g7 — X/g

se factorise de maniére unique par un m-PD-morphisme
(2.1.4.2) A, (my, o (T — Bxys, (m),a(T)-

Les diagrammes

’

D; ,
X (% Ag{!/sl’(m)’al(r)—> X

/| .

X —— A%/s (m). o T) — X

induits par les immersions diagonales et les projections sont alors commutatifs. On

en tire en particulier des homomorphismes canoniques (Vy.-linéaires

(2.1.4.3) VA5 TP (3 J— S o}

les structures de (/y-module (resp. Uy-module) étant définies a partir d'une quel-
conque des projections p; (resp. p;).

Supposons que le carré (2.1.4.1) soit cartésien, et que de plus X soit lisse sur S.
L'énoncé de commutation au changement de base donné en (1.5.3) pour les envelop-

pes a puissances divisées entraine alors que (2.1.4.3) est un isomorphisme.

(2.1.5) Soit encore m € IN un entier fixé, et soit ¥ un anneau de valuation discréte
complet, d'idéal maximal m; si m > 1, on suppose que la caractéristique résiduelle
de V' est p. Lorsque nous parlerons, dans la suite de cet article, d'un ?'-schéma
formel ¥, il sera toujours sous-entendu que m(’;, en est un idéal de définition, et que
4 est localement noethérien.

Les définitions précédentes peuvent s'étendre aux 7'-schémas formels. Soit
2 — % un morphisme lisse de ¥-schémas formels (i.e. dont la réduction modulo m’
est lisse pour tout 7). Si ¥ et ¥ sont affines, I'(¥, U,) est plat sur I'(/, (). De plus,
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l'idéal de l'immersion diagonale de & dans %7 1 est régulier. On peut donc encore

appliquer ici les résultats de (1.5.3). On dispose ainsi de faisceaux de parties
principales 7%, (m)(T) , qui sont des (/;--modules localement libres pour chacune
des structures définies par les projections p; : 4 /r(;“l — Z; si ty,...,t; sont des

coordonnées locales de Z sur ¥, et 1, = py(¢,) — p;(¢,), les produits r{kl} . {kd}

avec
2 k; < n, forment encore une base de % J9 (m) SUr Oy pour chacune des deux struc-
tures naturelles. De méme, les résultats de (2.1.3) et (2.1.4) se généralisent dans ce

contexte.
(2.2) Faisceaux d'opérateurs différentiels

Soient m € IN, et S un schéma (resp. un schéma formel au sens de (2.1.5));
lorsque m > 1, on suppose que S est un Z p)-schéma. Dans le reste du chapitre 2, on
désignera par X un S-schéma lisse (resp. un S-schéma formel lisse).

Pour m, n € IN, nous considérerons sauf mention expresse du contraire le
faisceau des parties principales .@f(/s,(m) comme muni de sa structure gauche de
(Ux-algebre (cf. (2.1.2)).

(2.2.1) Soient m, n € IN. On définit le faisceau des opérateurs différentiels de
niveau m et d'ordre < n sur X relativement a S comme étant le dual (/yx-linéaire du

faisceau des parties principales ??{/S,(m) :

(2.2.1.1) DGt = Homp (PRss iy » Ox)-

Pour n variable, les surjections @S‘( /8. (m) = Px/ s.(m) fournissent des injections
Disn = D)5 -

Le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m est alors défini par

(m) (m)
X/S - U X/Sn :

nelN
On munit @%”}g d'une structure de faisceau d'anneaux grace aux accouplements
(m) (m) (m)
(2.2.1.2) @er/ls n @Xn}S,n’ @Xn}S n+n’
définis comme suit : si P € #om,, (fX/S (m) » Ux), P" e Jfom,, (fX/S (m) » (x), alors

PP’ est 'homomorphisme composé

smn IdeP’ P
(m)
(2.2.1. 3)@?(/8 (m) = @X/S (m) ®(X PX/S my — PX/S (my — Ux-

Les Q)&”}g , Mmunissent ainsi le faisceau @&’% d'une filtration naturelle de faisceau

d'anneaux, appelée comme d'habitude filtration par l'ordre. Si P est une section de
@é(”;?g au voisinage d'un point x € X, nous noterons ord, (P) le plus petit entier n tel

que P e @é(”/% n x> Pour tout ouvert U c X, et tout P e I'(U, @g("}zg ), nous poserons
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ord(P) = sup ord (P).
xeU

Comme les faisceaux 7%,q (m) » les faisceaux @%% , sont munis de deux

structures de (y-module, correspondant & la multiplication a gauche ou a droite
par une section de (/y. Nous les appelerons encore structure gauche et structure
droite. Par construction, la structure gauche est duale de la structure gauche de
.@3}/87 (m) » €t la structure droite provient par fonctorialité de l'action de Uy sur
%/ S, (m) définie par sa structure droite.

Les faisceaux @3(”}39 operent sur (U, I'action de P € JFomGX(PPSL(/S ) » Ux) étant

donnée par le composé
d, P

Le faisceau ()y est ainsi muni d'une structure naturelle de @5(”/‘39 -module a gauche.

Pour f € U, P € @&"}g , nous noterons souvent P(f) pour P.f := Pod,(f). On
prendra garde que, contrairement au cas des opérateurs différentiels usuels,

l'opération de @gg}g sur (Jx n'est pas fidele en général (voir (2.2.7)).

Pour m’ > m, les homomorphismes y . : ?P%/s ) = PX/5, (m) fournissent
par dualité des homomorphismes (Uy-linéaires @&”/Lg 0 = @%W/Lén , compatibles aux
accouplements (2.2.1.2) d'apres (2.1.3.2). Par passage a la limite inductive, on en
tire donc des homomorphismes canoniques de faisceaux d'anneaux filtrés

(m')

(2.2.1.5) L Py — I

Pm',m
non injectifs en général d'apres les formules qui suivent. De méme, en dualisant les
homomorphismes 7%, ¢ —>§7’§/S,(m) et en passant a la limite, on obtient encore des
homomorphismes de faisceaux d'anneaux filtrés p,, @EX’% — 9% g- 1l résulte alors
de (1.5.4) que les homomorphismes

(2.2.1.6) DTy, —— DL, —— Dys,

sont des isomorphismes pour n < p™*1. C'est en particulier le cas quel que soit m si
n <1, de sorte que ¢ &”}‘g ; est le faisceau habituel des opérateurs différentiels

d'ordre < 1. En outre, I'homomorphisme

(2.2.1.7) lim , I¥js —— Dys

est un isomorphisme.

(2.2.2) Considérons un carré commutatif de la forme (2.1.4.1), dans lequel on
suppose X lisse sur S et X' lisse sur S’. En dualisant les homomorphismes (2.1.4.3)

et en passant a la limite, on obtient des homomorphismes canoniques

(2.2.2.1) D — [ DG

(2.2.2.2) P ——— DT
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Lorsque le carré (2.1.4.1) est cartésien, de sorte que (2.1.4.3) est un isomorphisme, il
en est de méme de (2.2.2.1) et (2.2.2.2).

(2.2.3) Notations. — Dans la suite, nous omettrons en général 1'indice S, le sché-
ma (ou schéma formel) de base étant supposé fixé.

Supposons données des coordonnées locales ¢,,...,%; sur X relativement a S, et
notons comme précédemment 1; = pj'(¢,) — pg(¢,). Les dérivations de (y correspon-
dant a la base duale de la base d¢; de Q)l( seront notées d,. A la base de 5?5‘( (m) formée
des ' pour |E| < n, correspond la base duale de @&mr)l , dont les éléments seront

1)

notés Q@; pour k=1, on a donc oL — 0;. Pour n variable, les 9‘® forment une base

de @&m). Si nécessaire, nous préciserons le niveau m par la notation 9B De
méme, nous noterons 9'%11a base de @X’n duale de la base 7* de #%; pour n variable,
les 9'%! forment une base de 9y, (notée D, dans [EGA, IV 16.11.2]).

Soient m’' > m, et posons k; = p™q; + r =pmlqlf +r,avec0<r,<p™, 0<r < p".
Il résulte de (1.4.7.2) et (1.3.5.2) que 1'on a pour tout &

(2.2.3.1) pm,’m@%ﬂm)) — (g!/glg)Q%)(,ﬂ')’
(2.2.3.2) pm(Q<k>(m>) — Q!Q[k].

En particulier, si l'on a k; < p™ pour tout i, on obtient pm(QU—”(m)) = 9!%!: dans ce cas,
nous utiliserons indifféremment les notations 94! ou 9*’ dans L@fxm) .

(2.2.4) PROPOSITION. — Soient U c X un ouvert, t,,...,t; des coordonnées locales
sur U relativement a S, 1, =1 t;—t, ® 1. Avec les notations de (2.2.3), on a les rela-
tions suivantes :

(i) Vfely, VnelN, d,(f) = E B ) !k € P%. () (formule de Taylor).

|E|<n
.. . ; iy ol
(i) VEkieIN? o® () = g!(k) ke 0.

(i) V&, ﬁ”E]Nd, Q(k'>a<k"> — <k;k > Q(k'+/_€”) c @&m) )

I |

(iv) VEeN? V felOy, 2%f = E {
E+Ek'=Fk

,} Q(k'>(f)@<k”) c @)((m) )

La formule de Taylor résulte de (2.2.1.4) et de la définition des 94’ comme base
duale des z'%'. La relation (ii) en résulte d'apres (1.3.5.2), puisqu'on a

di(#) = d(®F = (dy(®» + D)%

n,n’
(m

Q<]—€I>Q<E>(1{i}) — Q(k') o(Id ® Q(k")) 05?’;1?'(1{1}) _ Q(l_%') o(Id ® Q(k"))((l el+1e 1){1}),

D'autre part, les relations §%; (7;) =1;® 1+ 1 ® 7; entrainent que l'on a
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de sorte que (iii) résulte de (1.3.6) (iii). Enfin, pour prouver (iv), on observe que 6(”,;3 =

Id, de sorte que 1'on a grace a (i)

QP @) = a® (e = aP(C Y a®(r) ),
|E'|

IN

n

et la formule résulte de (1.3.6) (iv).

Remarque. — Les relations (2.2.4) (iii) entrainent que Q@/)Q(k”) = Q@//)Q(M. Lorsque k&
est de la forme & = (0,...,%,...,0), ol k& est a la i-ieme place, nous noterons 8§k> au

lieu de Q@. Pour tout & € ]Nd, on peut ainsi écrire sans ambiguité

d

k) (k;

(2.2.4.1) 9% =TT of.
i=1

(2.2.5) COROLLAIRE. — (i) Sous les hypothéses de (2.2.4), le faisceau d'anneaux
@&m) est engendré par (x et par les opérateurs 8§pj> = aL[P”, avec 0 < j < m, ces
derniers commutant deux a deux.

(i) Supposons que S soit un schéma (resp. schéma formel) localement ncethé-
rien. Pour tout ouvert affine U c X (resp. tout x € X), l'anneau Dg”) = I'(U, 9)&’”))
(resp. l'anneau @%m; ) est neethérien & gauche et a droite.

Pour k£ € IN, posons £ = J’.":_Ol ajpj + ap™, avec 0 < a; < p pour tout J. On
déduit alors de (2.2.4) (ii) et (1.1.3) que
m-—1 ; n
(2.2.5.1) o = w(TT @M o) ",
j=0

avec u € Z?‘p) (resp. u=1si m=0), d'ou (i). Si U est un ouvert affine de X, il est
séparé et quasi-compact, de sorte que le foncteur I'(U, —) commute aux limites
inductives [SGA 4, VI, 5.2]. L'anneau D%,m) est alors muni de la filtration par
l'ordre, et son gradué associé est commutatif d'apres (2.2.4) (iv). Comme ce dernier
est neethérien, car engendré par les griD(Um) =I'(U, gri@é(m)) pour i < p™ d'apres
(2.2.5), un argument classique montre que D;]m) est neethérien (cf. [11, IT 5.3] ou [34,
I2.5.1]), et de méme pour @g(m; .

Remarques. — (i) Pour m = 0, on voit donc que 1'anneau @g})) est engendré par Uy et
les dérivations (cet anneau est noté PD-Yif f,4(CUx, Ux) dans [1] ou [9]).

(ii) Il résulte par contre de (1.1.1) que, si p n'est pas inversible sur X, et si j < m,
a}p” n'appartient pas au sous-anneau engendré par (y et les BL[pj/] pour j' < j. Le
méme argument montre que l'anneau Yy des opérateurs différentiels usuels ne
peut étre engendré par Uy et une famille finie d'opérateurs allp”, et également que
l'idéal a gauche de Y engendré par les 8l[pj], pour j € IN, n'est pas un idéal de type
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fini, de sorte que, méme si X est localement ncethérien, Y5 n'est pas en général un

faisceau d'anneaux ncethériens.

(2.2.6) PROPOSITION. — Supposons que S soit un schéma de caractéristique p, et,
pour tout r € IN, soit X" =S Xg X le schéma déduit de X par changement de base

par la puissance r-ieme du Frobenius absolu de S. Alors le Frobenius relatif

+1 . (m+1)
envoie Uxm+1) dans le centre de @(’") ce dernier s'identifie localement a l'algébre
des polynémes a coefficients dans Uxm+1) en les opérateurs 8§p Dom = um(allp'”])P,
avec u, = p!(p™HP/p" e Z?p)

(m) {1 suffit d'apres

Pour montrer que Uy m+1 est contenu dans le centre de ¥
(2.2.4) (iv) de vérifier que, pour tout & = 0, et tout f € U, on a E)<k>(fpm+1 =0, et,

compte tenu de (2.2.4) (i), cela résulte de ce que, dans g)X,(m) ,on a

d (7" = (fel+(lof—fol)?
= e l+pl(lef—fo )PP
_fpm+1

m+1 . .
Pour montrer que les opérateurs 8§p e appartiennent aussi au centre de g™ on

applique encore (2.2.4) (iv) en observant que, si l'on pose ' = p™q’ + r', p™*1 — k' =
p"q" +r”,avec 0 <r', r" < p™, d'une part
pm+1 _ ' "o
{ k' }(m) - p'/(q'q ')7
est divisible par p pour £’ = 0, p*1, d'autre part 8<pm+1 ra[p’"“ s'annule sur (Uy. Récip:

la forme P = 2 P, (8<pm+1>)ﬂ ou les opérateurs P, € @(m) sont d'ordre < p™*! par
rapport a chacun des d;. Si P appartient au centre de @(m), il en résulte que, pour
tout f € Uy, et tout n, on a [P, , f1 = 0. Fixons n, et posons P, = Zk akQ< , avec a,, €
Ox, et k; < p™*1 pour tout i. Pour montrer que a, = 0 po_ur k# _Q, on ordonne
l'ensemble des multi-indices k& selon l'ordre lexicographique, et on note A le plus
grand multi-indice k tel que a;, # 0. Si & # 0, soit ¢ minimum tel que %; # 0. On forme
alors

0<k<pm*l-1

ou 1, désigne le multi-indice dont les composantes sont nulles sauf celle d' 1nd1ce l
qulestegaleal Sik,=p™q+r,k;—1=p"q + 71/, avecOSr,r <p™ ona{ }_

q!/q'! sik;>1, et { } = 0 sinon, de sorte que { } est inversible sauf si k; = 0.
Comme [P, ¢] = O, il s'ensuit que A = 0, donc que P est de la forme P = Zn
a, (8<pm+1>)i avec a, € Ux. On peut alors écrire a, de maniére unique sous la forme

m+1

a,= Z b tr, avec bn €eUxmiv,etr;<p pour tout i. Soit s un multi-indice tel

n,r—=
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m+1 pour tout i. Le crochet [9'¢, P] est donné par

[09 P] = E E ( E {i}b&za@—i)(zz) Q(i)))@(p’”*”) n

n O<r<pmtl_1 j<s

que s; < p

ce qui s'écrit encore d'apres (2.2.4)

m+1 7
[@9,P1 = 3 {3 g (Y
Sperl_

n s—J<r

(; ) bﬂ,zér—gu) 9P ntd)

1

i<s

ou 9 ; désigne le quotient de s — j par p™. Pour n, j, et r variables, avec 0 < j < s et
s—Ji<r<pm™t!—1, les sections £~ 54 Q<pm+lﬂ+i> sont linéairement indépendantes
sur Uy m+1), de sorte que leurs coefficients dans 1'expression précédente sont nuls. Si
s # 0, on peut prendre j =0, r = s, et on en déduit que g§! bﬂé = 0. Comme g§! est

inversible, les b, _ sont nuls pour s # 0, ce qui montre que les opérateurs apparte-

e, 0

nant au centre de @&’”) ont bien la forme annoncée.

(2.2.7) PROPOSITION. — Sous les hypothéses de (2.2.6), l'image de l'homomor-

phisme canonique
. gplm) S
P, P Dy — Dy —> 6nd0s(0X)

est l'anneau des endomorphismes (Uyxm+v-linéaires de Uy, et son noyau A est

l'idéal bilatere de @&m) engendré localement par les opérateurs agpm“><m>. De plus,

pour tout m' > m, le noyau de l'homomorphisme canonique p,, . :Q&m) - @%m’) est

(m) (m')

aussi égal a X, et, si Q_D%m) ~ @&m)/J{ est l'image de 9% dans 9x"’, ce dernier est
localement libre sur Q_Dg(m) (a droite et a gauche), de base les opérateurs de la forme
Q<pm+1ﬂ>(m’), ne ]Nd_

D'aprés la proposition précédente, l'endomorphisme de ()y induit par un

opérateur de ¢ &m) est ()ym+1-linéaire. Inversement, pour prouver que tout endo-

(m)

morphisme Uxm+1-linéaire de Uy appartient a l'image de ¥y, il suffit d'observer

m+1

grace a (2.2.4) (ii) que, pour k= p™q +r < p™ ™", et tout 7, les opérateurs 8§k> vérifient

8§k>(tf) =qle szp) , tandis que 8§k)(tf‘) = 0 pour A < k; on en déduit aisément que, si k

m+1

est tel que k; < p pour tout i, il existe un opérateur P, e @é(m) tel que Pk( Ry = 1, et

Pk(zh) =0pour h#k, h; < p™+1 d'ou l'assertion.

Soit maintenant P = ¥, a, o®e @&m) un opérateur annulant (5. La relation
e m+1

B () = q!, avec ¢! € szp) lorsque k; < p

m+1

pour tout i, entraine alors que a, = 0

pour tout i. La description du noyau en résulte grace a (2.2.5.1).

Soit £ un multi-indice, et posons &, = p™q; + r; = pm+1q£ +r;,avec 0 <r, <p™,

0<ri< p™*L D'aprés (2.2.3.1), 'homomorphisme Prnilm @f,(m) - @%’””) envoie

lorsque k; < p

<]_€>m ! (k)m _ ’ .
9¥m sur g!/g'!9**¥m+1, Comme on a g =pg’ + s, avec 0 < s; < p, on voit que
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d d
v,(gl/g') = Y (g;—0lg) —qgj+0o@g) /(p-1 = 3 g,
i=1 i=1

de sorte que l'image de 9B dans @)((m“) est nulle si et seulement s'il existe i tel
que k; > p™+1. Utilisant encore (2.2.5.1), on voit donc que le noyau de P i1, m €St égal

a A. Il en est alors de méme pour celui de p, , , , car on a

Ker(pm+1,m) c Ker(pm,,m) c Ker(p,,).

Par contre, si k; < p™ *+1 pour tout i, ¢! est inversible dans Z etonap,, 9By =

- (p)° ,m(
g!o® ) Le fait que @&m) soit libre sur @%’”) avec pour base les 9‘? ) pésulte

alors de (2.2.5.1).

Remarque. — Dans [35], une confusion malheureuse entre @%’”) et son image dans

6nd0s((7X) (p- 279, 1. 9-11) invalide les résultats des sections (1.2.5) - (1.2.8). En

particulier, nous montrerons dans un article ultérieur que, lorsque X est affine, la

dimension cohomologique de I'(X, @;}”)) est égale a 2dim(X). De méme, si ¥ est un

schéma (ou un schéma formel) affine et lisse sur un anneau de valuation discrete
(m)

d'inégales caractéristiques, la dimension cohomologique de I'(¥, ;") est égale a
2dim(X) + 1, ainsi que celle de son complété p-adique.

(2.3) PD-stratifications de niveau m

Nous allons expliciter ici l'interprétation d'une structure de @&m)-module a

gauche sur un (y-module & en termes de stratifications, au sens de [1, II 1.3.1].
Cette interprétation sera particulierement utile dans ce contexte parce que, pour
m > 1, il ne suffit plus de spécifier 1'action des dérivations pour définir une struc-
ture de @§(M)-module a gauche sur &, contrairement au cas des @é(o)-modules, ou des
Y -modules en caractéristique 0.

Le schéma (resp. schéma formel) de base S étant fixé, nous omettrons de
préciser l'indice S dans ce qui suit. Si m = 0, les résultats qui suivent sont valables

sans supposer que S soit un Z(p)-schéma.

(2.3.1) D¢éfinition. — Soient X — S un morphisme lisse de Z(p)-schémas (resp.
schémas formels), & un Ux-module. Une m-PD-stratification (ou PD-stratification
de niveau m) € sur & relativement a S est la donnée d'une famille compatible d'iso-

morphismes ?]’;‘{’ (m) ~linéaires
. n D ~ > n

(m) »

ou les produits tensoriels sont respectivement pris pour les structures droite et
gauche de 7% ) , ces isomorphismes étant astreints aux conditions suivantes :
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(1) gy=1Idg;
(ii) Pour tous n, n’, le diagramme
3(’;1’)1 *(£n+n’)
@?( (m) ®J/);L( (m) ® 3 ~ ? 6®@§ (m) ®@;L( (m)

(2.3.1.1) qf’"’*(snm,) \~ ~/ q[;’”'*(sm,)

n n'
GX,(m) ®8®'@X,(m) 9

dont les fleches sont obtenues par extension des scalaires grace a 'homomorphisme

() défini en (2.1.3) et aux homomorphismes naturels

) ' . + ' :
%" Pxm — Tx o — Pxom x>

n,n’ . n+n’ n' n n'
a" P — Txm) — Txm L xm)

est commutatif.

Si qi”‘j : ?P}‘(’(m) - ?]’;}’(m)@) est 'homomorphisme correspondant a la
projection de X3 sur X2 définie par les facteurs d'indices i, J, il est facile de voir que
cette derniere condition (condition de cocycle) équivaut a

(2.3.1.2) Vo, qfy ) = qfy “(€,) o aly *(g,).

Un homomorphisme Uy-linéaire ¢ : & — 7 entre modules munis de m-PD-stratifica-
tions est dit horizontal s'il commute aux isomorphismes ¢, pour ¢ et 7 en un sens

évident.

(2.3.2) PROPOSITION. — Soit 6 un (x-module. 1l y a équivalence entre les données
suivantes :

a) Une structure de @;{”)-module a gauche sur & prolongeant sa structure de
Ox-module;

b) Une famille compatible d'homomorphismes Ux-linéaires

6, : 6 —— 6‘®.@)’§’(m)
(ce dernier étant considéré comme (x-module par l'intermédiaire de la structure
droite de 97’5’(,(,”) ), telle que 6,=1d,, et que pour tous n, n', le diagramme
Tde 8%

+ 4 _ ’
E®PY oy ———EBP% (1) L% ()

(2.3.2.1) 6 ®1d

n+n'

E®LY (m)

soit commutatif;
c) Une m-PD-stratification € = (g,) sur &.
De plus, un homomorphisme Ux-linéaire ¢ : & — 7 entre deux @&m)-modules a gau-

che est Q)&m)-linéaire si et seulement s'il commute aux homomorphismes 6, (resp.
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aux isomorphismes €,), i. e. s'il est horizontal.

La méthode est standard [1, IT 4.1-4.2], et due a Grothendieck dans le cas des
opérateurs différentiels usuels. Rappelons briévement comment on passe d'une
structure a l'autre.

Une structure de @(m)-module a gauche sur un (Uy-module & fournit une
famille compatible d'homomorphismes u,, : @g{mr)L ®() ¢ — &, ou le produit tensoriel
est pris pour la structure droite de (/y-module de @&mr)l , 1, étant lui-méme COy-
linéaire pour la structure gauche. Cette donnée équivaut par adjonction a celle

d'une famille d'homomorphismes (x-linéaires

6, : & —> Somy, (I, 8) = QY%

(m) >
ou le faisceau JFom( est pris pour la structure gauche de 9", et est considéré
comme (Jyx-module par la structure droite de @(m) la commutativité des diagram-
mes (2.3.2.1) traduit alors 1'associativité de l'action de @&m) sur &. Les isomorphis-
mes ¢, sont les factorisations 9’;’(, (m) -linéaires des 0, , et la commutativité de (2.3.2.1)
correspond a la condition de cocycle (2.3.1.1).

En coordonnées locales, et avec les notations de (2.2.3), 'application 6, est celle
qui associe a une section x € & son “développement de Taylor” :

(2.3.2.2) 0,(x) = ¥ 9¥xer®

|kl <n

L'expression de ¢, s'en déduit aussitot par linéarité, et on vérifie que c'est un iso-

morphisme en observant que son inverse est donné par

(2.3.2.3) e, (xel) = ¥ (-1) &] &)

|kl <n

On déduit de ces formules le corollaire suivant :

(2.3.3) COROLLAIRE. — Soient &, 7 deux @&’”)-modules a gauche.
(i) Il existe sur le produit tensoriel & ®0X F une unique structure de @&””

module a gauche telle que, pour tout k, et toutes sections x de &, y de 7, on ait

(2.3.3.1) 3B (xey) = E B g0y 6 gD

i<k

(ii) 1l existe sur le faisceau Jfom(;x(& F) une unique structure de @%’”)-module
a gauche telle que, pour tout k, tout morphisme ¢ : & — 7, et toute section x de &, on

ait

(2.3.3.2) P ) (x) = E (—1) il %} 2ED (2D 1)),

i<k
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(2.3.4) Définition. — Soit % une Ux-algebre commutative. On dira qu'une structure
de @&m)-module a gauche sur 8 est compatible a sa structure d'algébre, si la struc-
ture de Ux-module sous-jacente a la structure de @%’”)-module est celle qu'induit la
structure de (/x-algebre, et si les isomorphismes ¢, : '@;(,(m) QP == B® ?]’)”{’(m) de
la m-PD-stratification correspondante sont des isomorphismes de Pi’gf,(m) -algebres.

Il résulte de (2.3.2.2) que cette condition s'exprime en coordonnées locales par
la formule de Leibnitz

(2341)  Vige# VEeN, aB(fp = Y [ arat-ig
i<k
Exemples. — (i) Soient Y c X un sous-schéma fermé défini par un idéal § c Oy, et

@X/Y = h£1 ; (QX/]i le complété formel de X le long de Y. D'apres (2.0.2), l'action de
YDy sur Oy vérifie la formule de Leibnitz. Par récurrence sur n, puis sur k, il en
résulte qu'elle définit des accouplements g(m,)L X ]k -9 k=n d'ot une structure de
Yx-module a gauche sur 6X/Y qui est compatible & sa structure de (/y-algebre. Par
composition avec p, : @&m) — Y5, on obtient donc sur @X/Y une structure compatible
de A@g(m)-module a gauche.

(ii) Sous les hypotheses précédentes, soit 7 ,,,(f) la m-PD-enveloppe de f. On
munit &, ,(f) d'une m-PD-stratification de la maniére suivante. Soient .J ¢ ’@;(,(m)

le m-PD-idéal canonique, et « sa m-PD-structure. Posons

= ]-g’)'},(m)+i = Ker(?% (,n) = Ox/I) = L% (m) g+ 9.
On dispose alors d'un homomorphisme canonique
(2.34.2) Ly J) ®0X L% m) — Lim),aI s

qui est un isomorphisme. Pour le voir, il suffit de montrer qu'il existe sur l'idéal
g ®0X ’@SL(,(m)-i_'?(m)( D) ®0X3 une m-PD-structure prolongeant celles de § et .9, car
elle fournit alors un m-PD-morphisme inverse de (2.3.4.2). Or g’;‘(,(m) est localement
isomorphe au quotient d'une algebre de polynomes a puissances divisées de niveau
m, a coefficients dans Oy, par le n-iéme cran de sa filtration m-PD-adique, et, par
extension des scalaires, 7 ,,(f) ®(,;X @SL( (m) 8arde la méme stfucture. De plus,
d'apres (1.5.1) (iii), la m-PD-structure canonique de 7, ,(f) ®C‘X J est compatible a
toute m-PD-structure sur un idéal de l'anneau de coefficients #,,(f), ce qui en-
traine l'existence de la m-PD-structure cherchée. Comme le méme argument

fournit un isomorphisme canonique
g);(,(m) ®(,’7X’@(m)(j) — ‘(/P(m),oc(j’)’

on en déduit la m-PD-stratification (¢,) cherchée.
Soient ¢,,...,t; des coordonnées locales sur X. Par construction, on a

e,(1ot") = (te 1+,
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d'ou l'on déduit la relation

(2.3.4.3) VEielNd, W = (1) fi-h),

(iii) Soit Z c X un diviseur. Nous construirons en (4.2.3) des (/y-algebres com-
mutatives $y(Z, r), munies d'une action compatible de @%’"). Lorsque X est un
schéma formel, leurs complétées p-adiques fourniront des modéles entiers pour les
algebres de fonctions analytiques sur certains voisinages stricts du tube du complé-
mentaire de Z. Les anneaux d'opérateurs différentiels qu'on en déduit grace a la
proposition suivante jouent un réle fondamental dans la théorie des coefficients

pour les variétés non propres.

La condition de compatibilité introduite plus haut permet en effet de munir le
produit tensoriel 4 ®C‘X @&m) d'une structure canonique de faisceau d'anneaux,

auquel s'étend naturellement la filtration par l'ordre de @&m) :

(2.3.5) PROPOSITION. — Soit % une Ux-algébre commutative, munie d'une struc-
ture de @&m)-module & gauche compatible avec sa structure de (x-algebre. Il existe
alors sur le produit tensoriel % ®, Oy @%m) une unique structure de faisceau d'an-
neaux telle que les morphismes $ — $ @, @&m), b—bol et @(m) - B, @(m),
P+ 1@ P, soient des homomorphismes d' anneaux que (b®1)(1eP) =bw® Ppour
tous be B, P e @&m), et que, pour tout systeme de coordonnées locales sur X, tout k, et

tout b € B, on ait

(2.3.5.1) 1ed®).(bel) = E {E} oE-Dp g g0,

Si B’ est une B-algebre commutative munie d'une structure compatible de @gfm)_
module, telle que B — B’ soit «@gfm)-linéaire, le morphisme B ®,, SZJ%’”) - B'Q @)((m)
X X

est un homomorphisme d'anneaux.

L'unicité est claire. Pour définir la multiplication sur % ®(,X @)({m), on écrit

B&, I = Homy (I (1 »B)-

(m) >
On définit alors le produit PP’ de P : %% ) — % et de P’ : X( ) — % comme le
composé

s IdeP’ Psld
Pyl = P @ P% o — % m) ®£ﬁ BOTY (m) — 288 3,
ou ¢, est la m-PD-stratification définie par la structure de @%’”) -module de %, et u la
multiplication de 4. La seule vérification nécessaire est celle de 1'associativité de
l'opération ainsi définie : elle résulte d'un diagramme commutatif qu'on laisse au

lecteur le soin d'expliciter, et ou interviennent le triangle (2.3.1.1) exprimant la
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condition de cocycle pour les ¢, , et 1a compatibilité des e, avec u. La formule (2.3.5.1)
résulte immédiatement de cette définition, et des formules précédentes. La derniéere

assertion résulte de ce qu'un homomorphisme @%m)-linéaire est horizontal.

Remarques. — (i) L'homomorphisme e@&m) — B ®(5,,,X @%’") munit A ®(,X @&m) de deux
structures de Q@&m)-module. La structure de @%’”)-module a droite est définie par la
multiplication a droite par les opérateurs de 9, et la structure de @&m)-module a
gauche coincide avec la structure produit tensoriel définie en (2.3.3).

(ii) On voit comme en (2.3.2) que la donnée d'une structure de (B ® DI)-
module a gauche sur un $-module & est équivalente a la donnée d'une m-PD-
stratification dont les isomorphismes ¢, :.?P?(’(m) ®0X 6= & ®(,X PP)'}’(m) sont semi-
linéaires par rapport aux isomorphismes g)%’(m) ®(9‘X B = B ®0X {/P)’é’(m) de la m-

PD-stratification de 4.

(iii) Soient B — % un homomorphisme d'algébres vérifiant les propriétés de
I'énoncé, et & un (A ®OX @%’n))-module a gauche. Grace a la remarque précédente,
% ®, & est muni d'une structure naturelle de (%’ ®OX ;@gfm))-module. On vérifie

alors aisément que 1'homomorphisme canonique
(2.3.5.2) B ®y6 —— (B R, DY) Bygqm &

est un isomorphisme de (%’ ®(9X @&m))-modules.

(2.3.6) PROPOSITION. — Soient X — S un morphisme lisse de schémas (resp. sché-
mas formels), 5 une Ux-algébre commutative munie d'une structure compatible de

_@%’”)-module a gauche. Pour tout ouvert affine U c X, l'homomorphisme canonique

est un isomorphisme. Si I'(U, B) (resp. si la fibre %, en un point x € X) est un
anneau ncethérien, I'(U, $ ®(¢X @%’”)) (resp. ($B ®0X @;}n))x) est neethérien a gauche
et a droite.

Pour tout n, le faisceau @8’2 est un (;;-module localement libre, donc facteur
direct d'un (J;;-module libre de type fini. Comme 1'homomorphisme (2.3.6.1) est un
isomorphisme lorsque @&m) est remplacé par un tel module, il I'est encore pour @f,mrf
. Comme U est quasi-compact et séparé, le foncteur I'(U, —) commute aux limites
inductives, et 1'assertion pour @&m) en résulte. La derniére assertion se démontre

alors comme (2.2.5) (ii).

Nous terminerons cette section en introduisant pour les @&m)-modules une
notion de nilpotence analogue a celle de connexion nilpotente [29].

(2.3.7) PROPOSITION. — Soient X — S un morphisme lisse de schémas, & un ¢ &m)-
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module a gauche. On suppose que p est localement nilpotent sur S, et qu'il existe
sur X un systeme de coordonnées locales t,,...,t, . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Pour toute section e de &, il existe localement un entier N tel que Q@e =0
pour |k| > N.

(i) La condition (i) est satisfaite pour tout systeme de coordonnées locales sur
un ouvert de X.

(iii) Il existe un isomorphisme

vérifiant la condition de cocycle, et induisant par réduction sur les 9% (., la m-PD-

stratification de &. De plus, cet isomorphisme est alors unique.

Gardons les notations de (2.2.3). Comme p est localement nilpotent sur S, il
résulte de (1.5.3) que Py (,,,) est libre sur Uy de base les % avec k e IN?. Si la condi-
tion (i) est satisfaite, on peut encore définir une application 6:6 — & ®C’x .@X,(m) en
posant 6(e) = Zk 9%e © '8 pour toute section e de &; on vérifie qu'elle est Ox-

linéaire pour la structure droite de 7y de sorte qu'on obtient par factorisation

m)»
I'homomorphisme €. Il est clair qu'il inc(lu)it les isomorphismes ¢, donnant la m-PD-
stratification de &, et la condition de cocycle en découle. Pour voir que ¢ est un iso-
morphisme, on construit l'isomorphisme inverse par factorisation de l'application
0':6 > Px (m) ®0X 6 définie par 0'(e) = Zk (1)l g1k o 98¢ Inversement, si la
condition (iii) est satisfaite, on déduit de (2.3.2.2) que les composantes de &(1 ® e)

dans la base formée des &' sont les 9%

e (ce qui montre l'unicité de e lorsque la
m-PD-stratification est donnée). Comme les sections sur les ouverts affines commu-
tent aux sommes directes, il existe donc pour chaque point de X un voisinage sur
lequel les 9®’e sont nuls sauf un nombre fini. La condition (iii) étant indépendante

du choix d'un systéeme de coordonnées locales, la condition (ii) en résulte.

Définitions. — Soit X un S-schéma lisse, sur lequel p est localement nilpotent. Nous
dirons que ¢ est un @&m)-module quasi-nilpotent s'il vérifie les conditions de la
proposition au voisinage de tout point de X ; nous dirons qu'il est nilpotent si 1'entier
N peut étre pris indépendamment de la section e. De méme, nous dirons qu'une
m-PD-stratification sur un (y-module & est quasi-nilpotente si elle vérifie la
condition (iii) de la proposition. Si X est un schéma formel, de réduction X; modulo
p’, nous dirons qu'un @&’”)-module 6 est topologiquement quasi-nilpotent (resp. topo-
logiquement nilpotent) si sa réduction mod p’ est un @&m) -module quasi-nilpotent
(resp. nilpotent). l

C'est le cas par exemple si la structure de @%’n)-module de & est induite par une

structure de @%’n*l)-module, car, pour tout i, on a alors 8§k>(m>e = (q!/q’!)8§k>(m+1)e,

m+1_ m+1

avec k=p"q+r=p""q¢ +r,0<r<p”, 0<r <p™t et q!/q’"! — 0 pour la

topologie p-adique. Cette condition est vérifiée par (U, qui est donc un @&m)-module
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nilpotent lorsque p est nilpotent sur X, et il en résulte alors que tout @&m)-module de
type fini quasi-nilpotent est nilpotent.

(2.4) Passages a la limite

Comme en (2.1.5), on désigne par ¥ un anneau de valuation discréte complet,
d'inégales caractéristiques (0, p), d'idéal maximal m, de corps résiduel &, de corps
des fractions K, d'indice de ramification absolu e. On fixe un V'-schéma formel ¥
(dont m(, est par hypothése un idéal de définition), et, pour tout i > 0, on note S, la
réduction de ¥ modulo mé*L. Si Z est un ¥-schéma formel, on pose de méme X, =
4 x4 S;; pour i = 0, on note simplement X la réduction de 2 sur k. Les opérateurs
différentiels considérés sur 4 (resp. X,) sont relatifs a ¥ (resp. S;). On rappelle que

les schémas formels considérés sont toujours supposés localement ncethériens.

(2.4.1) Soit & un ¥-schéma formel lisse. On notera «@y le faisceau d'anneaux
obtenu par complétion p-adique du faisceau des opérateurs différentiels usuels
(relativement a &), et, pour tout entier m > 0, on notera de méme @}’”) le complété
p-adique du faisceau @éﬁ”). Compte tenu de (2.2.2), on a donc

(24.1.1) 9 = tim g G = dim g

(m)

On ne dispose plus sur les faisceaux G et @I de la filtration par l'ordre.

Localement, leurs sections peuvent étre décrites comme des opérateurs différentiels

d'ordre infini : si % < 4 est un ouvert affine sur lequel il existe des coordonnées
(m)

locales t,,...,t,, toute section P e I'(%, @I ) (resp. P e I'(U, @I) peut s'écrire de

maniére unique

(2.4.1.2) P =Y aqd% (esp P =Y qa)
k k

ou les a; e I'(U, Uy) tendent vers 0 pour la topologie p-adique.

Pour m variable, les faisceaux @é’.") forment un systéme inductif de faisceaux

d'anneaux, et on pose
T 15 7 (m)
(2.4.1.3) Ly = lim , D"

Par passage a la limite, on dispose donc d'un homomorphisme canonique de fais-
ceaux d'anneaux @} — 9. Enfin, pour tout faisceau abélien E, nous noterons Eq
le faisceau E ® Q. On introduit ainsi les faisceaux

(2.4.1.4) a4y =99 e, g = T4® Q.
Comme ¥ est localement ncethérien, son idéal de p-torsion est localement

annulé par une puissance fixe de p. Il résulte donc de (2.2.3) et (2.4.1.2) que, pour

tous m < m’, 'nomomorphisme canonique @U(Imé - @(Imé (resp. @(Imé — @1 Q) est
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injectif, de sorte que 1'on obtient les injections
(2.4.1.5) @(0) — QZJ(D s ... — @E{% ... — @.},Q — @IQ

Lorsque () est sans p-torsion (ce qui est le cas par exemple si ¥ = Spf?'), on a de
plus les inclusions

am e M, Dy TBhg, Dy — Dyg,
ainsi que
(2.4.1.6) D= U @y s g,.
m=>0

Par passage a la limite, le faisceau @1 opére sur (,, de sorte qu'il en est de
méme des faisceaux @;m) et @} De méme, les faisceaux @(Imé et @p} Q opérent sur le
faisceau O, r.qQ= Or®Q.

Nous dirons que @(’”) (resp. @} , @I) est le faisceau des opérateurs différentiels

d'ordre infini et de niveau m (resp. de niveau fini, de niveau infini) sur 4.

(2.4.2) Pour donner une description analogue a (2.4.1.2) pour les sections de @p}sur
un ouvert affine %, il peut étre commode d'utiliser une norme sur A = I'(U, O,).
Pour simplifier, on supposera ici que ¥ = Spf?". Comme (), est alors sans p-torsion,
A s'injecte dans Ax = A ®,, K, qui est une K-algébre de Tate. On dispose donc sur
celle-ci des normes quotients associées aux présentations Ay = K{T},...,T,}/I de
Ay comme quotient d'une algebre de séries formelles restreintes sur K, et a la nor-
me standard de K{T},...,T,}. Ces normes, qui font de A, une K-algebre de Banach,
sont toutes équivalentes et sont appelées normes de Banach sur Ag; comme Ay est
réduit, elles sont aussi équivalentes a la norme spectrale sur le spectre maximal
Spm Ay (cf. [12, 6.2.4, th. 1]). On observera d'autre part que, pour la norme spectrale
sur Ay, la condition b, € A équivaut a [|b,[| < 1 : en effet, si b € Ay vérifie ||b]| <1, b
est entier sur A [12, 6.3.5, th. 1 et 5.1.4_, cor. 6]; écrivant b = b'/7", ol © est une
uniformisante de A et b’ €¢ A — nA, le fait que A/n A soit lisse sur k, donc réduit,
entraine que r < 0.

Nous noterons par ||—|| I'une quelconque des normes considérées ici, les condi-

tions de décroissance qui suivent étant indépendantes de la norme choisie.

(2.4.3) LEMME. — Pour m, k € IN, posons k = pmq(m) + r(m) avec 0 < r;cm) <p™.

1 1k

(i) Pour tout m € IN, il existe n’ <1, ¢’ eR tels que |q(m)‘| < ¢'n'® pour tout k.

(i) Pour tout n < 1, il existe m €N, ¢ € R tels que n* < ¢| q(m)'| pour tout k.

Pour m fixé, et k € IN, posons q = q(m) d'ou (& — p™)/p™ < q < k/p™. Rappelons
que vp(q!) =(qg—o0(q))/(p —1); compte tenu de la majoration

Vg20, o(g) < (p—1og,(g+1) +1),



48 P. BERTHELOT

on en tire l'estimation
(2.4.3.1) kRIp™(p—-1)— log,(k+1) —p/(p—-1) < v,(q!) < k/Ip™(p—1).

Le lemme en résulte.

(2.4.4) PROPOSITION. — Soient & un V-schéma formel lisse, U un ouvert affine de
4, muni de coordonnées locales t,,...,t;, A =T(U, Uy, ||-|| une norme de Banach
sur AK. Pour tout opérateur

(2.4.4.1) P = E aké[kl — E aka_k/k! e T, @y),
k k

soit P, e I'(U;, ‘@Xi) la réduction de P modulo m'*!. Les conditions suivantes sont
alors équivalentes :
(i) L'opérateur P appartient a I'(4U, @;}) ;

(ii) Il existe des constantes o, B € R, a > 0, telles que
(2.4.4.2) ord (P,) < ai+ .
(iii) Il existe des constantes ¢, n € R, avec n < 1, telles que, quel que soit k,

(2.4.4.3) lagll < en'®.

Comme U est quasi-compact et séparé, le foncteur I'(%, —) commute aux
limites inductives, de sorte que I'(%, @;}) = Um I, @:&m)). Soient A = I'(‘U, U,),
Pel(%, @f(lm))' On peut écrire P sous la forme

P = E ka<k> — E g!ka[/_ﬁé],
k k

ou les coefficients b, € A tendent vers 0 pour |k| — oo, et ou, pour tout £ € IN, on pose
k=p"q+r,0<r <;)m. Si v, désigne la valuation de 7, le lemme précédent entraine
qu'il existe des constantes a > 0, b € R, telles que, pour tout £ € IN, on ait v, (¢q!) =
evp(q!) > ak + b. Par suite, g! b, € mtA des que |E| > (i — b+ 1)/a, d'ou (2.4.4.2).

Pour montrer que (ii) = (iii), on peut prendre pour |—| la norme spectrale de
Ay, de sorte que ||b|| < 1 pour tout b € A. La condition (2.4.4.2) entraine alors que
16l Sp_(”l)/e pour tout i tel que i < (|k| — B)/ . On obtient donc [|b, || < p—(|k\—ﬁ)/ea’
d'ot la condition (2.4.4.3). B

Soit enfin P =%, a, Bl e T(w, @I) un opérateur dont les coefficients a, véri-
fient une condition de la forme (2.4.4.3), et prenons encore pour norme la norme
spectrale. Il faut alors montrer que, pour m assez grand, les coefficients b, € Ay
définis par b, = a,/g! (ol on a posé k = p™q + r, avec 0 < r; < p” pour tout i;, sont
dans A pour tout k_, et tendent vers 0 pour la topologie m-adique. Si l'on pose vp(ak) =
- logp lall, la relation lla,ll < cn|k| peut étre écrite sous la forme vp(ak) > AlR| + u,
avec A > 0. On obtient alors d'apres le lemme
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ce qui montre qu'en choisissant m assez grand, on assure que b, — 0 pour |[k| — .
D'apres (2.4.2), la condition b, € A équivaut a [0, < 1. Or on voit que vp(bk) > 0 des
que |k| > — u(A—1/p™(p—1))~1. Il reste donc & observer que, lorsque u < 0, on peut
prendre m assez grand pour avoir g = 0 tant que |k| < — u(A — 1/p™(p—1))"1 : en
effet, il suffit de choisir m tel que l'on ait p” > — u(A — 1/p™(p-1)"1, i. e. p™ >
AN —p+ 1/(p-1)).

Remarque. — On voit donc apparaitre de la sorte, pour caractériser les opérateurs
Pel (%, @;), des conditions de décroissance sur les coefficients analogues a celles
de Monsky-Washnitzer (cf. [37] ou [41]). Si f € A est tel que V(f) soit une hyper-
surface lisse, ou une intersection d'hypersurfaces lisses se coupant transversale-
ment, la AQ-algébre A}Q, ou A} est la complétée faible de 1'anneau de fractions A,
est engendrée sous l'action de I'(%, @},Q) par 1/f[4, 4.2.2 et 4.3.2]. On conjecture
que, sans hypotheése sur f, il existe encore un nombre fini d'éléments de A} engen-
drant A} en tant que I'(%, @i},Q)-module.

3. Théoremes de cohérence

Nous allons examiner maintenant les propriétés de finitude des complétés
d'anneaux d'opérateurs différentiels construits précédemment, et prouver pour les
modules cohérents sur ceux-ci les analogues des théoréemes A et B pour les modules
(Jx-cohérents. Pour la commodité des références, nous regrouperons dans les pre-
mieéres sections divers rappels et généralisations simples de résultats classiques.

Rappelons tout d'abord (cf. [40] ou [23, (0, 5.3)]) que, si & est un faisceau
d'anneaux sur un espace topologique X quelconque, et 4 un ¥-module a gauche, on
dit que .# est cohérent s'il est de type fini sur ¥, et si, pour tout ouvert U c X et tout
morphisme ¢ : (9| ;)" — M|, le noyau de ¢ est de type fini sur 4. On dit que & est un
faisceau d'anneaux cohérent s'il est cohérent en tant que &-module a gauche.
Lorsque ¥ est cohérent, un ¥-module a gauche est cohérent si et seulement s'il est
localement de présentation finie. Quel que soit &, la catégorie des ¥-modules cohé-
rents est abélienne.

Dans la section (3.1), nous traitons d'abord le cas des faisceaux d'opérateurs
d'ordre fini, pour lesquels la cohérence résulte simplement de la quasi-cohérence
sur (Jy et de la nceethérianité. Apres avoir fait en (3.2) quelques rappels sur les
complétions dans le cas des anneaux ncethériens non nécessairement commutatifs,
nous étudions en (3.3) les modules cohérents sur des anneaux tels que @(Im) , lorsque
I est un V'-schéma formel; les techniques de limite projectives mises en ceuvre
reprennent celles qui sont utilisées dans [EGA] pour 1'étude des (J,,-modules cohé-
rents. La section (3.4) permet de passer au cas des modules cohérents sur les
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anneaux @(I’% , griace a la proposition (3.4.5) qui fournit des modeles entiers pour

ceux-ci. Dans la section (3.5), nous établissons la platitude des homomorphismes
canoniques @}@Q — @&m(gl) . C'est le résultat-clé dont nous déduisons en (3.6) la
cohérence du faisceau @J} @ et par passage a la limite inductive, les théoremes A
et B pour les @}},Q-modules cohérents. Pour finir, mentionnons que ces résultats
seront établis dans un cadre suffisamment général pour couvrir le cas des fais-
ceaux d'opérateurs différentiels a coefficients dans une (,-algebre sur laquelle ils
opérent, afin notamment de pouvoir les appliquer aux opérateurs a singularités

surconvergentes construits dans le chapitre suivant.
(3.1) Cas des opérateurs d'ordre fini

Nous considérons d'abord le cas des faisceaux non complétés @%’"). Rappelons

I'énoncé général suivant :

(3.1.1) PROPOSITION. — Soient X un espace topologique, 9 un faisceau d'anneaux
sur X, B une base d'ouverts de X. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

a) Pour tout U € B, l'anneau I'(U, 9) est neethérien a gauche (resp. a droite);

b) Pour tous U, V € B, avec V c U, l'homomorphisme I'(U, ) — I'(V, &) est
plat a droite (resp. a gauche).

Alors 9 est un faisceau d'anneaux cohérents a gauche (resp. a droite).

11 suffit de montrer que, pour tout U € B, et tout u : (@\U)r = D\, N = Ker(u)
est un Y-module a gauche de type fini. SiD =1'(U, ), le D-module N = T'(U, .N') est
de type fini, de sorte qu'on achéve en observant que le foncteur qui associe a un D-
module a gauche M le 9|;-module a gauche 9)|;; ®;, M est exact grace a b).

(3.1.2) COROLLAIRE. — Soient X — S un morphisme lisse de schémas (resp.
schémas formels), m € IN, et B une (Ux-algébre commutative munie d'une structure
compatible de @§(M)-module a gauche, vérifiant les conditions a) et b) de (3.1.1) pour
la famille des ouverts affines de X. Alors le faisceau A ®GX @g’” défini en (2.3.5) est

un faisceau d'anneaux cohérent a gauche.

Compte tenu de (2.3.6), il suffit de prouver que pour V c U affines, 'homomor-
phisme canonique I'(U, % ®0X @%’”)) - T(V,38 ®C,X @&mh est plat a droite. Observons
d'abord que 1'homomorphisme
(3.1.2.1) T(V, Ox) @y, ¢y DU, V) —— TV, D¢
est un isomorphisme, car @&m) est limite inductive des (/y-modules cohérents @&m,i .
En appliquant l'isomorphisme (2.3.6.1), on en déduit que 'homomorphisme
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(3.1.2.2)  T(V,8) By 4 T, B8, 25") —— T(V, 88, Iy)

est un isomorphisme I'(U, % ®(,/,X @%m))-linéaire a droite, et 'assertion résulte de la
platitude de I'(V, %) sur I'(U, %).

Remarque. — On peut également montrer que % ®(‘,X«§Z§(’") est cohérent a droite.

Supposons maintenant que X soit un schéma, et # une (/y-algébre commuta-
tive quasi-cohérente, a sections noethériennes sur les ouverts affines. Compte tenu
de ce qui précede et de (2.3.6), on peut appliquer a ¥ = 8 ®0X @&m) I'énoncé général
suivant, dont la démonstration est standard (et dans lequel on peut remplacer
gauche par droite) :

(3.1.3) PROPOSITION. — Soient X un schéma, 9 un faisceau d'anneaux sur X tel
que, pour tout ouvert affine U c X, I'(U, &) soit un anneau ncethérien. On suppose
donné un homomorphisme Uy — 9 tel que la multiplication a gauche par les
sections de Uy fasse de 9 un Ux-module quasi-cohérent.

(i) Le faisceau 9 est un faisceau d'anneaux cohérent a gauche.

(i) Pour qu'un 9-module a gauche M soit cohérent, il faut et suffit qu'il soit
quasi-cohérent en tant que (x-module, et que, pour tout ouvert U d'un recouvre-
ment affine de X, I'(U, M) soit un I'(U, 9)-module a gauche de type fini.

(iii) Supposons X affine, et soit D = I'(X, &¥). Alors les foncteurs M —> T'(X, M) et
M — 9 ®; M sont des équivalences de catégories quasi-inverses entre la catégorie

des 9-modules a gauche cohérents et la catégorie des D-modules a gauche de type

fini.
(3.2) Rappels sur le complété I-adique d'un anneau non commutatif

Pour la commodité des références, nous rappelons ici comment les résultats
classiques sur la complétion des modules de type fini sur un anneau commutatif
s'énoncent dans le cas non commutatif (voir aussi par exemple [38, ch. D]). Sauf
mention explicite du contraire, les modules considérés sont des modules a gauche,
les résultats restant valables lorsqu'on échange gauche et droite. Nous emploierons

49

le terme “complété” dans le sens de “séparé complété”.

(8.2.1) Soient D un anneau non nécessairement commutatif, I < D un idéal bila-
tere, et M un D-module a gauche. La topologie I-adique sur D (resp. M) est définie
par la famille d'idéaux bilateres I" (resp. de sous-modules I"M). Le complété D=
hm , D/I" de D est muni d'une structure d'anneau, et le complété M = 11m "
M / I ”M de M d'une structure de D-module a gauche.

Nous dirons que [ est un idéal central de D s'il est engendré par une famille
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d'éléments appartenant au centre de D. Lorsque I est de type fini comme idéal a
gauche (ou a droite), il est engendré par une famille finie d'éléments du centre, a la
fois comme idéal a gauche et comme idéal a droite.

Nous aurons a utiliser le lemme élémentaire suivant (cf. [8, 1.2.6]) :

(3.2.2) LEMME. — Soient D un anneau non nécessairement commutatif, I c D un
idéal central de type fini, D; = D/I+1 (M;); ¢ un systéeme projectif de Dijmodules a
gauche, tel que, pour tout i > 1, les homomorphismes canoniques M;/I'M; — M,
soient des isomorphismes. On pose M =lim ;M.

H

(i) Pour tout n > 0, les homomorphismes canoniques

(3.2.2.1) I"'M —— lim ,I"M,,
am
(3.2.2.2) M/II""'M —— M,

sont des isomorphismes.

(i) Si M, est de type fini sur D, alors M est de type fini sur D= h;n ; D;, toute
famille relevant une famille finie de générateurs de M, engendrant M.

(iii) Si D, est nceethérien a gauche (resp. a droite), D est ncethérien a gauche
(resp. a droite).

Comme les topologies I-adique et I"-adique coincident, il suffit de prouver
l'assertion (i) pour n = 1. Soit #,,...,¢, une famille de générateurs de I appartenant
au centre de D, et x = (x;),_p un élément de lim ; IM;. Chaque x; peut s'écrire sous

%
la forme x; = 22:1tk3’k,i7 avec y, ; € M;, et on va montrer qu'il existe des suites
d'éléments y, ; € M; telles que, pour tous %, i, y, ; ait y;, ;_; pour image dans M, ,, et
que x; = X} _;t,y, ; pour tout i. Pour cela, on construit par récurrence sur i les
éléments y, j cherchés, pour 0 < j < i, et des éléments y, ; d'image y, ; ; dans M, ,,
tels que x; = Zzzltkyg’i. Sii =0, on pose y}e/,O = ¥p,0- Supposant la construction faite
pour l'indice i, posons 2, ; =¥, ;.1 — ¥, ;» OU Y, ;1 est I'image de y, ; ; dans M;. On a
i+1° On
On acheve alors la

donc Zzzltkzk’i =0, et, si Zpii1 € M, releve Z, o 00 a 21 L2y 41 € I'tiy
peut donc écrire X} 14,2, ;1 =X} 18Uy 00U, €I'M; .
récurrence en posant y,’g’i = y,;”i + Uy, OU U, est l'image de Up i1 dans M;, et
y}e”iH: Yeiv1 — ki1 T Upiy1> C© qui prouve l'isomorphisme (3.2.2.1). Comme

I'homomorphisme canonique M = lim ; M; — M, est surjectif, la suite
H

0 —— lim ,I"*'M, M M, 0
est exacte, d'ou 1'isomorphisme (3.2.2.2). L'assertion (ii) est alors standard.
D'apres (i), D est séparé et complet pour la topologie I-adique. Le gradué
associé est quotient de I'anneau de polynémes D,[T,...,T,], ou les T, commutent
aux éléments de D,,. Si D, est ncethérien, il en est de méme de D,[T,...,T ], donc de

grﬁ, et D est alors noethérien d'apres [13, III, § 2, n°9, cor. 2 a la prop. 12].
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(3.2.3) Supposons que D soit un anneau ncethérien a gauche, et I ¢ D un idéal
central. On montre essentiellement comme dans le cas commutatif les propriétés

suivantes, o1 l'on peut échanger gauche et droite :

(i) SiM est un D-module a gauche de type fini, et N ¢ M un sous-D-module, il
existe un entier n, tel que, pour tout n > n, on ait

I"'N c I"'M NN c I""™N.

L'hypothése que I est central permet d'employer la méme démonstration que dans
le cas commutatif : 1'anneau D* = ®n20 I" est alors neethérien car quotient d'un

anneau de polynémes D[T,,...,T,] (ou les T, commutent aux éléments de D).

(ii) Le foncteur M —s M est exact sur la sous-catégorie des D-modules a gauche
de type fini.

(iii) Pour tout D-module a gauche de type fini M, 'homomorphisme canonique
DO,M —— M
est un isomorphisme.
(iv) L'homomorphisme canonique D — D fait de D un D-module a droite plat.
(v) Tout D-module a gauche de type fini est séparé et complet.
(vi) L'anneau D est neethérien a gauche.

(vii)) Soit D — E un homomorphisme d'anneaux tel que E soit ncethérien a
gauche, et que IE soit un idéal central de E. Pour que E soit plat a droite sur ﬁ, il
faut et suffit que, pour tout n, I'anneau E/I"E soit plat a droite sur D/I1"D.

Remarque. — L'hypothése que I est central, qui suffira ici, peut en fait étre rem-
placée par 1'hypothése plus faible que I est engendré par une suite centralisante
d'éléments de D, i. e. une suite (¢;,...,%;) telle que, pour tout i, 'image de ¢, appar-
tienne au centre de D/(¢;,...,t; ;) [38, D, ch. V]. Par exemple, sous les hypotheses
de (2.2.1), soit (Z,,...,t;) une suite quelconque de sections de (y; alors la suite
(p, tgmﬂ, e, thH) est une suite centralisante dans @&m), d'apres (2.2.4) (ii).

Nous utiliserons également le résultat suivant (cf. [9, p. B5]) :

(3.2.4) PROPOSITION. — Soient D un anneau ncethérien a gauche, I un idéal cen-
tral, E un D-module a droite tel que, pour tout n, E/EI" soit un D/I"D-module plat.
Alors E est un D-module & droite plat, et, pour tout D-module & gauche de type fini
M, le groupe abélien E ®p M est séparé et complet pour la topologie définie par les
sous-groupes E ®pn1"M.

Soit 0 — M’ — M — M"— 0 une suite exacte de D-modules a gauche de type fini.
La platitude de E/EI" sur D/I"D entraine que, pour tout n, on a la suite exacte
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0 — EQsM'/T"M M) —s EQyM/I"'M — E®;M"/["M" — 0.

Par Mittag-Leffler, la suite obtenue par passage a la limite projective reste exacte.
Comme, d'apres (3.2.3) (i), il existe n, tel que I"M' < I"M N M’ < I" "M’ pour tout
n > n,, on obtient ainsi la suite exacte

0 — E®yM) — E®;M) — (E®;M") — 0,

ce qui montre l'exactitude du foncteur M — (E ®p M) " sur la catégorie des D-
modules a gauche de type fini. En prenant une présentation finie de M sur D, et en
remarquant que la deuxiéme assertion est vraie lorsque M est libre de type fini, on
en déduit que 'homomorphisme E ®p M — (E ®p M) " est un isomorphisme, d'ou

1'énoncé.
(3.3) Modules cohérents sur @yn)

Comme pour les (/)-modules cohérents, les propriétés de cohérence sur @E{”)
résultent des propriétés des complétés d'anneaux ncethériens, étendues ici au cas
non commutatif. Elles sont valables sous des hypothéses plus générales, sur un
schéma formel localement ncethérien, et c'est le cadre que nous adopterons dans

cette section pour les énoncer.

Dans cette section, nous désignerons donc par & un schéma formel localement
ncethérien, et par .9 c Uy un idéal de définition. Nous noterons X; le schéma usuel
(X1, Ofl 9.

(3.3.1) LEMME. — Soient (M), p un systéme projectif de (Uyx-modules quasi-
cohérents, et M = (hin ;M;. On suppose que les homomorphismes J(Hl/j”lJ(iJrl -

M; sont des isomorphismes. Alors, pour tout n > 0, les homomorphismes canoniques

(3.3.1.1) I"M —— lim 9",
(_
(3.3.1.2) HIIM M —— A,

sont des isomorphismes.

Soit % < % un ouvert affine. Posons I =T'(U, ), M, =T(U, M;), M = T'(U, M).
Comme les .4, sont quasi-cohérents, on a M, /IiMi ~ M, ;, et M =lim ;, M, par
%

définition. Le lemme résulte donc de (3.2.2).

(3.3.2) LEMME. — Supposons 4 affine, et soit  =1'(4,.9).
(i) Soit M un U,y -module tel que M = lim , .M 1IM, et que les M/.I'H soient
. %
OUx -quasi-cohérents. Alors :

(3.3.2.1) VnelN, Vq>1, HYZ,I9"M) = 0,
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(3.3.2.2) VnelN, I'Z,I9"M) = I"T'(X, M).

(i) Soit M un Oy -module limite inductive filtrante d'une famille (M,), _; de
O -modules vérifiant les conditions de (i). Alors M vérifie encore les propriétés pré-
cédentes. De plus, si M = h;n i,/t(/ji!/t{, et si l'on munit T'(X, M) de la topologie I-

adique, on a

(3.3.2.3) T(T, M) —=~ T, .

Pour tout n, on a encore .9 M = lim i>n I"M/I'H. Comme les I"M/I ‘M sont
OX -quasi-cohérents, la nullité des Hq(ol’ I M) pour g > 1 résulte de [EGA, Oy
13.3.1]. Pour g = 0, on en déduit également, compte tenu de (3.2.2) :
L, 9" M) = lim ; I'(Z, I"MIIM) =~ lim ST, MIIM) = I"lim ; T,
M1IH) o * ‘_

d'ou (i). Comme les foncteurs 4 —> HY(X, 9" M) commutent aux limites inductives,
les relations (3.3.2.1) et (3.3.2.2) restent valables sous les hypotheses de (ii). Comme

elles entrainent les isomorphismes
(3.3.2.4) T, M/ I'T A, M) —= TX, M IN),

la relation (3.3.2.3) en découle.

(3.3.3) Dans la suite de la section (3.3), on désigne par & un faisceau d'anneaux
(non nécessairement commutatifs) sur 2, muni d'un homomorphisme () — ¢. On
suppose que, sur tout ouvert affine de &, .Y est engendré par une famille de sections
dont I'image est dans le centre de &; on pose ¥, = @191, et on note g = h;n ;D le
complété J-adique de &. On suppose de plus que & vérifie les conditions suivantes :

a) En tant que (,-module par la multiplication & gauche, & est limite
inductive filtrante dune famille de (J,-modules ¥, tels que les &,/ @ soient (/X
quasi-cohérents, et que ¥, = llm 9,19 l@w

b) Pour tout ouvert afﬁne U X, l'anneau I'(U, &) est neethérien a gauche.

On observera que la condition a) entraine que, pour tout i, ¥; est quasi-cohérent

sur (’)‘XL_, de sorte que ¥, est un faisceau d'anneaux cohérent a gauche d'apres (3.1.3).

Soit % une (/,-algébre commutative, a sections ncethériennes sur les ouverts
affines de 4, telle que les B/.9'% soient (’)Xi-quasi-cohérentes, et que 8 ~ hHm ;B 73
Supposons que 4 soit un ¥-schéma formel lisse, et que 4 soit munie d'une structure
compatible de @(m) module a gauche. Grace a l'existence de la filtration par 1'ordre,
et a (2.3.6), les hypotheses a) et b) sont alors vérifiées par les faisceaux % ® @(m) .
Dans ce cas, nous noterons le complété ) par

(3.3.3.1) B, ) = lim ; BILITB R, @<m>.

Sauf mention explicite du contraire, les modules considérés par la suite sont
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des modules a gauche. Une variante consiste a remplacer gauche par droite dans
I'énoncé des conditions a) et b). Les énoncés qui suivent restent alors valables en

échangeant gauche et droite.

(3.3.4) PROPOSITION. — Soit 9 un faisceau d'anneaux sur 4, muni d'un homo-
morphisme Uy — 9, et vérifiant les hypotheses de (3.3.3).
(i) Pour tout ouvert affine U c X, l'anneau T'(U, D) est neethérien & gauche.

(ii) Pour tout couple d'ouverts affines U’ < U, I'homomorphisme
T, 9 — T, 9)

est plat a droite.
(iii) Le faisceau 9 est cohérent gauche.
(iv) Si Y est plat a droite sur Uy, il en est de méme de g.

Soient I =1°(%,.9), D =T (U, 9), et munissons D de la topologie I-adique. Gréce
a(3.3.2.3), on aD~ I'(%, @), si bien que la premiere assertion résulte de (3.2.3) (vi).
La seconde résulte de méme de (3.2.3) (vii), grace a la quasi-cohérence des ¥;. La

troisiéeme est alors conséquence de (3.1.1). Enfin, 1'assertion (iv) résulte aussi de
(3.2.3) (vii).

(3.3.5) LEMME. — Soient A — B un homomorphisme d'anneaux tel que B soit plat
a droite sur A. Pour que B soit fidelement plat sur A, il faut et suffit que, pour tout
A-module a gauche M monogéne de présentation finie, la relation B ®, M = 0

entraine M = 0.

Soit M un A-module a gauche tel que B ®, M =0. Si x € M, et si I'on pose
M'=A-x c M, alors B ®, M’ =0 par platitude. Pour prouver que M = 0, il suffit de
prouver que M’ = 0 pour tout x. On peut donc supposer M de la forme A/J, ou J est
un idéal a gauche. En écrivant J = U J, ol les J, sont les sous-idéaux a gauche
de type fini de <J, et en posant M = A/, on obtient l'isomorphisme h_n)l oM, = M,
ou les M, sont monogenes de présentation finie, et ou, pour 8 > o, les morphismes
M,— Mﬁ sont surjectifs. On a alors lln> o B®y M, =0. Comme M, est monogene, il
existe B > o tel que l'homomorphisme B ®Ax M,—- B Q®, MB soit nul. Cet homo-
morphisme étant surjectif, B ®, M p est nul, donc M 5= M=0.

(3.3.6) PROPOSITION. — Sous les hypotheses de (3.3.3), supposons de plus que la
fibre 9, en un point de A soit un anneau ncethérien a gauche. Alors :

(i) Soit (@x) " le complété g -adique de la fibre @x Alors (@x) " est un @x
module a droite fidélement plat.

A
(i) L'anneau 9, est ncethérien a gauche.



g)qg-MOD ULES COHERENTS I 57

Comme 'homomorphisme (¥,) N (@x) " est un isomorphisme, (@x) " est
un anneau ncethérien d'apres (3.2.3) (vi). L'assertion (ii) résulte alors de (i).

Pour tout ouvert affine % > x, et tout i, 'homomorphisme I'(%, ¥,) — 27) est
plat a droite, puisque ¥, est ()X -quasi-cohérent pour la multlpllcatlon a gauche Les
anneaux ['(%, ¥) et 9 étant noetherlens par hypothese, (QZJ )" est plat a droite sur
I'u, 9) a apres (3.2.3) (vii). Par passage a la limite inductive, il est donc plat sur

Pour prouver la fidele platitude de (¥,) " sur 4, il suffit d'aprés le lemme de
montrer que si M est un 7 Mmodule a gauche monogéne de présentation finie tel que
(@ )" ®@ M =0, alors M = 0. Il existe dans ce cas un ouvert affine %, et un I'(%,
7)) module monogene de presentatlon finie M, tel que SZJ ®r(02( gy My = M. Modulo
J,.,ona @x/ix@x (@x) /,Vx(@x) . Par suite, M/9 M =0, d'ou 9 , ®ry, ¢) My =
0. Il existe donc un ouvert affine U’ c U, avec x € U’, tel que I'(‘U’, D)) ®r(%’ o My =
0. Soient I =T(U', .9), et My, = T(U', &) ®r(% gy My Comme, d'aprés (3.3.2), on a
L', 9y =T, D)/IT(U', D), on en déduit que M,,,/IM,, = 0. Or M, est de type
fini sur I'(4’, @), donc séparé et complet pour la topologie I-adique. Il en résulte que
M, =0, d'ou la nullité de M.

Remarque. — D'apres (2.3.6), les faisceaux de la forme 4 ® @(m) vérifient 1'hypo-
these de 1I'énoncé lorsque les fibres % sont ncethériennes.

(3.3.7) Supposons maintenant que 4 soit affine, et notons D =14, 9), I =14, .Y),
D;=T{, 9, ~D/I'*'D (d'apres (3.3.2.4),D=T ( Z , 9)~T&,J) (d'apres
(3.3.2.3)). On peut alors étendre la construction de [23, 110.10.1] aux D-modules en
associant & un tel module M le Z-module

(3.3.7.1) MA=lim , M/T"'M
%
ol M/TH M désigne le (?Xi-module quasi-cohérent défini par M/I**1M,

muni de sa structure canonique de ¥);-module définie grace a (3.1.3).
On dispose alors d'un homomorphisme naturel M, — M2, ou M, est le pré-
faisceau constant de valeur M, d'ou un homomorphisme canonique

(3.3.7.2) DRy M — M.

(3.3.8) PROPOSITION. — Auvec les notations de (3.3.7), le foncteur M — M2 possede
les propriétés suivantes :
(i) L'homomorphisme canonique 9 — D est un isomorphisme.
(ii) Le foncteur M —> M?” est exact sur la catégorie des D-modules de type fini.
(iii) Quel que soit le D-module de type fini M, l'homomorphisme M — ' (¥4, M)
est un isomorphisme.
(iv) Quels que soient les D-modules de type fini M, N, l'homomorphisme
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Homp(M, N) —— Homg(M*, N*)

est un isomorphisme.

Par construction, on a DA = llm (D/I i+115)~. Comme Y, est Oy quasi-cohé-
rent, et g = hm ; 49, il suffit pour prouver (i) de prouver que lhomomorphisme

canonique
ra,9,) —— D/I'*'D

est un isomorphisme, ce qui résulte de (3.3.2.4). Grace a (3.2.3) (i), les autres asser-
tions se montrent comme dans [23, I 10.10.2].

L'énoncé suivant n'est qu'une variante de [23, I 10.10.2.9].

(3.3.9) PROPOSITION (“Théoréeme A”). — Sous les hypothéses de (3.3.3), suppo-
sons & affine, et soit D= I'«, D). Si M est un @-module, les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) Pour tout i, le 9;-module M /951U est cohérent, et l'homomorphisme cano-
nique M — lim iJ{/f”lJ{ est un isomorphisme.
%
(ii) 1l existe un isomorphisme M = lim ; .M;, ou (M;) est un systéme projectif de
%
Y9 -modules cohérents dont les morphismes de transition se factorisent par des iso-
morphismes .,/v(i/.ViJ{i == M.
(iii) I existe un D-module de type fini M, et un isomorphisme M = M*.
(iv) Le D-module T(X , M) est de type fini, et I'homomorphisme canonique

(3.3.9.1) DRy T, M) —> M

est un isomorphisme.

(v) Mestun d-module cohérent.

L'implication (i) = (ii) est claire. Posons D, = I'(X;, ;). Pour vérifier 1'implica-
tion (ii) = (iii), on observe que, .4; étant cohérent sur &, et ce dernier quasi-cohérent
sur UX , le D;-module M, = I'(L, .A;) est de type fini d'apres (3.1.3). De plus, les homo-
morphismes canoniques D, ; &, M, — M, ; sont des 1somorphlsmes Comme ID
est un idéal central de type fini, il resulte de (3.2.2) que le D-module M = 11m ;M est
de type fini, et que M/I'**'M = M. On obtient alors

M= lim M, = lim M, =5 lim , M/I'*M = M~
— — —

Pour prouver que (iii) = (iv), on peut remplacer .# par M? dans (3.3.9.1). Une
présentation de M sur D fournit alors un diagramme commutatif
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P@sD" —— G5 D*—— GQ;M — 0

[
(DA (D5)A M2 0

dans lequel les deux premiéres fleches verticales sont des isomorphismes d'apres
(3.3.8) (i), d'ou l'assertion, compte tenu de (3.3.8) (iii).

Si (iv) est vérifiée, une présentation de I'(X, 4) sur D fournit une présentation
de & @ T(X, M) = .M sur &), d'ou (v) grace a (3.3.4) (iii).

Montrons enfin que (v) = (i). D'apres (3.3.1.2), une présentation locale de .4 sur
9 fournit une présentation sur ¥, de (/.9 i+1 4, qui est donc 9 ,-cohérent grace a
(8.3.3). Prouver que M — h;n ;MY i+1 4 est un isomorphisme est une question locale
sur &, de sorte qu'on peut supposer que .4 est le conoyau d'un homomorphisme de
la forme u : 9" — @°. Mais u est alors de la forme v2, avec v D" = ﬁs, d'ott un iso-
morphisme ./ = (Coker(v))?, d'apreés (3.3.8) (ii). On est ainsi ramené au cas ol .M =
M?”, avec M de type fini sur D. 11 suffit alors de vérifier que, pour tout i, 'homomor-
phisme canonique M/ M — M2/ 9**1M" est un isomorphisme, et il
suffit encore de vérifier que, pour tout f € I'(4, (;), l'application

(M/TM) p —— (lim |, (M/I"M) ) /I (lim , (M/I"M) ;)

est un isomorphisme, ce qui résulte de (3.2.2.2) appliqué au systéeme projectif de Df-
modules formé des (M/I”M)f.

(3.3.10) COROLLAIRE. — Supposons 4 affine. Les foncteurs T(X, —) et M —> M*
sont des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des 9-modules cohérents et

celle des D-modules de type fini.

On déduit aussi de (3.3.9) (1) et (3.3.2.1) le corollaire :

(3.3.11) COROLLAIRE (“Théoréme B”). — Supposons & affine, et soit M un g-
module cohérent. Alors, pour tout ¢ > 1,on a H1(Z, M) = 0.

(3.3.12) COROLLAIRE. — Sous les hypotheses de (3.3.3), soit M un J-module. Pour
que M soit cohérent, il faut et suffit que, pour tout couple d'ouverts affines U’ < U,
', M) soit un T'(U, @)-module de type fini, et ['homomorphisme

T, D) Oy, ) DU M) —— T, H)

un isomorphisme.

(3.4) Modules cohérents sur @(Imé

A
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Pour tout faisceau abélien E, nous noterons EQ le faisceau E ® Q. Rappelons
que, si X est un espace topologique ncethérien, et E un faisceau abélien sur X, le
préfaisceau qui associe a un ouvert U le produit tensoriel I'(U, E) ® ® est un
faisceau. Il en résulte que, pour tout ¢ > 0, on a alors

(3.4.0.1) HYX,E)®Q —— HYUX, Eg).

Nous garderons dans cette section les hypothéses et les notations de (3.3), et
nous supposerons de plus que l'idéal de définition .¥ de X est tel que p(U,, c J.

(3.4.1) Comme en (3.3.3), on se donne un faisceau d'anneaux non nécessairement
commutatifs & sur &, muni d'un homomorphisme (O, — 9, tel que, sur tout ouvert
affine de ¥, .9 soit engendré par une famille de sections dont 1'image est dans le
centre de ¥. On suppose maintenant que & vérifie les hypothéses suivantes :

a) Pour tout i, 9.

=919 417 est un (Ux -module quasi-cohérent pour la

structure définie par la multiplication a gauche, et 'homomorphisme & — h£1 :D;
est un isomorphisme.
b) Pour tout ouvert affine U c &, I'anneau I'(U, &) est ncethérien a gauche.

Lorsque & est lisse sur 7, et que & est une (U, -algebre commutative vérifiant les
conditions a) et b), munie d'une action compatible de @.&’-"), le faisceau 48 @)O{ @;’”)
vérifie encore ces conditions.

On suppose dans la suite que les modules considérés sont des modules a
gauche. En remplacant gauche par droite dans les conditions a) et b), on pourra
encore échanger droite et gauche dans les résultats de cette section.

D'apres (3.3.4), les conditions a) et b) entrainent que & est un faisceau d'an-
neaux cohérent a gauche. Puisque, pour tout ouvert affine % c &, on a I'(%, @Q) =
I'(%, @)Q, on en déduit aussitot le lemme suivant :

(3.4.2) LEMME. — Sous les hypotheses précédentes, le faisceau @Q est un faisceau

d'anneaux cohérent a gauche.

(3.4.3) LEMME (cf. [39, 7.4]). — Supposons ¥ ncethérien, et soient X =2 VX" un
recouvrement ouvert de X', M’ (resp. M") un 9|, -module (resp. 9|, »-module) cohé-
rent sans p-torsion, €: J(('Q = J{é un isomorphisme défini sur X' N . Il existe
alors un 9-module cohérent sans p-torsion M sur ¥ prolongeant M', et un isomor-

phisme Mg | = J("E'2 prolongeant .

Comme 4’ N " est quasi-compact, on peut, en multipliant ¢ par une

uissance convenable de p, supposer que (M|, on) < M" | . Il existe alors un
p ble de p, supp q (Mg qg) S M| gpr e 1L te al

entier i tel que pl+1(ﬂ"|;{'m&"”/8(L’“’|er'mf")) = 0. Soient alors A = MTIFIM" et M ;

limage de M’'|y/ - dans M|y ngr. Comme &), est Uy -quasi-cohérent, il en est de

J— i
méme de ./ et A ;, et ce dernier est réunion de ses sous (y, - y--modules cohérents.
12 12
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Puisque A | ; est 9)-cohérent, il existe alors un sous OX nx? ,-module cohérent & de /1{ !
qui engendre M i en tant que ¥ ,-module. Soient 7 un sous-Cy,-module cohérent de
M prolongeant 6 et /V =9),-7 le sous-9;-module (cohérent) de M;" engendré par 7.
Si N cM" est I'image rec1pr0que de N ;> N est un sous-¥-module cohérent de .#" tel
que p'TLH" = N, et coincidant avec A’ sur X' N L". Le P-module .M sur X obtenu par
recollement de M’ et N a donc les propriétés voulues.

(3.4.4) LEMME. — Sous les hypotheses de (3.4.1), soit M un 9-module cohérent, et

M, le sous-faisceau des sections de p-torsion de M. Alors M, et M/ .M, sont S-cohérents.

Pour tout n, le noyau .4(n) de la multiplication par p” sur .M est ¥-cohérent. I1
suffit donc de montrer que sur tout ouvert affine % de ¥, on a .M, = .#(n) pour n assez
grand, ce qui résulte de (3.3.10) et de ce que I'(U, &) est noethérien.

(3.4.5) PROPOSITION. — Sous les hypotheses de (3.4.1), supposons & ncethérien, et
soient Coh(9) (resp. Coh(@Q)) la catégorie des Y-modules (resp. @Q-modules) cohé-
rents, Coh(@)Q la catégorie des Y-modules cohérents a isogénie pres. Alors le
foncteur M —> J{Q induit une équivalence de catégories entre Coh(@)Q et Coh(@Q).

Rappelons que Coh(@)Q pour objets ceux de Coh(%), 'ensemble des morphis-
mes dans Coh(9) Q entre deux Y-modules cohérents .4, N étant Homg (.4, V) @ Q.
Lorsque ./ est cohérent, 'homomorphisme canonique

JHomg(M, N) @ Q —— Jfom@Q(J(Q, .NQ)

est un isomorphisme pour tout .V, car l'existence locale de présentations de M sur ¥
permet de se ramener au cas ou H = 9. Grace a (3.4.0.1), la pleine fidélité en résulte
en prenant les sections sur 4. D'autre part, si M’ est un _@Q-module cohérent, il
existe un Y-module cohérent sans torsion .4, et un isomorphisme J(Q = M'. En

effet, s'il existe sur 4 une présentation @é w @é M 0, on peut, grace a
(3.4.0.1), multiplier u’ par une puissance de p, et supposer qu'il existe u : 9" — 9° tel
queu’' =u® IdQ; si M = Coker(u)/Coker(u),, M est cohérent d'apres (3.4.4), et on a
M = J{Q. Dans le cas général, il existe un recouvrement fini de & par des ouverts
sur lesquels .4’ posséde une telle présentation, et le lemme (3.4.3) permet d'achever

la démonstration par récurrence sur le nombre d'ouverts du recouvrement.

Définition. — Soit A4 un @Q-module cohérent. Nous appelerons modele entier de M
tout ¥- module cohérent A pour lequel il existe un isomorphisme M Q — M. On
dira que M est un réseau dans .M si A est un sous-Z-module cohérent de .4 tel que

l'inclusion induise un tel isomorphisme.

Les théorémes A et B pour les ¥-modules cohérents entrainent alors immeédia-
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tement les théoréemes analogues pour les @Q-modules cohérents :

(3.4.6) COROLLAIRE. — Supposons 4 affine, et soient D = T'(4, 9), Dg=D® Q=
D, D).
(i) Pour qu'un @Q-module M soit cohérent, il faut et suffit que I'(4, M) soit un

DQ-module de type fini, et l'homomorphisme canonique
(3.4.6.1) Dq ®DQ r«&@ M —— M

un isomorphisme.
(i) Soit M un @Q-module cohérent. Pour tout g > 1,on a HI(Z, M) =

Comme DQ est noethérien, et @Q cohérent, les conditions de (i) entrainent que
M est cohérent. Inversement, si .M est cohérent, il existe d'apres (3.4.5) un ¥-module
cohérent .4 et un isomorphisme M Q M. Compte tenu de (3.4.0.1), les assertions
(i) et (ii) résultent alors de (3.3.9) et (3.3.11).

On notera qu'il en résulte encore qu'un @Q-module M sur un schéma formel &
(non nécessairement affine) est cohérent si et seulement s'il satisfait les conditions
de (3.3.12) (en remplacant 7 par @Q).

(3.4.7) Sous les hypotheses du corollaire précédent, on peut étendre la définition du
foncteur M aux DQ-modules de type fini en posant

(3.4.7.1) M = 9 ®p M-

Le foncteur ainsi défini est encore exact, car 9D est plat sur D, gréce a (3.3.4) (ii).
Comme il existe un D-module de type fini M et un isomorphisme M = M Q> et que

(3.4.7.2) (M Yq = M

d'apres (3.3.9), il résulte de (3.3.8) et (3.4.5) que les homomorphismes
(3.4.7.3) M —— T@, MY,

(3.4.7.4) Homp, (M, N) —— Hom@Q(MA, N%)

sont des isomorphismes. Les foncteurs I'(Z, —) et M — M?” sont donc des
équivalences quasi-inverses entre la catégorie des QQ-modules cohérents et celle des
DQ-modules de type fini.

(3.5) Théoremes de platitude I

Le résultat le plus important de cette section est le théoréme de platitude de
@(m”) sur @(m) Il joue en effet un roéle essentiel non seulement pour prouver la

N

coherence de @ 7.Q mais aussi dans beaucoup de problémes de passage de @(’”) a

@.’I, Q .
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(3.5.1) Soient m € IN, Z un ¥'-schéma formel lisse, et  une (), -algébre commuta-
tive munie d'une structure compatible de @(’”) module a gauche, a sections nce-
thériennes sur les ouverts affines de ¥, telle que les B/m*'% soient ()X -quasi-
cohérentes, et que B = !in - B/m'*1%. On définit comme en (3.3.3) les falsceaux
d'anneaux 4 ®0'1‘ @5}”). Si % est munie d'une telle structure pour tout m € IN, ces
structures étant compatibles entre elles (ce qui équivaut a dire que $ est muni d'une
structure de &),-module compatible a sa structure de (/,-algébre), on obtient par
passage a la limite inductive un faisceau d'anneaux noté % ®(T,_‘ ‘ QZJ’}

On observera que, sous ces hypotheéses, % ®,, Oy QZJ(’”) est un faisceau d'anneaux
cohérents (a gauche et a droite). En effet, quels que soient les ouverts affines U’ < 4,
(U, $B) est plat sur I' (U, B) d'apres (3.3.4), et il suffit d'appliquer (3.1.2).

(3.5.2) PROPOSITION. — Soit % un faisceau de () -algébres vérifiant les hypothé-
ses de (3.5.1) pour un entier m € IN (resp. tout m € IN). Alors le faisceau A4 ® @(m)
est plat a droite et a gauche sur B et sur B ® @(m) (resp. B ®T @I est plat a drozte
et a gauche sur % et sur $ Q,, Oy D).

D'apres (2.3.6), I'(U, % ®,, ED(’”)) est un anneau neethérien a gauche et a droite
pour tout ouvert affine U c 4. L anneau ['(U, $ ® @(m)) s'identifie au complété
', $®, (m)) d'apres (3.3.2), de sorte qu'il est plat sur I'(U, B ® @(m)) La
pr0p0s1t10n en résulte.

(3.5.3) THEOREME. — Soient m € IN, et B un faisceau de (U -algébres vérifiant les
hypothéses de (3.5.1) pour l'entier m + 1. Alors I'homomorphisme canonique

(3.5.3.1) B, Iq —— B, I g

est plat a droite et a gauche.

Nous montrerons que (3.5.3.1) est plat a droite, I'argument étant identique
pour la platitude a gauche. Il suffit de prouver que, pour tout ouvert affine U4 c &
sur lequel & possede un systeme de coordonnées locales ¢,,...,%;, I'hnomomorphisme

T, (B &, D)q) —— T (B8, IIV)g)
est plat. Nous poserons A =T'(U, Uy), B=1(U, %), et, pouri=m, m + 1,
DY =T 3®, 97, DV =TW38, 97), DY = TU B&, 9)q).
Rappelons que B ®, I'(‘U, @‘f})) =~ DY d'apres (2.3.6.1), que DY est le complété
p-adique de DY d'apres (3.3.2.3), et que DY ® Q= ﬁ(%) d'apres (3.4.0.1).

Les hypotheses faites sur % entrainent que % est un faisceau d'anneaux cohé-
rent. Soit %, 1'idéal de % formé des sections de p-torsion. D'apres (3.4.4), #' = HB/%B,
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est un %-module cohérent, ce qui entraine par (3.3.9) qu'il vérifie les mémes
hypotheses que %. De plus, l'action de @é(m”) passe au quotient et munit 4’ d'une

structure compatible de @éﬂ”“)-module. Pour tout i < m + 1, I'homomorphisme

canonique
(% ®0’{ @.’g}))Q — # ®(t{,. @;’E)’i‘))Q

est alors un isomorphisme. D'apres (3.4.4), il existe en effet sur tout ouvert affine «
un entier N tel que pN%t = 0. Par suite, %, ® 5;) est quasi-cohérent sur (/ = d'ou la

suite exacte
0 — TUB,RDY) — TAUBQRDY) — T(UB DY) — 0.

Comme 8 & @f}) est a sections ncethériennes sur les ouverts affines, on obtient
encore une suite exacte aprés complétion, ce qui entraine l'assertion. On peut donc

supposer que 4 est sans p-torsion.

Tout élément P € D™ (resp. D) g'écrit de maniere unique comme une

somme finie (resp. la somme d'une série convergente)

P = E bk@)Q(k)(m) (resp. P = E bk@’Q(k)(m))a
|kl <d -

ou les b, sont dans B (resp. et tendent vers 0). Par conséquent, les homomorphismes
D™ _ pm ﬁme), D™ s Dim+D gont injectifs. Soit D’ le sous-anneau de ﬁme)
engendré par D™ et DD .

On peut décrire D’ comme 1'ensemble des sommes de la forme P + @, avec P € ﬁ(m),
et @ e DD En effet, il suffit de vérifier que l'ensemble de ces sommes est stable
par multiplication, et il suffit pour cela que, pour P € D™, @ e D*+1 on ait PQ € D’
(resp. QP € D’). Comme Q est d'ordre fini, il existe un entier r > 0 tel que p"@ € D™ .
On peut alors écrire P =P, + p"P,, ou P, € D' est d'ordre fini, et P, e D™ On en
déduit que PQ = P,Q + P,(p"Q), avec P,Q € D'V, et P,(p"Q) e D™,

Pour tout i, l'homomorphisme D™+ /p!D™+1 _5 D'/p'D’ est un isomorphis-
me. En effet, sa surjectivité résulte de ce qu'on peut écrire comme précédemment
un opérateur P + @ € D’ sous la forme P; + p’.P2 + @, avec P, + Q € D™+D | Pour
prouver qu'il est injectif, considérons un opérateur P € D+ N p’D’. On peut donc
écrire P sous la forme P = p“(R + S), avec R ﬁ(m), S e DD Comme P et S sont

d'ordre fini, il existe un entier d tel qu'on puisse écrire dans Dim+D

P = E ak®a<k><m+1), S = E CE®Q<1_€>(m+1>’
|kl <d |kl <d
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— E bk ® Q<k>(m) - E (gém)'/gém+l)') bk ® Q(k)(m+1).
| £] | £]

Comme % est sans p-torsion, on voit que b, = 0 pour |k| > d, de sorte que R € D™ et
Pc piD(m+1). -
Il en résulte que l'homomorphisme D*D 5 D' est un isomorphisme, de sorte
que l’)\g’”l) = ll)\(’Q D'autre part, on a DmeJ”l) = D&m) D((Qm), si bien que 1'inclusion
ﬁ((Q’”) — D(’E2 est une égalité. Pour achever la démonstration, il suffit donc de prouver
que D’ est ncethérien a gauche, puisqu'alors D’ sera plat & droite sur D’.

D'apres (2.2.5), D’ est engendré en tant que D .module a gauche par les
éléments de la forme (3""""'H% pour g € IN? Les éléments BJ[.pmH] — 3" N me
commutent avec les éléments Q@(m), tandis que, pour tout b € B, on a dans pm+b .

@5l = S (P ol il 6 gl
i<pml
Sil'on pose i = p™q + r, avec r < p™, on a g < p pour tout i < p™*!. On peut alors
écrire 8[‘] (g~ 1o, d'ou [a[P’”“] b] e D' En passant a la limite, on voit donc
que, pour tout P € D™ on a [E)J[.p +1], Pl e D™ Par itération, on en déduit alors que,

pour tout 2 € IN et tout P € D™ ona

[pm+1] 3 A(m) [pm+1] i
(3.5.3.2) [(aj )%, P] € E D (BJ. )L
i<k
Pour j = 0,...,d, soit D le sous-anneau de D’ engendré par D™ et par les

Sl[epm pour k < j. Montrons par récurrence sur j que D est noethérien. Posons 0’ =
a[P , et soitI c D’ i un idéal a gauche. Tout élément P € I peut s'écrire (de maniere
non unique)
P=3 A0,
i<r

avec A, eDJ’-_l. Soit J DJ’-_1 l'ensemble des éléments A tels qu'il existe P € I qui
puisse s'écrire sous la forme

P=A3d"+Y AJ,

<r
avec A, € DJ’-_I. Alors J est stable par somme : si P’ e I s'écrit P’ = A'9"" + ZKr A] 9",
avec r <r’,1'élément 0" ~"P + P’ appartient a I, et on peut écrire grace a (3.5.3.2)
O TTP+P = (A+ANT + N ALY
i<r

Par suite, / est un idéal a gauche de D _1, et possede une famille finie de généra-
teurs A,, 1 <k <s. Soient P,,...,P, eItels queP,=A,0" + 2., A, 0 i avec A, €
D

L<r
et r=sup, r,. SiM c D’ est le sous-DJ ;-module a gauche engendré par

Jj-1
1,0,...,9"", M est neethérien a gauche et I N M en est un sous-module de type fini. Si
Qq,.. Q,f est une famille de générateurs de I N M comme D', im ;-module a gauche, on
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vérifie aisément a 1'aide de (3.5.3.2) que la famille (P,,...,P,,®Q,...,Q,) engendre I.

Par passage a la limite inductive, on en déduit le corollaire :

(3.5.4) COROLLAIRE. — Pour tout m € IN, l'homomorphisme canonique @(m()Q -
‘@jr,Q est plat a droite et a gauche.

(3.6) Modules cohérents sur @;Q

Grace au théoreme de platitude prouvé dans la section précédente, nous allons
maintenant étendre par passage a la limite inductive les résultats prouvés pour les
@(m) -modules cohérents aux QJJ} Q-modules cohérents.

Nous énoncerons ici aussi les résultats sous des hypotheses plus générales.
Nous désignerons par ¥ un schéma formel localement noethérien (ou un schéma
usuel), et nous supposerons donné sur % un systéme inductif (¥,) de faisceaux
d'anneaux cohérents a gauche (resp. a droite), indexé par un ensemble ordonné
filtrant. Nous noterons 97 = hm 2 9, . Si .M, est un Y,-module a gauche (resp. a
droite), et si u > A, nous poserons M _QZJ ®c] My, et M= hm usa M =g ®C]) M.

On dispose d'abord du résultat général suivant, dont la démonstration est

immédiate :

(3.6.1) PROPOSITION. — Soient X un espace topologique, et (4,) un systéme
inductif filtrant de faisceaux d'anneaux cohérents a gauche (resp. a droite) sur X,
tel que, quels que soient A < u, les homomorphismes 9, — Q“ soient plats a droite
(resp. a gauche). Alors le faisceau gt = h_r)n 19, est un faisceau d'anneaux cohérent

a gauche (resp. a droite).

Remarques — (i) Le théoreme de platitude (3.5.3) entraine donc que, lorsque & est
un ¥’-schéma formel lisse, et @} le faisceau défini en (2.4.1.6), le faisceau @}},Q =
U, QD(’”) est cohérent a gauche et a droite. J'ignore par contre si @7} lui-méme est
coherent.

(i) Lorsque les morphismes ¥, — @# sont plats, la proposition précédente
permet de remplacer dans les énoncés de cette section “gT-module localement de
présentation finie” par “? -module cohérent”.

La démonstration de 1'énoncé suivant est classique.

(3.6.2) PROPOSITION. — Supposons 4 quasi-compact et quasi-séparé.

(i) Soient M,, N, deux 9,-modules localement de présentation finie. L'homo-
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morphisme canonique
(3.6.2.1) h_m) Ly Hom@#(,A{#,Q/\ru) SN Homgﬁf(,MT’ N

est un isomorphisme.

(i) Si .M est un 97-module localement de présentation finie, il existe un indice
A, un 9,-module cohérent M,, et un isomorphisme ¢ : M= MSi (A, M, )
vérifient la méme propriété, il existe u > A, A et €, " J("l = M, tel que eoe’ = ¢'.

(3.6.3) Supposons maintenant & affine. Comme précédemment, nous considérons
dans ce qui suit les ¥),-modules a gauche, les résultats s'étendant aux modules a
droite en échangeant droite et gauche. Nous supposerons que les &), -modules cohé-
rents vérifient les théoremes A et B, i.e. :

A) Pour qu'un ¥,-module .4, soit cohérent, il faut et suffit que I'(X, .4,) soit un

I'(¥, 9,)-module de présentation finie, et que I'hnomomorphisme

soit un isomorphisme;
B) Pour tout &, -module cohérent .4, , et tout ¢ > 1, on a HY(X, M,) = 0.
Ces hypotheses sont donc satisfaites lorsque les &, vérifient les hypothéses de
(3.4.1), ou bien sont de la forme ) Q> ot les & , vérifient les hypotheses de (3.4.1).
Elles permettent d'assurer que les théoremes A et B sont encore valables sur gt =

h_m)lgﬁ/l:

(3.6.4) PROPOSITION. — Sous les hypotheses de (3.6.3), soient D, = I'(X, 4,), D' =
&, 9. En remplacant 9, et D, par 97 et DT, et “cohérent” par “localement de
présentation finie”, les propriétés A) et B) de (3.6.3) sont encore valables pour les 9'-

modules.

Il est clair que si .4 vérifie les conditions de (3.6.3) A), A est un & -module de
présentation finie sur . Pour prouver la réciproque, notons d'abord que, 4 étant
quasi-compact et quasi-séparé, les foncteurs HY(Z, —) commutent aux limites
inductives filtrantes pour tout q > 0, de sorte que lin> D, = D'. Si A est loca-
lement de présentation finie, il existe d'aprés (3.6.2) un indice A, un ¥,-module
cohérent A,, et un isomorphisme g ®% M, = M. La condition A) de (3.6.3)
entraine que .4, possede globalement sur 2" une présentation ¥; — ¥; — M, — 0.
Comme le foncteur I'(4, —) est exact pour les &,-modules cohérents, on en déduit
une présentation finie du D,-module I'(Z, .A,). De plus, I'nomomorphisme

(3.6.4.1) Du QZ)D/1 L@, M) — T, J(u),
est un isomorphisme pour tout u > A, car l'exactitude de I'(¥, —) pour les Y-

modules (resp. Q)H_modules) cohérents, appliquée a la présentation précédente,
ramene au cas ou .A, = 9,. Par passage a la limite inductive, on en déduit que
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I'homomorphisme
(3.6.4.2) D' ®, T, M;) —— T, ),

est un isomorphisme, de sorte que .4 vérifie bien les conditions de A). Enfin, grace a
la commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes, la propriété B)
pour ./ résulte de la propriété B) pour les .4 T

On vérifie de méme par passage a la limite inductive qu'un Z-module A sur
un schéma formel ¥ (non nécessairement affine) est cohérent si et seulement s'il

satisfait les conditions de (3.3.12) (en remplacant 9 par 97).

(3.6.5) COROLLAIRE. — Sous les hypothéses précédentes, les foncteurs I'(X, —) et
gt ®p+ — sont des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des 9D -modules
localement de présentation finie, et la catégorie des D -modules de présentation
finie.

I1 suffit de montrer que, pour tout Df-module de présentation finie M,
1'homomorphisme M — ['(X, 7 ®p+ M) est un isomorphisme. Il existe un indice 4,
un D,-module de présentation finie M,, et un isomorphisme DY ®D M, = M. Si
M D ®D Ml,onadonchm M = M, ethm @ ®D M —>@T®DTM On est
ainsi ramené a vérifier que les homomorphlsmes M - F(’I Q ®D M, ) sont des
isomorphismes. Utilisant une présentation de M, sur D, et I exactltude de o, —)
pour les @H-modules cohérents, on déduit alors l'asssertlon du cas ou M y = Du'

Remarque. — Supposons que les &, vérifient les hypotheses de (3.4.1). Alors,
d'apres (3.3.4), ¥, est plat sur D,. Par suite, 97 est plat sur DT, et le foncteur qui
associe a un D'-module (resp. D&-module) M de présentation finie le 9T-module
(resp. @&-module) de présentation finie M* := @7 ®pt M est un foncteur exact. C'est
donc le cas, si & est lisse sur V', pour Q)T = Um @(Im) (resp. ‘@;;Q)'

4. Relations avec les isocristaux surconvergents

On désigne toujours par & un ¥'-schéma formel lisse, de réduction X sur %, et
on suppose donné un diviseur Z c X, de complémentaire Y. On note % le ¥'-schéma
formel d'espace sous-jacent Y, j:% <— Z l'immersion ouverte correspondante, 4
la fibre générique de 4, qui est un K-espace analytique rigide, et sp : Xx — < le
morphisme de spécialisation. Par des constructions de géométrie analytique rigide
sur 4, on peut définir la catégorie des isocristaux sur Y, surconvergents le long de
Z, qui constitue une catégorie de coefficients pour la cohomologie rigide de Y (cf. [2],
[5]). On se propose ici de donner une interprétation de cette catégorie du point de vue
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de la théorie des QTI Q-modules qui complete les résultats de [4].

Dans la section (4.1), nous précisons d'abord les résultats de [4] sur l'inter-
prétation des isocristaux convergents comme @:},Q-modules cohérents. Pour les
étendre aux isocristaux surconvergents le long d'un diviseur, 1'étape essentielle est
la construction en (4.2) d'un sous-faisceau noté @}(TZ)(Q du faisceau image directe
j*@jl,,Q, le faisceau des opérateurs différentiels “a singularités surconvergentes le
long de Z”; cette construction, essentielle pour 1'étude de la cohomologie des variétés
non propres, sera résumée dans l'introduction de (4.2). La section (4.3) est alors
consacrée a étendre aux faisceaux a partir desquels on construit @}(TZ)(Q les théo-
réemes de platitude de (3.5). Les propriétés de cohérence qui en résultent permettent
enfin de donner dans (4.4) une interprétation des isocristaux surconvergents

analogue a (4.1).
(4.1) Cas des isocristaux convergents

Nous complétons ici les résultats de [4, 3.1] sur l'interprétation des isocristaux
convergents sur X comme @; Q-modules cohérents.

(4.1.1) Soit U = Spf A c & un ouvert affine. Pour tout m, I'anneau D(m) I, @(m))
est muni de la topologie p-adique, qui s'étend naturellement a D(M’”‘])Q ~ T, @5{% ).
Supposons que % soit muni de coordonnées locales ¢,,...,¢,. Tout opérateur P € D(m)

s'écrit alors de maniére unique P = X, ak8<k>

, avec a;, — 0 pour |k| — oco. Si ||—||
désigne une norme de Banach sur AQ =T(U, U:I,Q)’ on _étend cette norme a D( Lq €N
posant ||P| = sup ||ak|| Puisque toutes les normes de Banach sur Ay sont
équivalentes, il en est de méme pour celles qu'on obtient ainsi sur D(H”% La
topologie définie par une telle norme sur DE&% est la topologie p-adique, car il en est
ainsi sur A . Notons aussi que si I'on change de coordonnées locales, 1'extension de
la norme de Agqa D(MmQ est remplacée par une norme équivalente, car, si 9%’ est la
base de Df’”) correspondant aux nouvelles coordonnées, le changement de base dans
nym) s'effectue par une matrice a coefficients dans A, donc de norme bornée. Si la
norme de A(Q est la norme spectrale, de sorte que d'apres (2.4.2) A est 'ensemble des
éléments de norme < 1, l'extension de cette norme a D(Z’("Q est alors indépendante du
choix des coordonnées locales, 1'ensemble des éléments de norme < 1 n'étant autre
que D\(I}")

La K-algebre ﬁ(m étant munie ainsi d'une structure d'algebre de Banach
neethérienne, on peut egalement munir le module I'(%, &) des sections d'un @5{% -
module cohérent & d'une structure de D(mé -module de Banach. En effet, I'(%, &) est
un D(m) -module de type fini d'apres (3.4.6). Si D(m) "— I'(U, &) est un homomor-

phlsme surjectif, son noyau est un sous-D(Z;”()Q -module de type fini de D(m) ", donc

fermé, et la semi-norme quotient sur I'(%, &) est une norme qui en fait un D(’”,])Q
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module de Banach. Les normes obtenues pour deux présentations différentes sont
alors équivalentes [12, 3.7.3, prop. 3].

Le lemme suivant montre que l'on peut parfois changer l'algébre de Banach

utilisée pour munir un module d'une norme sans changer sa topologie :

(4.1.2) LEMME. — Soient p: A — B un homomorphisme continu entre K-algebres
de Banach ncethériennes, et E un B-module a gauche qui est de type fini sur A.
Alors les normes de Banach définies sur E par sa structure de A-module et par sa
structure de B-module sont équivalentes. En particulier, l'action de B sur E est

continue pour la topologie de B et la topologie de A-module de E.

Soient ||—| 4 et [[—[ 5 les normes de A et B. Comme p est continue, il existe c € R
tel que, pour tout a € A, on ait ||p(a)||z < c[|all4. Fixons une application surjective
u:A" — E; on en déduit une norme quotient ||—||; sur E. Soit v’ : B” — E la factori-
sation B-linéaire de u; comme u’ est surjective, on obtient une autre norme quotient
| =l sur E. Grace a la relation précédente, on voit que | x|, < c||x||; pour tout x € E,
de sorte que l'application Id; : (E, ||-|/;) — (E, |[|—]|,) est continue. Ces deux normes
faisant de E un espace de Banach sur K, le théoréeme de Banach [14, ch.I, § 3, th.1]
entraine qu'elles définissent la méme topologie sur E. La derniére assertion en

découle.

(4.1.3) Nous renvoyons a [5, 2.3.2] pour la définition générale de la catégorie des
isocristaux convergents sur X, et nous rappelerons simplement ici qu'elle peut
s'interpréter comme la catégorie des (%K-modules E localement libres de type fini
sur l'espace analytique rigide 4%, munis d'une connexion V:E —» E ® Qé’}{ qui
vérifie la condition de convergence suivante [5, 2.2.14] : pour tout ouvert affine U c
Z, de fibre générique Uy, muni de coordonnées locales ¢,,...,t;, définissant des

dérivations J;, toute section e e I'(Uy, E) et tout n < 1,0on a
(4.1.3.1) 9% e || n'% = 0 pour |&| — oo,

ot 9'%le est défini par l'action des dérivations o; fournie par la connexion V, et |||l
est une norme de Banach quelconque sur I'(Ug, E).

Pour tout 0:2"1{ -module cohérent (resp. localement libre de type fini) E, le (9%.7 Q
module sp, E est cohérent (resp. localement projectif de type fini), et il résulte des
théoremes de Kiehl [30] et de (3.4.6) que les foncteurs sp,, et sp™ induisent des équi-
valences de catégories quasi-inverses entre la catégorie des (91»1{ -modules cohérents
et celle des (91»7Q-modules cohérents. Cette équivalence s'étend aux modules cohé-
rents munis d'une connexion intégrable, et, si (E, V) correspond a un isocristal
convergent sur X, la condition (4.1.3.1) entraine que la structure de @I Q-module
définie par la connexion sp,V sur sp, E s'étend par continuité en une structure de
@}’Q-module [4, 3.1.1]. De méme, tout morphisme horizontal (E, V) — (E’, V')
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définit un morphisme QZJ’} Q-linéaire sp,E — sp,E’, car, pour tout ouvert affine
U X, le morphisme I'(Uy, E) — T'(Ug, E') est continu pour les topologies
d'espaces de Banach de I'(U, E) et I'(Uy, E’). On obtient alors :

(4.1.4) PROPOSITION. — Le foncteur sp,, induit un foncteur pleinement fidéle de la
catégorie des isocristaux convergents sur X dans la catégorie des @} Q-modules,
dont l'image essentielle est la sous-catégorie des _@} Q-modules Oy Q-cohérents. De

plus, ceux-ci sont @} Q-cohe’rents.

Comme les morphismes entre isocristaux sont les morphismes (9JK-1inéaires
commutant aux connexions, done, en coordonnées locales, a 1'action des dérivations
0;, la pleine fidélité est claire. Soit & un @} Q-module (717Q-c0hérent. D'apres ce qui
précede, il existe un (QEIK-module cohérent E, muni d'une connexion intégrable V, et
un isomorphisme & =~ sp, (E, V). Il suffit donc de vérifier que V vérifie la condition
(4.1.3.1). Soient n < 1, et % = Spf A un ouvert affine de 4, possédant des coordonnées
locales donnant une base de dérivations d,,...,d;. D'apreés (2.4.3), il existe m € IN tel
que n'&l < ¢, |g§e’”)!|, avecc, —> 0, et & :pqum) + r}em), 0< r}e’”) < p™. Comme g}e’”)!é[k]
—3%®m il suffit de montrer que, pour tout m, et tout e e I'(U, &), les éléments B mg,
k € IN?, forment une famille bornée dans M = ['(%, &) pour sa topologie naturelle de
AQ-module de type fini.

Soit ﬁ(z;nc);z =T(%, @}mé ). Comme on l'a vu en (4.1.1), on peut munir 1’)\(2(’”({;2
d'une norme prolongeant celle de AQ. Le lemme (4.1.2) entraine que la topologie de
AQ-module de type fini de M coincide avec sa topologie de 1/)\(2;”‘%2 -module de type fini.
Les éléments 9®¥m ke IN? formant une famille bornée dans ﬁglm()Q , il en est de
méme de leur images par 1'application 1’)\(2’("({;2 — M qui envoie un opérateur P sur Pe.

La cohérence sur _@} Q des isocristaux convergents a été prouvée en [4, 3.1.4].
(4.2) Opérateurs différentiels a singularités surconvergentes

Reprenant les notations introduites au début de ce chapitre, nous allons
construire ici un sous-faisceau @}(TZ )Q du faisceau image directe j*@,;/’Q, dont les
sections peuvent s'interpréter comme des opérateurs différentiels de @g/’ Q dont les
coefficients ont des singularités satisfaisant des conditions de surconvergence le
long de Z. Son intérét vient de ce qu'il permet de décrire, parmi les @;/,Q-modules
cohérents, ceux qui vérifient les conditions de surconvergence qui en font des
coefficients pour la cohomologie rigide de % (lorsque & est propre sur 7). Il jouera
ainsi dans la présente théorie le méme roéle que le faisceau “image directe a
singularités méromorphes de ¥y dans la théorie analytique complexe.

La méthode de construction de @.}(TZ)Q utilisée ici est parallele a celle que

nous avons employée en (2.4.1) pour construire Q:} Q : pour un entier m fixé, nous
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construirons d'abord une famille de faisceaux d'opérateurs modulo p’ pour tout i,
puis nous passerons a la limite projective pour i variable, d'oi une famille de fais-
ceaux d'opérateurs sur &, dont nous prendrons la limite inductive pour m variable.
Quant aux faisceaux modulo p’, nous les construirons en montrant que, pour A
convenablement choisi, 1'algébre des fonctions analytiques sur le voisinage strict
V=2, —1Zly ;= {x ey | | f(x)| >4} de 1Y [, (cf. [2, 2.5] ou [5, 1.2]) possede un
modele entier canonique muni d'une opération de @éﬂ"), et en appliquant (2.3.5) a sa
réduction modulo p’ : le point clé est que, si A = |p|~", out r est multiple de p™*1, un
tel modele est fourni par la complétée @g‘( S, r) de l'algebre U, [p/f"], et que celle-ci
est stable par l'action de @éﬂn). Par construction, les coefficients de Q;}(J'Z ) sont dans
l'algebre B(f) =lim ,, B, (f, p"*); comme B (f)g = (O,[1/f1N)q, ot O [1/£1
est la complétion faible de l'algebre de fractions (U, [1/f], les constructions qui
suivent fournissent une méthode pour étudier par réduction modulo p’ les proprié-

tés liées a la surconvergence.

(4.2.1) PROPOSITION. — Soient m, r € IN deux entiers tels que r soit multiple de
p™*l et X — S un morphisme lisse de Z(p)-schémas (resp. schémas formels). On
fixe f e T'(X, Ux), et on pose B(f, r) = Ox[T1/(f'T — p).

(i) Il existe sur B(f, r) une structure canonique de @&m)-module compatible
avec sa structure de (x-algebre.

(i) Sigel(X, Oy),et f' = gf, l'homomorphisme
Pyt BUT) = Ox[ TV (f'T = p) ——> B(f', 1) = Ox[TV/(f"T = p)

(m)

tel que pg(T) =g'T" est Yy -linéaire.

m'+l gvec m' > m, la structure de @f,(m)-module de

(iii) Si r est multiple de p
B(f, r) est induite par sa structure de @%’"’)-module.

Pour munir A(f, r) d'une structure de @f,(m)-module compatible avec sa struc-
ture de ()y-algebre, il suffit d'apres (2.3.4) de définir une m-PD-stratification

8n : -OPSL(,(m) ®()X .%(f, 7‘) % -OB(f, l") ®(:X g);L(’(m)

telle que les ¢, soient des isomorphismes d'algebres. Par fonctorialité, il suffit de le
faire lorsque S = SpecZ(p) , X = SpecZ(p)[t], Jf=t Posonsalorst;=te1,t,=1t, de
sorte que, d'aprés (1.5.1), on a (|X|, #% (,.)) = Spec (Z, [t;1(ty — t;) ) /T" ™), ot

I=(t,—t,) estle m-PD-idéal engendré par ¢, — ¢,. Soit r = p™*+?

g. Comme l'anneau
Z(p)[tl](t2 — t1) () st sans torsion, on peut définir un polynéme a puissances
divisées (pim)(tl, ty) el c Z(p)[tl] (ty — 1) (;n)> homogeéne de degré r, par la relation

) —t]

m+1

(4.2.1.1) t— ¢

(&, + (ty— )P

m+1 m+1
(P 4 pwlty, ty) + pllty — t) P Ha —¢7

= p(Pim)(tl, tg)-
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Posons alors T, =T ® 1 € Ox[T] ®(/;X PX (m)»
définit un homomorphisme de ?]’3‘( (m)-algebres

L P oy @ (AT (T —p)) —— (Ox[TUWT ~p)) @ P% ()

en posant
(4.2.1.2) e, (Ty) = Ty (1+T;90™ (¢, 1),

ce qui a un sens car q)ﬁm)(tl, t,) est nilpotent dans PPSL(,(m). C'est un isomorphisme,
dont l'inverse envoie T'; sur T, (1 — T, (pﬁm)(tl, tz))_l. Comme (pim)(tl, ty) €1, €, induit
l'identité par réduction modulo I, et la condition de cocycle résulte de ce que, d'apres
(4.2.1.1),on a

dans Z(p)[t1]<t2 - tla t3 - t2>(m)'

Sif'=gf,soient f;=fol, f1=Ffel,g,=821, fo=1f fo=10f, 8, =12g.
Prouver que pg est 9)&’”) -linéaire revient a prouver qu'il est horizontal. Si T} =T"® 1,
il faut montrer que

T (L+ Ty o™ (f1, fo)7F = gl + &[T 9™ (fy, fo)) !

dans (Ox[T'1/(f"T" —p)) ® ?]’S},(m). Compte tenu de I'homogénéité de <p£’”)(t1, ty), il
suffit de vérifier que

gL+ Ty oM™ (f1, g1.f5) = g1 (L + To™ (f1, £3)),
soit encore, grace a (4.2.1.3),
Ti (o™ (g1f1, 81F3) — 0™ (8of1, 81.1%))
Lo™ (g1 f 1, 8o f )
= T f7 o™ (81, 8),

gy — 81

ce qui est clair.

Enfin, si r est multiple de p™ *1, avec m’ > m, il suffit pour prouver l'assertion
(iii) de montrer que la m-PD-stratification (¢,) se déduit de la m’-PD-stratification

N

(¢,) par extension des scalaires de % ., a ¥k (,, , et cela résulte de ce que,

(m+1)

d'apres (4.2.1.1), (p(’”) est I'image de ¢, par 'homomorphisme canonique

Z ) 111Kty = 1)ty —— L) LE11ty = 210 () -

Remarque. — Lorsque X est la droite affine AL, on peut expliciter 1'action des

&) sur une section de la forme T" € B(¢, r). Soient en effet &, n € IN deux

opérateurs o
entiers fixés, (h, a) l'unique couple d'entiers tel que 2 + h = ar, avec 0 < h < r, et
posons k& =p q(m) + r(m) avec 0 < r,(em) < p™. On se rameéne d'abord par changement
de base au cas ou S = SpecZ " On observe alors que 4(t, r) est sans p-torsion, de
sorte que l'on peut faire le calcul apres tensorisation par @. Cela permet d'écrire

T= p/t’ (p,(nm)(tl, ty) = (t; — t])/p, et on est simplement ramené au calcul en
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caractéristique 0 de 9*¥’(p™/¢™"). On obtient ainsi la relation

}e"‘)! (nr+k-1)!

(kypn _ ! hmn+a

dans laquelle le coefficient numérique est en fait entier d'apres ce qui précede.

(4.2.2) PROPOSITION. — Sous les hypothéses de (4.2.1), soient . < (g un m-PD-
idéal quasi-cohérent, ge I'(X, Ux), h e I'(X, IUx), et f' = gf + h. Supposons que .
soit m-PD-nilpotent sur S. Il existe alors un homomorphisme canonique de (-
algebres, @&m)-line’aire

Mg p B(f,r) — B(f,r),

vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Sigel(X,0x),h el(X,90x),et f"=g'f'+h',g"=g'g,h" =g'"h + k', alors

(4.2.2.1) ng//,h// = T’g/,hlo ng,h : -%(f, 7‘) — %(f”, T‘).

(iii) Si f est non diviseur de 0 dans (U /.90y, Ng M€ dépend que de f et f'.
m'+1

(iv) Si r est multiple de p , avec m' > m, Ng, 1 €St indépendant de m < m’'.

Posons #(f", r) = Ox[T'1/(f'"T" — p), et supposons d'abord que g = 1. On
considere les deux morphismes X — SpecZ, »[t] envoyant respectivement ¢ sur fet
sur f'; comme h = f' — f appartient au m-PD-idéal .9(y, m-PD-nilpotent d'apres
(3.1.8) (iv), le morphisme produit se factorise par Spec 7, ] (ty — t1>/I{”+1} pour n
assez grand. On en déduit un isomorphisme d'algebres ¢, : B(f, r) = B(f’, r) en
prenant l'image inverse de la m-PD-stratification ¢, ; on a donc

(4.2.2.2) ey(T) = T'(1+ T'o"™ (f+ b, £))L.

Le fait que ¢, soit horizontal, donc @&m)-linéaire, résulte de la condition de cocycle; si

h'eT'(X, 90x), on déduit aussi de celle-ci la relation g, o ¢, = Epr i
Dans le cas général, ou /' = gf + h, on pose

(4.2.2.3) Ngp = €,°Pg B(f,r) —> B(gf, r) —> B(f',1r).

L'assertion (ii) est claire. Pour prouver (i), ce qui précéde rameéne a vérifier que, si
gel(X, Uyx), hel'(X, Y0x), le diagramme

B — s BF+h, 1)

SO

(4.2.2.4) Blgf, r) —2s Blgf + gh, r)

est commutatif, et cela résulte de 1'homogénéité de (pﬁm)(tl, to).

Supposons que f' = gf + h =g'f + h', avec h, b’ e T'(X, JUx). Si f est non
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diviseur de 0 modulo .#, on en déduit que g’ =g + u, avec u e I'(X, JCUx), et h = uf +
h'. Pour prouver que n o h =g h'> il faut alors montrer que

Py = E,p0Pg - B(f,r)— B(gf,r) — B(g'f, ).
SiB(g'f, r) =0x[T11/(g" f T] — p), il suffit de vérifier que
g A+ Tio™(gf, 8f) = &g

Comme g' — g = u e ['(X, J0y), o™ (g’, g) est défini, et l'assertion résulte de ce
qu'on a

gT fro™(g,g) = po™(g,g) =g —g"

Si on suppose enfin que r est multiple de pm/“, avec m’ > m, il est clair que Pq
ne dépend pas de m < m/, et il en est de méme de ¢, d'aprés (4.2.1) (iii), si bien que

Mg €St indépendant de m.

Lorsque f est non diviseur de 0 modulo .4, et /' = gf + h, on notera n(f’, f, r) au
lieu de Ng h- La relation (4.2.2.1) s'écrit alors

(4.2.2.5) n(f", for) = n(f", f,r)en(f, f,r).

Si g est inversible, i.e. si f et ' engendrent le méme idéal modulo .¢, on obtient ainsi
un isomorphisme canonique de @%m)-modules n(f, f,r) B, r) == B(f,r).

m+l X 5 S un mor-

(4.2.3) Soient m, r € IN deux entiers tels que r soit multiple de p
phisme lisse de Z p)-schémas (resp. schéma formels), . c (g un m-PD-idéal quasi-
cohérent (resp. cohérent), m-PD-nilpotent, X, = V(J0Uy) c X, et Z c X, un diviseur
de X,. Si U est un ouvert de X, et f € I'(U, Ux) une section relevant une équation
locale de Z dans X, il résulte de la section précédente que, en tant que (/;;-algebre
munie d'une action compatible de @g’”, B(f, r) est indépendante a isomorphisme
canonique preés du choix de la section f. En recollant les algébres ainsi définies sur
un recouvrement affine de X sur lequel Z posséde une équation locale, on associe
donc canoniquement a Z un faisceau de (/y-algébres %x(Z, r), muni d'une
structure compatible de @&m) -module. De plus, si Z’' 5 Z est un second diviseur, et si
f, f relevent des équations locales de Z, Z’, les homomorphismes n(f’, f, r) sont
compatibles aux isomorphismes de recollement d'apres (4.2.2.5), de sorte qu'on

dispose d'un homomorphisme canonique @&m)-linéaire
nWZ',Z,r) : Bx(Z,r) — Bx(Z', 1),

tel que, lorsque Z” 5 Z’ est un troisieme diviseur, on ait

(4.2.3.1) nZ",Z,r)=n(Z",Z',r)on(Z', Z, 1).

Soit maintenant ' = ar un multiple de r. D'aprés ce qui précede, il existe un
homomorphisme canonique de t@‘g(m)-modules naz,Z,r) :Bx(Z, r) - $x(aZ, r). Si
S releve une équation locale de Z dans X|,, f“ reléve une équation locale de aZ, et on
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a par définition B(f% r) = B(f, ar). Cette égalité s'étend aux structures de @&m)-
modules, car il résulte de (4.2.1.1) que 1'on a (pﬁm)(ti‘, ty) = (pﬁ,m)(tl, ty) , si bien que les
m-PD-stratifications de B(f%, r) et B(f, ar) coincident. Si f' = gf + h, on a égale-
ment n(f'%, f% r) =n(f, f, ar), car il suffit de le vérifier pour Pg> Ce qui est clair, et
pour g, ce qui résulte de la relation précédente. On a donc une égalité de @&m)-

modules
BxlaZ,r) = $Bx(Z, ar),
ce qui permet d'écrire l'homomorphisme n(aZ, Z, r) sous la forme
nZ,r',r) : Bxy(Z,r) —— Bx(Z, 1),
avec la relation
(4.2.3.2) nZ,r",r) = nZ, r',r'yonZ,r',r)

pour r”" =a'r’.
Lorsque r (resp. r’) est multiple de p™ *1, avec m’ > m, la structure de QJ(’")
module de By (Z, r) est induite par sa structure de @&m )-module, et les homomor-

phismes n(Z’, Z, r) (resp. n(Z, r’, r)) sont indépendants de m < m’.

Remarque. — Plus généralement, on peut définir pour tout r' > r, avec p™*1 |/, un
homomorphisme {"-linéaire n(Z, r', r) : Bx(Z, r) — Bx(Z, r'), en recollant les
homomorphismes définis localement par

n(Z,r',r)(T) = f'T,
la @&M)-linéarité résultant de la relation
(4.2.3.3) o (t,, b)) = 5 T™ (), ty) + tTel™ (¢, t,)

qu'on déduit de (4.2.1.1). La relation (4.2.3.2) reste encore valable, de sorte que les
faisceaux By (Z, p™*1) forment une famille cofinale dans la famille des Bx(Z, r)

pour r variant dans l'ensemble des multiples de p™*1.

(4.2.4) Soient maintenant 2" un ¥-schéma formel lisse, de réduction X; sur v’/ mitl
(resp. X sur k), Z c X un diviseur, m un entier tel que m soit muni d'une m-PD-
structure topologiquement m-PD-nilpotente, et 7 un multiple de p”*. En appliquant
ce qui précede aux faisceaux $y (Z r), et en observant que By (Z r) @ vV/m' =
GBX (Z r), on voit que le falsceau %’q(Z r) = llm . By (Z r) est muni d'une
structure canonique de @(’”) module. On observera que si /Z( c & est un ouvert tel

qu'il existe f € I'(4, U,) relevant une équation locale de Z dans X, on a sur U
(4.2.4.1) .@g‘(Z, r) = O AT (f'T - p),

grace au théoreme A appliqué a U, {T} = U, [T].

Dans le cas ol 7 = p™*1, nous poserons
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BINZ) = By(Z, p™tY),  BY(2) = Bp(Z, p™ .
Pour m’ > m, 'homomorphisme canonique
n(m’,m)(Z) —n(Z, pm’+1,pm+1) . @({m)(z) ; @g{m’)(z)

est semi-linéaire par rapport a @}m) - @}m) Par passage a la limite inductive, on
obtient donc un faisceau de (J,-algebres

0 GZ) = lim R0
(4.2.4.2) Op(Z) = lim , BV (2),
muni d'une structure de @;-module compatible & sa structure de (/;;-module.

Nous dirons que (,-( Z) est le faisceau des fonctions sur X a singularités sur-

convergentes le long de Z.

(4.2.5) Soit r un multiple de p™*!. Sous les hypothéses de (4.2.3), on peut grace a

(2.3.5) utiliser l'action de @&’") sur $y(Z, r) pour munir By (Z, r) &, @%’”) d'une
X

structure de faisceau d'anneaux. Sous les hypothéses de (4.2.4), on peut ainsi défi-

nir, pour tout V'-schéma formel lisse %, et tout diviseur Z < X, le faisceau

d'anneaux .@%-(Z, r) ®% @fl,m), et son complété p-adique

(4.2.5.1) By (Z,r) O, DG = lim ; By (Z,1) ®, I .

Le faisceau @J(Z, r) ®(57’~1' @(Im) vérifie les hypotheses de (3.3.3). Par suite, les fais-
ceaux .@g(Z, r) ®Cz @yn) et .@Q(Z, r) ®('7.>r @}mé) sont cohérents, et les modules cohé-
rents sur ces faisceaux vérifient les théorémes A et B.
m'+1

Sim’' > m, et si r’ est multiple de r et de p , on dispose par passage a la

limite d'un homomorphisme canonique de faisceaux d'anneaux
(4.2.5.2) By (Z, ) &, AT —— B(Z,r)®, D,

Par passage a la limite inductive, on définit alors le faisceau d'anneaux
(4.2.5.3) 95(Z) = lim ,, B(2) &, I

Il est muni d'un homomorphisme canonique @Tr - @:}(TZ ).

Nous dirons que @;;-(TZ) est le faisceau des opérateurs différentiels de niveau
fini, a singularités surconvergentes le long de Z. Ses sections sur les ouverts affines
possedent une description analogue a celle de (2.4.4) pour @:; (voir par exemple dans
l'introduction le cas ou Z est l'origine dans la droite affine). Lorsque Z est un
diviseur ample dans une variété projective, ses sections globales fournissent égale-
ment des anneaux d'opérateurs différentiels importants, dont les coefficients sont
dans une algebre faiblement compléte relevant 'anneau de coordonnées de X \ Z :
ainsi, l'exemple suivant, di a C. Huyghe, fournit une interprétation de la “complé-

tion faible” de 1'algebre de Weyl sur K = Frac(?¥") en termes des faisceaux @_}(TZ )Q :

Exemple ([24]). — Supposons que 4 soit la droite projective formelle sur Spf v/, et Z le

point a l'infini de X. On a alors
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I, @:}(TZ)Q) = {E ij,ktjak/k! | o; €K, etIc,n<1telsque |o; ;| <enlth).
k

(4.3) Théoremes de platitude II

Les principaux résultats de cette section sont d'une part la cohérence du
faisceau @:}(TZ)Q construit dans la section précédente, grace au théoréeme de plati-
tude (4.3.5) généralisant (3.5.3), d'autre part la fidele platitude sur @.@T[(TZ)Q du
faisceau j*@L’Q.

Nous commencerons par 1'étude du faisceau des fonctions a singularités sur-

convergentes.

(4.3.1) Restant sous les hypotheéses de (4.2.4), nous noterons j : Y < X l'inclusion
du complémentaire de Z dans X, ¥ l'espace analytique rigide fibre générique de &,
sp : Xx — 4 le morphisme de spécialisation. Rappelons que sur %%, on définit le
faisceau j T(%K des germes de fonctions surconvergentes le long de Z de la maniere
suivante. Si f e I'(%, (;) est une section de () relevant une équation locale de Z
dans X, et si, pour A < 1, on note U, l'ensemble des points de Uy = spHU) tels que
|f(x)| > A, l'ouvert U, ne dépend pas du choix de f des que A > || (ou 7 est une
uniformisante de 7'), ce qui permet de recoller les U, pour % variable en un ouvert
de A encore noté U, ; si j, : U, = Ay est I'immersion canonique, et E un faisceau
sur 4, on définit j'E par j'E = lim , ,, Jj, .jE.

(4.3.2) PROPOSITION. — Pour tout r > 0, posons L. =p~ .

(i) Avec les notations de (4.2.4), il existe des isomorphismes canoniques de (-

algébres
(4.3.2.1) Br(Z,r)q == SPyy si O
(4.3.2.2) Or(Z)q = 50,570, ,

ce dernier étant @J} qlinéaire pour la structur;e de @7} Q-moduleAdéﬁnie en [4, 4.1.4].

(ii) Pour tout ouvert affine U c X, T'(U, By(Z, 1)) et T(U, $,(Z, r)Q) sont des
anneaux ncethériens. Les faisceaux @:T(Z’ r)Q et (’):,I»(TZ)Q sont plats sur O.vr,Q et sur
les faisceaux @:T(Z, r')Q pour p" Y r'|r. Les faisceaux @:T(Z, r), .@ﬂv(Z, rlq et
(’)J(TZ)Q sont cohérents, et les modules cohérents sur ces faisceaux vérifient les
théorémes A et B.

Soient U = Spf A c & un ouvert affine sur lequel il existe f € I'(U, U,) relevant
une équation locale de Z, et U, = sp 1 (W) = Spm (A ® K) sa fibre générique.
D'apres (3.4.0.1) et (4.2.4.2), 0n a
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LU, Bp(Z,T)g) = (A{TY/(f'T-p) ®K

L'identification ainsi obtenue est indépendante du choix de f, car I'homomorphis-
me canonique A ® K — (A{T}/(f'T — p)) ® K est un épimorphisme dans la
catégorie des K-algébres de Tate. Par recollement, on obtient donc un isomorphisme
de faisceaux de (,-algebres ?/AB’;,(Z, r)Q - sp,, j/lr* J /{‘; O:TK’ nécessairement continu.
Par passage a la limite, on en déduit l'isomorphisme (4.3.2.2), car l'image inverse
par sp d'un ouvert affine de 2" est un ouvert affinoide de 4%, ce qui entraine que sp,,
commute aux limites inductives filtrantes. Comme 1'opération de @(}") sur @5}”)(2)
est continue par construction, et que celle de @7} qQ sur sp* jTOq l'est aussi pour la
topologie limite inductive des topologies des sp,, J/l wJ 0, 2y (cf [4, 4.1.4]), il suffit
pour prouver la linéarité sur 97 7.Q de cet 1somorph1sme de verlﬁer sa compatibilité a
l'action des dérivations o0, associées a un systéme de coordonnées locales. Or on a
T =p/f" dans (A{T}/(f"T — p)) ® K, et l'action de 0, sur T est ainsi déterminée de
maniere unique.

Comme O, [T1/(f"T — p) vérifie les hypothéses de (3.3.3), il résulte de (3.3.4) et
(3.4.2)Aque ,@QA(Z, r) et (@%(Z, r)(Q sont cohérents. Si U est un ouvert affine de 4, on a
DU, By (Z, 1)) = lin (U, PBXi(Z, r)), avec

I'(U, 5 (Z, ) /T (A, By (Z,r)) = T'U, By (Z,1)).
12 i i-1

Or les anneaux I'(U, %y (Z r)) sont ncethériens : c'est clair si Z posséde une
équation globale sur %, et le cas general en résulte car les %y (Z r) sont (/X quasi-
cohérents. D'apres (3.2.2) (iii), I'(%, 3I(Z r)) est donc noetherlen Les faisceaux
'%);JI‘(Z’ r) satisfont ainsi les hypotheéses de (3.3.3) et (3.4.1), de sorte que les %Q(Z, r)-
modules cohérents vérifient les théoremes A et B.

Par ailleurs, la démonstration de (i) montre que, pour tout ouvert affine ¥
assez petit, et tout ' | r, les homomorphismes

T, Oy ) — TU B2, 1)) — T By(Z, r)g)

s'identifient a des homomorphismes d'algebres de Tate induits par l'inclusion d'un
ouvert affinoide. Comme de tels homomorphismes sont plats [12, 7.3.2, cor. 6], la
platitude sur 0.%‘,Q et sur .@%-(Z, r’)Q des faisceaux .@_;I-(Z, r)Q et (%-(TZ)Q en résulte.
On en déduit également, griace a (3.6.1), que (Q%(TZ)Q est un faisceau d'anneaux
cohérent. De plus, les (QQ-(TZ)Q-modules cohérents vérifient les théorémes A et B
d'apres (3.6.4). Si % = SpfA est un ouvert affine ou f € A reléeve une équation locale
de Z, il est facile de vérifier que l'anneau I'(%, (’)q-(TZ)Q) s'identifie a (Af)TQ, ou
(Af)T est le complété faible de Af. Comme le complété faible d'une algebre de type
fini sur un anneau noethérien est ncethérien [19], I'anneau I'(%, (91-(TZ)Q) est noe-
thérien sous cette hypothese, et le cas général en résulte grace au théoréme A.
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Remarque. — 1l n'est pas vrai par contre en général que OQ.(TZ ) soit plat sur O, ni
que I'(U, Og(TZ )) soit neethérien lorsque % est un ouvert affine de &. En effet, s'il en
était ainsi, 1'algeébre lim ?B&m)(Z) serait plate sur Uy et a sections ncethériennes
— ™ | m+1
sur les ouverts affines. Or on a localement BYV(Z) =~ Ox[T1/(fP""T) =
S(Ox/(fP"), d'on
lim , By"(Z) = lim , S(Cx/(f*

m+1 m+1

) = S(im , Ox/(f7"") = SO0y,

algebre qui n'est ni ncethérienne, ni plate sur (Jy,, puisque JP}(OX) est un module de
Jf-torsion qui n'est pas de type fini.
Pour étudier la platitude des faisceaux @f(Z, r) ®(Tﬂ, A&’”& , hous aurons besoin

des lemmes suivants.

(4.3.3) LEMME. — Soient r € IN, A une V'-algebre séparée et compléte, topologique-
ment de type fini, sans p-torsion, f € A, A{f} le complété de l'anneau de fractions A,
B =A[T1/(f"T — p). On suppose que f n'est pas diviseur de 0 modulo m.
(i) L'anneau B est sans p-torsion et p-adiquement séparé.
(ii) L'homomorphisme B A{f} elwoyant T sur p/f" est injectif.
(iii) Si de plus A ®,, k est intégre, B l'est aussi.

Les hypothéses entrainent que les suites (f) et (p, f) sont régulieres dans A.
Il en est alors de méme pour les suites (f'T — p) et (p, f'T — p) dans A[T]. Il en
résulte que la suite (f'T — p, p) est réguliere dans A[T], donc B sans p-torsion.
Pour montrer que B est p-adiquement séparé, il suffit de montrer que si x € B est tel
qu'il existe b € B tel que (1— pb)x =0, alors x = 0. Or A s'envoie injectivement dans
B, car f est non diviseur de 0 dans A. De plus, B/A est de f-torsion, et f est non divi-
seur de 0 dans B, puisque B est sans p-torsion. Il suffit donc de montrer que si x € A
est tel qu'il existe a € A, s € IN tels que (f° — pa)x = 0, alors x = 0. Cela résulte de ce
que la suite (p, f°) est réguliére dans A, et A p-adiquement séparé.

Comme B est un anneau nceethérien, on en déduit par platitude que B est aussi
sans p-torsion, et par conséquent sans f-torsion ni 7T-torsion. Par suite, B s'injecte
dans l'anneau df fractions B 7 et puisque (B f) T~A 1 il suffit pour prouver (ii)
de montrer que B rest p-adiquement — ou T-adiqliement — séparé. R

On est ainsi ramené a montrer que si x € B - est tel qu'il existe bAe B I tel que
(1- 86T)x =0, alors x = 0. Il revient au méme de montrer que si x € B est tel qu'il
existe b € B et s € IN tels que (f° — bT)x = 0, alors x = 0. Observons que B/(T) ~
A{TY/(T, f'T — p) ~ A/pA. Puisque f est non diviseur de 0 modulo p, il en résulte
que x € (T). Comme B est sans T-torsion, on en déduit que x € N, T'B, donc qu'il
existe ¢ € B tel que (1 —-cTx=0.

Soient x, ¢ les images de x, ¢ dans B/pB, et P, C € (A/pA)[T] des éléments
d'images x,¢c. Onadonc (1 —-CT)P e (f'T),d'ou P e (T). Si P = TP’, on obtient donc
que (1 — cT)P' € (f7), d'ou 1'on déduit que P’ € (f"), et P € (f'T). Par conséquent,
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x=0,etxe pﬁ. Comme B est sans p-torsion, on voit que x € ﬂi piI/S’\, ce qui entraine
que x = 0 puisque B est séparé.

Si A est sans p-torsion et A/mA integre, A est intégre, et il en est de méme de
A £ qui vérifie les mémes hypotheses que A. Par suite, (ii) entraine (iii).

(4.3.4) LEMME. — Soient m € IN, r un multiple de p™*, r' un multiple de r, X — S
un morphisme lisse de Z(p)-schémas (ou schémas formels), f e I'(X, Uyx), et n :
Bf,r) =0xTV(f'T—p) >B(f, 1) = OX[T']/(f”T' — p) l'homomorphisme défini
en (4.2.3). Pour tout entier k, le sous-B(f, r)-module de B(f, r') engendré par les T"

pour i < k est un sous-@&'”)-module a gauche.

Compte tenu de la construction de la structure de @%’n)-module en termes de m-
PD-stratifications donnée en (4.2.1), il suffit de le prouver dans la situation univer-
selle ou X = SpecZ(p)[t], f=t

Soit 7’ = ar. On observe d'abord que les polynomes a puissances divisées (pim)
définis en (4.2.1.1) vérifient la relation

(4.3.4.1) oM (ty, t,) = 2 pj_l(j> 1T o (8, 1)

1<j<a
En effet, comme Z(p)[t1]<t2 — t1)(;) est sans torsion, il suffit de le prouver apres
multiplication par p. On a alors

POty ty) = 6 — 8 = G+ (=) =] = (] +pel™ by, )"~

d'ou l'assertion.

Fixons n € IN. Comme l'isomorphisme ¢, : g)?(,(m) R B(t,r) = B(t,r) .@?(’(m)
est un isomorphisme d'algebres, il suffit de prouver 1'énoncé pour k£ = 1. Reprenons
les notations de (4.2.1). Compte tenu de ce que p = ¢]T, et tﬁ"_l)rT’1 =Ty, la relation
précédente permet d'écrire

e,(Ty) = Ty(1+Ty > pI G 80"l (17, 1))
1<j<a
’ a 1 I\ —
= Ti1+ Y (§) T o™ (ty, tn))
1<j<a

= T{(1+ T, 0™ (¢, t,))7%,
d'ou le lemme.
(4.3.5) THEOREME. — Soient m’ > m, r un multiple de p™*', r' un multiple com-
mun de pm/Jr1 et de r, Z c X un diviseur. Les homomorphismes canoniques

(4.3.5.1) Br(Z, 1) &, D'y —— By(Z, 1) &, D'
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sont plats a droite et a gauche.

Comme les algebres .@'q.(Z, r) vérifient les hypotheses de (3.5.1), le théoreme de
platitude (3.5.3) entraine que 'homomorphisme

@'q‘(z’ ) ®U}1’ @&T‘{Q - @Y (Z, 1) ®(‘;"‘.11' @(;7%
est plat a droite et a gauche. Il suffit donc de prouver 1'énoncé lorsque m = m’.

L'argument est analogue a celui de (3.5.3). Soit % = SpfA c & un ouvert affine
connexe tel qu'il existe f € I'(U, (;) relevant une équation de Z, et un systeme de
coordonnées relatives pour %. Soient B = A[T1/(f'T — p), B' = A[T'1/(f"T' - p), D =
T, 93), B, B', D les complétés p-adiques de B, B', D, 1 : B — B’ 'homomorphisme
tel que n(T) = 7 "T", n' : B® D — B’ ® D 'homomorphisme induit par 7. Il suffit de
prouver que B’ @ﬁQ est plat sur B ® ﬁQ. Observons d'abord que, f étant non
diviseur de 0 modulo p, les anneaux B et B’ sont sans p-torsion d'apres (4.3.3), et il
en est de méme de B et B’ par platitude; de méme, B ® D, B’ ® D, B®DetB' ®D
sont sans p-torsion. De plus, l'existence de coordonnées locales sur % permet de
déduire de (4.3.3) que les homomorphismes B®D 5B ®DetB'®D — B’ ® D sont

injectifs. Considérons le sous-anneau
(4.3.5.1) D'=B®D+B' ®D c B'®D.

C'est bien un sous-anneau de B’ ® D, car il suffit de vérifier que si P € B ® D,
Q € B’ ® D, alors PQ et QP sont dans D’. Or il existe a € IN tel que f’@ € B ® D, donc
b € IN tel que pr € B® D. Ecrivant P sous la forme P = P, + pbPZ, avec P, e B® D,
P, e B® ﬁ, on en tire l'assertion.

L'homomorphisme D' — B’ ® D est alors un isomorphisme. En effet, I'homo-
morphisme D’/p‘D’ — (B’ ® ﬁ)/pi(ﬁ’ ® D) est surjectif puisque B’ ® D < D’. 1l est
injectif, car si un opérateur appartient a D' N pi(B\ '® D), il s'écrit sous la forme
P+Q=p'P,avecPcB®D,QeB ®D,P' € B'® D, et P s'écrit P = P, + p'P,, avec
P, eB ®D,P2e§®ﬁ. On a alors

P,+Q e B®DNp'(B' ®D) = p'B'®D,
d'ou P+ Q € p'D".
Comme BQ ~ B{Q, ona (B®D) Q= Dé. Pour achever la démonstration, il suffit

donc de montrer que 1'homomorphisme D' — D’ est plat, et pour cela que D’ est nce-
thérien. Pour tout %, soit

D, =1{Y 7"Q,|QeB&D}c D"
i<k
Par passage aux complétés, il résulte de (4.3.4) que D), est un sous-(B ® D)-module a
gauche de D’, de sorte que D),-D), < D, ;. On obtient ainsi une filtration d'anneau

croissante sur D’, discréte et exhaustive. Pour prouver que D’ est ncethérien, il suffit
alors de prouver que grD’ est neethérien. Orona f"T' =p e B® ﬁ, de sorte que, pour
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tout 2> 1, on af’/ngD’ = 0. Comme p = f'T, il en résulte que p“gr, D’ = 0 pour %k >
1. Considérons alors la suite exacte

0 —— p%*erD’ —— grD' —— grD’'/p®grD’ —— 0.

Comme p“grD’ = p%gr,D’ = p“§ ® D, et que sa structure de gr D’-module provient
via I'hnomomorphisme d'augmentation de sa structure de B ® D-module, plgrD’ est
un grD’-module nceethérien. Il suffit alors de montrer que grD'/p®grD’ est neethé-
rien. Mais, sur grD'/p®grD’, la filtration par l'ordre par rapport aux opérateurs
9 est une filtration d'anneau exhaustive, dont le gradué associé est commutatif et
noeethérien, car engendré comme B-algebre par les classes des 8§k>, k < p™, et par
celle de T". Par suite, grD'/p®grD’ est lui-méme noethérien, ainsi donc que grD’.

On déduit alors de (3.6.1) et (3.6.4) :

(4.3.6) COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de (4.2.5), le faisceau @ZI,-(TZ)Q est un
faisceau d'anneaux cohérent a gauche et a droite. Les @}(TZ)Q-modules cohérents
vérifient les théorémes A et B.

(4.3.7) Sous les hypotheses de (4.2.3), les homomorphismes (5, — %5 (Z, r) sont des
isomorphismes en dehors de Z. Il en est donc de méme des homomorphismes
@%m) - Bx(Z,r) ® @&m) pour p™*1|r, et, sous les hypotheses de (4.2.4), des homo-
morphismes O — B,(Z, 1), Of — O,(2), I = B (Z, r) @ I, 9t — 91.('Z).

Par adjonction, on en déduit notamment des homomorphismes canoniques
(4.3.7.1) 0,(2) —— j,0,,
(4.3.7.2) 95(2) —— .9},

Nous allons montrer que, apres tensorisation par @, ils sont fidelement plats.

(4.3.8) LEMME. — Soient X un espace topologique, 4 — B un homomorphisme de
faisceaux d'anneaux sur X. On suppose qu'il existe une base B d'ouverts de X telle
que, pour tout U € B, I'(U, B) soit un I'(U, A)-module a droite fidelement plat. Alors,
pour tout x € X, B, est un A ,-module a droite fidelement plat.

D'apres le lemme (3.3.5), il suffit de montrer que, si M est un ./ -module a
gauche monogeéne de présentation finie tel que 8, ® , M = 0, alors M = 0. Il existe
un ouvert U € B, et un I'(U, 4 )-module monogéne de xprésentation finie My; tels que
M=, ®1"(U,‘9¢) M;;. Comme hﬂ UL U, B) ®1—(U"d) My; = 0, et que My; est mono-
geéne, il existe U’ € B, avec x € U’, tel que I'(U’, $) ®ry.4) My = 0. L'hypothese
entraine alors que I'(U’, /) ®1“(U,.ﬂ) M;;=0,douM =0.

Nous dirons que 4 — 9 est fidélement plat a droite si, pour tout x € X, % est
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fidelement plat a droite sur s, . Il est équivalent de demander que % soit plat a droite
sur 4, et que, pour tout s/-module & gauche ./, la relation % ® ;, A = 0 entraine que
M= 0.

(4.3.9) LEMME. — Soient X — S un morphisme lisse entre schémas de caractéris-
tique p, et f e I'(X, Ux). Si r est multiple de P2 et si BUf, r) = OxIT1/(f'T) est
muni de la structure de L@‘g(m)-module définie en (4.2.1), la section T ® 1 appartient

au centre du faisceau d'anneaux B(f, r) ® @%m).

D'apres (2.3.5.1), il suffit de montrer que, pour tout &, on a T = 0. Grace ala
définition de la structure de @&m)-module de B(f, r) en termes de m-PD-stratifica-
tion, il est équivalent de montrer (avec les notations de (4.2.1)) que ¢,(Ty) = T}, soit
encore que (pf,m)(tl, ty) est divisible par p lorsque r = ap™*2. Dans ce cas, on peut
écrire dans Z(p)[tl](t2 ) (m
m+1

P)E— el = (7" 4 polmla(ty, t,)) YD) — ¢

(m) _4r ro_ D
pe, "ty ty) =ty =t = (& D

m+2
= (7" + pPylt, 1)) — ¢ = pPx(t,, ),

d'ou le résultat puisque Z p)[tl] (ty — t1) () €St sans p-torsion.

(4.3.10) THEOREME. — Avec les notations de (4.3.7), on a :
(i) Les homomorphismes (4.3.7.1) et (4.3.7.2) sont injectifs et plats & droite et &
gauche.

(ii) Les homomorphismes
(4.3.10.1) Oy () g —— J,.Oy g
(4.3.10.2) T (2 g —— DY g

sont fidélement plats a droite et a gauche.

L'injectivité de (4.3.7.1) résulte de (4.3.3) (ii), et celle de (4.3.7.2) s'en déduit en
utilisant des coordonnées locales. Si % = SpfA est un ouvert affine, 'homomor-
phisme I'(%, %&’”)(Z))f - Af est un isomorphisme, de sorte que Af est plat sur
I'(u«, @&m)(Z)). Ces anneaux étant noethériens, il en résulte en passant aux complé-
tés que A{f} est plat sur T'(%, @&m)(Z)). On en déduit la platitude de (4.3.7.1) par
passage a la limite inductive pour m variable. Celle de (4.3.7.2) se voit par le méme

argument.

Montrons la fidele platitude de (4.3.10.2), celle de (4.3.10.1) pouvant se prouver
par le méme argument, ou en invoquant les résultats sur les complétions faibles.
Par (3.3.5) et (4.3.8), il suffit de montrer que si % est un ouvert affine sur lequel il
existe e T(U, Oy) relevant une équation locale de Z, et M un I'(U, 9("Z)¢)-
module monogéne de présentation finie tel que I'(U N%¥, @.QTI.,Q) & M =0, alors M = 0.
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Comme T'(U, 9 ("Z)g) =lim .., T(U, B7"(Z) ® G ), on peut trouver m' > m,
et un I'(%, (@éfm/)(Z) ® @([mé )-module monogéne de présentation finie M’ tel que M
provienne de M’ par extension des scalaires. De méme, quitte a augmenter m et m’,
on peut supposer que I'(U N, @(I’% ) @ M' =0.

Posons ﬁm =%, .,@_;’-”’)(Z) ® @&’-’L)), D = I'Uny, @;&m)), et choisissons un
ﬁm,-module mon:)géne sans torfion E tel que M’ = EQ. Par le méme argument que
précédemment, D’ est plat sur D, ,, de sorte que D' ® E est également sans torsion,
et par conséquent est nul. Si E, = E/pE, onAvoit ainsi que (Eo)f = 0. Soit e un
générateur de E. Il existe alors seIN et R € D, , tels que (f°— pR)e = 0. Quitte a
augmenter m’, on peut supposer s < pm’“, de sorte que, en notant .@;,ml)(Z) =
(9',;1-{T}/(fpm’+1T — p), cette relation peut se mettre sous la forme f°(1 — TR')e = 0.
Puisque E est sans p-torsion, il est a fortiori sans f-torsion, si bien que l'on a en fait
(1 =TR')e = 0. On en déduit que (1 — TR')Pe = 0. L'opérateur (1 — TR')? est de la
forme 1 + pS + (=TR’)P. On peut supposer que m’' > m + 1, ce qui d'apres (4.3.9)

assure que, modulo p, T appartient au centre de ﬁm,/ pﬁ et permet d'écrire

m'’
(1-TR')? sous la forme 1 + pS’ + TPR”. L'homomorphisme D, , — D, . , envoie T
sur f(P—l)pm+1T,’ done TP sur f(p_l)pm+2T,p _ pf(p_2)pm+2

l'opérateur (1 — TR')? s'écrit sous la forme 1 + p@ dans D

T'P~1, Par conséquent,

Comme cet anneau
RF

m'+1°
est p-adiquement complet, (1 — TR’)? y est inversible, ce qui entraine que D
=0, donc que M = 0.

m'+1

(4.3.11) COROLLAIRE. — L'homomorphisme @},Q - QJ}(TZ)Q est plat a droite et a
gauche.

Il résulte de (3.3.4) (ii) par passage a la limite sur m que l'homomorphisme
@}Q - j*@‘:ﬁ/,Q est plat a droite et a gauche. La fidele platitude de j*@;/,Q sur
@}}(TZ )Q entraine alors 1'énoncé.

(4.3.12) PROPOSITION. — (1) Pour tout @;}(TZ)Q-module cohérent M, l'homomor-

phisme canonique
(4.3.12.1) j*@fy,Q(@Q} (21— Ju JEM
est un isomorphisme.

(ii) Pour qu'un @_:}-(TZ)Q-module cohérent soit nul, il faut et suffit que sa restric-
tion a %Y soit nulle.

La premiere assertion est locale, et claire si .4 est un @;-(TZ ) Q-module libre de
type fini. Si M est un @;}-(TZ )Q-module cohérent, il posséde sur tout ouvert affine U
une présentation de la forme

@3 (2)g)* — (@ (2)Q)" — M|y — 0.
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Comme U N%Y est affine, et que les QJQTH(TZ )Q-modules cohérents vérifient le théore-
me B, le foncteur j, j ™ préserve l'exactitude de cette suite, d'ou 1'assertion dans le
cas général. La deuxiéme assertion en résulte grace a la pleine fidélité de j*@v?;/,Q
sur 45('2) .

(4.4) Cas des isocristaux surconvergents

Nous allons maintenant utiliser les résultats des sections précédentes pour
donner une description de la catégorie des isocristaux surconvergents sur Y en
termes de @}-(TZ)Q-modules analogue a (4.1.4).

(4.4.1) Nous gardons les hypotheses et les notations de (4.2.4) et (4.3.1). Rappelons
que, si E est un ]T(/ -module cohérent (resp. localement libre de rang fini), il existe
Ay <1, etun O, Ty -module cohérent (resp. localement libre de rang fini) E, sur U 2y
tel que £ ~ j 'E De méme, si E est muni d'une connexion intégrable V, il existe (en
augmentant éventuellement 1) une connexion intégrable V, sur E, telle que V =
J T(VO). On dit que (E, V) est surconvergente le long de Z si elle vérifie la condition
suivante [5, 2.2.13] : pour tout ouvert affine % c % tel qu'il existe f e I'(‘U, U,)
relevant une équation de Z, et muni de coordonnées locales ¢,,...,¢; définissant une
base de dérivations J;, et tout n < 1, il existe ln < 1tel que l'on ait, pour tout A tel que
/ln <A<l,ettoutecl'(UyNU,, E,

(4.4.1.1) | 2% e || ' - 0 pour |E| — oo,

en désignant par ||—| une norme de Banach sur I'(‘%; N U,, E) ; par continuité, il
résulte de la formule de Leibnitz que la propriété (4.4.1.1) est alors satisfaite avec la
méme constante )‘n pour toute section e e I'(U N U,, E)), lorsque 4%’ est un ouvert
affine contenu dans 4. La catégorie des isocristaux sur Y, surconvergents le long de
Z, peut alors étre décrite comme la catégorie des j T(%K-modules localement libres
de rang fini, munis d'une connexion intégrable, et surconvergente le long de Z.

. _1/pm+1 .
(4.4.2) PROPOSITION. —  Pour tout m 2 0, soient 4, = p—" , U, = U, , j,
l'inclusion de U, dans . Le foncteur sp,oj, .. (resp. sp,) induit une équivalence
entre la catégorie des (/U -modules (resp. JT(Q -modules) cohérents et celle des
%’(m)(Z)Q -modules (resp. (/I(TZ)Q -modules) coherents Cette équivalence fait corres-
pondre les modules localement libres de type fini aux modules localement projectifs

de type fini, et s'étend aux modules munis d'une connexion intégrable.

D'apres (4.3.2), on a sp*oJm*OU 2(’”)(Z)Q Vérifier que, si E est cohérent
sur (QU , SPyoJ,, . lest sur %’(m)(Z)Q, et qu'on obtient ainsi une équivalence de
catégories, est une question locale sur &, de sorte qu'on peut supposer % affine, et Z
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défini par f € I'(¥, Uy). Comme, pour tout ouvert affinoide V de L, l'ouvert VN U,
={xeV||f(x)| >4, } est affinoide, on déduit des théorémes de Kiehl que j, . Oy
est un faisceau d'anneaux cohérent, que j, . établit une équivalence entre lg
catégorie des (y; -modules cohérents et celle des j, .. (J;; -modules cohérents, et que,
sur tout ouvert afﬁn01de de X, les théorémes A et B sont valables pour les j, ..U -
modules cohérents. Comme, pour tout ouvert affine U < &, sp M (U) = Uy egt
affinoide, on voit que le foncteur sp,, est exact sur la catégorie des j, ., (U -modules
cohérents, et on déduit alors du théoreme A l'assertion de 1'énoncé pour Tes modu-
les sans connexion, ainsi que l'assertion relative aux modules localement libres de
rang fini. Pour étendre cette équivalence aux modules a connexion intégrable, il
suffit d'observer qu'elle s'étend aux j, . (;; -algébres commutatives qui sont cohé-
rentes en tant que j, . (y; -modules, ainsi qna'aux modules cohérents sur celles-ci, et
d'utiliser la description de”é connexions intégrables en termes de stratifications.
Puisque 4 est quasi-compact et séparé, on peut appliquer les résultats de (3.6)
au faisceau jT(Q;,[K = lin) mjm*OUm sur 4. De plus, le foncteur sp, commute aux
limites inductives filtrantes, car 1'image inverse par sp d'un ouvert affine est un
ouvert affinoide. On peut alors déduire par passage a la limite 1'énoncé relatif aux
(’)J(TZ )Q-modules cohérents de 1'énoncé relatif aux Q@é(m)(Z)Q-modules cohérents.

(4.4.3) PROPOSITION. — Soient E un isocristal sur Y, surconvergent le long de Z,
et 6 = sp, E. Il existe sur & une structure canonique de @;(TZ)Q-module, induisant

la structure de @} Q-module définie en [4, 4.1.5], et fonctorielle en E.

Par recollement, il suffit de considérer les sections sur un ouvert affine U c &,
muni d'un systéme de coordonnées locales définissant des dérivations d;,...,d,, et
tel que Z N U soit défini par f e I'(U, ;). Notons V la connexion de E, 1, = p pmH,
U, = Ux , et soit m,, tel qu'il existe un U, -module cohérent E, sur U, my? , muni d'une

connexion intégrable et surconvergente VO, et un isomorphisme (E,V) =~ j (EO,VO)
Pour tout m, posons

B"™ = T(U,, N U, Oy ) = T B Z)g),

M™ = T(U, NU,E;) ~ B™ Qpiny M™,
de sorte que I'(%, sp, E) = llm M(’") Soit P € I'(U, @T (TZ)Q) il existe m > m,, tel
que P s'écrive P = 2 a 8<k><m>, ou a, € B et a, — 0 pour |k| — oo. Avec les
notations de (2.4.3), choisissons n < 1 tel qu'il existe ¢ € R pour lequel |q(m) I < cn'k‘
pour tout k. La condition de surconvergence de V entraine qu'il existe n, > m tel que

I'on ait ||QU—” el n‘k‘ — 0 pour tout n > n et tout e € M™ la norme étant prise dans
M™_ On obtient alors

k k k k
lad®el = [layqy™ 12 e| < cllayl2®elln'® — o,

et on peut définir P-e comme l'image dans I'(%, sp,E) de la somme de la série de
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terme général akQ@e, qui converge dans M ()11 est clair que cela ne dépend pas
des choix faits, et munit [(%, sp, E) d'une structure de I'(%, 9.('Z) @)-module qui
induit la structure de I'(%, @}Q)-module de [4, 4.1.5]. Tout morphisme horizontal £
— E’ induit un morphisme T'(%, @;W(Z)Q)-hnéaire T, sp,E) - T(U, sp,E’) qui
commute aux dérivations d;, et la construction précédente permet d'en déduire par
continuité qu'il est I'(%, 2. ("Z)g)-linéaire.

(4.4.4) Pour caractériser les @;}(TZ )Q-modules qui proviennent d'un isocristal sur-
convergent, nous aurons besoin d'étendre les définitions de (4.1.1) sur la topologie

(m)

du module des sections d'un & Q -module cohérent. Soit % un ouvert affine de <.

Pour tout n € IN, 1'algébre B=T, .@y’)(Z)) est naturellement munie de la topologie
p-adique, qui définit la topologie p-adique de T'(%, ‘@s(lr’l)(AZ)Q) =~ EQ. La topologie
obtenue sur cette algebre est une topologie de Banach, car B est une algébre topologi-
quement de type fini, et EQ peut donc étre munie d'une norme de Banach qui définit
sa topologie. De méme, s'il existe un systéme de coordonnées locales sur U, tout
opérateur P e I'(U, @y)(Z ) ® @}mé ), avec n > m, peut s'écrire de maniére unique
P= Zk bk@@@, oules b, € EQ tendent vers 0 pour |k| — oo, et, une fois choisie une
norme de Banach sur EQ, on munit 1'algebre D =T, .@f}’)(Z) ® @}’% ) d'une
norme de Banach définissant sa topologie p-adique en posant |P| = sup, [|b,].
Enfin, si § est un @%)(Z )Q-module (resp;\un @y’)(% ) @@&m@ -module) cohére;lt, E =
I'(U, &) est un module de type fini sur Bg, (resp. Dg) d'apres le théoréeme A, et on
munit £ d'une norme de Banach en prenant la norme quotient définie par une
présentation finie quelconque; comme EQ (resp. ﬁQ) est une algebre de Banach
noethérienne, les normes définies par deux présentations sont équivalentes. On
vérifie encore comme en (4.1.1) qu'un changement de coordonnées locales remplace

les normes considérées par des normes équivalentes.

(4.4.5) THEOREME. — Le foncteur sp,, induit un foncteur pleinement fidéle de la
catégorie des isocristaux sur Y, surconvergents le long de Z, dans la catégorie des
@;(TZ)Q-modules. Son image essentielle est formée des @;-(TZ)Q-modules é pour
lesquels il existe un entier n,, et un @.&’-LO)(Z)Q-module cohérent &, muni d'un
isomorphisme

(4.4.5.1) lim ., @&@(z) ®8, = &,
et vérifiant la condition suivante :

(4.4.5.2) Pour tout m € IN, il existe un entier n,, > max(n, _,, m), et une structure de
(.@p(l’?m)(Z) @@S{% )-module sur .@éﬁm)(Z) ® &, telle que les homomorphismes

BPN(Z) ® &) —— B (2) ® &,

soient (.@.Q(I'.Lm)(Z) ® @(f”é )-linéaires, et l'isomorphisme (4.4.5.1) @;}(TZ)Q-linéaire.
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Gardons les notations de (4.4.2) et (4.4.3). Grace a (4.4.2), le foncteur sp,, est
pleinement fidele, car tout morphisme QJ}(TZ )Q-linéaire est a fortiori horizontal. Si
(E, V) est un isocristal sur Y, surconvergent le long de Z, il existe n,, et un (QPXK-
module cohérent E, sur U, . muni d'une connexion intégrable et surconvergente
V,, tel que (E, V) ~ jT(E,, VO) Si l'on pose &) = sp,,.o o, Ey, le B (Z)g-module &,
est cohérent grace a (4.4.2). Soit U c & un ouvert affine sur lequel il existe des coor-
données locales. La démonstration de (4.4.3) montre que, pour tout m, il existe n > m
tel que T'(U, B (Z) ® §,) possede une structure canonique de T(U, B (Z) ® @<m>
)-module. De plus, d'aprés (4.4.1), on peut garder le méme entier n lorsqu'on
remplace U par un ouvert affine %’ c % . La condition (4.4.5.2) en résulte.

Réciproquement, si & vérifie les conditions de 1'énoncé, il existe sur Un0 un
module & connexion intégrable E tel que &, = sp, E. Soit % un ouvert affine de 4.
D'aprés (4.1.2), 'action de I(U, B (Z) ® 4"y ) sur M) = T(U, BP(Z) ® &)
est continue pour sa topologie de B™)-module de type fini. Par suite, pour toute
section e € M) 'ensemble des éléments ‘¥ ge est borné dans M ™) ce qui

entraine comme en (4.1.4) la surconvergence de la connexion de E|;.

En général, nous identifierons implicitement la catégorie des isocristaux sur-
convergents le long de Z 4 son image essentielle dans la catégorie des Q)}(TZ)Q-
modules. Nous terminerons en montrant qu'un isocristal surconvergent le long de
Z est cohérent sur @}(TZ)Q. Pour cela, nous aurons besoin de quelques prélimi-

naires.

(4.4.6) D¢éfinitions. — Soient % un ouvert affine de & sur lequel il existe un systeme
de coordonnées locales, n > m deux entiers, D" = T(U, B (Z) ® 9§, ), E un
D(m) module de type fini. On dira que E est topologzquement mlpotent si, pour tout e
eE a%e 50 pour la topologie de Banach définie en (4.4.4). Si E est un modéle

i+1 4] revient au méme de dire

entier de E, et si E ; est la réduction de E modulo m
que, pour tout i, E ; est quasi-nilpotent, donc nilpotent d'aprés (2.3.7); on voit ainsi

que cette condition ne dépend pas des coordonnées.

Si la structure de ﬁfQ’")-module de E est induite par une structure de ﬁfé"”)-
module (avec n > m + 1), alors E est topologiquement nilpotent. En effet, E est aussi
de type fini sur ﬁfQ’"”) . Le lemme (4.1.2) entraine que les topologies définies par ces
deux structures de modules sont les mémes. Or les éléments ¥+ forment une
famille bornée de ﬁfQ’"”), donc les 9®¥m+ve forment une famille bornée de E.

L'assertion découle alors de ce que 8§k><’"> = (q!/q'!)8§k><m+1), avec k = p'q + r =

m+1 m+1

P +r,0<r<p™, 0<r'<p™ " etq!/q'! - 0.

Soit § un @f{‘)(Z) ® @}m()Q -module. On dira que & est topologiquement nilpotent
s'il existe une base d'ouverts affines possédant un systéme de coordonnées locales,
telle que pour tout U € B, T'(U, &) soit de type fini sur I'(%, @y)(Z) ® 9 (’”) ), et soit

topologiquement nilpotent.
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La condition de nilpotence permet d'améliorer les résultats de [39, 7.3] et [4,
3.1.2] sur l'existence de modeles entiers (/, -cohérents et stables sous l'action de @E{”)

pour les isocristaux convergents.

(4.4.7) PROPOSITION. — Soient m < n deux entiers, 9 = @(”)(Z) ® @(m) et & un Yo
module, cohérent sur ﬁ(”)(Z)Q, et topologiquement nilpotent. Il existe alors un Y-
module 8 cohérent sur @(n)(Z) et sans p-torsion, et un isomorphisme Y-linéaire &

QHG.

On suppose d'abord que % est un ouvert affine, muni de coordonnées locales,
sur lequel la condition de nilpotence de (4.4.6) est remplie; soient A = I'(Z, Uy),
X, =Spec A/m A, P =T (X, Px (), B = T, B7(2)), D =T, 9), E=T(, &).
On pose

P' = lim ;B®, P,

Comme ¢ est cohérent sur @&”)(Z )Q, E est un BQ-module de type fini; soit E' < E un
sous-B-module de type fini tel que E(’Q = E. Par ailleurs, P, est libre sur A/ mitlA, de
base les sections z'2'. I1 résulte alors de (3.2.4) que E’ ®g P’ est séparé et complet
pour la topologie p-adique. L'hypotheése de nilpotence entraine que, pour tout e € E,
la famille (‘% ¢) & tend vers O pour la topologie de DQ-module de E, donc pour sa
topologie de BQ-module d'aprés (4.1.2). Comme celle-ci n'est autre que celle que
définit la topologie p-adique de E’, la famille (9®est —}) tend vers 0 dans E ®; P’
On peut donc définir une application 6 : E — E ®p P’ en posant

o) = 3 aPeorh.

Gréace a la m-PD-stratification des ?Bg(’?)(Z) ,ona P ~ h;n ; P; ®, B, ce qui donne une
seconde structure de B-module sur P’ par multiplication a droite. On vérifie alors
facilement que 6 est B-linéaire pour cette structure de B-module sur P’.

On pose alors E = o~ L(E' ®gz P’), et on voit comme en [4, 3.1.2] que E est un
sous-B-module de type fini de E, stable sous l'action de D, et tel que E q=E. Le
@y‘)(Z )-module cohérent & défini par E possede alors les propriétés requises.

Enfin, on passe du cas affine au cas général en raisonnant comme en (3.4.3).

(4.4.8) COROLLAIRE. — Supposons vérifiées les hypothéses de (4.4.7). Alors :

(i) & est cohérent sur %(”)(Z) ® @(Imé :
(ii) Pour tout n' > n, l'homomorphisme canonique
(4.4.8.1) OB(n N(Z) ®%<n>(Z) 6 —— (%’(n (2) & ®@ ) ®U/J’(”)(Z)®Cj<% &

est un isomorphisme.
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L'assertion (ii) entraine donc que %’(”)(Z) Qs 30 (Z) ¢ possede une structure
canonique de (B (Z) ® @(m) )-module compatible a sa structure de @('”(Z)Q
module, et prolongeant la structure de (%’(”)(Z ) ® @( ) module de &.

Pour tout ouvert affine % — 4, posons B, = F(Q[, .%’é,”)(Z)), B, =T, .@EI’-’)(Z)),
D, =T, .@&’?)(Z) ® @y-”)), D), =T, .@&’-LI)(Z) ® @(Im)) Comme & est cohérent sur
@éﬂ)(Z) Q I'(%U, &) est de type fini sur B%’Q, donc sur D%Q. Pour montrer (i), il suffit
donc d'apres le théoréme A de montrer que, pour tout ouvert affine %’ < 4, 1'homo-
morphisme canonique D, ®D ', é) — F(“Z(’ é) est un isomorphisme. D'apres
(4.4.7), il existe un %’(”)(Z) module coherent & muni d'une structure compatible de
(%’&’-L)(Z ) ® @p(l’.”)) -module teloque =& Q’ si bien qu'il suffit de prouver que 1'homo-
morphisme analogue pour ¢ est un isomorphisme. La source et le but étant de type
fini sur D), ils sont complets, ce qui ramene a montrer la méme assertion pour les
& /mi*t1E 11 résulte alors de (2.3.6) et de la remarque (iii) de (2.3.5) que les homo-

morphismes
By, ®p T, & /mit1e) —— Dp.@, T, & i),

ou les indices U, et U; désignent les sections des réductions modulo mi*tl sont des

isomorphismes, d'ou l'assertion.

On voit de méme que les homomorphismes
By ®p, L, ¢ /m*¢) —— by, ®p,, U, & /mi*ié)

sont des isomorphismes, ce qui entraine 1'assertion (ii).

(4.4.9) PROPOSITION. — Soit & un @y‘)(Z) ® @flm)-module, cohérent sur @é’.‘)(Z).

Alors l'homomorphisme canonique
(4.4.9.1) £ —— BP@)®II) @0z g €

est un isomorphisme.

Il suffit de reprendre la démonstration de [4, 3.1.3] en remplacant (), par
BINZ).

(4.4.10) COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de (4.4.7), l'homomorphisme cano-
nique
(4.4.10.1) & —— BPZ)OITE) @z a0 o 6

est un isomorphisme pour tout m' < m.

Pour tout m’' < m, posons &'"™) = @(”)(Z) ® @(m) grm) — %’(”)(Z) ® @(m)
D'apres (4.4.7), & possede un modele entier & qui est un '™ _module %’(”)(Z)



92 P. BERTHELOT

cohérent. En tensorisant par ® les isomorphismes (4.4.9.1) pour m’ < m, on obtient

les isomorphismes
& = gg” By & = agY Sy &,

dont le corollaire résulte puisque @’SQ’”I) = @’g’) .

(4.4.11) COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de (4.4.5), soient E un isocristal sur'Y,
surconvergent le long de Z, & = sp E le @;(TZ)Q-module correspondant, &, un
@yo)(Z)Q-module cohérent vérifiant la condition (4.4.5.2) pour une suite d'entiers
(n,,), §m — @éﬁm)(Z) ®.@_&n0)(z) &y Pour tout m, l'homomorphisme canonique

(4.411.1) & ——s (B (Z) ® D) Bz 890

est un isomorphisme.

La condition (4.4.5.2) entraine que, pour tout m > 0, le (.@f}‘mﬂ)(Z) ® @E{% )-
module § D) est topologiquement nilpotent. On en déduit successivement grace a
(4.4.10) et (4.4.8) que les homomorphismes

AA

g(m+1) N (@é{nmﬂ)(z) ®@é{m)) ®@?m+1>(z)®@&0) (S’(m+1),

&(m+1) N (@Sfrlm+1)(z) @@}0)) ®L@§”1)(Z)®§Z§9) e

sont des isomorphismes, d'ou le corollaire.

(4.4.12) THEOREME. — Soient E un isocristal sur Y, surconvergent le long de Z, et &
= sp,. E. Alors & est cohérent sur @;(TZ)Q.

Soient &, un @éﬂo)(z )g-module cohérent vérifiant la condition (4.4.5.2) pour é,
(n,,) une suite d'entiers correspondante, &M — @.O(I’.‘m)(Z) ®,@;ﬂo>(z) &y- Comme s
est un (.@f{‘l)(Z) ® @'Q(IQ)Q )-module topologiquement nilpotent, il est cohérent sur

BEV(Z) B 9P dapres (4.4.8). Si

(BPV(2) ® Y ) —— BPZ) BRI ) —— 6V —— 0
est une présentation locale de &'V, on en déduit grace au corollaire précédent les

présentations
(.@E(ermﬂ)(Z) ®@&mé ) LN (@é{lerl)(Z) ®@&m& ) 6(,,1_,_1) 0,

qui fournissent une présentation analogue de & sur @;(TZ )Q par passage a la limite
inductive pour m variable.

Remarque. — Sous les hypothéses du théoreme, il n'est par contre pas toujours
vrai que & soit cohérent sur @J} q- En effet, nous montrerons dans [7] que, lorsque &
est propre, la cohomologie de de Rham d'un @E Q-module cohérent est de type fini
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sur K. Or, si 6 = sp, E, la cohomologie de de Rham de ¢ s'identifie a la cohomologie
rigide de E, d'apres [4, 3.2.3 et 4.1.7]. Si l'on prend V' = Z(p) I = 11311/, Y=G,, , etsiE
est l'isocristal surconvergent sur Y défini par j T(’)qk, muni de la connexion V telle
que V(1) = (a/t)dt,ou a € Z ) est un nombre de Liouville, 1a cohomologie rigide de
E est donnée par l'action de V sur l'espace des fonctions analytiques sur une
couronne de la forme 1 — e < |t]| < 1 + ¢, avec € > 0 variable, et il est classique que son
H! est de dimension infinie.

Il y a donc lieu de considérer que la cohérence sur D@},Q est une condition de
finitude supplémentaire a imposer aux isocristaux surconvergents. Par contre, il
semble raisemblable de conjecturer que tout F-isocristal surconvergent est cohérent
sur @.jl‘,Q’ l'existence d'une action de Frobenius éliminant les difficultés liées aux

nombres de Liouville.
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