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Introduction

D’un point de vue mathématique on peut dire que, grossierement, la théorie de la
diffusion est une branche de la théorie des perturbations des opérateurs auto-adjoints
pour le spectre (absolument) continu. Cette théorie trouve ses origines en physique théo-
rique, aussi bien dans le cadre de la mécanique classique que dans celui de la mécanique
quantique, et plus particulierement dans la description des collisions élastiques. Les prin-
cipales problématiques étudiées ainsi qu’une grande partie du vocabulaire de la théorie de
la diffusion sont en fait issus de la physique c’est pourquoi il convient de commencer cette
these en décrivant, brievement, une expérience de diffusion pour fixer quelques concepts
importants.

1 Une expérience de diffusion

Un faisceau de particules d’énergie A arrive de 'infini dans la direction wy € S ! sur
une cible fixe (le centre diffuseur) a raison de N particules par unité de temps et de surface
(orthogonale & wy). Le flux de particules d¢ passant dans 1’élément de surface |S?2|bdbdyp,
correspondant a un parametre d’impact b, se trouve diffusé apres interaction avec le centre
diffuseur dans 'angle solide dw = dfdy dans la direction w. Si le faisceau de particules
est homogene et suffisamment peu dense (pour qu’on puisse négliger les interactions entre
particules du faisceau) le flux sortant au travers de I’élément dw, mesuré par un détecteur,
sera directement proportionnel a la densité du flux entrant N

dp = NXEgiff(w,wp; A)dw. (1)

En mécanique classique le facteur de proportionnalité vaut (voir Figure 1)

b |db
Sairf(w,wo; A) = ST ‘@ ; (2)

et est appelé section efficace différentielle. C’est la principale grandeur mesurable dans
une telle expérience et elle est homogene a une surfacef. On parle aussi parfois de la

sin @

fDans le cas on le centre diffuseur est une sphere “dure” %(w, wg; A)dw est égal a la surface que présente
cette sphere face a la partie du flux entrant d¢ qui repart dans la direction w [LL64].
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flux sortant

d*¢ = NSy (w,wp; N)dw

flux incident
d’¢ = N|S?2|bdbdy trajectoire de la particul

angle de diffusion

0
b parametre d’impact
Wy

centre diffuseur

Fi1G. 1: Une expérience de diffusion
section efficace totale
Lot (w; A) = / Yaiff(w,w's N)dw', (3)
Sd—l

qui mesure le champ d’action du centre diffuseur. Dans les cas “physique” (particules
élémentaires) la zone ou la particule subit la part la plus importante de sa déviation est
trés petite comparée aux échelles de temps et de distance auxquelles on a affaire. La
trajectoire de la particule semble donc formée de deux branches (I'une pour t — —o0
lautre pour t — 400) pour lesquelles le mouvement semble asymptotiquement libre . Le
flux dans la direction w est relié au flux incident par la section efficace différentielle (2).

2 La théorie de la diffusion quantique

Dans la théorie quantique 1’évolution d’un systeme physique au cours du temps est
décrite par une fonction ¥(¢) a valeur dans un espace de Hilbert, H, vérifiant une équation,
appelée équation de Schrodinger, du type

0U(t) = HU()
{ w(0) = f (4)
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ou H est un opérateur auto-adjoint sur H appelé Hamiltonien et f est 1'état initial du
systéme. Bien souvent on a envie de comparer la solution de (4) a celle d’un systéme du
méme type ou H est remplacé par un opérateur H, plus “simple” que H mais proche,
dans un certain sens, de H. C’est le principe de base de la théorie de la diffusion qui de
ce point de vue est une théorie perturbative.

Dans le cas ou f dans (4) est un vecteur propre de H associé a la valeur propre A
(i.e. Hf = Af) la solution de (4) s’écrit ¥(¢) = exp(itA)f. Comme les valeurs propres
de H sont déplacées méme par de petites perturbations il n’est en général pas possible
de comparer les solutions de (4) a celles du méme systeme pour Hy. C’est pourquoi en
théorie de la diffusion on se restreint a la partie absolument continue de 'opérateur H qui
est plus stablel. Rappelons que pour tout opérateur auto-adjoint H il correspond (d’apres
le théoreme spectral) une fonction E()) a valeur projecteur auto-adjoint sur I'espace H
telle que pour tout ¢,

(He b= [ 2B )
R

Un vecteur ¢ € H appartient au sous-espace absolument continu de H, noté H®, si la
mesure my(-) = (E(-)y, )y est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Une solution de (4) s’écrit alors W(t) = exp(—itH)f ou l'opérateur exp(—itH) est défini
par la forme quadratique

(exp(=itH)p, D) = [ exp(~it\d(EN)g, 0, v € I (6)

R

Par analogie avec le probleme classique, présenté au début de cette introduction, il
est intéressant de comparer les solutions W(¢) et ¥y(¢) du systéeme (4) pour H et H,,
respectivement, pour de grands temps ¢ — +00. On est donc amené a se poser la question
suivante :

VfeH™ 3F7fLeH telque lim ||W(t) — YoL(t)] =0 (7)

t—+oc

avec U o (t) = exp(—itHy)f+. Si(7) admet une réponse positive alors
f= tl}?oo exp(itH ) exp(—itHy) f+.

Ceci nous amene a décomposer le probleme en deux étapes :
e d’abord le probleme de I’existence des opérateurs d’onde
W H H — o 1 atH —itHg 8
L, H) = s Jim e ®

ac

e ensuite celui de ’existence d’un inverse de H dans H{* pour les opérateurs d’onde,
c’est le probleme de la complétude asymptotique

RanW, (H, Hy) = H*. (9)

tPar exemple le spectre absolument continu d’un opérateur est contenu dans son spectre essentiel qui
lui est stable pour toute perturbation H-compacte d’apres le théoréme de Weyl.
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f+

W+(Ha HO)

t— —00 t — +00

F1G. 2: Vision dynamique de la théorie de la diffusion

On peut remarquer que si les opérateurs d’onde W, (H, Hy) sont unitaires sur Hg°
leur complétude est équivalente a 'existence des opérateurs d’onde W (Hj, H) unitaires
sur H. Les opérateurs d’onde W, (H, Hy) réalisent alors I’équivalence unitaire entre les
parties absolument continues des opérateurs H et Hy, ce qui se traduit mathématiquement
par la relation d’entrelacement

HW. (H, Hy) = Wy (H, Hy)H,. (10)

Lorsque 'on peut répondre positivement a la premiere des deux questions précédentes
on peut former 'opérateur de diffusion

S:W_T_(H,H())W_(H,HO)ZHGC — H* (11)
- — I

qui relie directement les traces passées f  aux traces futures f, sans considération en
temps fini. Si les opérateurs d’onde (8) sont complets S est un opérateur unitaire sur

¢ et grace a la propriété d’entrelacement (10) I'opérateur S commute avec Hy. Il est
donc naturel d’étudier S dans une représentation ou H, est diagonal. Dans le cas le plus
simple (ou le spectre de H est absolument continu et de multiplicité constante) une telle
représentation de H consiste en la donnée d’un espace de Hilbert 91 (de dimension infini)
et d’un opérateur unitaire

Fy: H™ — 1L?(0,.(H),N)
vérifiant pour tout f € D(Hy) (FoHyf)(A) = AM(Fof)(A). Sion note (Fyf)(A) =Ty(N)f €

N alors l'action de S se ramene, dans cette représentation, a la multiplication par la
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fonction a valeur opérateur
S(A) = To(A)ST(A) (12)

appelée matrice de diffusion. Ce dernier objet contient toute I'information sur le processus
de diffusion associé a 'opérateur H.

Dans le cas de la diffusion de particules quantiques S(A) est un opérateur intégral sur
la sphére S471. Le carré du module de son noyau s(w,wy;A), w,wy € S¢1, s’interprete
physiquement comme la section différentielle efficace de 'interaction

\—(d=1)/2

W|s(w,w0;)\)|2, w # wy. (13)

Z(ﬁff(w, wo; )\) =
Cette nouvelle définition de la section différentielle efficace entraine 'apparition de pro-
priétés différentes par rapport a la définition (2) en particulier pour la singularité sur

la diagonale w = wy de la fonction ¥y;¢f(w,wp; A) (voir par exemple [LL64] chapitre IV
section 20 et [LL66] chapitre XVII section 127).

3 L’opérateur de Schrodinger, approche dépendante
du temps

L’évolution d’une particule élémentaire dans un champ électromagnétique (E, B) est
décrite en mécanique quantique par I’équation de Schrédinger (4) ou le Hamiltonien est
I'opérateur aux dérivées partielles suivant

H=(D-A?>+V. (14)

La fonction réelle a valeurs scalaires V est appelé le potentiel électrique et la fonction
réelle a valeurs vectorielles A = (A;,..., A;) est appelée le potentiel magnétique. Ces
potentiels sont reliés au champ (E, B) par les équations

B =rotA, E=-VV - 0;A. (15)

Siles potentiels V' et A définissent compléetement le champ (E, B), il découle des équations
précédentes que le champ (FE, B) ne définit pas de maniére unique les potentiels. En effet
si on se donne une fonction f, réguliere, et qu’on définit de nouveaux potentiels (V', A")
par

V=V —a,f, A=A+V], (16)

alors le couple (V’, A") définit le méme champ (E, B) que les potentiels (V, A). On peut
donc imposer aux potentiels une condition supplémentaire (par rapport aux équations
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(15)), qu'on appelle condition de jauge. Les opérateurs de Schrédinger H et H' asso-
ciés aux potentiels (V, A) et (V',; A'), liés par (16), ne sont pas égaux mais seulement
unitairement équivalents

H =éelHe . (17)

Il existe beaucoup de jauges, certaines étant plus pratiques que d’autres selon la situation.
Pour des potentiels indépendants du temps il est souvent commode d’utiliser la jauge de
Coulomb définie par

divA = 0. (18)

Sous cette condition les potentiels s’expriment directement en fonction du champ par les
équations

—AV +divE =0, —AA—-rotB=0.

Une autre jauge particulierement importante en théorie de la diffusion est la jauge trans-
verse ou jauge de Poincaré définie par la condition

< Az),z >=0, Vzc R~ (19)

Ce choix de jauge fut introduit par Uhlenbeck [Uhl82]. Modulo une hypothése de régu-
larité cette jauge peut étre construite a partir d’un potentiel magnétique A’ quelconque
par la formule

d

Ae) =3 /0 Foy(sz)zds, Fyy(z) = O, Al(z) — 05, Ay(a). (20)

k=1

La multiplicité des jauges envisageables pour décrire une situation ad hoc donne aux po-
tentiels un caractere artificiel dans la théorie classique, par opposition a la “réalité” du

champ (E, B).

Pour des potentiels (V(z), A(z)) ne dépendant pas du temps on fait en général une
hypothese de décroissance (lente) aux grandes distances

B2 A@) = O ((1+[a) ), 82V (@) =0 ((1+1al) ™), pp >0, (21)

pour |a| < 2. Sous ce type d’hypothéses le spectre absolument continu coincide avec
le demi-axe réel positif, i.e. avec les énergies positives pour lesquelles la particule n’est
pas classiquement capturée par le champ. Au contraire le spectre négatif est composé de
valeurs propres qui correspondent a des états liés du systéeme. En théorie de la diffusion
le choix le plus naturel pour Le Hamiltonien de référence H| est celui correspondant a un
champ électromagnétique nul (V(z), A(z)) = (0,0), soit

Hy=-A, D(Hy) =H*(RY), Hi®=H=IL*(RY. (22)
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Pour des potentiels a courte portée, c’est & dire lorsque p,p’ > 1 dans (21), lexis-
tence des opérateurs d’onde (8) remonte a [Coo57]. La méthode de Cook repose sur la
vérification du critere suivant

A I(H = Hy)e 0 7| dt < o0 (23)

sur un ensemble de vecteur f dense dans I.2(R?) (par exemple via la méthode de la
phase stationnaire). Lorsque la partie électrique du potentiel vérifie (21) avec un p' > 1
et que la partie magnétique du potentiel vérifie (21) avec un p > 1/2 et I’hypothese
supplémentaire de jauge transverse (19) les opérateurs d’onde usuels (8) existent encore
[LT8T7]. Ce résultat exceptionnel peut étre obtenu par le critére de Cook en remarquant
que pour
fe{f eSS supp f C{£:0< X < [ < A < o0}}

on a

|(H — Ho)e "o f|| =0 ((1+1t]) "), >0,
puisque dans l'intégrale

: ) . d
/ e =" (21 < A(z), € > +idivA(z) + |A(z)]” + V(m))f(f)ﬁ
R
le seul terme & longue portée < A(z),& > s’annule au point stationnaire & = z/(2t) sous
I’hypothese (19).

Pour des potentiels généraux a longue portée, c’est a dire vérifiant (21) avec p,p' €
(0,1] et sans hypotheése supplémentaire, les opérateurs d’onde (8) n’existent plus en gé-
néral. C’est en particulier le cas pour le potentiel de Coulomb V(z) = ¢/|z| qui joue un
role tres important en physique. On doit donc introduire la notion d’opérateurs d’onde
modifiés : dans (8) ’évolution libre exp(—itH) doit étre remplacé par un autre groupe
unitaire Uy(t) proche, dans un certain sens, de exp(—itH;) et qu’on appelle I’évolution
modifiée. La premiere construction d’opérateurs d’onde modifiés remonte a [Dol64] dans
le cas du potentiel de Coulomb. Il existe plusieurs manieres de construire I’évolution
modifiée Uy(t). Cette modification peut étre faite d’une maniere dépendante du temps en
construisant une évolution Uy(t) = exp(¢.S(t, D)), en représentation de moment, ou S(t, )
est une solution d’une équation d’Hamilton-Jacobi qui est proche de t£2 [BM70, Hor76],
ou aussi en cherchant Uy(t) sous la forme

Uy(t) = (21e])~* exp(i(Qt,z) + |2/48)) f (2 /20),

donc en représentation d’espace, ou ) est une solution “petite”, dans un certain sens,
d’une équation non-linéaire [Yaf80]. Dans ces différentes constructions 'existence des
opérateurs d’onde modifiés repose sur la méthode de Cook. Le probleme de la complé-
tude asymptotique est par contre beaucoup plus délicat. IL’approche la plus générale
pour résoudre ce probleme repose sur la méthode de Enss [Ens89] qui consiste a relier
asymptotiquement les observables D et x/t (voir [DG97] pour une description compleéte
de V'approche dépendant du temps). Le défaut de ces approches est qu’elles sont in-
adaptées a I'obtention d’une formule de représentation pour la matrice de diffusion, c’est
pourquoi on suit dans cette these une approche totalement différente.
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4 L’approche stationnaire

Quand les potentiels V et A ne dépendent pas du temps il est naturel de chercher a
définir ’évolution modifiée de maniere stationnaire Uy(t) = Jexp(—itHj) ou l'opérateur
J (appelé identificateur ou modificateur) ne dépend pas du temps. Cette approche fut
d’abord proposée par Isozaki et Kitada dans [IK85a]. L’apport majeur de Isozaki et
Kitada fut de considérer des opérateurs d’onde modifiés de la forme

W.(H, Hy,J) =s— lim e"# Je "Ho (24)
t—+oo
avec un choix de modificateurs J = J;, 7 = 1,2 différents selon que ¢ - —o0o0 ou que

t — +00. Dans [[K85a], ou seul le cas électrostatique (A = 0 dans (14)) est considéré, les
identifications J; étaient construites sous la forme d’opérateurs intégraux de Fourier, leur
existence et leur complétude reposant sur la méthode de Enss (cette approche fut étendue
au cas d’un champ électromagnétique par Nicoleau et Robert [Nic91, NR91]). La phase
¢ des modificateurs J; doit vérifier ’équation eiconale

Vo> =2 < A, Vo > +V(z)+ |A(z)]> = |€]*, V =V,, (25)

et des estimations de décroissance dans des zones entrantes et sortantes de ’espace des
phases + < 2,£ > k, kK € (0,1)

N (p(z,)— <z, >)=0 (|Jz|1*”*|”‘) ) (26)

L’amplitude des modificateurs étant quant a elle supportée dans les zones entrantes et
sortantes + < z,£ > k.

Cette approche a I'avantage de fournir une formule de représentation stationnaire (i.e.
en terme de la résolvante R(z) = (H —2)~! de lopérateur H) pour la matrice de diffusion.
Cette formule a été établie pour le cas électrique dans [IK86] et pour le cas magnétique
dans [Nic91, Nic94]. Formellement celle-ci peut s’écrire

S(A) = Id — 2inDy(A) (J;To — TT R(A 4+ i0)T5) Tj(N), (27)
ou Tj IHJ] —H(]Jj, _]I 1,2 et
Co(Vf)(w) = 272K f (o), k=21 >0, weS™, (28)

est a un facteur numérique pres la restriction de la transformée de Fourier de f a la
sphere de rayon k. Pour justifier cette formule on a besoin de deux choses : d’une part
on a besoin d’estimations de propagation pour définir le terme contenant la résolvante
Co(N)TYR(A+140)T5T° (X)) et d’autre part on a besoin de pouvoir définir la restriction a la
sphere S',i*l de rayon k de l'opérateur J;75. Dans le cas d’une perturbation électrique a
courte portée cette formule se ramene a la formule de Born

S(\) = Id — 2ixTy(A) (V — VR(A +i0)V) T(N), (29)
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dont la formule (27) est en quelque sorte une généralisation.

Cette approche fut reprise par Yafaev dans [Yaf98] avec quelques différences :

e les solutions exactes de ’équation eiconale (25) furent remplacées par des solutions
“approchées” (& des termes courte portée pres) mais explicites (cf. section 2.1.1),

e la démonstration de 'existence et de la complétude des opérateurs d’onde reposait
sur la théorie des perturbations lisses (cf. section 1.1.1) et non sur la méthode de
Enss.

C’est cette approche que I'on va reprendre dans cette these.

L’existence des opérateurs d’onde (24) dans la théorie des perturbations lisses repose
sur un critere du type (23) : on doit montrer que la perturbation effective

T=HJ- JH, (30)
admet une décomposition du type
T = K'BK, (31)

ou B est un opérateur borné et K, K, sont, respectivement, localement H et Hj-lisses,
c’est a dire vérifient

sup / | Ke ™ f||?dt < oo (32)
feB(MH Jr

Il fll=1
pour tout intervalle borné A C o,.(H). L’isométricité et la complétude de ces opéra-
teurs d’onde nécessitent que 1’identification J soit “suffisamment” proche d’un opérateur
unitaire, plus précisément il faut que
T - —itH _ ERT - —itH _
s tlginx(J J — Id)e Ey(A)=0, s tl}inoo(,],] Id)e " E(A) = 0. (33)

Du fait des roles symétriques joués par les opérateurs Hy et H cette théorie n’est pas
intrinsequement une théorie perturbative.

Les estimations de type (32) se ramenent a des estimations sur les valeurs de la résol-
vante R(z) = (H — z)~!, dans une topologie convenable, lorsque z s’approche du spectre
absolument continu. La plus classique de ces estimations est le principe d’absorption
limate

sup [ {z) P R(z)(z) "] < o0, p>1/2, AC (0,00). (34)

Rez€eA
1>|Im z|>0

ol A est un intervalle compact. En particulier elle implique que 'opérateur (z)™", p >
1/2, est localement H-lisse. D’un point de vue physique le principe d’absorption limite
admet une interprétation simple. Comme

(@)™ e P = ((2) 7" e f, e )y,
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cette quantité correspond a la moyenne de ’'observable quantique (:)3>_2p. Dans I"approxi-
mation semi-classique cette quantité doit donc étre proche de la valeur de <m(t)>_2p le
long de la trajectoire classique correspondante, asymptotiquement libre. Comme le long
de cette trajectoire on doit avoir |z(t)| ~ |t| on peut donc espérer que

I (z) " e HEIP ~ ()

qui est intégrable si et seulement si p > 1/2. Le principe d’absorption limite suffit a
traiter le cas des perturbations a courtes portées. Par exemple dans le cas électrique si
V(z) = O((z) "), p > 1 en prenant J = Id on factorise facilement la perturbation en
produit de perturbations H et H-lisses :

T=H - Hy=V() = (2)"" (2} V() (@) ) (2)",
et on peut alors justifier la formule de représentation stationnaire (29) pour S(A).

Dans le cas des potentiels a longue portée le principe d’absorption limite ne suffit plus.
Pour le potentiel de Coulomb! V(z) = ¢/|z| il suffirait que le principe d’absorption limite
soit vrai pour p = 1/2. Hélas ceci n’est pas possible car I'estimation (34) est déja violée
dans le cas de 'opérateur libre Hy si p = 1/2. C’est pourquoi on a besoin de [’ estimation
de radiation. Cette estimation affirme que 'opérateur

G=(z)"’Vt = ()7 (V - 2(2.V)), (35)

est localement H-lisse. La encore l'interprétation physique est tres instructive. Le long
d’une trajectoire classique la vitesse tend a s’aligner, aux grandes distances, avec la di-
rection du vecteur position. En particulier la partie orthoradiale de cette vitesse doit
décroitre avec le temps. Ce gain de décroissance doit rendre ’observable quantique GG
intégrable en temps

| (@) 72T R~ )7, >,

Pour des opérateurs différentiels a coefficients vérifiant (21) I'estimation de radiation s’ob-
tient grace au principe d’absorption limite (cf. théoreme 1.3.13).

Il existe de nombreuses méthodes pour démontrer le principe d’absorption limite,
mais la plus simple est certainement la méthode des commutateurs de Mourre (cf. sec-
tion 1.1.3). Sous ’hypothése principale qu’il existe un opérateur auto-adjoint A tel que
le commutateur ¢[H, A] soit essentiellement positif cette méthode fournit des estimations
pour la résolvante de H, “sandwichée” par des fonctions de 'opérateur A, desquelles on
peut déduire le principe d’absorption limite [PSS81]. Pour 'opérateur de Schrédinger
cette approche fonctionne en choisissant comme opérateur conjugué A le générateur des
dilatations (z.D 4+ D.z)/2. Une fois de plus pour comprendre ce choix l'interprétation
physique de cette méthode est riche d’enseignement. En mécanique classique ’obtention
de lestimation d?|z(t)|?/dt* > ¢ > 0 le long d’une trajectoire assure que cette trajectoire

"En fait pour n’importe quel potentiel & longue portée.
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est asymptotiquement libre (i.e. |z(¢)| ~ |t| dont on a déja vu le lien avec le principe d’ab-
sorption limite). T.’observable quantique qui correspond & d?|z(t)|*/dt* étant le double
commutateur i[H,i[H,|z|?]] celui-ci doit donc étre essentiellement positif. Ceci conduit
directement au choix A = i[H,|z|?]. Dans le cas électrique i[H, |z|*] = 2(z.D + D.z),
on comprend alors facilement le role tres important joué par le générateur des dilatations
(z.D + D.z)/2 dans la théorie de la diffusion pour 'opérateur de Schrodingerf.

5 Les résultats principaux

Dans cette these on considere 'opérateur de Schrodinger (14) avec un potentiel électro-
magnétique (V,A) = (V,Ar) + (Vs, As) dont la partie longue portée (Vg, Ar) vérifie
(21) pour tout a et la partie courte portée (Vs, Ag) vérifie (21) pour |a| = 0 avec un
p = p = py > 1. Contrairement a d’autres travaux on ne fait pas ici d’hypothese
de jauge sur le potentiel magnétique A*. Ceci permettra de retrouver les résultats de
[LT87, Nic91, NR91] comme des cas particuliers.

L’addition de termes a courte portée pose quelques problemes pour obtenir le principe
d’absorption limite. En effet la théorie de Mourre ne conduit directement a I’estimation
(34) que si la partie courte portée (Vs, Ag) vérifie (21) pour |a| =0 et un p=p' = py > 2
[PSS81]. Cependant une petite modification de cette méthode, proposée dans [Yaf85] dans
le cas électrique A = 0, permet d’obtenir le principe d’absorption limite sous I’hypothese
po > 1. Ce résultat technique est démontré dans le cas magnétique dans I’Appendice A.

Via le théoreme de multiplication des matrices de diffusion le principe d’absorption
limite nous permet d’éliminer les termes a courte portée et de se concentrer sur ’étude
des termes a longue portée. Pour 'opérateur

Hy = (D - A)*+V,

I’ensemble des estimations de résolvante dont on a besoin est obtenu par la méthode de
Mourre (cf. sections 1.3.2 et 1.3.3), comme dans le cas électrique A = 0, avec le choix
A = (z.D + D.z)/2. Cependant pour les estimations de propagation microlocales on
les redémontre pour une classe plus large d’opérateurs pseudo-différentiels par rapport a

[IK84, IK85b, Jen85).

Deés que ce travail préliminaire est terminé on peut démarrer la théorie de la diffusion
pour le couple Hy, H. 1l est naturel de construire les identifications J. sous forme d’opé-
rateurs pseudodifférentiels (opd). En effet ce formalisme permet facilement de traiter les
combinaisons des opérateurs Jy et T} avec les opérateurs (z) ¥, G, Hy, Hy, qui sont eux

fDans le cas électromagnétique on peut encore faire le choix A = (2.D + D.z)/2 méme sil n’est pas
le plus naturel.

fMis & part la condition divA € L>(R?) qui sert & assurer que le domaine de H est bien H2(R?) cf.
section 1.3.1.
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mémes des opd, ou de manipuler les adjoints J* (cf. section 1.2). En plus cette théorie
nous fournit des critéres simples de continuité et de compacité tres utiles. Cependant
pour traiter le cas général p > 0 dans (21) on doit manipuler des opd du type S5 avec
o=petd=1-p Lorsque p < 1/2 on ne peut plus utiliser la théorie générale de
Hormander pour ces classes d’opd. C’est pourquoi on est obligé d’utiliser les classes de
symboles oscillants C™(®), & € S", r € [0,1), introduites par Yafaev dans [Yaf00a], qui
tiennent compte de la structure particuliere du symbole des opd que I’on manipule (cf.
section 1.2.2). On rencontre aussi d’autres difficultés lors de la restriction de certains opd

a la sphere (voir section 1.2.3).

Pour développer la théorie des perturbations lisses pour le couple Hy, H; on cherche
le symbole des modificateurs sous la forme ji(z,£) = exp(i®4(z,&)) de telle sorte que
U (z,8) =exp(i < z,€ >)jr(z,€) soit une solution approchée, a des termes courte portée
pres, de ’équation de Schrodinger stationnaire HU, = |£]2¥. pour que la perturbation
effective T, = HJ, — J1 Hy soit un opd d’une classe Cilfg(q)i), ¢ > 0. Si cela était
possible on obtiendrait, grace au principe d’absorption limite, la décomposition (31) avec
K = Ky = (z) "/ la forme du symbole de J. assurant que les conditions (33) soient
vérifiées. En injectant 1’Ansatz précédent pour V. dans I’équation de Schrodinger on
obtient que la phase ¢4 (z,¢) =< z,£ > +®,(z,£) doit vérifier 'équation eiconale (25),
a des termes courte portée pres, et les estimations (26) pour tout a. Dans la section
2.1.1 on arrive a construire de telles solutions ¢, par approximations successives mais
celles-ci ne satisfont (26) qu’en dehors d’un voisinage conique (arbitrairement petit) de la
direction :Ff. C’est pourquoi on doit ajouter dans le symbole de J. des fonctions de tron-
catures (4 (z,£), asymptotiquement homogeénes de degré 0, pour éliminer ces “mauvaises”
directions. On ajoute aussi une fonction de troncature ¥(|¢]?) qui permet de localiser
notre étude sur un intervalle d’énergie A C (0,00) borné et disjoint de zéro. Les termes
supplémentaires qui apparaissent dans le symbole de la perturbation Ty ne décroissent
que comme |z|! quand |z| — oo. Grace au calcul pseudo-différentiel et a ’estimation de
radiation on obtient quand méme une décomposition du type (31)

Ty = (z)? BY (z) *+ G'BYG, (36)

avec Bﬁ:) et Bis) bornés. Cette décomposition assure 1’existence des opérateurs d’onde
Wy(Hy, Hy, J,), Wi(Hy, Hy,J,) avec 0 = “+7 ou 0 = “—7". Par un argument de
phase non-stationnaire on obtient alors facilement la premiére estimation de (33) et donc
I'isométricité des opérateurs d’onde W, (H,, Hy, J1). La complétude résulte alors de ce
que (JiJi + JeJi — Id)E1(A) est un opérateur compact (pour un choix judicieux des
fonctions (1) et de I’équation
s — tiljrtnaC JeJre "B (A) =0,

Par des arguments de phase stationnaire, cette fois, on montre que cette construction
coincide avec les traditionnelles constructions dépendantes du temps, ce qui nous permet
de retrouver certains résultats déja connus et entre autres on récupere que les opérateurs

d’onde W, (H, Hy, J1) ne dépendent pas du choix de (4.
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On obtient alors la formule de représentation stationnaire suivante pour la matrice de
la diffusion S(A) = S(A; Hy, Hy) (qui ne differe de la matrice de diffusion S(X; H, Hy) que

par des termes compacts)
S(A) = =2inDy(N) (JfrT_ - Tj_R()\ + iO)T_) Lo(A). (37)

A partir des estimations de propagation microlocales et en utilisant ’équation de transport
dans la construction des modificateurs on peut montrer que le noyau du terme de S(\)
contenant la résolvante de H est une fonction réguliere C*(S4~! x S%1 x R, ) avec k
arbitraire. Ce terme peut donc étre considéré comme un “reste” dans la formule (37) c’est
en particulier un opérateur compact sur IL>(S?~!). On a donc juste besoin de se concentrer
sur le terme Sy(A) = I'y(A) (Jj_T_) '} () qui est la restriction d’un opd a la sphere de rayon
k = X\'/2. L’existence de cette restriction peut étre justifiée par une décomposition de type
(36) pour I'opérateur J; T mais la représentation de cette restriction en tant qu’opd pose
certaines difficultés (cf. section 1.2.3). Les singularités du noyau de cet opérateur étant
contenues dans la diagonale w = ', pour I’étude des propriétés spectrales de S(A) il nous
suffit d’étudier Popérateur xSy(X)xp ot o est une fonction de troncature C*°(S%71)
supporté au voisinage d'un point wy, ceci pour chaque w; € S!. Cette remarque nous
permet de travailler avec une représentation de 'opd x(Si(A)x( dans une carte locale
spéciale du voisinage de wy sur la sphére (cf. Figure 1.1). Dans cette carte locale on
arrive a montrer qu’a des termes compacts pres x¢Sy(A)xo est un opd d’amplitude

exp(i@(y/k,kw,kw'))XU(w)XU(w'), w,w € Sdil, (38)

ot y appartient & A,,, ’hyperplan de R? orthogonal & wy. La fonction © s’exprime direc-
tement a partir des solutions ¢ (z,£) =< z,§ > +®,(z,€) de "équation eiconale (25)
par

O(z,£,&) = (z,£) — D, (z,8).
L’asymptotique de © quand |y| — oo ne dépend donc que du comportement des potentiels
A et Vi a linfini.

Lorsque Ay et V7, sont des fonctions asymptotiquement homogenes de degré —p € (0, 1)
la fonction ©(y/k, kw, kw') est elle aussi asymptotiquement homogene en y mais de degré
1 — p. Le fait que O(y/k, kw, kw') — o0 quand |y| — oo permet de montrer que le spectre
de S(X) recouvre le cercle unité dans ce cas. Ce résultat est en particulier valable dans le
cas ou V;, = 0 et Ay est asymptotiquement homogene de degré —p, p € (1/2,1) et vérifie
I’hypothese de jauge transverse. Dans cette situation les opérateurs d’onde usuels (8)
existent, la matrice de diffusion S(A) est définie en terme de ces opérateurs d’onde usuels
et pourtant son spectre recouvre bien le cercle unité! Ce résultat contredit un résultat
de Nicoleau [Nic94] qui affirme que dans ce cas S(\) — Id est un opérateur compact.
Ce type de résultats est radicalement différent de ce qu’on obtient pour des potentiels a
courte portée ou la matrice de diffusion est une perturbation compacte de I’identité et son
spectre est composé de valeurs propres ne pouvant s’accumuler qu’au point 1. Dans cette
situation le symbole principal de S(A) vaut 1 ce qui correspond, en terme de singularité
diagonale, a la présence de la fonction de Dirac dans le noyau de S(X). Ces résultats
soulignent les différences qualitatives entre les natures des singularités diagonales dans les
cas longue et courte portées.
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6 L’effet Aharonov-Bohm

Le fait que 'opérateur de Schrodinger s’exprime en fonction des potentiels V et A et
non du champ (£, B) a conduit Y. Aharonov et D. Bohm a concevoir une expérience aux
conséquences troublantes’ [AB59]. Un solénoide cylindrique “infiniment” long parcouru
par un courant génere un champ magnétique contenu a l'intérieur du solénoide. Le poten-
tiel magnétique associé a ce champ ne peut pas étre a support compact puisque d’apres
la formule de Stokes on a

= Amﬂ: B(z)dz = C**.
o= AW / / e (39)

En fait en jauge transverse le potentiel s’écrit a I’extérieur du solénoide de la maniere
suivante

Alz) = %(_xz,xl)/w, T ERY Jz| > R>0, $ €R, (40)
ou ¢ est le flux du champ magnétique B au travers de la section du solénoide. En parti-
culier ce potentiel ne décroit & I'infini que comme |z|™! et rentre donc dans le cadre des
potentiels a longue portée. Aharonov et Bohm considérerent deux faisceaux d’électrons
contournant un solénoide par deux chemins différents et prédirent 'apparition d’interfé-
rences’ entre les deux faisceaux ainsi obtenus. Le déphasage entre les deux faisceaux est
en fait la circulation du potentiel magnétique A le long du contour encerclant le solénoide
qui d’apres (39) est égal au flux du champ B : d45 = ¢. Il y a donc des interférences entre

faisceau 1

source solénoide détecteur

B ®

faisceau 2

F1G. 3: L’expérience d’Aharonov et Bohm

les deux faisceaux si d 45 n’est pas un multiple de 27. Pour bien comprendre 'importance

TEn fait il existe une controverse sur la paternité de cette découverte, celle-ci reviendrait plutét & W.
Ehrenberg et R. W. Siday [ES49].

‘Dont la mise en évidence expérimentale fut faite par Chambers [Cha60].
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de cette expérience il faut se rappeler qu’en mécanique classique les équations du mou-
vement de la particule peuvent s’exprimer en fonction du seul champ électromagnétique
(E, B). Du point de vue de la mécanique classique on est donc confronté a un paradoxe :
du fait de leur trajectoire les électrons ne sont jamais entré en interaction avec le champ
magnétique B et pourtant ils ont subit son action! C’est la source de toute la polémique

autour de 'effet Aharonov-Bohm [AB61, AB63].

Cet exemple a été repris par de trés nombreux auteurs depuis plus de quarante ans (cf.
[Rui83]). L’approche la plus souvent utilisée pour le potentiel (40) repose essentiellement
sur la construction explicite (en terme de fonctions de Bessel) de fonctions propres géné-
ralisées du spectre positif de 'opérateur (D — A)*. Cette approche permet de montrer que
dans ce cas le spectre de S(A) consiste en deux valeurs propres de multiplicités infinies
exp(£ip/2). On peut alors calculer exactement la section efficace différentielle

1 sin?(¢/2)

21V sin2(9/2)
et vérifier que la section efficace totale (3) s’annule lorsque le flux est un multiple de 2.
Cette construction est rendue possible pour deux raisons :

Yaiff(w,wo; A) , 2sin(0/2) = |w — wyl, (41)

e d’une part la forme radiale du potentiel (40) permet une séparation des variables
dans I’équation de Schrodinger stationnaire,

e d’autre part les auteurs imposent en plus une condition aux limites en |z| = R (avec
parfois R = 0) qui conduit aux résultats.

De récents travaux [AT98, DS98] ont montré qu’il était possible de choisir des conditions
aux limites différentes (non-invariante par rotation) de celles utilisées jusqu’ici conduisant
a des résultats différents sans pour autant que ces conditions aux limites admettent une
interprétation physique évidente. Du point de vue de la théorie de la diffusion cette ap-
proche n’est pas satisfaisante. En effet on s’attend a ce que les propriétés principales de
la matrice de diffusion soient déterminées par 'asymptotique aux grandes distances des
potentiels et non pas par une condition a l’origine.

Des que le champ magnétique F};(z) est a support compact il découle de (20) que, en
jauge transverse, le potentiel A est une fonction asymptotiquement homogene de degré
—1. Cette décroissance du potentiel vecteur A en 1/|z| est cruciale en théorie de la
diffusion puisqu’elle fait de A un potentiel a longue portée alors que, du point de vue de
la mécanique classique, la situation semble étre a courte portée. Dans la section 2.3.2 on
étudie en détail deux familles de tels potentiels. 1l s’agit d’exemples physiques de champs
magnétiques a support compact générés par des solénoides parcourus par un courant [
(cf. Figure 4) :

le solénoide infini (d=2) c’est un cylindre (dont la section n’est pas forcément un
disque) de direction I'axe des z. Dans ce cas le champ magnétique B est de di-
rection constante, I’axe des z, et nul a ’extérieur du solénoide. Dans cette derniere
zone le potentiel vecteur A s’exprime, en coordonnées cylindriques, par

Aw) = f(9)(=za,21) |2, || > B >0, (42)
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B

courant [

courant [

\3/

solénoide infini bobine torique

FiG. 4: Exemples de champs magnétiques a support compact

ou f est une fonction 27-périodique et €. On peut noter que

2m
o= [ ren
0
est le flux du champ magnétique au travers de la section du solénoide.

la bobine torique (d=3) c’est un tore de révolution autour de I’axe des z. Le champ
magnétique est perpendiculaire a la section du tore (qui n’est pas forcément un
disque) et nul en dehors du tore. A grande distance le potentiel vecteur s’exprime
en coordonnées sphériques’ par

A =12 (43)

ou f est une fonction positive et C™ (et ¢ est la colatitude). Le flux de B au travers
de la section du solénoide est donné par

o= [ o)t

Ces caractéristiques peuvent étre retrouvées en écrivant 1’équation rotA = 0 en coor-
données polaires ou sphériques, respectivement, et en tenant compte de la symétrie de

T?Lp est un vecteur unitaire orthoradial appartenant au plan contenant 1’axe du solénoide et z (cf.

(2.3.20)).
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révolution. Le potentiel de Aharonov-Bohm (40) est un cas particulier du solénoide infini
correspondant a f() = ¢/(2m) (dans ce cas la section du solénoide est un disque de rayon
constant). La famille considérée ici étant bien plus générale et contient en particulier des
potentiels non-invariant par rotation.

On peut appliquer la démarche développée dans cette these a ces deux exemples qui
vérifient toutes les hypotheses que 1’on s’est fixé. De plus de par leur forme explicite on
peut calculer “exactement” le symbole principal (b, w; A) = exp(iO(b/V/A, Vw, \/Xw)),
< byw >= 0, de l'opérateur Sp(A). Celui-ci ne dépend pas de ’énergie A et on trouve
d’une part pour le solénoide infini

6.

O(b/ VX, Vw, Vw) :det(b,w)/ F(9)dd,

O, —m

ou 6, est I’angle polaire associé a w, et d’autre part pour la bobine torique

T

O/VAVAw Vi) = [ f(elde
Pu
ou @, est la colatitude associée a w. En particulier la fonction @(b/\/X, \/Xw, \/Xw) ne
tend pas vers 'infini quand |b| — oo et ceci quelque soit A > 0 puisque A n’apparait pas
dans ces expressions. La fonction © admet ici une interprétation géométrique tres simple :
il s’agit de la circulation de A le long du contour formé par deux droites de direction w
I'une passant par I’origine (Dy) l'autre par le point b/v/X (D;) (cf. Figures 2.2 et 2.3).
Cette remarque nous permet d’affirmer que les résultats des sections 2.3.2 et 2.3.3 sont
conservés si on choisit une autre jauge que la jauge transverse pour A, la circulation de
A le long des droites D, et Dy étant égal au flux du champ magnétique B au travers de
toute surface bordée par D et D;. Dans tous ces cas le spectre essentiel de S(A) coincide
avec l'image par la fonction v — exp(iv) l'ensemble des valeurs prises par la fonction
O(b/vX,VAw,VAw). Cette fonction ne pouvant pas tendre vers oo lorsque |b] — oo le
spectre essentiel de S(A) peut ne pas recouvrir tout le cercle unité voire méme, en di-
mension deux, étre concentré en deux points! Dans le cas du potentiel (40) on retrouve
justement que le spectre essentiel de S()) est concentré en deux points exp(+i¢/2) et
on peut retrouver la section efficace différentielle (41), modulo un terme de singularité
plus faible, en calculant la transformée de Fourier (en la variable y) de la fonction (38).
Par rapport aux autres méthodes ’avantage de I’approche développée dans cette these est
que les résultats obtenus sont indépendants de ce qui se passe dans une boule, de rayon
arbitraire, autour de l'origine et méme de tous les termes qui ont un comportement a
courte portée.

Ces quelques exemples montrent toute la diversité des résultats que ’on peut obtenir
dans le cas des potentiels asymptotiquement homogenes de degré —1 contrastant avec
lescas p > 1 et 1 > p > 0. Il faut noter aussi que dans le cas ou Ay = 0 et Vj est
asymptotiquement homogene de degré —1 la fonction ©(b/vA, vV Aw, v w) a en général
une croissance logarithmique sauf pour les potentiels de type dipolaire, i.e. vérifiant pour
tout || > R > 0, V(—z) = =V (z). Mais pour ce type de potentiels le spectre de S())
dépend de I’énergie A contrairement au cas magnétique.



18

INTRODUCTION



19

Chapitre 1

Préliminaires
1.1 Théorie de la diffusion abstraite

Le but de cette premiere partie est de collecter un certain nombre de résultats abstraits
qui constituent la base théorique de "approche présentée. Dans la suite on considere des
opérateurs, Hy, H, et H, auto-adjoints sur un espace de Hilbert H. On dénotera par
Ey, E; et E leurs mesures spectrales, Py, P, et P les projecteurs sur leurs sous-espaces
absolument continus respectifs et de méme Ry(z), R1(z) et R(z) leurs résolvantes.

1.1.1 Théorie des perturbations lisses

La construction des opérateurs d’onde (24) présentée dans cette these repose sur la
théorie des perturbations lisses. On pourra en trouver une présentation plus détaillée dans
[Yaf92, Yaf0Ob]. La notion d’opérateur H-lisse introduite par Kato [KI66] en est le concept
principal. Elle sera utilisée ici sous sa forme locale proposée par Lavine [Lav71, Lav72].

Définition 1.1.1 Soit K un opérateur H-borné. On dit que K est H-lisse s’il vérifie
l'une des deux conditions équivalentes qui suivent

sup / | Ke ™ f||?dt < oo (1.1.1)
feD(H).|If|I=1

sup |[K(R(A+ie) — R(A —ie))K™|| < o0 (1.1.2)

e>0, el

On dit que K est localement H-lisse sur un intervalle A C R st KE(A) est H-lisse.

La proposition suivante permet de construire de nouveaux opérateurs H-lisses a partir
d’un opérateur H-lisse K, mais elle est aussi utile dans le cas K = 0.
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Proposition 1.1.2 Soient M un opérateur H-borné et K un opérateur H-lisse sur A.
Si pour tout u € E(A)H

Gull? < (I, MJu,w) + | Kl (11.3)
alors G est H-lisse sur A.

La théorie des perturbations H-lisses donne un critere simple d’existence des opéra-
teurs d’onde (qui peut étre facilement déduit de I’estimation (1.1.1)).

Proposition 1.1.3 Soient H, Hy un couple d’opérateurs auto-adjoints sur H, J un opé-
rateur borné et A C o4.(Hy) N 04(H) un intervalle. Supposons que T = HJ — JH,
admette la décomposition sutvante

N
T=> K;BiK;, (1.1.4)
i—=1
ou les Ky ; et K; sont respectivement Hy- et H-lisses sur A et les B; sont des opérateurs
bornés. Alors les opérateurs d’onde

Wyi(H, Hy; J,A) = s — lim ™ Je " o Ey(A)

t—toc

et Wy(Hy, H; J*,\) existent et sont réciproquement adjoints.

Les opérateurs d’onde “locaux” sont plus simples a manipuler (par exemple dans le
cas ou il existe des valeurs propres plongées dans le spectre absolument continu), de plus
leur existence permet de construire les opérateurs d’onde “globaux”.

Proposition 1.1.4 Soient A, C R, n = 1,... une famille d’intervalles tels que les
opérateurs d’onde W, (H, Hy; J, \,,) existent pour tout n. Si la mesure de Lebesgue des
ensembles 0,.(H)\(UneniAy) €t 0u.(Hy)\(UnenAy,) est nulle alors les opérateurs d’onde

Wi(H, Hy; J)=s— lim ™ Jem""Hop, (1.1.5)

t—+oo

et Wy(Hy, H; J*) existent.

Le choix de l'identification J peut étre différent pour ¢ — oo et ¢ - —oc0. Dans tous
les cas la propriété d’entrelacement W Hy = HW et 'isométricité des opérateurs d’onde
ne sont pas automatiquement vérifiées. Elles ne le sont que sous la condition que pour
tout f € PyH on ait

3 7Z‘tH0 _
Tim [T o £ = | 7].

On peut aussi remarquer que comme pour tout opérateur compact K sur H et pour
tout f e H ona

s— lim Ke " pf=0, (1.1.6)

t—+oo

le choix du ou des modificateurs ne se fait qu’a un terme compact pres.
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Proposition 1.1.5 Soient J; et Jy deux opérateurs compacts sur H. Si J; — Jo est com-

pact, ou au moins pour tout intervalle compact A Uopérateur (J, — Jo)Ey(A) est compact,
alors les opérateurs d’onde Wy (H, Hy; J1) et Wo(H, Hy; J2) coincident.

Dans cette approche il convient de redéfinir la notion de complétude asymptotique
pour les opérateurs d’onde (1.1.5).

Définition 1.1.6 Soit A C R. L’opérateur d’onde W, .(H, Hy; J) est dit (J—)complet sur
Eo(A)H st Ran(Wx(H, Hy; J)) = E(A)H.

A partir de cette définition on peut exprimer 'isométricité et la complétude des opé-
rateurs d’onde (1.1.5) en terme d’opérateurs d’onde auxiliaires.

Proposition 1.1.7 Soient H, Hy un couple d’opérateurs auto-adjoints sur H et J un
opérateur borné tels que Uhypothése (1.1.4) soit vérifiée. On note W = Wo(H, Hy; J) les
opérateurs d’onde définis par (1.1.5). L’isométricité, sur Ey(A)H, et la complétude, sur
E(A)H, des opérateurs d’onde W, sont équivalentes a

Wi(Hy, Hy; J' ) = Ey(A) & s— lim (J*J — Id)Ey(A)e "o =0, (1.1.7)

t—+oo
Wo(H, H; J'J)=E(A) & s— lim (JJ" - Id)E(A)e " = 0. (1.1.8)
— 0o
Le modificateur J doit donc étre “proche” dans un certain sens d’un opérateur uni-
taire. Par exemple si J*J — Id et JJ* — Id sont compacts les conditions (1.1.7) et (1.1.8)
sont remplies.

On aura aussi besoin d’un théoreme de multiplication pour les opérateurs d’onde.

Proposition 1.1.8 Soient Hy, H; et H trois opérateurs auto-adjoints sur H et Jy, J;
deux opérateurs bornés. Siles opérateurs d’onde W (Hy, Hy; Jy) et Wo(H, Hy; Jyp) existent
et sont complets alors les opérateurs d’onde Wo(H, Hy; J1Jy) existent, sont complets et
coincident avec les opérateurs Wo(H, Hy; J1)Wi(Hq, Hy; Jy).

1.1.2 Représentation stationnaire de la matrice de diffusion

Apres les opérateurs d’onde nous avons besoin de définir un nouvel objet : la matrice
de la diffusion. Dans cette sous-section on rappelle différents résultats tirés de [Yaf92,
Yaf00b]. Commencons par définir 'opérateur de diffusion

S =S(H,Hy:J.,J ) =W, (H, Hy; J.)'W_(H, Hy; J_). (1.1.9)

Si les opérateurs d’onde sont isométriques et complets alors S est un opérateur unitaire
sur PyH. Du fait de la propriété d’entrelacement S commute avec H; et se rameéne donc
a la multiplication par S(\; H, Hy) = S(\; H, Hy; J.,J_) dans une représentation de H
ou Hj est diagonal. L’opérateur S(A) est appelé matrice de diffusion et demande une
définition plus précise.
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Théoreme 1.1.9 Supposons que le spectre de Hy ait une multiplicité constante k sur
lintervalle A, et considérons un espace de Hilbert Ny auziliaire de dimension k. Alors
d’apres le théoreme spectral il existe un opérateur unitaire

FO : E()(A)H — IL?(A,m(])
vérifiant pour tout f € D(H,)

(FoHof)(A) = A(Fof)(A).

En particulier la matrice de la diffusion S(X\; H, Hy) est définie pour presque tout point
A€ A par

S(A\;H,H,y) : Ny — Ny
(Fof)(A) — (FSF)(A)

On a besoin d’une formule de représentation stationnaire pour la matrice de la diffusion
dans le cas ou 'on choisit deux modificateurs différents, J = J,. et J = J_, pour construire
les opérateurs d’onde W, et W_. La théorie des perturbations lisses permet d’obtenir une
telle formule. Si on note (Fyf)(A) = Toy(A)f € Ny alors formellement la matrice de
diffusion peut s’écrire

S(A H, Hy) = Qu(X) = 2inlg(A)(JIT- — Ty R(A+:0)T_)T(A), (1.1.10)
ou
QL (X)) =To( MWL (Hy, Hy; J1 T )T5(A). (1.1.11)

La justification de (1.1.9) est tres proche de celle du cas J, = J_ et peut étre trouvée
dans [Yaf00b)].

Théoreme 1.1.10 Soient G un espace de Hilbert et Ky, K : G — Ny deuz opérateurs

respectivement Hy- et |H|1/2—b0rnés. Supposons d’une part que l’opérateur

Zﬂ()\,K(]) = F(]()\)Kg G — mﬂ, (1112)

est borné et que Z;(A, Ky) : Mg —> G est fortement continu en X\ € A, et d’autre part que
lopérateur

R(z, Ky, K_)=K,R(2)K* :G— G, (1.1.13)

est borné et faiblement continu par rapport a z pour Rez € A et Imz > 0. Si on a les
décompositions suivantes

T, = K1K,, J:T- = K;BK,,

tComme W, (Hy, Hy: J3J_) commute avec Hy il agit, dans la représentation spectrale associée a Hy,
comme la multiplication par 4 (X).
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ou B est un opérateur borné sur G alors la matrice de la diffusion définie par (1.1.9)
admet la représentation suivante

S()\, H, H(]) = Q+()\) - 2i7TZO(>\, K[))BZ(T()\, Kﬂ) + 2iﬂZ@()\,K0)R(Z,K+, K,)Z(T()\, Kﬂ)
(1.1.14)

En particulier S(X\; H, Hy) — Q. (\) est faiblement continu en A € A.

L’équation (1.1.14) est une réécriture de (1.1.10) en somme de produit d’opérateurs bor-
nés, elle donne un sens correct a la formule (1.1.10). L’hypothese sur I'opérateur (1.1.12)
est vérifié si 'opérateur est H,-lisse, par contre celle sur K est un peu plus forte.

On a besoin dans cette étude d’un théoreme de multiplication pour les matrices de
diffusion, une sorte d’équivalent a la proposition 1.1.8. Les considérations qui vont suivre
sont tirées de [Yaf92] chapitre 7 section 1 et de [Yaf00b] partie 2 section 10 références
auxquelles on renvoie le lecteur pour plus de détails. Sous les hypotheses de la proposition
1.1.8 intéressons nous au cas ou J; = Id et Jy = J et ou les opérateurs d’onde W (H, H;)
et W, (H, Hy; J1) sont isométriques et complets. Dans ce cas I'opérateur de diffusion pour
le couple Hy, H avec identifications J; s’exprime en fonction de 'opérateur de diffusion
le couple Hy, H par

S(H, H(), ‘]+7 J,) = W+(Hl, Ho, J+)*S(H, Hl, J+, J,)W,(Hl, Ho, J,) (1115)

Si on introduit les deux opérateurs

SE(H,Hy) = Wy(Hy, Hy; J2)* S(H, Hy; Jy, J_)Wa(Hy, Hy; Js), (1.1.16)

il est clair que les opérateurs S*(H, Hy) sont unitairement équivalents & S(H, Hy; J,, J_)
et vérifient

S*(H,H)) = S(H,Hy;Jy,J_)S(Hy, Hy;J.,J_)' (1.1.17)
S™(H,Hy) = S(Hy,Hy;J.,J )'S(H, Hy; J,,J) (1.1.18)

Tous ces opérateurs commutent avec H, et dans la représentation spectrale ou H, agit
comme la multiplication par A les opérateurs S*(H, Hy) se raménent & la multiplication
par la fonction & valeur opérateur S*()). On peut maintenant énoncer le théoréeme de
multiplication.

Théoreme 1.1.11 Soient Hy, H, et H trois opérateurs auto-adjoints sur H et J.,J_
deuzx opérateurs bornés. Supposons que les opérateurs d’onde Wo(H, Hy), Wy (Hy, Hy; J1)
sont isométriques et complets et que les opérateurs ST(N\) sont définis par (1.1.16). Alors
les matrices de diffusion pour les couples H, Hy et Hy, Hy (avec identification Ji.) vérifient
les relations
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Dans la représentation en intégrale directe associée a H;

FliEl(A)H — LQ(A,ml)

ol N, est un espace de Hilbert auxiliaire (supposé de méme dimension que M), opérateur
S(H, Hy) agit comme la multiplication par

S(X\; H, Hy) =Ty (\)S(H, Hy)Ti(A).

Les opérateurs d’onde Wy (Hy, Hy, Jy) dans (1.1.16) permettent de passer de la représen-
tation de ‘H associée a Hy a celle associée a H;. Formellement, si on identifie 91 = 91, = N
(qui sont de méme dimension) alors W, (H;, Hy, J1) agit dans 9t comme la multiplication
par la fonction a valeur opérateur (unitaire)

Ces considérations permettent d’écrire que

SEN) = wi(N)S(\; H, Hy)wi(N). (1.1.21)
A partir des équations (1.1.19) et (1.1.21) on déduit la proposition suivante.

Proposition 1.1.12 Soit p € [1,00], sous les hypothéses du théoréme 1.1.11 si l'opéra-
teur S(A\,H,Hy) — Id € &, alors S(\;H,Hy) — S(\;Hi,Hy) € &,. En particulier si
S(\, H,Hy) — Id est un opérateur compact sur N alors S(\; H,Hy) — S(\; Hy, Hy) est
compact.

Preuve A partir (1.1.19) et (1.1.21) on établit facilement 'identité suivante d’ou découle
le résultat

S()\,H, H(]) — S()\,Hl,Ho) = wi()\)(S()\,H, Hl) — Id)w+()\)S()\,H1,Hg)

d’ou découle le résultat en prenant la norme associé a I'idéal &P. g

1.1.3 La théorie de Mourre

Nous rappelons ici quelques résultats de la théorie de Mourre [Mou81, Mou83]| et qui a
connu de nombreux développements [PSS81, JMP8&4, Jen85, JP85]. On pose Hy = D(H)
et H, = D(|H|*/?), munis de la norme du graphe, et H 5, H_; leurs duaux respectifs
pour la norme

1l = I(Td + [H]) =4
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On a les inclusions suivantes
Ho CHi CHCH_; CH_s.

La théorie de Mourre repose sur le concept d’opérateur conjugué a H.

Définition 1.1.13 Soient H et A deuz opérateurs auto-adjoints sur H. On dit que A
est n fois conjugué a H en X\ € R si A vérifie les hypothéses suivantes

i) D(A)ND(H) est dense dans Hs.
ii) l'opérateur A laisse Hy invariant et pour tout f € Hy on a SUP|4/<1 lei*A £l < .

iii) L’opérateur i[H, A] défini sur D(A) N Hy s’étend en un opérateur By borné de Ho
vers H. De méme les commutateurs B; = i[B;_1, A] pour j = 2,...n définis sur
D(A) N Hy s’étendent en des opérateurs bornés de Ho vers H.

iv) Le commutateur i[B,,, A] défini sur D(A) N\ Hy s’étend en un opérateur borné de H.,
vers H_s.

v) Il existe des constantes ¢ > 0, 6 > 0 et un opérateur compact K sur H tels que

E(Ag)i[H, A|E(As) > cE(As) + E(A)KE(As), As=(A—38,A+06). (1.1.22)

Le réle de ’hypothése ii) est fondamentale (ce qui n’apparait pas dans [CFKS87]").
Par contre I'hypothése iv) n’est pas totalement optimale. Sous les hypotheses 1), i), iii) le
théoréme du Viriel est bien vérifié [Mou81].

Théoréme 1.1.14 (théoréme du viriel) Si les hypothéses i),ii),iii) sont vérifiées par
le couple H, A en un point A € R, alors on a

E({\)i[H, AJE({\}) = 0. (1.1.23)

On peut alors décrire la partie du spectre de 'opérateur H pour laquelle I’estimation
(1.1.22) est vérifiée.

Théoreme 1.1.15 Soit A C R un intervalle tel que les hypothéses 1),ii),iii) et v), pour
n =1, soient vérifiées pour H et A en tout point X € A. Alors o,(H)NA est un ensemble
discret de valeurs propres, toutes de multiplicité finie.

L’absence de spectre singulierement continu permet d’obtenir des estimations pour les
valeurs de la résolvante R(z) = (H — z) ! au bord de l’axe réel Im z — 0%,

tUn contre exemple aux hypotheses de [CFKS87] ainsi qu'une discussion sur les hypotheses admissibles
pour utiliser la théorie de Mourre peut étre trouvé dans [GG99]
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Théoreme 1.1.16 Soit A C R un intervalle tel que les hypothéses i) a v) soient vérifiées
pour n = 1 sur A, alors la fonction a valeur opérateur (A)"° R(z)(A)™", s > 1/2 est
continue en norme (au sens de Héolder) dans les régions Rez € A,+Imz € (0,1] et on a
l’estimation

sup [ (AT R(2) (A < e Vs > 1/2. (1.1.24)

Rez€A,1>|Imz[>0

De plus le spectre de H est purement absolument continu dans l’ensemble A\o,(H).

Pour n > 2 on peut récupérer d’autres estimations de propagation par les mémes
méthodes.

Théoréeme 1.1.17 Soit A un opérateur auto-adjoint n-fois conjugué a H, avec n > 2,
sur un intervalle compact A C R vérifiant ANo,(H) = 0. Alors il existe une constante c
telle qu’on ait les estimations suivantes pour tout n > 1> 1

sup. | (A) ™ R(2)" {A) || < e,Vs > 1—1/2, (1.1.25)
12‘i1112|>ﬂ
RsugA | (A7 R(z)lelF <A>571 | <eVse (l—1/2,n), (1.1.26)
1>+TIm2z>0
sup | (A)* PTR(2)'P5 (A)* || < ¢,Vs1,89 € R, (s1)5++ (s9)s <n— 1. (1.1.27)
1>+Im2z>0

De plus les différentes fonctions a valeur opérateur ci-dessus sont continues en norme (au
sens de Holder) dans les régions Rez € A,+Im z € (0,1].

Ces estimations sont d’abord apparues dans [Mou83], sous une forme plus faible, avant
d’étre énoncées dans [JMP84]. Elles sont basées sur une approche perturbative. L’idée
maitresse est de considérer un opérateur F.(z) obtenu a partir de 'opérateur que 1'on veut
estimer en faisant les substitutions

"\ "B,
P§ — Pe*, R(z) — (H —2—iCu(s)) !, Cu(e) =Y gk—'k,sgn e =sgn Imz.
k=1 )

Le but est alors d’obtenir des estimations a priori sur ||dF.(z)/de|| pour € petit jusqu’a
avoir l'intégrabilité pres de 0 et donc la continuité de F.(z) en ¢ = 0. La constante ¢
dans les estimation du théoreme 1.1.17 ne dépend donc que des normes des commutateurs
B;,j7=1,...ndeH, dans H, et de la norme de i[B,,, A] de H, dans H_,. Les estimations
pour ! > 1 se déduisent de celles pour | = 1 par récurrence [Jen85]. Cette approche repose
sur le lemme suivant

Lemme 1.1.18 Supposons que pour tout € € (0,1],z € Q, la fonction a valeur opérateur
F.(2) soit continue en norme par rapport a z et différentiable par rapport au parameétre ¢.
Supposons de plus qu’on ait pour tout € € (0,1],z € Q, les estimations
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dF.
[Fe(2)]] < e, H ééz) <ece (14 | Fe(2)]]), (1.1.28)
Pour un certain a € (0,1). Alors
sup ||F(2)] < o0. (1.1.29)
€€(0,1],2€Q

Preuve En partant d’une estimation a priori du type ||F.(z)|| < ce™ et en intégrant
Pestimation (1.1.28) sur dF.(z)/de on obtient facilement une nouvelle estimation

[F.(2)|| < (1 +e ™+ < g™+ sia,g > 0.

La suite a, = a,-1+(a—1) =---=1+n(a— 1) décroit linéairement et donc au bout de
n étapes, n > 1/(1 —a) on a a, < 0, ce qui conduit & (1.1.29). a

1.2 Les opérateurs pseudodifférentiels

Dans toute la suite on prendra pour définition de la transformation de Fourier

FN©=1©O = [ e fe) g, 1 esm), (1.2.1)

Rd
Ce qui en fait un opérateur unitaire sur I’espace I.>(R?). Son adjoint est défini par
* _ <& > dé. d
(Fg) (&) = | e="g(¢) o 9€ S(RY), (1.2.2)

R

1.2.1 Les classes de Hormander

Les opérateurs pseudodifférentiels (opd) sont un des outils essentiels de ce travail. In-
troduit par Hormander dans les années 60, il existe aujourd’hui sur le sujet une littérature
abondante, comme [H6r85], [Tay81] ou [Shu87], a laquelle on renvoie le lecteur pour les
détails.

Définition 1.2.1 On appelle S75(R*®) Uensemble des fonctions p € C=(R*) vérifiant
pour un certain N € R et tout multi-indices o, 3

1820¢ p(,€)| < Cop(p) ()™ 2NN (1.2.3)
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pour z,& € R%. On définit I’opd associé pour f € S(R?) par

Pf(z) = /W <> p(z, ) f(€) (Q;i_fm_ (1.2.4)

Parfois on notera P=0p (p(z,£)) ou encore P = p(z, D).

Par exemple I'opérateur de multiplication par la fonction x € C*(R?), en variable £, est
un opd qui sera noté x(D). Les constantes optimales C, 5(p) dans (1.2.3) permettent de
construire une famille de semi-normes pour l’espace de Fréchet S%(Rm). On utilisera
souvent la notation simplifiée ST’O(RZ(J) = &§™. Par rapport aux conventions usuelles
adoptées sur le sujet les roles de x et £ sont inversés. Cependant grace a ’égalité suivante

(FP") f(§) = / e 4" p(z,€) f(z) (27‘5’; 7 (1.2.5)

Rd

Popérateur F P* entre dans le cadre usuel de la théorie des opd ce qui nous autorise a
utiliser I’ensemble de ces résultats pour 'opérateur P lui méme.

Lorsque o > ¢ les classes S}’ forment une algebre et on a en particulier des formules
pour exprimer le symbole d’un produit de deux opd (resp. de l’adjoint d’un opd) en
fonction des symboles des deux opérateurs (resp. du symbole de 'opérateur).

Proposition 1.2.2 Soit p € S; alors P* est un opd de symbole p € S5 qui admet le
développement asymptotique

plz,&) ~ Y () ' Dgap(z, £) (1.2.6)

o] >0

Proposition 1.2.3
Sotent p; € SZ({ pour j = 1,2, et m = my +my. Alors P1Py est un opd de la classe S,
et son symbole p(z,€) admet le développement asymptotique

plz,€) ~ > (a)T' Dgpi(z,€)dpa(z, €) (1.2.7)

la[>0

La signification des asymptotiques (1.2.6) et (1.2.7) peut étre comprise de deux maniéres
différentes :

e on peut tronquer la série a un ordre N arbitraire et rem%alacer “~7 par une égalité
N

modulo I'ajout d’un terme de reste ry(z,£) € SZ;(‘F{; qui ne dépend que des

dérivées 6?(9’6])(33,{) avec |a| > N et |3| > N,

e on peut construire par un procédé de sommation “a la Borel” de la série dans le
membre de droite des équivalences (cf. [Shu87] Chap. I Section 3.3) un symbole qui
difféere du membre de gauche par une fonction a décroissance rapide en z.
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[’autre intérét des opd est qu’on dispose de critéres simples pour juger de la continuité
et de la compacité de ces opérateurs [CVT1, CVT72].

Théoréme 1.2.4 (Caldéron & Vaillancourt) Soit p € SJ; , (0 < § < 1) vérifiant
(1.2.3) pour un certain N < 0. Alors P est un opérateur borné sur 1.2(R?), en particulier
on a une estimation de la norme de P en fonction des semi-normes définies par l’équation

(1.2.3)

IPIl < € max Coplp) (1.2.8)

ou C' et k ne dépendent que de d et §.
En remarquant qu’on a I'injection S} C &§s si 0 > 9, ce résultat s’étend aux classes 8275.

Remarque 1.2.5 A priori dans nos applications on est pas obligé de faire appel au
théoréme 1.2.4 car le symbole p aura toujours un support compact en la variable £. En
décomposant p(z,£) € S” en séries de Fourier par rapport & ¢ on obtient alors facilement
une borne sur la norme de 'opérateur P. Cependant cette borne dépend de la taille du
support de p en la variable £, et donc n’est pas optimale.

Concernant la compacité des opd on a le résultat suivant.

Théoréme 1.2.6 Soit p € S}, pour un certain N < 0, avecem <0 et1>p>4d >0,
alors P est un opérateur compact sur 1% (R?).

1.2.2 Les classes de symboles oscillants

Dans notre étude on est amené a considérer les modificateurs Jy comme des opéra-
teurs de symboles ji(z,&) = exp(1®y(z,£)), ® € S'7. De ce fait les opérateurs J.
appartiennent a la classe 82’5 avec p = pet & = 1 — p. Pour les classes 82’5 le calcul
pseudodifférentiel ne peut étre développé que sous la condition p > § ce qui donne ici la
restriction p > 1/2. Lorsque 1/2 > p > 0 les résultats de la section 1.2.1 ne permettent
plus de décomposer la perturbation effective T, = HJy — J.H, en produit de pertur-
bations H et Hjy—lisses et donc de montrer 1'existence et la complétude des opérateurs
d’onde comme dans [Yaf98, Yaf0Ob]. Cependant pour nos applications a la théorie de
la diffusion on n’a pas besoin de toutes les formules du calcul pseudodifférentiel seul la
composition avec des opd de la classe S™ ou des compostions du type JiJ. ou JiJi sont
utilisées. Etant donné la forme particuliere des symboles des opd Ji Yafaev a introduit
dans [Yaf00Oa] une nouvelle classe d’opd a symbole oscillant, dont voici la définition.
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Définition 1.2.7 On appelle opd a symbole oscillant a € C™(®) tout opérateur défini sur
la classe de Schwartz par

410 = [ <5 atn 0 (fodﬁ

ou a admet la représentation
a(z,£) = e®CIp(z,€), beS™, deS", rel0,1] (1.2.9)
ou ® est a valeurs réelles et il existe M > 0 tel que b(z,£) = 0 pour €| > M.

Comme on a l'inclusion C™(®) C Sj, . les propriétés des classes de symboles oscillants
se ramenent a celles des classes Si”, . quand r < 1/2. Au contraire dans le cas r > 1/2
les résultats de [Yaf0Oa] sur les classes C™(®) sont indispensables pour les applications a
la théorie de la diffusion.

On commence par un résultat tiré de [Tay81] Chap. II théoreme 4.4 (mais qui peut
aussi étre extrait d’autres références).

Proposition 1.2.8 Soient A; € S et Ay € S5, le produit A = A1 Ay € S5, o
m = my + ma, et le symbole a(z, &) admet le developpement asymptotique

a(2,&) ~ 3 (ar)(z,)(D2as) (2, €) (1.2.10)

o] >0

ot Jgar1Djar € Sm A On a le méme résultat pour Ay Ay avec le développement asymp-
totzque

a(z,€) ~ 3 (9ar)(x,€)(Dlar)(, £)/al, (1.2.11)

|ee[>0
ot 65 asD%ay € Sm eled

La proposition 1.2.8 permet de composer les opd a symboles oscillants avec des opd
de classe S7Y.

Proposition 1.2.9 Soient A;,j = 1,2 deuz opd de symboles a; € 8™ et ay € C™ (D),
pour un certain ® € S", r € [0,1). Soient m = my+my et Ay lopd de symbole ay(z,&) =
ai(z,€)as(z,£). Alors le produit A = A1 Ay € C™(®) et son symbole admet 'asymptotique
(1.2.10). En particulier A — Ay € C™1=7)(®). Si de plus ay(z,&) =0 pour [£] > R >0
alors AyA; € C™(P), avec un symbole admettant 'asymptotique (1.2.11), et As Ay — Ay €
cm=1=1)(9).

Preuve Comme par hypothese (1.2.9) as(z,£) =0, |£| > R pour un certain R > 0 il en
va de méme pour le symbole a(z,{) de AyA;. Le résultat découle alors de I’asymptotique
(1.2.10). Dans le second cas si le support en ¢ de a;(z, ) est compact de la méme maniére
le résultat découle de (1.2.11). O

Pour nos applications on a besoin de pouvoir traiter le produit A3 A; dans le cas ou
ai(z,€) n’a pas le support compact en £.
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Proposition 1.2.10 Soient A;,j = 1,2 deuz opd de symboles a; € S™ et as € C™ (D),
pour un certain ® € S", r € [0,1). Soient m = my +my et Ay lopd de symbole ay(z,€) =
ai(z,€)as(z,£). Alors le produit AsAy = A+ R ou A € C™(®) admet 'asymptotique
(1.2.11) et R a pour symbole r € S(R?)). De plus A — Ay € C"~ =V (®).

Preuve Soit R > 0 tel que ay(z,&) = 0 pour |£] > R, et soit xo € C(RY) telle que
xo(€) = 1 pour €] < R, xo(§) = 0 pour |{] > R+ 1. Soit enfin x € C°(R9)telle
que x(§) = 1 pour || < R+ 2. D’apres la proposition 1.2.8 on obtient que 'opérateur
A = AyA;x(D) appartient a la classe C™(®) et son symbole vérifie (1.2.11). Le reste
AyA (1 — x(D)) a pour symbole

o= [ [ T g ey - x(€)dyn

Considérons d’abord la fonction k(n, &) définie par

ki) = [ = (€001 - x(€)ds

Comme supp xo Nsupp (1 — x) = @ on peut intégrer par parties I'intégrale précédente
en utilisant l'identité |n — £]72(=A,))e'<¢="%> = ¢™<¢=m¥>_ En répétant cette procédure
un nombre suffisant de fois on obtient que k est une fonction de la classe de Schwartz.
Maintenant comme a(z,7) = a(z,n)x((n) on peut réécrire le symbole r(z, ) de la maniere
suivante

r0.) = [ e anea)kn, )dn

En utilisant cette fois I'identité (:/z:)f2 <Dn>2 e’ <n=&m> — ei<—82> of en intégrant par parties

p fois, par rapport a 7, on obtient
T(xaé.) = <33>‘~’p/| et<n—&m> <Dn>2p (aQ(ac,n) (77 6))d77 = <(1 + |m|)mf2p(176)) ‘
n|<R

En tenant compte de ce que la fonction k(n,£) appartient a la classe de Schwartz on
obtient la majoration r(z,&) = O((1+ |z|)"' (1+ |£])™") pour tout entier [ et n. De la
méme maniére il est facile d’obtenir 8;’3? (2,6) = O((1 +z|) " (14 |€])™") pour tout
entier [ et n et tout a, 3 par conséquent r € S(R?*). O

Pour la composition avec I’adjoint on a le résultat suivant tiré de [Yaf00a).

Théoréme 1.2.11 Soient a; € C™i(®) et A;, j = 1,2, les opd associés, alors A} A, est
un opd dont le symbole a(:c 5) € 8™ admet le développement asymptotique

~ Y Dg((02a1)(x,&)as(z,£))/al, (1.2.12)
|er|>0
ot DY((0¢a1)az) € S~ De méme Ay A} est un opd de symbole a(x, &) € S™ qui
admet le développement asymptotz'que
~ Y ((Dg ar)(w,€)as(x,€))/al, (1.2.13)
|20

ot 3¢ ((Dgar)az) € S™1-rlel,
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Une conséquence directe du théoreme précédant est un critere de continuité et de
compacité pour les opd a symboles oscillants, I’équivalent des théoremes 1.2.4 et 1.2.6.

Théoreme 1.2.12 Soit A un opd de la classe C™(®), si m < 0 alors A est borné dans
Uespace 1.?(R?) et sim < 0 alors A est compact dans 'espace 1.2 (R?).

Preuve D’apres le théoréme 1.2.11 'opd A* A qui appartient a la classe S*™ et posséde un
support compact en £. En particulier A*A € Sg?f et vérifie (1.2.3) pour tout N < 0. Les
opérateurs A*A et A sont donc bornés (compacts) si m < 0 (m < 0) d’apres le théoreme

1.2.4 (1.2.6). O

En vue de nos applications a la construction des opérateurs d’onde et de la matrice
de la diffusion on a besoin de quelques résultats techniques collectés ci-dessous.

Proposition 1.2.13 Soit A € C™(®), alors l'opérateur A (z)™™ est borné dans 1.2(R%).

Preuve Comme (z)" € S& ™ d’apres la proposition 1.2.10 A(z)™" = Ay + R avec
Ay € CO(®) et 7(z,£) € S(R*). L’opérateur Ay est borné d’apres la proposition 1.2.12 et
R est un opérateur de Hilbert-Schmidt, donc borné. O

Proposition 1.2.14 Soient B et G deuz opd de symbole b € C™(®) pour une phase
® S, avecr € [0,1), et g € S". Soit T l'opd de symbole t(z,£) = |g(z,&)|*b(x,§).
Alors Uopérateur (z)* (G*BG — T) (z)" est borné si 2p = —m —2n+1 —r.

Preuve Comme g € 8™ d’apres la proposition 1.2.10 on obtient que G*BG —T = A+ R
ott A € C" 2147 (P)et le symbole r(z,£) de R appartient A la classe de Schwartz. Alors
d’apres la proposition 1.2.3 le symbole de (z)” R (z)” appartient a la classe de Schwartz.
L’opérateur (z)” R (z)” est donc Hilbert-Schmidt et borné. Enfin d’aprés la proposition
1.2.13 (z)” A(z)" est borné si 2p = —m — 2n+1 —r. O

Proposition 1.2.15 Soient A;, j = 1,2, des opd de symboles a; € C*(®) et A l'opd de
symbole a1 (z,&)as(x, &), alors les opérateurs A — A1 A} et A — AyA; sont compacts dans
Uespace 1.2(RY).

Dans la Section 2.2 on est amené a considérer des opérateurs de la forme A =
FALA_F* ou Ay € C™(®4). L'opérateur A admet la représentation suivante

(A“> (€)= /W /W ei<m’§’_5>a(w,f,f’)U(ﬁ’)gTdf; (1.2.14)

avec a(z,£,£') = ay(z,&)a_(z,&'). 1l est donc naturel d’introduire des opd définis par une
amplitude a. Par rapport aux conventions précédentes les roles de z et £, £’ dans (1.2.14)
sont inversés’. Nous continuerons & désigner ces opérateurs par le terme opd.

fOn se retrouve donc avec les conventions usuelles ou les estimations (1.2.15) portent sur la variable
Fourier qui ici s’appelle z !
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Définition 1.2.16 On appelle 3;77’575(]1%“) Pensemble des fonctions a € C>=(R3%) vérifiant
pour un compact K de R? et tous multi-indices o, 3

006 (.6, )] < Cug(a) ()" 21 (12.15)

pourz ERY et £ € K et &' € K et tel que a(x,£,6) =05 & ¢ K oué ¢ K. On définit
Popd associé pour u € S(R?) par I’équation (1.2.14).

Encore une fois on notera S%’O(R?’d) = 8™ et on désignera indifféremment par S™
’ensemble des symboles ou des opérateurs associés. Dans le cas ou ¢ > § on peut obtenir
un développement asymptotique du symbole a(z,£) de A en fonction des dérivées de a
prises au point (z,&,£) [Shu87]

a(z,6) ~ Y (a) (05 Dga)(z, £, ). (1.2.16)
|ee|>0
Ce développement, formé par une suite de termes appartenant a la classe SZ;N(Q_(S), perd
son sens dés que p < §. C’est pourquoi on est amené, comme dans la section précédente,
a restreindre notre étude a des classes d’amplitudes oscillantes.

Définition 1.2.17 On appelle opd a amplitude oscillante a € ém(®) tout opérateur défini
sur la classe de Schwartz par (1.2.14) ou a admet la représentation

a(z,£,¢') = @S, £,¢), beS™, 0e8, relol) (1.2.17)
avec © & valeurs réelles et b(z,£,6) =035 & ¢ K oué ¢ K ot K est un compact de R?.

La encore on a l'inclusion ém(G)) C S{";T.T.T, et les classes d’amplitudes oscillantes
nécessitent une étude particuliere lorsque r > 1/2. En fait cette étude se raméne a celle
des opd a symbole oscillant, méme dans le cas » > 1/2, grace a la proposition suivante

tirée de [Yaf0Oa] qui généralise le développement (1.2.16) aux classes ém(@)

Proposition 1.2.18 Soit A un opd défini par (1.2.14) d’amplitude a € C™(0), alors A
admet la représentation

(Au) (€) = /p e <> 00 (2, €) (Fru) (z) (2;‘5; - (1.2.18)

avec une amplitude ag(z,€) = e =by(x, &) vérifiant by(z,£) = 0 pour || > R > 0 et

O(z,£,8)+ 04(z,€) 0, €8> !
b(z,&,&) +bi(z,€) b €8S

(1.2.19)

{ G=d

En particulier si a(z,£,£) = 0 alors ay € C"T1(0y).
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On en déduit des criteres de continuité et de compacité pour les opd (1.2.14).

Proposition 1.2.19 Soit A un opd défini par (1.2.14) d’amplitude a € C™(©), sim < 0
alors A est borné dans lespace 1.2(R?) et si m < 0 alors A est compact dans l’espace

L2(RY).

Preuve D’aprés la proposition 1.2.18 A admet la représentation (1.2.18) avec une am-
plitude ag(z,£) = e @hy(z, £) vérifiant (1.2.19). En comparant (1.2.18) et (1.2.5) on
obtient que AF = FB oit B est un opd du type (1.2.3) de symbole b(z,£) = ay(z,&) €
C™(—0yp). La continuité de B si m < 0 et la compacité de B si m < 0 entraine les méme
propriétés pour A. O

La derniere proposition nous donne une information spectrale sur les opd avec une
amplitude oscillante. Sa preuve peut étre trouvée dans [Yaf0Oa).

Proposition 1.2.20 Soit A un opd (1.2.14) d’amplitude a(z,£,&") de la classe C~0(®).
Supposons que pour un couple de points zg # 0,& € R? on ait

|®(7’CL‘0,£0,£0)| Z CTT? |viﬂ®(7—$07§ﬂa£0)| 2 CTr_la > 07 (1220)

pour T assez grand et
lim b(rzg,&,&) = 1. (1.2.21)
T—00

Alors pour tout p € T et tout voisinage ¥ arbitrairement petit de & il existe une suite (de
Weyl) de fonctions u,, € Ci*(X) telle que

lunll =1, w— lim u, =0, lim ||Au, — pu,|| = 0. (1.2.22)
nN—ro0 n—oc

En particulier le spectre essentiel de l'opérateur A, dans espace 1.2(R?), recouvre le cercle
unité T.

1.2.3 Restriction d’un opd a la sphere

Pour étudier la matrice de diffusion S(A), dans la Section 2.2, on doit collecter quelques
résultats sur la restriction d’opd & une hypersurface (la sphere Siil en l'occurence). En
particulier on cheche & donner un sens aux termes de la forme I'y(A)AL'j()\) qui appa-
raissent dans la formule de représentation de la matrice de diffusion (37). Cette problé-
matique est donc intimement liée a la décomposition en intégrale directe de I’Hamiltonien
libre Hy = —A. Les résultats de cette section sont tirés de [Yaf92], Chap. 1 Section 5, et
[YafO0Oa).

Commencons par rappeler quelques résultats sur 1'opérateur auto-adjoint Hy de do-
maine D(H,) = H?(R?). Le spectre de H recouvre l'intervalle [0,00) et est absolument
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continu. D’apres le théoréme spectral (cf. théoréeme 1.1.9) il existe un espace de Hilbert
I et un opérateur unitaire

Fy:H — LRy, M), (Fof)(A) =To(N)f €N,

tel que pour tout fi, fo € S(R?) on ait

(Hof1, f2)n = /oo A(To(A) f1, To(X) f2)md.
0
Pour Hy = —A on a 9 = L?(S*) et

L (d=2)/2 '
(LoANW) = 55 / e <> fz)de, k=X">0,weS"!, (1.223)
gd—1

qui est, a un facteur numérique pres, la restriction de f 4 la sphére de rayon k = \'/2.
On notera aussi que ’adjoint formel de 'opérateur (1.2.23) est donné par

* k(d_z)/2 th<w,z>
(TiN)9) (o) = a4 0(w)d, (12.04)

et que ces deux opérateurs sont définis au moins sur la classe de Schwartz. Le théoreme
de trace de Sobolev conduit a la proposition suivante.

Proposition 1.2.21 Pour p > 1/2 la fonction a valeur opérateur (x) "T'H(X) : T — H
est a valeurs compacts et est continu en norme (au sens de Hélder) par rapport a A > 0.

L’opérateur (1.2.23) est directement relié a la famille spectrale de Hj grace a la formule
de Stone.

Proposition 1.2.22 On pose

5(Hy — N) = (2mi) Y(Ro(\ +ie) — Ro() — ie)), (1.2.25)
ou Ry(z) = (Hy — z)7'. Alors pour tout fi,f>» € S(R?) on a Uexistence de la limite
sutvante et l’égalité

lim (3.(Hy — N1, fa)oy = dEs(N) fr. o) /A = (TaN) 1 DoV o)y (1.226)

Si un opérateur .S commute avec H, alors nécessairement 1’action de S dans la repré-

sentation spectrale associée a H, se ramene a la multiplication par une fonction a valeur
opérateur S(A)

(Sfi, fo)u= /OOO(S()‘)FO(A)fhFO(A)fQ)‘ndA-

Mais dans le cas général d’un opérateur A qui ne commute pas avec Hj ceci n’est pas
possible. Formellement, ’action de A dans la représentation spectrale associée a H, peut
étre regardée comme celle d’un opérateur intégral

(A tu= [ [ (Ao o To0) 1)
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dont le noyau Af(u,v) = Ty(u) AT} (v) agit dans 'espace N, pour tous u > 0 et v > 0.
Si Ah(,u,u) est continu par rapport a u,r on peut alors définir les valeurs diagonales
A(X\) = A¥(X\,)) de A. Cependant, en général, la condition que Af(p,v) soit continu est
trop contraignante T, les valeurs diagonales de A pouvant exister sans que Ah(,u, v) soit
continu.

On a besoin dans la suite de définir les valeurs diagonales d’opd de la forme A = A7 A_
ou AL € C™*(®,). Si on regarde A(X) = I'(A)AT{(A) comme un opérateur intégral sur
la sphére S¢1 alors, formellement, d’aprés (1.2.23), (1.2.24), son noyau est défini par
I'intégrale (au sens des distributions)

plw,w'; A) = 21(27r)dkd2/ eh<w > (p kw, kw')dz, (1.2.27)
Rd

ot a(z,§,¢') =ay(z,€)a (z,£'). De ce point de vue le noyau de A(A) est la restriction & la
sphere de rayon k = A\'/? du noyau® de l'opd (1.2.14) A = FAF* d’amplitude a(z,¢,¢').
Pour ces raisons on adopte la définition suivante, plus générale, pour A(X).

Définition 1.2.23 Soient g1, 9> € C>=(S? 1) et ¥1,9¢s € C°(R,) tel que ¢;(k) =1, j =
1,2. On note f;(&) = 9;(§)¥;(|€]), 7 =1,2 de telle sorte que

L(d—2)/2

Lo fi)(w) = —5a—9i(w), k= A west
Soit A un opérateur borné (agissant en représentation d’espace), alors les valeurs diago-
nales A(X) de A dans la représentation spectrale associée ¢ Hy = —A sont définies, si la
limite ci-dessous existe, par ’égalité
(A(N)g1.92)sy © = 2 *Tim (AS.(Hy — N fo, 8. (Ho — N o). (1.2.28)

Pour un 0pd~A défini par (1.2.14) on appellera A(X) la restriction a la sphére de rayon
M2 =k de A Uopérateur défini, si la limite ci-dessous existe, par 1’égalité

(AN)g1,92)q = = 26> Tim(AS(I€]° = A) 1, (1€ = M) fo)e (1.2.29)

En particulier A(N) dans (1.2.29) coincide avec les valeurs diagonales de A = F*AF
définies par (1.2.28).

Dés que a € S}’; 5 on peut montrer a partir de (1.2.27) en faisant des intégrations par
parties que le noyau p(w,w'; A) de A()) est une fonction C=(S* ! x S*"! x R, ) pour tout
w#w (et A >0).

Proposition 1.2.24 Soit A un opd de type (1.2.14) d’amplitude a € 337’575. Alors la
restriction A(\) de A ¢ la sphére S¢t définie par (1.2.29), si elle eviste, posséde un
noyau p(w,w’; \) C™ en dehors de la diagonale w = &' pour tout A > 0.

TPar exemple pour un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(R?) le noyau n’appartient qu’a L2(R2%).
fCette approche est tout a fait justifiée si le noyau de A est continu ce qui arrive pour a € S/Td.& s
m < —dousia(z,{¢)=0V|{—¢| <epourune>0.



1.2. LES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 37

Cependant on ne peut pas exclure 'apparition d’une tres forte singularité sur la diago-
nale compromettant I’existence de A(X). Pour éliminer cette éventualité on doit imposer

certaines conditions a l'amplitude a(z,&,{'). Par exemple si pour un certain p > 1/2,
Popérateur (z) A (z)? est borné alors A(A) = I'g(A) AT} () admet la factorisation

AR = (Do) (@) 7) (o) Ay ) (=) 7 T500)) (1.2:30)

et, d’apres la proposition 1.2.21, est donc correctement défini comme un opérateur com-
pact sur 1. On tire de cette remarque la proposition suivante.

Proposition 1.2.25 Soit A € C~m(®) avec m < —1. Alors sa restriction a la sphére
Si_l, définie par (1.2.29) , existe en tant qu’opérateur compact sur N.

Preuve D’aprés (1.2.30) et la proposition 1.2.21 il suffit de vérifier que pour un certain
p > 1/2 lopérateur (z)” F*AF (z) est borné. D’apres la proposition 1.2.18 et ’équation
(1.2.5) Popérateur B = F*AF (qui agit en représentation d’espace) appartient a la classe
C™(0y) donc d’apres la proposition 1.2.13 pour p = —m/2 > 1/2 l'opérateur (z)’ B (z)”
est bien borné dans IL?(IR%). O

Si m > —1 Dexistence de A()\) nécessite une hypothese supplémentaire. Pour la
découvrir considérons A()) comme un opd de type (1.2.14) sur la sphére S*!. D’apres
(1.2.27) son amplitude est formellement définie par

2 (y,w, 05 )) ""J:'/ (2(w + w')/2 + y/k, kw, ko' )dz (1.2.31)
s

oun < yw+w >=0. Siac€ S;’f&{; avec m < —1 alors I'intégrale dans (1.2.31) est bien
définie et a® € SZ;”;. En particuliersi 1 > o >3 > 1 — p > 0 on peut définir le symbole
principal de l'opérateur A()) et il appartient a la classe S;“g’l, modulo des termes dans

SZ;l_(%_l), ce qui permet de retrouver les résultats de la proposition 1.2.25. Par contre si

m > —1 l'intégrale dans (1.2.31) ne peut étre définie que si l'intervalle d’intégration est en
réalité compact. C’est pour cette raison que ’on doit imposer ’annulation de I'amplitude
a dans un voisinage du fibré conormal a £ pour tout point £ € ngl [LY98].

On l'a vu, la difficulté fondamentale vient du comportement du noyau au voisinage de
la diagonale, donc en pratique il suffit de considérer le cas d’'une amplitude a € 8"755 telle
que

a(z,£,¢') =0V, ¢ ¢ X,
ou X est une petite boule centrée en un point kwy € Sz_l (fixé pour la suite). Des lors
il est naturel de représenter 'opd A()A) dans une carte locale de la sphere valable sur
E1X NSl Le systeme de coordonnées locales le plus simple dans ce cas consiste a
prendre la projection orthogonale du morceau de sphére ¥V O k1 X NS? ! sur le plan A,
perpendiculaire & wy. Si ¥ est la projection de V sur A, et vérifie ¥ C {{ € A, : |(| < 1}
alors 'application (cf. Figure 1.1)
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x: Y — ST x(O) =+ (1= ¢ Puwy (1.2.32)
est un difffomorphisme de ¥ sur le voisinage V de wy dans S%!, et
UL (V) — L2(2), Uu) (€)= (1 [¢P) Y u(=(()), (1.2.33)

identifie unitairement les deux espaces L2()) et 1.?(X). On peut maintenant énoncer
clairement le résultat principal de cette section.

E'XNS“tcy w

F1a. 1.1: Carte locale (s, ¥)

Proposition 1.2.26 Soit a € 325’5(Rd x X x X) pour o > 0, § < 1, supposons qu’il
existe € > 0 tel que a(z,&,£') = 0 lorsque les deuz conditions suivantes sont vérifiées

-l <e |<d,{>|>1-¢ (1.2.34)

Soit U l'opérateur unitaire associé par (1.2.33) au difféomorphisme s, défini par (1.2.32).
On définit A*(\) Uopd (1.2.14) sur ¥ d’amplitude

(3, ¢, 05 n) = 268D [ a0+ N2+ kO, Rz (1:235)

4T ~
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ot k = \V/2 et

afC,¢)y=2" ((f%”g';) . + (%ﬂj)m) . (1.2.36)

Alors a” € 3;77551(}1%‘1_1 X ¥ x %) et la restriction A(\) de A, définie par la limite (1.2.29),
existe et vérifie A(X) = U A*(A\)U.

Lorsqu’on travaille sur une variété avec un opd A € S ot 1> 9>d>1-90>0o0n

peut définir un symbole principal @’ invariant lors d’un changement de coordonnés.

Proposition 1.2.27 Soit A un opd sur la sphére de symbole o’ € S;ﬁl‘(g(T*Sd_l) avec
1>0>0>1—p>0. Soient x une fonction de troncature supportée dans un voisinage
V du point wy € S et i le difféomorphisme défini par (1.2.32) et U défini par (1.2.33).
Alors Uopd Ux AxU* € S%(T*Rdil) a pour symbole principal, modulo S:’g(%*l)(T*Rd*l),

a”(y,¢) = x(3(())%a’ ("5 (¢)y, (). (1.2.37)

Bien que, contrairement a la représentation (1.2.35), le symbole principal ne définisse
pas exactement l'opérateur A, la proposition se révélera tres utile dans les applications qui
vont suivre ol seule la connaissance du symbole principal a’, modulo S;'fg(zgfl), est en fait
nécessaire. En particulier, en vue de la Section 2.3.1, on a besoin de la proposition suivante
qui permet localiser précisément le spectre essentiel d’'un opd connaissant I'intervalle de

valeurs prises par son symbole a “I'infini”.

Proposition 1.2.28 Soit A un opd sur la sphére S* 1 dont le symbole principal o’ €
SYUT*S% 1) asymptotiquement homogéne de degré 0. Alors

Tess(A) ={p € C:3(b,w) € T*S* 1 |b] > R, tels que p=a’(b,w)}. (1.2.38)

Preuve Nous allons commencer par construire des suites de Weyl pour tout p dans
I’ensemble (1.2.38). Pour ce faire nous allons considérer 'opd A dans la carte locale », ¥
définie par (1.2.32) (cf Figure 1.1). Fixons wy € S* ! et x € C>*(S* 1) dont le support
est contenu dans un petit voisinage V' de wy de telle sorte que I'application (1.2.32) soit
un difféomorphisme de X sur V. On note A* 'opd de symbole

a”(y,¢) = x(5(0))*a’ (" (O)y, #(¢))

alors d’apres la proposition 1.2.27 U* A*U — x Ay, ou U est défini par (1.2.33), est un
opérateur compact. Soit maintenant yo € A, \ {0} et = a’(7yg,wq), V7|ye| > R. Pour
e > 0,7 > 0 on définit un ensemble de fonctions par

U’E,T(C) _ 871/2f(671<-)67i7'<yo£>’ fe CSC(E) (1‘2.39)
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Il est clair que |lu. .|| est constante et que u., tend faiblement vers zéro dans L*(A,,)
quand 7 — co0. L’action de l'opérateur A* sur les fonctions (1.2.39) est données par la
méthode de la phase stationnaire (cf. [H6r83] Chapitre 7 ou [Yaf0Oa])

(Au.,)(¢) = (21) / / =00 gb (13 (), 52(C) e ()AL dy,

= (190, Q) (C) + 7 (C), (1.2.40)

ot ||7.,|| £ Ce™'r7! tant que e7 — co. On obtient donc que

|A*u. » — puc .|| = O (g) + O (8717'71) ,

et en choisissant €, = 1/1/n et 7, = n on obtient que la suite de fonctions (u., -, Jner est
une suite de Weyl pour A* associée a p. Comme le symbole de A ne differe de a” que par
des termes dans S~! on déduit du théoréme de Weyl que (Ut ) ner, Un = Ue, 7, est aussi
une suite de Weyl pour yAy associée a pu. De plus comme le support des fonctions U*u,,
s’écrase au point wy quand n — oo on peut choisir une fonction y, € C>(S%~!) supportée
la ou x =1 de telle sorte que xU*u,, = xod*u,, = U*u,,. Pour ce choix on a alors que

1A — U < [[GeAX — U] 4+ (1= ) Axold*

qui tend vers 0 quand n — oo puisque 'opérateur (1 — x)Axy est compact (il a un noyau
C*). On a donc construit une suite de Weyl pour A associé a u. Cette procédure permet
de construire des suites de Weyl pour toute valeur dans (1.2.38).

Il reste maintenant a montrer que le spectre essentiel de A ne contient pas d’autres
points que ceux de (1.2.38). Rappelons que le symbole principal a’(b,w) de A est défini sur
T*S? ! modulo des termes dans S~'. Soient py n’appartenant pas & l’ensemble (1.2.38)
et x € C®(R%1) telle que x(7) = 0 pour |7| < Ret x(r) = 1 pour |[7f| > R+ 1. On
appelle R(y) un opd de symbole principal

(b,w) = x(b)/(a’(b,w) — o). (1.2.41)
Comme, sur le support de x, on a |a’(b,w) — pp| > ¢ > 0 le symbole 7’ (b, w) appartient &
la classe S?(T*S? ). Par la proposition 1.2.3 on obtient I’égalité suivante

R(po)(A— po) = Id — K, (1.2.42)

ot K est un opérateur compact sur [.2(S?"!). L’équation (1.2.42) montre que R(pp) est
une paramétrix de A. Supposons qu’il existe une suite (uy,),en telle que

|lun|| =1, w— lim w, =0, linolC | Au,, — pou,|| = 0.

n—oo

Grace a (1.2.42) on obtient ’estimation
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[unll = (IR (1) (Auy, — poun) + Kun|| < [|R(po) Il Aun — poun || + [[Kunll,

qui est absurde puisque d’une part lim,, o Ku, = lim, o (Au, — pou,) = 0 et d’autre
part ||u,| = 1. a

Enfin on aura besoin dans le cas du cercle S (cf. section 2.3.2) d’un autre résultat.

Lemme 1.2.29 Soit A un opd de symbole principal ® € SX(S), asymptotiquement ho-
mogéne de degré —1. Alors A est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur 1.2(S) et son noyau
vérifie pour w # wy, w — wy, uniformément en wy, 'estimation

plw,wp) = O (|In]w — wyl]) - (1.2.43)

Preuve Comme le symbole principal a’ de A n’est défini que modulo des termes dans
S~2 son noyau p, défini par

p(w’ wl) — (27_[_)—1 / ei<”'_“”b>ab(b, (.L))db,
Al

n’est défini que modulo la contribution de termes dans S~2 a I'intégrale précédente, c’est
a dire modulo des termes bornés. Si on note 6 I’angle qui sépare les directions w et
w' on obtient que < w — w',b >= +sinf|b| (selon V'orientation relative de b et w — ')
et p(w,w') = am)(sin ). D’un autre coté comme |w — w'| = 2sin(6/2) le probleme
précédent revient a majorer la singularité en 0 de la transformée de Fourier a(£) d’une
fonction a € C>(R) et asymptotiquement homogeéne de degré —1 par |In ||| quand £ — 0.
Maintenant on écrit donc que

a(€) = (2m)~! (/ﬂﬁ<Reiff”a(a:)da:—l—/w>Reif:”a(a:)dx),

pour un R > 0 tel que a(rz) = a(z)/7 pour |z| > R,7 > 1. Le premier terme est ici
uniformément borné en £, il ne reste donc qu’a considérer le second terme :

a(¢) §C<1+ w )

Par changement de variable |{|z — z et selon que +£ > 0 l'intégrale précédente devient

: * ol R | ol
/ e *q(z)dr = 20/ e —dz = 20/ e —dz + 20/ et —dx.
joI>R SEA SEE 1 v

La seconde intégrale étant uniformément bornée en £ il reste a estimer la premiére

ot

ce qui conduit a |a(§)| = O (| In [€||). Finalement comme p(w,w') est C> pour tout w # '
et vérifie 'estimation (1.2.43) au voisinage de la diagonale on a que p(w,w') € (S x S)
et donc A est bien Hilbert-Schmidt. O

e “a(z)dx

[>R

1
_/ —dz =—InR - 1In|¢|,
13

BT
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1.3 L’opérateur de Schrodinger

Dans cette partie apres avoir rappelé quelques résultats importants sur 'opérateur de
Schrodinger on collecte différentes estimations découlant de la théorie de Mourre présenté
en section 1.1.3. Ces estimations serviront dans la suite a appliquer la théorie des per-
turbations lisses, décrite dans les sections 1.1.1 et 1.1.2, a 'opérateur de Schrodinger. A

partir d’ici H = 1.?(R?).

1.3.1 Les hypotheses

L’opérateur de Schrodinger magnétique est défini par ’expression différentielle sui-
vante

H = (D — A(z))* + V(z). (1.3.1)

ou A(z) est le potentiel (vecteur) magnétique et V' (z) est le potentiel (scalaire) électrique.
On fait les hypothéses suivantes sur les potentiels :

Hypothese 1 On suppose que les potentiels A et V' admettent une décomposition en
deux termes de régularités différentes

Az) = Ag(z) + As(z), V(z) = Vi(z) + Vs(z),
Vi, Ap; € C*(RY), Vs, Ag; € L*(RY), j=1,....d.

Hypothese 2 Ensuite on fait une hypothese “longue portée” sur les termes C'*; avec un
gain de décroissance pour les dérivées

109 A (z)| + 102V (z)| = O (1 + |z)) ), pe(0,1]. (1.3.4)

Hypothese 3 Puis une hypothese “courte portée”, pour les termes non réguliers

[As(e)] + [Vs(@)] = O (1 +]al) ™), po> 1. (1.3.5)

Hypothese 4 Enfin on ajoute une derniére hypotheése simplificatrice sur le potentiel
magnétique’

B(z) = rotA(z) = o ((1 + |z|)71), (1.3.6)

divA(z) € L= (RY). (1.3.7)

TEn fait, d’apres (1.3.4), il suffit de faire cette hypothese sur la partie courte portée Ag du potentiel
magnétique.
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Sous 'hypotheése (1.3.7) on peut écrire que
H = —A +2iAV +idivA + |A]* 4+ V,

ce qui permet de s’assurer qu’avec les hypotheses 1,2,3 I'opérateur (1.3.1) est bien auto-
adjoint sur H avec pour domaine D(H) = H?(R%). Sans I’hypothese (1.3.7) on ne peut
rien dire sur le domaine de H. On a seulement une information sur le domaine de la forme
quadratique h définie pour tout u,v € S(R?) par

hlu,v] = [M < (D — A(z))u(z),(D — A(z))v(z) > +V(z)u(z)v(z)dz = (Hu,v)p2pa),

qui est D[h] = H'(RY), ce qui complique considérablement I’obtention des estimations
de résolvantes (en particulier 'estimation de radiation) dont on a besoin pour développer
la théorie des perturbations lisses pour Hf. C’est pour cette raison que l'on décide de
travailler ici sous ’hypotheése (1.3.7). Cette hypotheése n’est pas trop contraignante car
elle est automatiquement vérifiée dans la jauge de Coulomb divA(z) = 0.

L’hypothese (1.3.6) n’est pas indispensable mais permet de simplifier la présentation
de la théorie de la diffusion pour H. En effet sous les hypotheses (1.3.2) a (1.3.6) 'absence
de valeurs propres positives pour 'opérateur H peut étre trouvée dans les travaux de Ikebe
et Uchiyama [IU71, Uch87]. La preuve de Uchiyama repose sur ’approche de Kato [Kat59]
utilisant les propriétés de décroissance polynomiales des fonctions propres de 'opérateur
H. Tl est a noter que dans le cas ou Ag = 0 et V5 = 0 I’absence de valeurs propres positives
est démontrée dans la thése de Nicoleau [Nic91] sous I'unique I’hypothese (1.3.4). Cette
preuve repose sur la méthode de Mourre et généralise la preuve de [CFKS87] au cas
magnétique (voir aussi [DGI7]).

Théoréme 1.3.1 Sous les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) l’équation Hu(z) = Au(z) n’a pas
de solutions u € 1.2(R?) si A > 0.

Preuve Le théoreme 1.3.1 découle du théoréme 1.1 de [Uch87] avec les notations suivantes
bi(z) = Aj(2), aij(z) = dij, a1(z) =Vi(z) = A, ¢(z) = Vs(a).
et le choix de parametres @« = = 7 = 7 = 1. Ces choix permettent de vérifier les

hypotheéses (A1) ... (G2) avec les constantes a = 1/2,6; = 0,5, = —1. En particulier
I’hypothése (F3) est bien vérifiée sous les hypotheses (1.3.2) a (1.3.6)

1 1
i supr® # (10,0100 +90(2) + (14 ) { (@) + o B)eP )

7T—0C -

= lim sup (z.VVg(z) + Vi(z) — A+ 2|zVs(z)|* + 2|z.rotA(z)]*) = —A < 0.

T—00

Le théoreme 1.1 de [Uch87] conduit alors a l'estimation

r—r00

lim infR/ lu(z)|*dz > 0,
R<|z|<R+1

tVoir par exemple [GY00] ot ce type de difficultés ont été surmontées pour Popérateur de Dirac.
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et d’apres le Corollaire 1.2 [Uch87] (et un théoréme de prolongement unique) u ¢ L.2(R%).0J

Sans I’absence de valeurs propres plongées dans le spectre positif il faudrait localiser
les considérations du chapitre 2 sur un intervalle borné A C (0,00) disjoint de 0 et ne
contenant pas de valeurs propres de H.

1.3.2 La théorie de Mourre pour H

Comme les termes a courte portée Ag et Vs jouent un role secondaire par rapport aux
termes a longue portée Ay et Vi, on est amené a introduire 'opérateur

Hy = (D — AL(z))* + Vi (z), (1.3.8)

auto-adjoint sur H et de domaine D(H;) = H?(R?) sous I’hypotheése (1.3.4). L’hypothese
(1.3.4) permet de développer facilement la théorie de Mourre pour 'opérateur H;. On
introduit d’abord le générateur des dilatations qui joue un role essentiel dans la théorie
de Mourre pour 'opérateur de Schrodinger.

Proposition 1.3.2 On appelle générateur des dilatations l'opérateur auto-adjoint A dé-
fini sur S(R?) par

d
x. D+D x 1
A= "0 = LZ 21,05, + O, Tp. (1.3.9)

Pour tout réel t l'opérateur e est unitaire sur 1.2(R?) et vérifie pour tout f € S(R?)

(e’:mf) (z) = eX/if(e'x). (1.3.10)
En particulier e préserve l’espace H?(R?).
Le générateur des dilations est le candidat naturel au titre d’opérateur conjugué a Hj.

Théoreme 1.3.3 Sous l’hypothése (1.3.4) le générateur des dilations est n fois conjugué
a Hy pour tout n € N,

Preuve D’aprés la proposition 1.3.2 le domaine de A contient S(R?) qui est bien dense
dans H2(R?) et I'opérateur e conserve bien H?(R?). Les hypotheses i) et ii) de la
Définition 1.1.13 sont donc vérifiées. Intéressons nous maintenant au commutateur Bj.
Un calcul direct nous donne

d
i[Hy, Al = 2H; +v(z) + Y _ax(z) Dy, (1.3.11)
k=1
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ou les fonctions v(z) et ag(z),k =1,...d dépendent seulement des dérivées partielles
des potentiels Vj,(z) et Ap(z)

v(z) = =2Vi(z)— (2.V)Vi(z) —i(div(AL(z)) + (2.V)AL(2))
-2< AL(QS),AL(QT) + (CL‘V)AL(QT) >,
ap(z) = 2(Api(z) + (2. V)AL ().

En particulier sous I’hypothése (1.3.4) v et a; satisfont pour tout a € N les estimations

B20(@)] + |07a(@)| = O (1 +[2)7") (1.3.12)

avec le méme p que dans (1.3.4). On déduit de (1.3.12) que les opérateurs v(z)(H; +
i)~12 ay(z)Dy(H; +1)~" sont compact et donc le commutateur B; est donc Hj-borné.
En réitérant le méme calcul que dans (1.3.11) on trouve que les commutateurs B; vérifient

d
B; =Y H +v;(z) + Y aji(z) Dy, (1.3.13)
k=1
ou les fonctions vj(z) et aji(z),k = 1,...d dépendent encore seulement des dérivées

partielles des potentiels Vi (z) et Ap(z) et satisfont les estimations (1.3.12) pour tout
a € N?. Les commutateurs B; sont donc H;-bornés pour tout n € N* et les hypotheses
iii) et iv) sont satisfaites pour tout n € N*. Il découle de (1.3.11) que pour tout intervalle
Az, avec A > 6 > 0 (cf. (1.1.22)) on a I’estimation de Mourre

E1(As)i[Hy, AlE1(As) > cE1(As) + E1(As) K Er(Ay), (1.3.14)
avec ¢ = 2(A — ) > 0 et K; compact, donc I'hypotheses v) est vérifiée. O

Pour 'opérateur H, contenant les termes a courte portée Ag et Vg, on a seulement le
résultat suivant.

Proposition 1.3.4 Sous les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) lopérateur H défini par (1.3.1)
vérifie les hypothéses 1), ii), iii) et v) (avec K = 0) pour A défini par (1.3.9) sur tout
intervalle A5 C (0,00) disjoint de 0 avec § assez petit.

Preuve En ajoutant les termes a courte portée
Vs = (DAs(z) + As(2)D — 2 < Ay(z), As(z) > —[As(2)® - Vs(z)

dans (1.3.11) on obtient

i[H,A] = 2H+v(a:)+i:ak(as)Dk—2f/g+[f/g,a:.V]. (1.3.15)

k=1
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il est clair que sous I’hypothese (1.3.5) (Hy +1) 'DAs(z), As(z)D(H +1)"t, Vs(z)(H +
i)~! sont compact. Pour minorer le commutateur on utilise les estimations suivantes

(cf.[YafOOb] section 4.2)

|(Vs(z)u(z), 2. Vu(e))y| < cll (@) (H+i)u|?, (1.3.16)
(DAg(z)u(z), 2.Vu(z))n| < ol ()™ (H +)ul?, (1.3.17)
|(As(z)Du(z),z.Vu(z))y| < c||{z) " (H+ i)1/2u||2, (1.3.18)

avec €1 = (pg — 1)/2 > 0. En particulier le commutateur (1.3.15) s’étend en un opérateur
borné de H?(R?) dans H et I’hypothése iii) est vérifibe. Comme de plus l'opérateur
(z)™° (H +1)E(As) est compact, il découle de (1.3.15) que pour tout intervalle Aj, avec
A>§>0 (cf. (1.1.22)) on a 'estimation de Mourre

E(As)i[H, A|E(As) > CE(As) + E(A)) K E(As), (1.3.19)

avec ¢ > 0 et K compact, et 'hypothese v) est vérifiée. Maintenant comme K est compact
lims—o || KE(As)|| = 0 on a que

E(Ag)KE(A(;) > —C(gE(A(j), Cs > 0, %lH(l] Cs = 0,
_>
d’ou 'estimation
E(As)i[H, A|E(As) > cE(Ay), (1.3.20)

pour un ¢ > 0 et § assez petit. O

Remarque 1.3.5 L’hypothese iv) de la définition 1.1.13 n’est vérifiée que si on impose
la condition supplémentaire p; > 2 dans (1.3.5) a cause du terme

[[DAs(z) + As(z)D — 2 < Ar(z), As(z) > —|As(z)|* — Vs(z),2.V],2.V]
dans le double commutateur By = i[[H, A], A] et qu'on ne peut majorer, comme dans
(1.3.16) & (1.3.18), que par (z)~ ™2/ (Hy 44),
Le théoreme 1.3.3 nous permet de récupérer I’ensemble des résultats fourni par la

théorie de Mourre énoncés dans la section 1.1.3 au moins pour 'opérateur Hj.

Théoreme 1.3.6 Soient A le générateur des dilatations et A C Ry disjoint de 0. Alors
sous Uhypothése (1.3.4) on a les estimations de propagation suivantes

sup || (AT RY ) (A <e,  Vs>1—1/2, (1.3.21)
15| el
sup || (A) TR (Z)PT(A || <e, Vs>1-1/2 (1.3.22)
1ZTIZ§£>U
sup || (A" PTRI(2)PT (A)?| <e¢, Vs, 89 €R, (1.3.23)
121161?5;0

ot Ri(2) = (H, — 2)~". En particulier le spectre positif de H; est absolument continu.
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1.3.3 Principe d’absorption limite et estimation de radiation

Pour appliquer la théorie des perturbations lisses, présentée dans la section 1.1.1, au
couple d’opérateurs Hy, Hy = —A on a besoin d’estimations de propagation du type (1.1.2)
pour montrer le caractere H-lisse de certains opérateurs. Le théoréme 1.3.6 montre déja
que, sous I’hypothese (1.3.4) 'opérateur (A) °, s > 1/2, est H;-lisse sur tout intervalle
A C (0,00) disjoint de 0. Comme les opérateurs E(A)D et DE(A) sont bornés on peut
obtenir la méme estimation que (1.3.21), pour I = 1, avec (A) ¥ remplacé par (z) *.
C’est le principe d’absorption limite énoncé dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.3.7 (Principe d’Absorption Limite) Soit H défini par (1.3.1) avec A
et V vérifiant les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7). Alors pour tout intervalle A C (0,00)
disjoint de 0 on a l’estimation

sup || (z) " R(z) ()" < e, p>1/2. (1.3.24)
Rez€A
1>|Im z|>0

En particulier Uopérateur (z)™", p > 1/2, est H-lisse sur tout intervalle A C (0,00)
disjoint de 0 et (z)™" R(XA £ 10) (z)™" est compact pour tout A € (0,00).

Pour cela on peut, comme dans [Nic91] Chap. 111 section 2.1, utiliser le lemme 8.2 de
[PSS81] (voir aussi la proposition 1.3.21).

Lemme 1.3.8 Pour tout p € [0,1] lopérateur (A)’ R(%i) (z)™ " est borné dans H.

Preuve Via un argument d’interpolation il suffit d’avoir || {A)” R(+¢) (z) 7| < 0o pour
p =1 (le cas p = 0 étant trivial). Pour p = 1 on peut écrire la décomposition suivante

D.x (H i) (z) Z Dy (H +14)” )(a;k<x>*1)+Zpk[g;k,(ﬂiz)*l]<a;>*l.

k=1

(1.3.25)

Le premier terme de (1.3.25) est clairement un produit d’opérateurs bornés. Pour le
second terme de (1.3.25) on utilise le fait que le commutateur de H avec une l'opérateur
de multiplication par la fonction g(z) dont les dérivées sont dans IL>(R%)

l9(2), H] = [9(2), (D — A] = ~2Vg(a)V - Ag(e) + iA(2)Vg(a),  (13.26)
soit borné de H'(R?%) dans I.?(R?), et la décomposition suivante

> Dyfwy, (H 1) Z (D (H £4) ) ([H, 2] (H£0) 1) (2) 1,

k=1

ce qui conclut la preuve. O
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Remarque 1.3.9 La démonstration du principe d’absorption limite a partir de l'esti-
mation (1.1.24) et du lemme 1.3.8 n’est possible que si py > 2 dans (1.3.5) d’apres la
remarque 1.3.5. Cependant cette hypotheése n’est pas optimale. Dans le cas A(z) = 0
Yafaev a montré dans [Yaf85] qu’on peut obtenir, avec la méthode de Mourre, les mémes
résultats en imposant seulement la condition p; > 1. Ceci revient a affaiblir légerement
I’hypothese iv) de la Définition 1.1.13. C’est de cette maniére que I’on obtient le principe
d’absorption limite pour H. Ces détails techniques sont relégués en appendice (cf. section

2.3.3).

Pour des raisons techniques on a besoin de résultats similaires au principe d’absorption
limite mais avec opérateur (z)™” Dy, p > 1/2, k =1,...,d. Ces estimations se déduisent
de (1.3.24) grace au lemme suivant.

Lemme 1.3.10 les opérateur (z)™ 7 R(+1) (z)? et (z) F D R(%i) (z)*, k=1,...,d, sont
bornés pour tout p € [0, 1].

Preuve Dans le premier cas le résultat découle de la décomposition

(z) " R(£3) (2)" = R(+2) + () " [R(£0), (2)"] = R(£0) + (z) " R(£0)[(2)", H|R(+2),

puisque d’aprés (1.3.26) le commutateur [(z)", H] est bien borné pour p < 1. De méme
pour le second terme

(2)™ DLR(+i) () = (D — i (2) ™ 0 ((a)")) R(%4) + ()7 DuR(+i)(x)? , HIR(i).

0

Proposition 1.3.11 Soit H défini par (1.3.1) avec A et V vérifiant les hypothéses (1.3.2)
a (1.3.7). Alors pour tout intervalle A C (0,00) disjoint de 0 on a les estimations

RsugA | () " DrR(2)D; {(z) " || < ¢, p>1/2, k,j=1,...,d, (1.3.27)
1>]Tm 2[>0
RsupA | ()" DyR(2)(z) " || <¢, p>1/2, k=1,...,d. (1.3.28)
eze
1>|Im z|>0

En particulier les opérateurs (x) " Dy, Dy (z) *, p>1/2, k=1,...,d sont H-lisse sur
tout intervalle A C (0,00) disjoint de 0 et le spectre positif de H est absolument continu.

Preuve On utilise la formule de la résolvante R(z) = R(—i) + (2 + i)R(2)R(—%) pour
obtenir les décompositions ci-dessous

()" DpR(2) (z) ™" = ()" DpR(=1) (2) " + (2 +4) (2) " DpR(—i) ()" ()" R(z) (z) ™",
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() " DpR(2)D; ()" = (2) " DeR(=i)D; (z) " + (z) " DiR(2) (&) " (z)" R(=1)D; ()"~

on vérifie qu’il s’agit bien de produits d’opérateurs bornés grace au théoreme 1.3.7 et au
lemme 1.3.10. Les estimations pour p € (1/2, 1] entrainent celles pour p > 1. O

Pour H; l'estimation (1.3.24) et la continuité au sens de Holder découlant de la pro-
position 1.1.16 nous permettent de récupérer I’équivalent des propositions 1.2.21 et 1.2.22
pour 'opérateur H;.

Corollaire 1.3.12 On pose Ri(z) = (H; — 2) ! et

§e(Hy — ) = (2mi) " (Ry(A +ie) — Ri(X — ig)). (1.3.29)

Alors pour fi, fo € S(R?) on a Uexistence de la limite suivante et [’égalité

lim (6. (Hy = \)fi, o)y = AN, £2)/d) = (M)A TI ()P (18:30)

ot , T'1(A) : S(RY) = N vérifie T (A\)Hyf = AT'1(\)f. De plus les opérateurs (z) P T;(N)
et () P DyTi(N), k=1,...d, sont, respectivement, compact et bornés sur N et continus
au sens de Holder par rapport a A > 0.

Preuve Ce résultat découle par continuité de (1.3.24) sachant que pour tout p > 1/2
Popérateur (z) * Ry(z) (z) ¥ est compact et (z) ¥ D, R1(z)Dy (z) ? sont continus pour
Im 2z # 0. O

Si le principe d’absorption limite suffit a développer la théorie de la diffusion pour des
perturbations a courte portée il n’en va pas de méme pour les cas longue portée. C’est
pourquoi on a besoin de I’estimation de radiation introduite dans [Yaf93, Yaf95]. Cette
estimation se rattache au cas critique p = 1/2 du théoréme 1.3.7. On adopte la méme
méthode de démonstration que dans [Yaf00b].

Théoreme 1.3.13 (Estimation de Radiation) Soit H, défini par (1.3.8) avec Ay, et
Vi vérifiant (1.3.4), alors les opérateurs

Gy=(z) "’V Viu=0u—|e|?<Vuz>z;, j=1,...,d (1.3.31)
sont Hy-lisse sur tout intervalle compact A C (0,00) disjoint de 0.

Preuve Soit une fonction m € C*(R?) telle que m(z) = |z| pour |z| > 1. On appelle M
I'opérateur différentiel défini par

d
k=1

Un calcul direct montre que
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d d
i[H1,M] =4y Dim;D;+ > NiDy + Ny,
k.j=1 k=1

ou Ny, k =0,...d sont des fonctions C* dépendant seulement des dérivées de Ap et Vg,

Ni(z) = — < Ap(z),Vmy(z) >+ < VALi(z),Vm(z) >, k=1,...,d, (1.3.32)
No(z) = —A’m(z)+2 < VVi(z),Vm(z) > +2i < Ag(z), VAm(z) >
+4 Z (i (x) + Ap(x)my(z)) O Ar (). (1.3.33)

Sous I’hypothése (1.3.4) ces fonctions satisfont, pour tout multi-indice o € N?, les esti-
mations |07 Ni(z)| = O ((1 + |:c|)717p7‘”‘) . Soit u € E(A)H alors d’aprés (1.3.31) on a
pour |z| > 1
d d
Z m]-ijuD_ku = Z |a:|71|leu|2 = |z| | VEul
k=1 j=1

En tenant compte des estimations sur N on arrive a

d d
(i[Hy,M]u,u) = 4 Z (DymjrDju,u) + (Nou, u) —|—Z(Nkau,u)
kj=1 k=1

> Al (2)” V= e || (=)~ (Ho +0) ),

avec | = (14 p)/2 > 1/2 et ¢ > 0. En utilisant le théoréme 1.3.7 et la proposition 1.1.2
on en déduit 'estimation de radiation. O

On a aussi besoin pour les opérateurs G; de 1’équivalent de la proposition 1.2.21. La
démonstration de la proposition suivante peut étre trouvée dans [Yaf95].

Proposition 1.3.14 Les opérateurs G,T'j(N), j =1,...d, sont bornés dans l’espace N =
12(S% 1) et continus en norme par rapport a X > 0.

Les théoremes 1.3.7 et 1.3.13 suffisent pour montrer I’existence et la complétude asymp-
totique des opérateurs d’onde (24).

1.3.4 Estimations de propagation microlocales

Pour 1’étude de la matrice de diffusion on a besoin d’estimations supplémentaires
par rapport a celles de la section précédente. Ces estimations, appellées estimations
microlocales, on été introduites par Isozaki et Kitada dans [IK84, IK85b] et donnent des
estimations du type (1.3.21), (1.3.22), (1.3.23), ou A et Py sont respectivement remplacés
par z et des opd de la classe SRO dont le symbole est localisé dans certaines zones de
I’espace des phases I'z(6, a) dont voici la définition (voir aussi la Figure 1.2).
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Définition 1.3.15 Poura >0 et 6 € (—=1,1) on appelle T'+(0,a) la partie de I’espace de
phases telle que

To(8,a)={(z,6) ER*: + < Z,& >> 0, |z| > a, |¢]| > a}. (1.3.34)

Arcsind

\

F1G. 1.2: Les cones tronqués I'1(6,a)

Indépendamment Jensen [Jen85] a proposé une démonstration de ces estimations, &
énergie fixée, reposant sur la théorie de Mourre. Dans la suite on redémontre ces esti-
mations microlocales pour des opd a symbole oscillant C™(®), m quelconque, en suivant
I’approche de Jensen.

On commence par un lemme qui généralise le lemme 1.3.8 et dont la démonstration
repose sur les mémes idées (voir lemme 2.3 dans [Per81]).

Lemme 1.3.16 Pour tout p € [0,1] lopérateur (A)’ R\ (£i) (z) ? est borné dans H.

La démonstration des estimations de propagation repose sur le lemme suivant adapté
du lemme A.5. de [Jen85]. Ce lemme est basé sur la construction d’une paramétrix de
Popérateur A. C’est ici que 'hypotheése de localisation du symbole de Q4 est cruciale, en
particulier le fait que ce support n’intersecte pas I’ensemble < z,& >= 0 (cf. Figure 1.2).

Lemme 1.3.17 Soit Q+ = Op (eiq’(“ﬁ’f)qi(aj, €)) un opd de la classe C™(®) pour une phase
® € S avecr € [0,1). On suppose que supp g+ C I'+(6,a) pour un 0 € (0,1) et una >0,
alors il existe des opd Ry, Qi+, k=0,...,s, dont les symboles respectifs vérifient
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Ry =O0p(ru(z,8)), 1090/rs(z,8)| < Capn (z) ™" (€)™, VN EN, (1.3.35)

Q:I:,k = Op (ei¢($’£)qk,i($7£)) y Gkt € va (1336)
supp qr+ CI'5(6',d'), 1 >0 >6>0,a>d" >0, k=0,...,s, (1.3.37)

tels que

Qs+ (z)" = Z A*Qr+ + Ry (1.3.38)
k=0

Preuve Soient 1 > 6 > 6 > 0 et a > o' > 0, on introduit les fonctions de troncature
suivantes :

e 0. € C™(RR,[0,1]) telle que : o(7) =0 pour +7 < ¢ et 0.(7) = 1 pour +7 > 0,
e € C*(RY,[0,1]) telle que : n(7) = 0 pour 7 < @' et (1) =1 pour 7 > q,
On pose (4 (z,£) = 04(< 55,5> n(|z|)), il est clair que (4 vérifie les propriétés suivantes

C:I: € Sﬂa supp C:i: C Fﬂ:<617a’l)’ Cﬂ:\supp aF =L

La démonstration repose sur la construction d’une paramétrix uy de A valable dans les
cones I'y (0,a) :

Ci(fﬂ,f)

-1
SN ErT es. (1.3.39)

ui(aj,f) =

L’inclusion découle de I'estimation | < z,£ > —id/2| > ¢ < & > sur le support de (.

D’apres le lemme 1.2.10 'opérateur Q4 (z) admet la décomposition suivante

Qi<$>:Pi+Ri, P:I::Op(eiq> (m7£)ecm+1( )7
Ra = Op (0,6, 1028 ral )] < s o (61, VN €,
La construction des symboles gy ; repose sur l'idée suivante : trouver g.; tel que le
symbole de AQ+; — Py = —Q4 soit d’ordre m. Comme A est un opd de symbole

<z, > —id/2 € 8! on peut, en utilisant la formule de composition (1.2.10), calculer ce
symbole

ié(m’s)qiﬂo(m,f) — (1340)
(< 33,5 > _Zd/2) elé(m’S)Qi,l(xa 5) + JZV (eZCD(m’&)qi,l(xa 5)) - e“b(m’&)pi(xa 5)

tCette formule est ici exacte puisque A est un opérateur différentiel !

—€
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On procede par approximations successives, soient

n

gr1(z,8) = D a;(z,9), (1.3.41)

7=0
ay(z,€) = p(e,uz(z,£), | (1.3.42)
ajr1(z, &) = —uz(z,£)e g v (e@(‘”’g)aj(x,f)). (1.3.43)

On peut remarquer que tous ces symboles ont un support inclus dans celui de p. Par in-
duction on montre que a;(z,£) € 8™ 7" puis en réinjectant (1.3.41)-(1.3.43) dans (1.3.40)
et tenant compte de I'égalité (< z,£& > —id/2) uy(z,£) = (4(z,&) = 1 sur le support de
p+ on obtient que

mn

—e@(m’é)qi,o(a:,f) = (<z,§&>—id/2) E e@(m’g)aj(a:,ﬁ)+ E z.V (e@(m’ﬁ)aj(a:,f))
=0 =0
—6@(9&’5)2&(%5)
= z.V (e@("”g)an(x,f))

ei‘i‘(maf) (< x’Van(aj’é-) > +zan(:c,f) <uz, Vfb(x,ﬁ) >)

En particulier g g € S™*!1=("*D" Donc si on choisit n dans (1.3.41) tel que n+1 > 1/r
on a bien gy € S™.

Au final on a obtenu que Q4 (z) = AQ+ 1+ Q4 ¢+ Ry ot Q4 g, Q 1, vérifient bien les
hypotheses (1.3.36),(1.3.37), et le symbole du reste Ry vérifie bien (1.3.35). Ceci conclu
la preuve pour s=1, pour s > 1 il suffit de réitérer la méme construction autant de fois que
nécessaire. Pour les termes de reste supplémentaires il suffit de remarquer que le symbole
de R+ (a:}k vérifie bien I'estimation (1.3.35) ce qui découle de la formule de composition

(1.2.7) et de (1.3.35). O

Ainsi adapté le lemme 1.3.17 permet d’obtenir les estimations suivantes.

Lemme 1.3.18 Soit Q+ = Op (eiq’(“ﬁﬂf)qi(x, £)) un opd de la classe C™(®) pour une phase
d €S avecr €]0,1). On suppose que supp g+ C I'=(6,a) pour un 6 € (0,1) et un a > 0.
Alors on a l’estimation suivante

H{A) ™" Qx ()" || < 0. (1.3.44)

Preuve D’apres le lemme 1.3.17 on a que

s+m

(A7 Qa (o)™ () = Y (AT A Qs (@) (AT R ()

k=0

ou les opd Q1 = Op (e"@(m’@qi,k(l’,§)¢(|f|2)) , q+. 1 € 8™, et Ry vérifie, pour un N arbi-
trairement grand, ’estimation (1.3.35). En particulier grace au théoreme 1.2.4 | R1|| < o0.
En tenant compte de ce que
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[¢A) " A < sup (W) " "y <1, 0<k<s+m
ye

on en déduit que

1A Qe (&) Il < Qs &)™ | + | Rl

Enfin d’aprés la proposition 1.2.13 les opérateurs Q4 ; ()™ sont bien bornés. (]

Pour obtenir des estimations du type (1.3.23) la difficulté principale est la présence
des projecteurs spectraux Pj qui rend difficile 'utilisation du calcul pseudo-différentiel
[Jen85]. C’est pourquoi on utilise la transformation de Mellin pour diagonaliser A (cf. les

lemmes 2 et 3 dans [Per80]).

Lemme 1.3.19 Pour f € S(RY) la transformée de Mellin est définie par

M o T12RY) — L2(R,L3(S41))
f(z) — (Mf) (v,w)

(MF) (v,w) = fir,w) = /000 a‘”*’%*lf(aw)—. (1.3.45)

La transformation de Mellin se prolonge en un opérateur unitaire sur 1.2(R?) dont ’adjoint
est formellement défini par :

dv
\/27r.

L’opérateur M diagonalise l'opérateur A, i.e. Vf € S(R?)

(M?g) (x) = / el g(n, )

(MA) f(r,w) =v (M) (v,w).
Maintenant on peut démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.3.20 Soit Q4 un opd de symbole g+ € S}5. On suppose que supp q+ C I'z(0,a)
pour un 6 € (0,1) et un a > 0. Alors on a

| (A PEQy (z)°|| < 00, Vt,s€R. (1.3.46)

Preuve Il est clair que si (1.3.46) est vrai pour un couple (¢,s) elle est aussi vrai pour
tout couple (¢',s') avec t' < t et s' < s. On se limitera donc a montrer (1.3.46) pour
s € 2N. Pour f € S(R?) et s € 2N on va estimer la norme de M <.A>75 PzQy (z)" f.
d’apres (1.3.45)
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(M (A P5Qx () ) (v,w)

% > — o<w,E>—vin(o '/G\ d dO'

= <y> ﬂki(y)/n o2 l/p;le( £ In( ))qi(gw7£)(<$> f)(f)(Qﬂ_ﬁTW
t = - ilo<w,E>—vin(o s 7 déd

= () es(v) / o [ e (g0, 6) (Do) (f)(g)mﬁﬁ—diw

1 > H(o<w,&>—vIn(o () dod
= 1) [ [ o, 6 o,

ol py € Sm Theetd/2 o supp p+ C I'2(6,a). Sion pose ¢(0) =0 < w,& > —vin(o)

les points statlonnaires de ¢ doivent vérifier 9,¢ =< w,£ > —v/o = 0, ce qui n’est pas
possiblesi (ow, &) € T'(6,a) et v > 0. Pour estimer I'intégrale précédente on va intégrer
par parties en variable o en utilisant I'identité

xei‘ﬁ da:ma d, d_ooi¢ d
/0 - / (10,) € (prs/(i0,))dor / eprsy s do

ou les p; + sont définis par

Pt = 0s(p/(10,8)), pox =psr €S,y 14258+d/2

et vérifient pl,i(UW,f)‘J:ﬂ = 0 pour tout /. En utilisant I'inégalité

1 1
E-I-E > utPyl/t Yy 0 >0, pg>1, —4+—=1,
P q p g

avec 1/g = p/2, 1/p =1 — p/2 on obtient une minoration pour 9,¢ :

2 6 2—p 0
0,672 = |<w,e> -2 > 02 + = 5 LD ev ] (1.3.47)
o o ol
Ceci conduit par induction a I'estimation suivante sur p;
|pl$i<0w,£)| S Cl <a>m71+255+d/2719/2 <£>N*l(lfg/2) <U>flg/2 ‘ (1348)

Apres avoir intégré par parties [ fois par rapport a do on obtient finalement que

(M (A)' Pj@ﬂ ) f (1.3.49)

dod
¥ Lo / / g (0, ) ()E)

Pour estimer le carré du module de (1.3.49) on va supposer que ! est suffisamment
grand pour que toutes les intégrales convergent. Pour majorer (1.3.49) on utilise I'inégalité
de Cauchy-Schwarz on obtient (pour l'intégrale par rapport a )
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‘ 2

[(M(A) P1Q+(2)" f) (v,

S < >2tﬂni Hf” / ‘/ pl:l: O'Ldng' ()—gd-q—l
< (@) ()| £
[e%) 2
/Rd /0 Cy (o) a2/ A N=I(1=0/2) (N ~l0/2 g (%C)i(fdﬂ)
< L)
= (27)@+D) R

o
Rd

/\OC Cl <0_>m—1+255—lg/2+d/2 do
0

< CW ()| £

si2N —1(2—p) < —detm+2s§ —1p/2+d/2 <0. Au final si 2t — [p < —1 on a que

|M(A) PZQx ()" f|| < O£,
ce qui prouve (1.3.46). O

On peut maintenant démontrer les estimations de propagation microlocales.

Théoréeme 1.3.21 Soient Q4+ = Op (eiq’(“)qi(x, £)) des opd de la classe C™(®) pour une
phase ® € 8" avecr € [0,1) A C (0,00) disjoint de 0. On suppose que supp g+ C I'=(0,a)
pour un 8 € (0,1) et un a > 0. Si l’hypothese (1.3.4) est vérifiée alors on a les estimations
suvantes

sup || (z) " Ri(2)(z) || <oo, Vs>1-1/2, (1.3.50)
Rez€A
12\Im€z|>0

sup || {z) "RY(2)Q+ (z)" || <00, Vs>I1—-1/2,0 >m4+1, (1.3.51)
ezEA
lzfjclnfz>ﬂ

sup () QLR()Qx (4| <0, V€ R (135)
ezeE
1>+ Imz>0

Preuve Comme pour déduire le principe d’absorption limite de 'estimation (1.3.20) on
va déduire les estimations (1.3.50)-(1.3.52) des estimations (1.3.21)-(1.3.23) en utilisant
les lemmes 1.3.16, 1.3.18 et 1.3.20 et la généralisation suivante de la formule de résolvante

Ri(z) = (24 i)"RP(—1)Rl(2) + Z pin(z)Ri(—7), ¥YneN (1.3.53)

ou p;,(z) est un polynéme de degré j en z. En injectant (1.3.53), pour n = 2[, dans
(1.3.50) le seul terme a estimer est
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(@)™ By (=) By (2) Ry (=) (z) ™
= ({z) " Ry (1) (A)) ((A) " Ri(2) (A) ) ((A)" By(—1) {z) )

qui est bien borné pour ! > s > 1 —1/2. L’estimation (1.3.50) pour s’ > [ découle de celle
pour s € (I —1/2,1] sachant que

()~ Ri(2) (z) || > [[ )" Ri(2) (z) ||, V¥s'>s.

Pour (1.3.51) en y injectant (1.3.53), pour n > max{l, s}, on doit alors estimer le terme

(2) " Ry (—)R}(2)Qx (2)"
= (o)™ RY(=0) (A)) (A7 B PT A (A Qg ()
+ () " RI(=0) (A)) ((A) " Ri(2) (A) ) ((A)' PEQs (2)" 7).

Ce terme est donc borné si on choisit le parametre libre ¢t € (I — 1/2,n] tel que [ — ¢t +
m+ s — o < 0. Cette derniére condition conduit a la restriction ¢ > m + (.

Pour (1.3.52) on commence par remarquer que si (1.3.52) est vrai pour un s donné
Iestimation est encore valable pour tout s’ < s. Il suffit donc de prouver (1.3.52) pour s
assez grand. Ensuite on décompose l'opérateur de la maniére suivante

(2)" QLR (2)Qs (z)° = By + By + B;,

B, = ((a: Qipi (A) )((-A)i )((A PJFQ%E 33))

B, = ({a)° @ipﬂ S*’*m)(<A> ”’”Rl (2)P% (A" ) ((A) " Q= (2)')
+ ()" QL A PER () (A7 m)(<A>*+l+m PIQ: (o))

By = ((z)'Q < >* ) ((A)”ijFRZ( A“’“) ((A) ™ Q+ (z)7).

On voit alors grace au théoreme 1.3.6 et aux lemmes 1.3.18 et 1.3.20 que les opérateurs
B;, j=1,2,3 sont bornéssi s+m+1>1—1/2 et s >1—1/2 qui est bien vérifié pour
un s assez grand. O

Remarque 1.3.22 Dans tous les lemmes de cette partie '’hypothese que le symbole de
Q@+ soit dans la classe C™(®4) peut étre remplacée par S;'s a la condition que 1 > o >
d > 0 ce qui ne permettrait pas de traiter le cas 1/2 > p > 0 dans nos applications.
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Chapitre 2

Théorie de la diffusion

2.1 Les opérateurs d’onde

Dans cette section on va construire des opérateurs d’onde modifiés de la forme (24)
pour le couple Hy, H. Pour simplifier ’approche on construira les opérateurs d’onde
(24) pour le couple Hy, H; et les opérateurs d’onde (8) pour le couple Hy, H, le résultat
pour le couple Hy, H découlant du théoreme de multiplication 1.1.6. Pour construire les
modificateurs J; on utilisera les résultats de la section 2.1.1 sur les solutions (approchées)
de I’équation eiconale (25) et de I’équation de transport (2.1.24). Enfin on vérifiera que
la construction présentée coincide avec d’autres constructions dépendantes du temps.

2.1.1 Les équations eiconale et de transport

Dans cette section notre but est de construire des fonctions propres approchées de
I'opérateur de Schrodinger H;. Il est naturel de chercher ces fonctions propres sous la
forme ¥ = e oli ¢ est une fonction réelle. En injectant cet Ansatz dans ’équation de
Schrodinger on obtient

(D= AL+ VL — [P
= ei¢(|v90|2 —2< AL, Vo> —-iAp+V, + |AL|2 + edivAg — |§|2), V=V, (2.1.1)

En ne conservant que les termes réels dans (2.1.1) on obtient I’équation eiconale pour ¢

IVe(z,6)]” =2 < Ag(z), Ve(z,£) > +Vi(z) + |Ar(2)* = €. (2.1.2)

Faute de pouvoir résoudre globalement I’équation eiconale on va chercher a construire des
solutions “approchées” de (2.1.2). Par solutions “approchées” on entend des solutions ¢
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qui vérifie (2.1.2) a un terme courte portée preés dans tout cone £ < :f:,é >> Kk, VK €
(—1,1). Pour cela on décompose ¢, de la maniére suivante

@i(a”af) =< é.,aj > +(I)i(aja£)a (213)

et on demande que ® = ®_ vérifie I’équation

2 <§,V(I)<aj,§> > —|—|V(I)($,£)|2 —2 <AL<ZC)7§+ V(I)<ZC,§) > +VL<$) + |AL<$)|2
= ¢ N (z,€). (2.1.4)

ot ¢V = q;Ne) est un terme a courte portée. Alors d’apres (2.1.1)

(D= A+ V, — [€)(e%%) = e qy, (2.1.5)

ou

ar = q2) +idivA; — iAD., (2.1.6)

est encore a courte portée pourvu que la fonction ¢ = ¢ soit suffisamment proche d’une
phase plane, i.e. qu’elle vérifie, au moins dans les cones + < #,£ >> &k, Vk € (—1,1),
I’estimation suivante

9y (pu(m,6)= < 2,6 >) = 97s(2,8) = O (|| 1) . (2.1.7)

Commencons par étudier I’équation linéaire auxiliaire

2 < £,Vo(c,€) > +F(z,8) = 0. (2.1.8)

Lemme 2.1.1 Supposons que F' = F vérifie pour tout multi-indice o, 3

10200 Fi(,€)] < Cop (1+ z|) gl £ <2 € > >k, oulz|<e,  (2.1.9)

pour tout k € (—1,1) et p € (0,1). Alors la fonction

bu(z,6) = £27! /OOC (Fi(as +t6,6) - Fi(:l:tg,g))dt. (2.1.10)

est une solution de I’équation (2.1.8) qui vérifie pour tout a, 3 l’estimation

1020, ¢ (2,€)| < Cop (1 + |2)' 71 g7+ £ < 3,6 > >k, oulz| <e (21.11)
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Preuve Il suffit de différencier (2.1.10) pour voir qu’il s’agit bien d’une solution de (2.1.8).
Pour montrer (2.1.11) commencons par le cas ou |a| > 1. Dans ce cas on doit estimer
pour |z| grand

G!
B1!B:!

000 pu(z, &) =£27" >

/(:tt)ﬁl8§+ﬂ1852Fi(a::|:t§,§)dt (2.1.12)
Pr+p2=p 0

dans le cone £ < :?:,é > > k. Dans cette zone on a pour £t > 0
e £ € = [z £2t <2, & >+ > 2] + 2]t [z][€] + [EF > (1 - &%) (|2 + [€]).

Maintenant en faisant le changement de variable ¢ = s|z|/|{| et en tenant compte de
(2.1.9) on obtient que

1 — k2

020¢ $u(, )] < —5—Cl gla 7 el / ()77 ds.

0

Pour a = 0 il suffit d’écrire le développement de Taylor de ¢

1
006:(0.6)| < {6:0,0)] + Jal [ V.00 (t2.,8)lar
0
et d’utiliser I’estimation (2.1.11) pour |a| = 1. O

Maintenant on peut construire par itération une fonction ®, vérifiant (2.1.4) et (2.1.7)
dans tout cone + < 2, >> &, Vi € (—=1,1), avec ¢¥) & courte portée. Posons

Ne

By(z,6) =Y BY(z,0), (2.1.13)

n=1

)

ou les fonctions @gf’ sont solutions des équations

2<¢,voel s 4V, —2< A 6> = 0, (2.1.14)

2 <&, vol > vl P —2<A4,, Vo) > 4|42 = o0, (2.1.15)

2< &, VOt s o<, vl >+ Y <velY vell s = 0, n>22.1.16)
m—+p=n-+1

La fonction ., définie par (2.1.13), vérifie donc (2.1.4) avec qiNe) qui s’écrit

o' (2,6) = =2 < Ay(x), VOL ) (2,6)> + Y < VO (,6), VO (2,€) > .
m~+p>Ne

(2.1.17)

En utilisant le lemme 2.1.1 on déduit par induction des estimations pour les fonctions
n N,
@;), Dy et qi ),
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Proposition 2.1.2 Supposons que l’hypothése (1.3.4) soit satisfaite pour un certain p €
(0,1). Soient ® la fonction définie par les égalités (2.1.13)-(2.1.16), et qi V) celle définie

par (2.1.4). Alors pour tout multi-indices o, f on a dans la région + < &, >> Kk, pour
tout k € (—1,1) (ou |z| < ¢)

020 DY) (2,6)] < Cap (14 |zf)! 7 gl (2.1.18)
02001 (2,8)] < Cop(1+J2])! 77" |¢| 1 (2.1.19)
10208 g8 (2,6)] < Clap (14 |z])” Pt Derlel g i=Ne=lel (2.1.20)

A partir d’ici on choisit N, = [p~!] et on pose € = (N.+1)p—1 (on remarque que p >
€ > 0). Les estimations (1.3.4),(2.1.19) et (2.1.20) impliquent que €*¢* vérifie ’équation
de Schrodinger, au terme e*“*q. a courte portée pres, en dehors de tout voisinage de la
direction F£. Pour tout «, 3, et tout kK € (—1,1) on a alors I’estimation

10000 qu (2, )| < Cop (14 |zf) e =Nl £ < e > >k, oulz| <e
(2.1.21)

Remarque 2.1.3 Quand p > 1/2 dans (1.3.4) on n’a besoin que d’une seule étape pour
construire la fonction ® qui dans ce cas admet une expression tout a fait explicite

Cbi(m,f) = :|:2_1 /OC (VL(QZ + tf) - VL(itf) —2 < AL(QZ + tf) - AL(:I:tf),f >>dt
(2.1.22)

En dérivant cette expression on remarque que la fonction ®4(z,¢§) = <I>(il)(:c, ¢) ne dépend
pas de la projection de z sur la direction &.

A partir de cette premiere approximation des fonctions propres de Hy il est possible
d’en construire de “meilleures” par itération. Si on pose ¥, = e**a, alors en injectant
cet Ansatz dans I’équation de Schrodinger et en tenant compte de (2.1.5) on obtient

((D— Ap(2))? + Vi (z) — [£1) P (z,€) (2.1.23)
= e+ @8 (qy (2, 8)as(z, &) — 2 <€+ Vi (z,€) — Ap(z), Vay(z, ) > —Aas(z,£)),

d’ou l'on tire I’équation de transport pour a4
q+(z,8)ax(z,€) — 20 < E+ VO (2,€) — AL(z), Vag(z, &) > —Aay(z,§) =0. (2.1.24)

La encore on résout (2.1.24) de maniere approchée en utilisant la méme démarche d’ap-
proximations successives que pour ’équation eiconale. On pose
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as(2,6) =3 b (2,8), bV (z,€) =1, (2.1.25)
n=0

ou b(ﬂ?) est défini par récurrence comme solution de I’équation

2 <& Vb (2,8) > —iqu(z, )bV (w,€) (2.1.26)
2 < VO (,6) — Az), Vb V(z, &) > —Ab V(z,6) =0, n> 1.

Pour résoudre (2.1.26) on utilise un lemme similaire au lemme 2.1.1 (dont la démonstration
est d’ailleurs la méme).

Lemme 2.1.4 Supposons que F' = F. vérifie pour tout multi-indice o, 3

1020, Fiu(2,6)| < Cag (14 [2]) 1 g7 £ <d,€> >k, oulz| <e (2.1.27)

pour tout k € (—1,1) et € > 0. Alors la fonction

¢i(z, &) =£271 /x Fo(z +t&,&)dt. (2.1.28)

0

est une solution de l’équation (2.1.8) qui vérifie pour tout a, 3 l’estimation

1020 (2, €)| < Coy (1+ )™ e W £ < 2,6 > >k, oulz|<c (2.1.29)

En utilisant (2.1.26) on conclut que la fonction e*#*a, est une solution de 1’équation
de Schrodinger modulo le terme

(D= Ag(2))? + Vi (z) — [€]) Vs (z, &) = e+ =0q N (2, ¢), (2.1.30)
ot ¢ (2,€) = qu(z, &) et
a (z,6) = —2i < £, Vb (2,8) > . (2.1.31)

Grace au lemme 2.1.4 on obtient par induction des estimations sur a4, b(i"), q(iN')

Proposition 2.1.5 Supposons que l’hypothése (1.3.4) soit satisfaite pour un certain p €
(0,1). Soient e = (N.+1)p—1 € (0,p), P4 la fonction définie par les égalités (2.1.13)-
(2.1.16), et qiN’) celle définie par (2.1.31). Alors pour tout multi-indice o, 8 on a dans la

région + < £,£ >> kK, pour tout k € (—1,1) (ou |z| < ¢)

0200 (2,6)] < Cag (1 + |z]) "1 g 1Al (2.1.32)
02 as(z, )] < Cop(L+]e]) gl (2.1.33)
10200 q0) (2, €)] < Clap (14 [a]) - HD 2 g =Nmle (2.1.34)
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2.1.2 Existence et complétude asymptotique

On considere le couple de Hamiltoniens Hy = —A, H; = (D — A;)*+ Vi, ot Ap et V;,
vérifient (1.3.4). Soient ®, et ay les fonctions construites dans la section précédente (cf.
propositions 2.1.2 et 2.1.5). Le modificateur Jy = JL(Ny, (4,9) est défini par la formule

(Jif)($) _ (27r)_d/2/ ei<m,§>+i¢i(m,£)ai($,g)gi(x,£)¢(|£|2)li(£)d§, (2_1.35)

]P!d

ou la fonction de troncature

Cola,8) = (< &3 > n(jal), E=¢/ll, &= o/lal. (2.1.36)
Les fonctions o1 et n doivent vérifier les hypotheses suivantes

e 0. € C=(R,[0,1]) telle que : 04(7) = 0 pour £7 < 6’ et o(7) = 1 pour £7 > 0,
pour -1 <8 <0<1

e 7€ C*(R",[0,1]) telle que : 7(7) =0 pour 7 < a >0 et 5(r) =1 pour 7 > 2a.

Ainsi la fonction (4 (z,£) =1si £ < Z,€ >> 6 ou |z| < a (voir Figure 2.1). La fonction
7 est introduite uniquement pour éliminer la singularité de la fonction Z au point z = 0.

La fonction ¢ € C3°(IR".) nous permet de localiser notre étude sur un intervalle d’énergie
A borné et disjoint de 0

A= ()\0,)\1), [)\0,)\1] C (0,00) (2137)

Pour appliquer la théorie développée dans la section 1.2.2 a 'opérateur (2.1.35) On
utilise I’astuce suivante. Soient 7, &4, ¢ vérifiant les mémes hypothéses que les fonctions
n, o4+, ¥, respectivement, et in(a:,f) = 04(< £,& > 7(|z|)). Si on choisit ces fonctions
telles que g:i(a:,ﬁ)@/;(|§|2) = 1 sur le support de (+(z, &) (|€]?), on voit que la fonction &
dans (2.1.35) peut étre remplacée , = &,(41p. Comme éi(a:,ﬁ) est supportée dans la
région + < &,£ >> Kk, K € (—=1,1), (ou |z| < a), il découle de I'estimation (2.1.19) que
$, € S'*. Finalement 1'opd (2.1.35) a pour symbole

ju(z,&) = e Ya (,6)Ca(z, P(€) = ™+ Vay (2, €)Cu(z, E)Y(IE]?) € C"(B2),
(2.1.38)

et conséquemment, d’apres la proposition 1.2.12, Jy est un opérateur borné sur H =
L>(R?). On a aussi besoin d’opérateurs d’onde “inverse”

Wi(Hy, Hy; J*) = s — lim ! Jre P, (2.1.39)

t—toc

avec J = J, ou J = J_ et P; est le projecteur sur le sous-espace absolument continu
de H;. Comme H; n’a pas de valeurs propres positives d’apres le théoreme 1.3.1 on a

P = E(R,) .
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C(z,€) =1

Y

supp(9,C+)

F1G. 2.1: Le support de

Remarque 2.1.6 D’apres les estimations de la proposition 2.1.5 on a pour un ¢ > 0

J(0,¢e, %) = Jo(Ny, (e, ¥) = Op (=) (ar(z,€) — 1)Cu(z, E)p(|€7) € C(Ds).
(2.1.40)

En particulier l'opérateur J(0,(s,%) — JL(Ny, (4, 9) est compact d’apres la proposition
1.2.12. Tl découle de la proposition 1.1.5 que

Wi (Hy, Hy; J+(0,C+,%)) = Wi (Hy, Hy; J4(Ne, C+, %))

pour tout N;. On pourra donc supposer, sans perte de généralité, dans toute la section
2.1 que ay =1 dans (2.1.35).

Le but de cette section est de montrer que le couple Hy, H;, avec les identifications
Jy et J_, rentre dans le cadre de la théorie des perturbations lisses et que les opérateurs
d’onde (24) et (2.1.39) existent. On doit en particulier obtenir une décomposition de la
perturbation effective

T, =HJ, — J.H,, (2.1.41)
de la forme (1.1.4). Pour cela nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1.7 Soit T on opd de symbole
H(z,€) = g(z,&)w(< &€ > n(@))P(E]),
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oug€CH®P),® eS8 p>0,we C®(R) vérifiant w(t) =0 si |7| > € avec e € (0,1).
Soient G;,7 =1,...,d, définis par (1.3.31). Alors T admet la représentation

d
T=> GBYG; +(z) "B ()7, (2.1.42)

j=1
avec p = (1 + p)/2 et B®) € C°(®), B sont bornés.

Preuve Soient B®) et T;,7=1,...,d, des opd de symboles

(0,8 = (o) €] 201 <& 5 ola,ul< . Sn(opvlleR),
BEE) = (@) (6~ el P €28 e, )
La fonction (1 — 72)lw(r) € C=(R), de telle sorte que b*) € C%(®) et, d’apres la
proposition 1.2.12, I’ opérateur B®*) est borné. Comme G; & pour symbole <x>_1/2 (& —
2| 22; (€, 2)) € S7V% et que t;(z, &) = |gi(x, €)?6) (2, ) on peut appliquer la proposition
1.2.14 pour obtenir que I'opérateur {z)” (G;B(S)Gj —T;) (z)? est borné pour 2p = p + 1.
Maintenant comme pour tout |z| > 2a

d

€)= 3 t5(e,6) = 9(2,8) (w(< 2,6 > () — w(< &, >In(a)) w((EP) =

j=1

on a que t(z, &) —Z? Lti(z,€) € SN, VN € N. Ceci implique la continuité de 'opérateur

B = (z)? (zd:G;‘.B(S)Gj—T> (z)?
= (ZG*B G; — T) (ZT T)

7=1

Au final on obtient (2.1.42). O

Lemme 2.1.8 L'opd (2.1.41) peut étre représenté sous la forme Ty = Tj(:) + Tj(:) ot
Tf), f) sont des opd de symboles respectifs

t9) (2,€) = =9 (21 < £, VCu(z, ) >)P(|E]%) € €1 (D) (2.1.43)
t7) = @O (2 E)p(|€7) € CT1 (D), €> 0. (2.1.44)

Preuve D’apres (2.1.41),(2.1.5) et (2.1.35), on a

(Tef) () = @ry 2 [ enemmaton, o (e e
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ol

Te(z,§) = qu(z,§)as(z,§)Ce(z, ) (2.1.45)
=20 <&+ Vei(2,£) — A(2), V(aw(z, (e (2, ) > —Alas(z,€)Cx(2,£))

On élimine le seul terme a longue portée dans (2.1.45)

i (2,€) = —2i < £,V{u(,&) >,

|=! & cause de la fonction de troncature (2.1.36). Comme

tous les autres termes dans (2.1.45) décroissent plus vite, on définit tz) par les égalités

T (@, €) = mu(a, ) — 77 (2,6), 1V (2,6) = PO (2, 8).

qui ne décroit que comme |z

Par conséquent, d’aprés (2.1.21) et les estimations des propositions 2.1.2 et 2.1.5, tS:)

appartient & la classe C™1=¢(®,). a

Maintenant il est facile d’obtenir la représentation (2.1.42).

Proposition 2.1.9 L’opérateur Ty admet la représentation (2.1.42) pour p = (14€)/2 >

1/2 et deuz opérateurs bornés Bﬁ:), Bis).

Preuve Comme ¢t € C'(®1) et ¢'.(7) = 0 dans un voisinage des points —1 et 1,

le lemme 2.1.7 peut étre directement appliqué a Tj(:). Comme, par le lemme 2.1.8,

t;:) € Cilfe(&)i) I'opérateur (z)” Tj(;) (z)* est borné pour p < (1 +¢€)/2, d’apres la propo-
sition 1.2.13. Ceci conduit a (2.1.42) avec p = (1 +¢€)/2 > 1/2. O

En prenant en compte les propositions 1.1.3, 1.1.4, 1.3.7 and 1.3.13 on arrive au résultat
suivant.

Théoreme 2.1.10 Soient Ap et Vi vérifiant (1.3.4). Soit Jp = Ji((+,¥) défini par
(2.1.35). Alors les opérateurs d’onde

Wi(Hl,Hn;Ji), Wi(Hﬂ,Hl;Ji) (2146)

et

Wi(Hl,Hn;J:F), Wi(Hﬂ,Hl;J:T:) (2147)

existent. Les opérateurs (2.1.46) ainsi que (2.1.47) sont mutuellement adjoints l'un de
lautre.

La preuve de l'isométricité et de la complétude de W, (Hy, Hy; J+) repose sur des
estimations du type (1.1.7) et (1.1.8).
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Lemme 2.1.11 On a les deux limites suivantes

o Cr 2 —iHot _
s fl}Iinoc(JiJi Y= (Hy))e 0, (2.1.48)
T —iHot _
s tl}ljrtr(lx Jye 0. (2.1.49)

Preuve D’aprés la proposition 1.2.11, & des termes compacts pres, Ji J. —*(Hy) est un
opd (que I'on notera A) de symbole (¢3(z,&) — 1)9*(|£|?) et

(Ae™ 01 f)(z) = (2m) /2 / e eI (R (2, &) = DYR(IEP) f(€)de. (2.1.50)
Rd

Pour les points stationnaires {y = z/(2t) de cette intégrale on a (4 (z,£)) =1 sl t - +o0

(voir Figure 2.1). Par conséquent si f € S(RY) en intégrant par parties on peut es-

timer l'intégrale (2.1.50) par Cy(1 + |z| + |t|)™" pour tout N, ce qui prouve (2.1.49).

Pour (2.1.48) on applique les mémes arguments & ’opd de symbole (x(z, &) x(z)¥(|€]?) on

X € C=(R%) vaut 0 pour |z| < 2a et 1 pour |z| < 3a. O

Proposition 2.1.12 Soient A vérifiant (2.1.37) et une fonction ¢ € C*(R,) telle que
Yia = 1. Alors sous les hypothéses du théoréme 2.1.10 les opérateurs W (Hy, Hy; J+) sont
isométriques sur le sous-espace Ey(A)H et

Wi(Hl,H[);J:F) :O, Wi(HOaHI;J:T:) = 0. (2151)

Preuve Les résultats pour les opérateurs Wi (Hy, Hy; J1) et Wi (Hy, Hy; Jz) découlent
directement de (2.1.48) et (2.1.49), respectivement. La seconde égalité (2.1.51) est une
conséquence de la premiere car W (Hy, Hy; J3) = Wi (Hy, Hy; Jz)* O
Maintenant on peut montrer la complétude asymptotique des Wi (Hy, Hy; J1).

Théoreme 2.1.13 Soient Ay, et Vi, vérifiant (1.3.4), A vérifiant (2.1.37) et ¢ € Ci*(R,)
telle que |p = 1. Alors les opérateurs d’onde (24) sont complets :

Preuve On doit vérifier que pour tout f € E(A)H il existe fy € Ey(A)H tel que

lim |Je” ' f — Je "ot f3]| = 0. (2.1.53)

t—toc

L’existence des opérateurs W, (H,, Hy; J1) implique que pour fo = Wi (Hy, Hy; J1)f
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lim [|JLe 3t — g = 0
t—+oo
et

M * 7’L‘H1t _ 7Z.H0t —

tllinoo || JxJ e f—Jye foll = 0. (2.1.54)
La seconde égalité (2.1.51) conduit a fliin ||J;‘Fe*iH1tf|| = 0 puis
f— T 00
M * 72‘H1f —

Jim || Jx Ty T f| = 0. (2.1.55)

D’apres la proposition 1.2.11, a des termes compacts pres, J.Ji + JzJI est un opd de
symbole ((3(x,&) 4+ ¢2(x,£))*(|€[?). Si on choisit les fonctions o4 (voir (2.1.36)) de telle
sorte que 02 (1) + 02 (7) = 1 on déduit de (2.1.54), (2.1.55) que

lim |[*(Hp)e "1 f — Jpe "ot ]| = 0.
t—+oo
Comme 'opérateur ¢*(H;) — ¥*(H,) est compact, on aboutit a (2.1.53). O
Il ne reste plus qu’a traiter le cas des termes a courte portée.

Proposition 2.1.14 Sous les hypothéses (1.3.2)-(1.3.7) on a Uexistence et la complétude
asymptotique des opérateurs d’onde Wo(H, Hy;Id) et Wo(Hy, H;Id), définis par (1.1.5).

Preuve D’aprés I'hypotheése (1.3.5), le théoreme 1.3.7 et les propositions 1.1.3, 1.1.4 et
1.3.11 il suffit de décomposer la perturbation

T=H-H =-DAg— AsD +2 < Ag, Ay > +|As|* + Vs (2.1.56)

sous la forme

T={(z) "By (z) "+ Z (z) " Boy () " Dy + Dy (z) * Boy, (z) " ,(2.1.57)
By = (z)7 (2 < Ag(z), Ap(z) > |As(z)]* + Vs(z)) ()Y, Bay = (z)F As(z) (z)? (2.1.58)

pour p = py/2 > 1/2. Les opérateurs d’onde ainsi construits sont automatiquement iso-
métriques et complets d’apres la proposition 1.1.7. (]

Enfin le théoreme de multiplication permet de conclure par

Théoreme 2.1.15 Sous les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) les opérateurs d’onde modifiés
Wy(H, Hy; Jy) et Woe(Hy, H; Jy), définis par (24), existent et sont complets.
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2.1.3 Coincidence avec 'approche dépendante du temps

Il nous reste maintenant a montrer que les opérateurs d’onde Wy (H, Hy; J1.) construits
dans la section précédente coincident avec les opérateurs d’onde définis par une modifi-
cation du groupe unitaire e "#0? associé a 1’évolution libre. On considérera dans cette
partie une évolution modifiée Uy(t) en représentation d’espace comme celle construite
dans [Yaf80], mais on pourrait aussi bien considérer une modification en représentation
de moment comme celle présentée dans [Hor76]. Dans cette section on adopte la méme
stratégie que dans [Yaf98, Yaf0Ob] : dans un premier temps on construit Uy(t) en termes
des solutions de I’équation eiconale (2.1.2), ensuite on montre que cette définition coin-
cide avec une définition du méme type que celle dans [Yaf80]. Notre construction de Uy(¢)

repose sur une description précise de I'asymptotique de

(Jre ™Mot f)(z) = (2m) Y/ / e @O (2 Oy (|€P) f(€)de,  f € S(RY), (2.1.59)

Rd
pour t — Fo00. Les points stationnaires &, = &y(z,t) de la phase sont déterminés par
I’équation
z+ (Vi) (z,&o(z,t)) — 28p(z,t)t =0, £t>0. (2.1.60)
A cause de la fonction (4 (z, §)¢(|§|A2) on s’intéresse seulement aux points £y(z,t) tels que
0<c< |6 <C <ocet+ <E€iyd >> 4k pour k € (—1,1). D’aprés Pestimation

(2.1.19) sur V¢® on a que pour |t| grand ’équation (2.1.60) a une solution unique &y(z, ¢)
et

Loz, t) = (2t) 'z + O(Jt| ). (2.1.61)

Posons

Bz, t) =< &(z,t), 2 > +Du(z, &z, b)) — |&o(z, t)[*t, +t >0, (2.1.62)

la méthode de la phase stationnaire appliquée a 'intégrale (2.1.59), en tenant compte de
C+(z,&) = 1, nous donne

(Jae™ 0 ) (@) = TN (2e]) (6 (2, 1)) F (G2, 0) + il 1), (2.1.63)

ot ry(z,t) tend vers zéro dans I.2(R?) quand ¢t — +o00. L’équation (2.1.60) permet de
réécrire (2.1.62) de la maniére suivante

E(z,t) = |z|*/4t + Q(z, t), (2.1.64)
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ol

Oz, t) = Do (2, & (2, 1)) — (4)7Y(Vedo)(z, Eo(z, 1)) (2.1.65)

Il découle de (2.1.61) que dans I’équation (2.1.63) le terme P(|€o)?) f(&n) peut étre remplacé
par ¥((2t)2|z|?)f((2t) 1z). Ce qui nous conduit au lemme suivant

Lemme 2.1.16 Soit &(z,t) vérifiant I’équation (2.1.60) et soit =(z,t) défini par (2.1.64)
et (2.1.65). On définit une famille d’opérateurs unitaires par ’égalité

(Ua () f)(z) = €T/ 4e=ED Q)= 42 f((26) '), 4t > 0. (2.1.66)
Alors pour toute fonction (4, définie par (2.1.36), on a

T (3, Co)e ot f — Ug ()9 (Hy) f]| = 0, Vf € L2(RY).

lim
t—+oo

Le lemme 2.1.16 permet de reformuler les résultats de la partie précédente en particu-
lier le théoreme 2.1.15.

Proposition 2.1.17 Supposons que A et V wvérifient les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) et
soit Uy(t) défini par (2.1.66). Alors les opérateurs d’onde

W, =s— lim ¢7'Uy(t) (2.1.67)

t—+oo

ezistent, sont isométriques et Ran Wy = PH. De plus, pour tout N; > 0, ¢ € Cg°(R, \
{0}) et toute fonction (2.1.36)

Wi¢(H0) = Wi(H, Hﬂ, Ji(Nt:¢:Ci))'

Remarque 2.1.18 Une conséquence directe de la proposition 2.1.17 est que les opéra-
teurs d’'onde W, (H, Hy; J+(Ny, v, (1)) ne dépendent pas du choix des fonctions de tron-
cature (4 ni de l'ordre N; d’approximation de 1’équation de transport (2.1.24) (ce qu’on
savait déja d’apres la remarque 2.1.6).

Si p > 1/2 alors la fonction (2.1.64) peut étre remplacée par une expression plus
simple. Comme d’apres (2.1.19) et (2.1.61) on a pour |z| ~ |t| que

(4t)*1|vgq>i(m,§0(m,t))|2 -0 (|t|1f2p) ’ q)i(m,&](x’t)) — cbi(x’m/(%)) -0 (|t|172p) ’

on peut poser Q(z,t) = & (z,z/(2t)) dans (2.1.65) avec &, = <I>$). En tenant compte
de (2.1.22) on arrive, pour £t > 0, a
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S(z,t) = % + t/:o (VL((l + s)z) — VL(:lzsz:))ds (2.1.68)

:F/OOO < Ay((1+ s)2) — Ay(£sz),z> ds.

Une conséquence directe de (2.1.68) est le résultat de Loss et Thaller sur I'existence des
opérateurs d’onde usuels (8) pour des potentiels magnétiques a longue portée vérifiant la
condition de jauge transverse [LT87].

Proposition 2.1.19 Supposons que V' et A vérifient les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7), pour
un p > 1/2, avec en plus Vi =0 et Ay satisfaisant la condition de jauge transverse (19).
Alors les opérateurs d’onde

Wi(H,Hy) =s— lim e Htg=iHot (2.1.69)

t—+oo

ezistent et coincident avec les opérateurs (24). En conséquence les opérateurs (2.1.69)
sont complets.

Preuve Sous les hypothéses énoncées il découle de (2.1.68) que Z(z,t) = |z|?/(4t). Donc
pour tout f € L*(R%) on a

3 _ 7Z‘tH0 —
et 1’évolution modifiée Uy(¢) coincide avec 1’évolution libre e "o, O
Les opérateurs d’onde (2.1.67) avec Uy(¢) défini par (2.1.66) ont été étudiés dans [Yaf80]

(pour A = 0). Dans cet article la fonction Z était toujours définie par la formule (2.1.64)
mais avec {)(z,t) une solution approchée de ’équation

Oz, t) +t 1 <z, (VQ)(z,t) > +|(VQ)(z,1)?
—2 < Ar(z),z/(2t) + VQ(z,t) > +Vi(z) + |Az(2)]* = 0, (2.1.70)

vérifiant la condition

sup  0°Q(z,t)| < Clt) ) ol =1,2, >0, (2.1.71)

clti<lz]<c!lt

Il convient donc de montrer que la construction développée dans la section 2.1 coincide

avec celle de [Yaf80].

Proposition 2.1.20 Soit {y(z,t) vérifiant Iéquation (2.1.60) et soit Q(z,t) définie par
la formule (2.1.65). Alors Q(z,t) vérifie ’équation (2.1.70), a un terme d’ordre |t|~(N+1)r
pres, dans la région 0 < ¢ < |z|/|t| < ¢ < 0o ainsi que la condition (2.1.71).
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Preuve Pour simplifier les notations, on omet ici les variables ¢ et z. En différenciant
(2.1.65), on trouve que

d
1
91 = _|V£©i|2 <V£(I’i,3t§0 - E 3t§k,oafkvg¢i> ) (2.1.72)
k=1

0, Q= 0, &y + <v£c1>i, 9, &0 — <aﬁv5c1>i + Za 13 Oagkvgcbi) > (2.1.73)

k=1

En différenciant I’équation (2.1.60), on trouve que

d
1 1 1
o — o kz_;atfk,oafkvfcbi = —gpt- §V5<I>i (2.1.74)
et
1 d 1
a:m‘é-jﬂ - % (amiafj(b:t + kz_;amifk,()agkagj@i> = gdij, (2175)

oud; =1etd; =0sl47#j. En comparant (2.1.72) et (2.1.74) on obtient que

1 2
0 = _ﬁ <z, V¢ (I)i > —E|V5<I>i| (2176)

De maniére similaire, en comparant (2.1.73) et (2.1.75) on obtient que

1
Ces égalités entrainent que
1 5 1
8tQ+ <z,V,Q>+|V,QF = —<a:+véc1>i,v Py > +|V, 04| (2.1.78)
et d’apres (2.1.60)
1
ﬂa:—l—vl.ﬂ =&+ V,9,. (2.1.79)

Les équations (2.1.4), (2.1.77) et (2.1.78) conduisent a

OO0+t 1<, V, Q>+ V. QP —2< A4,2/(2t) + V,Q > +V + |A]?
=t ' <z + VDV, 0> +|V, 0 -2< A4V, 0> 4V + AP
_ W)
=4q

D’apres l'estimation (2.1.20) le terme ¢ = ¢V)(z, &) est d’ordre [t|~(Ne+Vr dans la
région considérée. La condition (2.1.71) découle des estimations (2.1.19) et (2.1.61). O
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2.2 La matrice de diffusion S(\; H, H)

Dans cette section on s’intéresse a la matrice de la diffusion S(A) = S(\; Hy, Hy) les
résultats pour S(A\; H, Hy) découlant du théoréme de multiplication 1.1.11. La premiére
étape consiste a justifier une formule de représentation stationnaire du type de celle pro-
posée dans [IK86, Yaf98]. C’est ici que I'on utilisera les estimations microlocales de la
section 1.3.4. Une fois cette représentation justifiée on cherchera a en extraire la partie
principale (& des termes compacts preés) de la matrice de la diffusion. Si on considere
S(\; Hy, Hy) comme un opérateur intégral sur 9 = L?(R?) alors son noyau s(w,w’; )
est une fonction réguliére en dehors de la diagonale w = w'. C’est la structure de cette
singularité diagonale qui détermine les propriétés spectrales de la partie principale de
S(X; Hy, Hy) qui seront étudiées dans la section 2.3.1. A partir d’ici on fixe certaines
contraintes sur les fonctions de troncature {4 définies par (2.1.36)

o.(r)=1pourt €[—¢,1] et  o,(r)=0pourt € [-1,—2¢],
o (r)=1pourte[-1,e] et o_(r)=0pourr € [2,1]. (2.2.1)

pour un certain € € (0,1/2) fixé.

2.2.1 Construction de S(\; H, Hy)

D’apres les théoremes 2.1.10, 2.1.13 et 2.1.15 les opérateurs de diffusion pour les couples
Hy, H et Hy, H; définis par (1.1.9)

S(H, Hy; J,,J_) = Wi(H, Hy; J,)W_(H, Hy; J_), (2.2.2)
S(Hla HO; J—I—a J*) = W—T—(HlaHﬂ; J—i—)W*(HlvHO; J*)a

commutent avec Hj et sont unitaires sur le sous-espace Ey(A)H. Donc d’apres le théoreme
1.1.9 dans une représentation de H ou H, est diagonal ces deux opérateurs se ramenent a
la multiplication par les fonctions a valeur opérateur S(X\; H, Hy) et S(\; Hy, Hy) appelées
matrices de diffusion. On considérera la représentation standard de H décrite en terme
des opérateurs (1.2.23), (1.2.24) et

Fy: Ey(MH — L*(A,M)
fo— (Ff)(A) =T\ f (2:2.4)
qui vérifie
(FoHof)(A) = AME ) (A).

Les matrices de diffusion opérent alors sur I'espace M = 1.?(R?%) comme des opérateurs
unitaires et ce pour presque tout A € (0, 00).
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On commence par traiter le cas de S(A) = S(A; Hy, Hy). On a besoin d’une formule de
représentation stationnaire pour ces matrices de diffusion dans les cas ou les modificateurs
Jy et J_ pourt — 400 et t & —o0 sont différents. Cette formule nous est formellement
donnée par (1.1.10) que 'on rappelle ici

S(A) = Q4 (N) — 2Ty (\) (J:_T_ —T!Ri(M + iO)T_>F(’§()\). (2.2.5)

Les opérateurs Jy sont définis par (2.1.35), 7. sont définis par (2.1.41) et Q4 (\) représente
les valeurs diagonales d’un opérateur d’onde auxiliaire €2,

Qy = Wy(Hy, Hy; J1J )= s — thin e ot J1 J e ot (2.2.6)
—+oc
L’opérateur €2, existe pourvu que la perturbation effective [Hy, JiJ_] = J{T_ — T'7J_

se décompose en un produit de perturbations Hy-lisses, mais on peut aussi déduire son
existence du théoreme de multiplication des opérateurs d’onde 1.1.8. Comme d’apres la
propriété d’entrelacement (cf. section 1.1.1) 'opérateur 2, commute avec Hj il opere
dans la représentation spectrale définie par (2.2.4) comme la multiplication par Q. (X).

On commence par le lemme suivant.

Lemme 2.2.1 L’opérateur J{ T+ admet une décomposition de type (2.1.42) pour p =
(1+¢€)/2>1/2.

d
JiTs =) GiBpaGi+ (e) " Bip.(a) 7,
7=1
ou les opérateurs G; sont définis par (1.3.31) et les opérateurs B(qu)q’i, BQ(]T%qu sont bornés.

Preuve D’aprés la décomposition (2.1.42) pour I'opérateur T+, On a pour p = (1+€)/2 >
1/2

JiTe = Ji(z) *BY (2 +ZJiGB G,

7=1

d
= (2) " (@) Jr(x) T BY) (2) P+ Y G BY Gy + (G, 1] BYG
=1

ol B$ € CO( <) et B( sont des opérateurs bornés. On remarque d’abord que les
opérateurs B]Ti = JiB et B = = (z)? Ji (z) 7 Bg) sont bornés par les propositions
2.1.9 et 1.2.13. D’apres les propositions 1.2.9 et 1.2.10 le commutateur [G;, J.] = A+ R
ou A appartient a la classe Cil/%p(ii) et R a un symbole dans la classe de Schwartz,

en conséquence Dopérateur B; = (z)”/*[G;, J1] (z)” est borné. Comme () B§§’Gj €
C*(””)/z(i&) on obtient que B; = (z) " B;f)Gj (z)? est borné. Finalement ’égalité
G;, J.]"'B G = (z) " Bj B‘ {(z) ¥ nous conduit a la représentation (2.1.42) pour JiT4%
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avec B(’%,:I: = B + ijl B;Ej bornés. O

Le lemme 2.2.1 assure en particulier I’existence des opérateurs d’onde €1, et permet de
définir 'opérateur T'y(X)J;T T'j(A) grace aux propositions 1.2.21 et 1.3.14. Pour I’étude
du terme contenant la résolvante on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.2 Soient J. = Jo(Ny, (+,) définis par (2.1.35) et Ty définis par (2.1.41).
Alors Uopérateur (z)* Tt R\ (X + i0)T_ ()’ est borné dans H et continu en norme par
rapport a A >0 sip <14 (N;+1)e/2 —1/2.

T(sing)

Preuve On a besoin d’une décomposition 17y = T + Tfeg) analogue a celle de la

proposition 2.1.8 mais ou le terme Tﬂ(:eg) appartienne a une classe C”'"(éi) avec un m =
m(N;) — —oo quand N; — oo. Pour obtenir cette décomposition on repart de I’équation
(2.1.45) qu’on réécrit de la maniére suivante

mi(z,8) = o (2,6)Cu(z,6) — 2 < E+ VD, (z,8) — Alz), Vis(z, &) >
ai(xaf) -2 < vai(xag)avCi(xag) > _ai(xaf)ACi(mvg)‘

On pose alors
1) (2,€) = €+ OGN (2, ) (2, (L), 57 (2,6) = ta(,€) — 107 (2,),

de sorte que les symboles de Tj(;eg) et Tj(:mg) vérifient

£ g ¢ Wit De(§ (2.2.7)
£ e Y (dy), supp ti™ C Ie(—¢,a). (2.2.8)
le fait que le symbole de Tfmg) soit supporté dans la zone '+ (—¢,a) découle des condition
(2.2.1) et de ce que tous les termes qui composent tg:mg) contiennent des dérivées de (4

(cf. Figures 1.2 et 2.1). Maintenant on décompose le probleme de la maniére suivante

()P TR (A +i0)T_ (z)? = Bi(A) + Bo(A\) + Bs(\) : H — H (2.2.9)
By(3) = () T <a:>p)* (2)™ RY (A +10) (2) ™ ((2)" T (7)) (2.2.10)

()P T RY (N 4 40) (z) ((:p)S s <x>P) , (2.2.11)

B = (&) T ()7) (@) RE A+ i0)TC ()

Bs(\) = (z)? T R (A +i0)T") (z)? . (2.2.12)
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tout d’abord remarquons que, d’aprés la proposition 1.2.13 et (2.2.7), 'opd (z)” Ti"eg) (z)?
est borné pour s+p < 1+ (Nt—l— 1)6. Les termes contenant la résolvante sont estimés grace
au théoreme 1.3.21, puisque d’apres (2.2.8) le symbole t(ismg) en vérifie les hypotheses, si
l-1/2< setl—1< s—p. En combinant ces estimations on obtient que B(\) est une
somme d’opérateurs bornés, continu en norme par rapport a A > 0, si on peut choisir
un s tel que les conditions suivantes soient vérifiées 1/2 > p < 1+ (N; + 1)e — /2. En
remarquant que ’estimation pour p entraine celle pour n’importe quel p' < p on conclut
que la seule restriction est p < 1+ (N; + 1)e — [/2. O

Maintenant on peut donner un sens a la formule (2.2.5) par le théoreme 1.1.10.

Théoreme 2.2.3 Supposons que U’hypothése (1.3.4) soit vérifiée et que Ji soient défi-
nis par (2.1.35). Alors pour tout choiz admissible de fonctions (2.1.36), la matrice de
diffusion S(X) = S(X\; Hy, Hy) pour le couple Hy, H,, avec identifications Ji, admet la
représentation (2.2.5), ou Q. (X\) = 0. L’opérateur S(X\) est fortement continu par rapport
aX>0.

Preuve Pour justifier (2.2.5) il suffit de vérifier les hypotheses du théoréeme 1.1.10. La
représentation (2.1.42) pour J;T_ permet d’obtenir la factorisation

(z) ¥ ) By 0
J'T_ = K!BK,, K,= " , B= IT:+ .
+ 0 0 0 ( (z) /2L 0 B((,Z)Hldg.[@d

avec p = 1/2 + ¢/4. Ici Ko : G — N est un “vecteur” opérateur et B est un opérateur
“matriciel” borné sur G. L’espace G = H®? consiste en plusieurs copies de H et d’apres
les propositions 1.2.21 et 1.3.14 'opérateur Zy(\, Ky) : G — N défini par (1.1.12) et son
adjoint sont bornés et continus en A > 0. Pour le terme contenant la résolvante on utilise
la décomposition suivante

—P
T:t:KiKD, Ki:(<m>OTi)'

car d’apres le lemme 2.2.2 'opérateur R(z, K, K_) défini par (1.1.13) est bien borné et
faiblement continu. La continuité forte de S(A; Hy, Hy) découle de la continuité faible
puisque S(A; Hy, Hy) est unitaire. Il reste & montrer que Q,(A) = 0, pour tout A > 0, ce
qui découle de ’égalité 2 = 0 qui elle méme résulte de la limite (2.1.49)

s — tl}lfrcnoo J+ exp(—iHyt) = 0. O

[l reste a étudier la matrice de diffusion pour le couple Hy,, H avec identification J,, J_.
D’apres le théoreme de multiplication 1.1.11 il suffit de construire la matrice de la diffusion
pour le couple Hy, H pour récupérer celle pour le couple Hy, H avec identification J,, J_.

Proposition 2.2.4 Supposons que A et V vérifient les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) et que
les opérateurs Jy soient définis par (2.1.35). Alors la matrice de la diffusion S(\, H, Hy)
(avec identification Jy) vérifie la relation
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S(\; H, Hy) = Id — 2inTy(\) (T ~ TR\ + z’O)T)I‘j()\), (2.2.13)
ou T'1(N) est défini dans le Corollaire 1.3.12 et T = T* est défini par (2.1.56).

Preuve Dans ce cas les identifications pour ¢ — +00 coincident avec 'identité, donc dans
la formule (1.1.10) on a Q4 (A) =1 et J{T_ =T =T_ =T ce qui meéne formellement a
(2.2.13). 1l reste a justifier (2.2.13) en vérifiant les hypotheéses du théoreme 1.1.10. Pour
cela il suffit de prendre pour p = py/2 > 1/2

. z) " By By
T = K; BK,, K(]:((m())pDk), B:(B;k 0 >

et

* Bl <$>7p + de -Dk <x>*p BZ k
T=KK, K= k=1 ’ .
: ( D, (2)" By

ou les opérateurs By, Bay,k = 1,...,d, sont définis dans (2.1.57) et (2.1.58) et sont bien
bornés. Les hypotheses du théoréme 1.1.10 sont vérifiées grace au principe d’absorption

limite et a la proposition 1.3.11. (]

Via le théoreme de multiplication on obtient une représentation de la matrice de
diffusion S(\; H, Hy) donnée par (1.1.19).

2.2.2 Analyse des singularités de S(\; H, Hy)

Maintenant on peut commencer I’analyse des singularités de la matrice de la diffusion.
La premiére étape consiste a ramener I’étude de S(\; H, Hy) a celle de S(A\) = S(\; Hy, Hy)

via le théoreme de multiplication 1.1.11. Pour cela on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.5 Sous les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) lopérateur S(X\; H, Hy) — Id est com-
pact.

Preuve d’apres la proposition 2.2.4

S\ H, Hy) — Id = —2inTy(\) (T ~ TR\ + iO)T)F’{()\),
ou la perturbation T est définie par (2.1.57). D’apres le théoreme 1.3.7 et le corollaire
1.3.12 les opérateurs I'y(A) (z) " et (z) " R(A +10) (z) * étant compact pour p > 1/2 on

obtient facilement la compacité de S(A; H, Hy)—Id en utilisant le décomposition (1.1.14).00

A partir de la proposition 1.1.12 on déduit facilement la proposition
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Proposition 2.2.6 Supposons que les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) soient vérifiées et soit
S(X\; H,Hy) la matrice de diffusion pour le couple Hy, H. Alors la matrice de diffu-
sion S(A; H, Hy) est continue en norme pour tout A > 0 et opérateur S(X\; H, Hy) —
S(X; Hy, Hy) est un opérateur compact sur N.

Maintenant notre but est d’isoler la partie principale, a des termes compacts pres, de
la matrice de la diffusion S(A; Hy, Hy) a partir de sa représentation stationnaire (2.2.5).
On rappelle que Tj(_f) € Cilfe(i)i), Tj(_f) € Cil(&)i) a pour symbole t(jf) défini par (2.1.43).
On décompose l'opérateur S(A) = S(A; Hy, Hy) comme suit

S(A) = So(A)+ 81 (A) + So(A), (2.2.14)
Sy(A) = —2mily(\)JTE T (N, (2.2.15)
Si(A) = —2mTy(A\)J TITH(N), (2.2.16)
So(A) = 2mTo(A)T; Ry (A + i0)T_T;(A). (2.2.17)

Les termes (2.2.15) a (2.2.17) dépendent du choix des fonctions de troncature (4 ainsi
que du degré d’approximation de I’équation eiconale mais, d’apres les remarques 2.1.6 et
2.1.18, leur somme (2.2.14) n’en dépend pas puisque les opérateurs d’onde ne dépendent
pas de ces choix. C’est cette liberté dans le choix des parametres qui rend la représenta-
tion (2.2.5) particulierement flexible a 'usage.

On commence par ’étude du terme Sy(A). Celui-ci peut étre considéré comme un
“reste” négligeable dans la formule (2.2.5) comme le montre la proposition suivante.

Lemme 2.2.7 L’opérateur Sy(X\) défini par (2.2.17) est compact sur N et continu en
norme par rapport ¢ X > 0. De plus son noyau ss(w,w'; \) est une fonction C™(S* ! x
STIxRy) sin< (N4 1)e—d+1.

Preuve D’apres le lemme 2.2.2, pour [ = 1, on peut écrire que

$o(0) = 2mi (To(N) (2) 7) (&) Ty Rs A+ i0) T (2)") (=) " To(0)), (2.2.18)

pour p=1/2+¢/4 € (1/2,1/2 + (N; + 1)e/2). Comme (z)” Tj_Rl(A +i0)T_ (z)? est
borné et continu en norme par rapport a A > 0, on conclut grace a la proposition 1.2.21
qui affirme que T'(X) (z)? est compact et continu en norme pour A > 0.

On peut en plus obtenir des résultats de régularité sur le noyau de Sa() en utilisant
les résultats du lemme 2.2.2 pour [ > 1. En effet d’apres (1.2.23), (1.2.24) et (2.2.17) le
noyau de Sy(A) est formellement donné par la formule

ik??

W (TiRl()\ T ZO)T*z’bO(’ kw,)’¢ﬂ(', kW)),H ) k = )\1/2, (2219)

so(w,w'; ) =

ol Yo(z, kw) = exp(ik < z,w >). La formule (2.2.19) est automatiquement justifiée si le
membre de droite de cette équation est continu en w,w’ € S*1, X > 0. Si on calcule les
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;. , ! . N . s . e
dérivées 020% OV'sy(w, w'; A) jusqu’a l'ordre n on obtient que ces dérivées sont des sommes
de termes de la forme

(TR + )Tyl (k) 9l h)) (2.2.20)

ol ¢é’6)(a:,kw) = zP(z, kw) et
ol + o[ +m = [B] + |8+ 1 <n, [B] > |al, |B] > ]af, I <m.

Comme (m)_lm_pwéﬁ)(:ﬁ,kw) € L2(RY) si p > d/2 il suffit donc que <a:>|'6‘+ij_Rl’l()\ +
i0)T- <a:>|'6(‘+p soit borné pour que immédiatement la dérivée 929% O sy(w,w'; A) soit dé-
finie et continue. D’apres le lemme 2.2.2 on aboutit & la condition max{|g|, |f'|} —d/2 <
14+ (N;+ 1)e/2 — 1/2 celle-ci est vérifiée si

(I8 + 18 +1+1)/2 —d/2 <1+ (N;+ 1)e/2,
pour tous les indices tels que |B| + || + 1 < n, ce qui conclut la preuve. O

Pour 'opérateur S;()) on a seulement un résultat de compacité.

Lemme 2.2.8 L’opérateur Si(A\) défini par (2.2.17) est compact sur N et continu en
norme par rapport a A > 0. Son noyau s1(w,w'; \) est une fonction C* en dehors de la
diagonale w = W' pour tout A > 0.

Preuve Soit p = 1/2 + ¢/4 > 1/2, on décompose S;(A) comme suit

*

$1(0) = 2mi (To(N) (2) *) ((2) * Iy <x)p)*(<x>PT£"> (2)) (Do) (=) %), (2:221)

les termes contenant I'g(\) sont bornés et continus en norme, par rapport a A > 0, d’apres
la proposition 1.2.21, et les termes contenant les opd J, et T sont bornés d’apres la
proposition 1.2.13. La régularité de s;(w,w’; A) en dehors de la diagonale w = ' découle
de la proposition 1.2.24. O

On va maintenant s’intéresser au terme (2.2.15). Comme d’apres (2.2.21) on a la dé-
composition suivante pour 'opérateur Jj‘rTy) = (z) " ({z) P T, (=)")* () T (z)") (z)*
avec p > 1/2 d’apres le lemme 2.2.1 Popérateur JJ*FTES) admet une décomposition du type
(2.1.42). Sa restriction & la sphere de rayon k = A\!/2 est donc bien définie en tant qu’opé-
rateur borné sur 9N d’apres les propositions 1.2.21 et 1.3.14. On peut aussi définir Sp())
a partir de la proposition 1.2.26. En effet 'opérateur Sj(A) peut étre regardé comme la
restriction a la sphere S? ! de I'opd (1.2.14) définie par S = —QinJj_Tf)}"*. Cet opd
So a pour amplitude sy(z, £, €') = —2i7rj+(:c,§)t(_5)(:c,§’) et , d’apres les équations (2.1.38)
et (2.1.43), cette amplitude admet une décomposition du type (1.2.17)

so(z,6,8') = —4ne SN, (2,6) <€,V (2,€) > P(IEP)(IEP), (2.2.22)
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®(xa£a§,) = (I),(af,f’) - CI)+($,£) (2223)

Comme © ne vérifie pas les estimations de la classe 1 dans tout Iespace on doit
utiliser la méme astuce que dans la sous-section 2.1.2 pour que la théorie développée dans
la sous-section 1.2.2 s’applique & l'opérateur Sy. On remplace © dans (2.2.22) par une
fonction

é(’JC, 67 6') = ®($7£a 5’)5—(337 g)é—k(ma 5)

ol éi sont des fonctions de troncature définies par (2.1.36) qui valent respectivement 1
sur les supports de (5. Dans ce cas on peut remplacer le facteur oscillant dans (2.2.22)
par exp(i©(z,£,€")) = exp(i©(z,&,¢")) sur le support de sy(z, &, £€'), on obtient donc que
So(z,&,¢) € é‘l((:)) Pour des raisons techniques on introduit opérateur A qui differe
de Sy seulement par des termes compacts.

Lemme 2.2.9 Soit A opd de type (1.2.14) d’amplitude

a(z,§,€') = —2me @S¢, (2,6) <€+ €,V (,6) > (E*)p(€]) (2.2.24)

ot © est défini par (2.2.23). Alors les restrictions Sy()\) et A(N) de Sy et A i la sphére
S{7! existent et lopérateur Sy(\) — A()N) est compact. De plus les noyauz des opérateurs
So(A) et A(X) sont de classe C™ en dehors de la diagonale w = W'.

Preuve L’existence de Sy(A) et A(X) découle de la proposition 1.2.26, la régularité des
noyaux en dehors de la diagonale est une conséquence de la proposition 1.2.24. La diffé-
rence B =Sy — A est un opd (1.2.14) d’amplitude

b(z,¢,¢) = —2me 40 (<3,€>) < £ =€, Vo (<7,8>) > (@) (E)(€]).

Comme b(z,£,£) = 0 lopérateur B admet, d’aprés la proposition 1.2.18, la représen-
tation (1.2.18) avec un symbole de la classe C~'~*(@;) pour une phase ©; € S'~?. En
conséquence, par la proposition 1.2.19, sa restriction B(\) est un opérateur compact dans
M. La régularité des noyaux de Sy(A) et A(A) découle de la proposition 1.2.24. O

D’apres le lemme 2.2.7 la régularité du noyau de Ss(A) peut étre rendue arbitraire
quitte a choisir des solutions de I’équation de transport “suffisamment” approché (i.e. N;
assez grand). En tenant compte des lemmes 2.2.8 & 2.2.9 on obtient le théoréme

Théoréme 2.2.10 Soient g, x1 € C=(S*1) deuz fonctions de troncature C> auz sup-
ports disjoints et S(X) = S(X; Hy, Hy) la matrice de diffusion pour le couple Hy, Hy définie
par (2.2.5). Alors le noyau l'opérateur xoS(\)x1 appartient ¢ C>=(S41 x S¢1 x R) et
Uopérateur xyS(M\)x1 est compact dans M = 12(S471).
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D’apres le théoreme 2.2.10 la singularité du noyau de A(X) est contenue dans un voi-
sinage de la diagonale w = w'. Cette singularité détermine les propriétés spectrales de
lopérateur A(\) auxquelles on s’intéressera par la suite. En effet d’apres le théoréme
2.2.10 les termes dont le noyau est supporté loin de la diagonale ont un noyau C'*. Ces
termes appartiennent donc a la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt et sont en parti-
culier des opérateurs compacts. D’apres le théoreme de Weyl ces termes n’influencent pas
le spectre essentiel de I'opérateur A()) ni celui de la matrice de la diffusion S(A). Clest
pourquoi dans la suite on va se concentrer sur I’étude de 'opérateur Ay(A) = xpA(N)xo
oll Yo est supporté dans un petit voisinage V = {w € S% !, |w — wy| < €} d’un point
wy € ST fixé et qui ne differe de x(S(A\)xo que par des termes compacts.

Dans la suite on utilisera un systéme de coordonnées spécial (y,z) € R* ! x R défini
par (voir Figure 1.1)

r=zw+uw)/2+y/k, <y,wy>=0. (2.2.25)

Le changement de variables entre un systéme de coordonnées orthonormé de R? et celui
défini par (2.2.25) se traduira dans les intégrales par l’apparition d’un déterminant Jaco-
bien dz = k7! < w + W', wy > /2d2dy.

Si on appelle ¥ (voir Figure 1.1) la projection orthogonale de V sur A, et Y I’applica-
tion unitaire qui identifie (V) a [.?(¥) définie par (1.2.33), on peut, par la proposition
1.2.26, considérer I'opérateur Ay (A) = UAy(A)U* comme un opd de type (1.2.14) sur X
d’amplitude

5,000 = 28 [T aGu w2 ryhbo ) s, (2226)

o0

ou I’on adopte les notations

ao(C,¢") = (€, C)xo(2(0))xa((C")), w=2((), o =) (2.2.27)

avec » et o données par (1.2.32) et (1.2.36). Avant de remplacer a par son expression
(2.2.24) on remarque que si Vo_(< Z,w >) # 0 alors d’apres (2.2.1) < 2,0 >> «.
D’un autre coté pour w,w’ € V on a |w — w'| < 2e. Ceci implique que < Z,w >> —¢ et
conséquemment o, (< &,w >) = 1 sur le support de support de Vo_. Donc la fonction
(4 peut étre omise dans (2.2.24). Maintenant comme a(z, kw, kw') est supportée dans la
région < wy,# >> 0, < wy,w+w >>2—¢e? >0 on obtient pour z = 2(w+w')/2 +y/k
que
z=2<z,wp >/ <w+w, ,wg>>0.

Finalement en tenant compte de ce que la fonction 3 vaut 1 dans un voisinage du point
A on arrive a

Lemme 2.2.11 Soit AZ(\) Uopd (1.2.14) sur ¥ d’amplitude

a7 (y, ¢, ¢'s A) = —an (¢, ) / T Ok < (4 1) [2,VC (2, kw) > dz, (2.2.28)

ou ag,w et W' sont définis par (2.2.27), z par (2.2.25) et © par (2.2.23). Soit U défini par
(1.2.33), alors lopérateur UxoS(X)xold* — A (N) est compact.
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Une conséquence de ce lemme est que 'amplitude de 'opérateur A7 (A) contient la
fonction de troncature (_ alors que la matrice de diffusion n’en dépend pas. Dans la
prochaine section on va montrer qu’en fait, a des termes compacts pres, AF(\) ne dépend
pas du choix de (_.

2.2.3 La partie principale de S(\; H, Hy)

Dans cette section on va montrer que 'opd A*(A) d’amplitude (2.2.28) est, a des
termes compacts pres, un opd avec une amplitude oscillante de type (1.2.17). Dans le
cas ou A =0, Vs = 0 et V, vérifie (1.3.4) avec p > 1/2 ce résultat a été montré par
Yafaev dans [Yaf98]. Dans ce cas particulier, la démonstration est grandement simplifiée
par le fait qu’on puisse définir le symbole principal de A()\) en tant qu’opd sur la sphere
S%1. D’apres (1.2.16) et (1.2.31) ce symbole principal est donné, en un point (b,w) €
TS |bl/k > 2a, k= /), par

1
a’(b,w;\) = pyy Ra(zw—i—b/k,kw,kw)dz
_ /«oo ez‘(—)(zw+b/k,kw,kw) d,0_ (z)dz
0
= exp (1O(b/k, kw, kw)) ,

car @(zé—i—y,f, £) = 0O(y,&,¢), ne dépend pas de z (cf. remarque 2.1.3) et fooo 0,0_(2)dz =
o_(00) — 0_(0) = —1 (voir section 2.1.2 pour la définition de o). La généralisation de
ce résultat au cas d’un p > 0 arbitraire est plus délicate.

Dans toute la suite on travaillera avec le systéeme de coordonnées défini par (2.2.25)
et on notera w = 3#((),w' = #(¢'),k = A\Y/2. Comme dans ce systéme on a

< (w0 +w)/2,VC (2,6) >= 0.0 (2,€)
et que (_ varie de 1 & 0 quand z varie de 0 a 'infini on obtient en intégrant par parties
dans (2.2.28)

af(y, ¢, ¢ A) = e (¢, () (eiG(y/’“=’““’”“’>+ / c_(:c,kw)azef?@“”“*’“”)dz)- (2.2.29)
0

Il faut maintenant montrer que le second terme dans le membre de droite de (2.2.29)
est 'amplitude d’un opérateur compact. Pour simplifier les notations dans la suite on
omettra les indices s et X. Soit A; Popd sur ¥ dont 'amplitude est le deuxiéme terme
du second membre de (2.2.29)

ai(y,(, (') = ag(C,C')/O e Ol kw ko) (w+w")/2,VO(z, kw, kw') > ( (z,kw)dz,
(2.2.30)
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On consideére son noyau formellement défini par

p(¢,¢) = %ﬁl)/ ei<<'<'y>/ Okl )i (4 w'))2,VO(z, kw, ko') >(2.2.31)
(2m) Rd-1 0
¢ (z, kw)dzdy
Comme, a partir de (2.2.27) et (2.2.25), on a que
<(=Cy>=< v —w,y >=< k' —kw,y/k >=< ko' — kw,z >

on peut réécrire cette intégrale oscillante® sous la forme

! _—al(C,C') e'Glzkw k') w4 z, kw, kw' T, kw)dz
p(¢.¢) = Gm)i 1 /@m»o < (w4 w)/2,VO(z, kw, k') > ¢_(z, kw)dz.
(2.2.32)
ai(¢,¢) = ko (¢ ) (< (w+w') /2,09 >) 7T, (2.2.33)
et
Gl,6,8) =< £ = £,2 > +0(,£,€)). (2.2.34)

Si la phase G(z,kw, kw') ne possédait pas de points stationnaires, i.e. pour tout z €
R < z,wy >> 0 on ait
|V.G(z, kw, kw')] > ¢ > 0,

il serait possible en intégrant par partie, modulo une hypotheése de décroissance des
92G(z,&,¢') quand |z| — o0, de donner un sens a l'intégrale oscillante (2.2.31). Ce
sont donc les points critiques de G qui posent probléeme pour définir le noyau p sauf
si 'amplitude dans l'intégrale (2.2.32) s’annule en ces points. Par chance on se trouve
quasiment dans cette situation.

Lemme 2.2.12 La fonction (2.2.23) vérifie l’égalité

<€E+E,VO(2,, ) >=< VG(z,£,E), F(2,6,€) > +a(z,£,£), (2.2.35)

ou G est défini par (2.2.34) et les fonctions F' et q sont définies par
F(z,6,8) = 24A(x) = V(@ (2,¢) + @4 (2,9)), (2.2.36)
q(z,¢,¢) = (q(fvé)(m,ﬁ') - qiNe)(w,é)) : (2:2.37)

En particulier les fonctions F' et q vérifient dans la région < 5:,5 >> —k, < 95,5’ >< K,
pour tout k € (0,1), et tout o, 3, les estimations

05 P (2,6,6)] < Cop(1 +a]) 7 (2.2.38)

€T

10000 a2, £,8') < Cup(l +|z])71 ! (2.2.39)

TPour justifier les manipulations que I'on va faire sur le noyau (2.2.31) il faudrait “tester” le noyau
p(¢, ¢") contre une fonction (¢, (') € D(Rﬂd*l)) et intégrer par parties par rapport a la variable z jusqu’a
obtenir des intégrales absolument convergentes. On omettra ces détails pour lesquels on renvoie le lecteur
au chapitre 1 section 1 de [Shu87].
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Preuve D’apres (2.2.23) on a

<E+EVO(z,£,8)> = 2(<, VD (2,8) > — <&, VP, (2,8) >)
— <& =6V (2,8) + VO (x,€) > .(2.2.40)

Comme ® sont solutions de ’équation eiconale (2.1.4), on a que

2(< &, VO (2,8) > - <&, VP, (z,8) >)

= ™ (2,¢") — ¢\ (2,6) + VO (2,6)]> — [VE_ (g,
+2 < A(z), VP _(z,£') = VP, (z,£) > +2 < A(z),£ — € > (2.2.41)

En combinant (2.2.40) et (2.2.41) on obtient (2.2.35). Les estimations (2.2.38) et (2.2.39)
sont des conséquences directes de (2.1.19) et (2.1.20). O

Maintenant en injectant (2.2.35) et (2.2.34) dans (2.2.31), on obtient

! « CJC' [} €rRw, w' !
p(¢,¢) = W/@ w0>e>co;( ok (< VG(z, kw, k'), F(z, kw, kw') >
+q(a:,kw,kw')){,(a:,kw)da:.(z?.él?)

Ensuite on integre par parties le terme contenant VG
o C7C, iG(y/kkw, ko’
p(¢,¢) = W (— /R O < Py /k, b, k'), w0 > /(2K)dy
+ / eiG(””k“”k“’l)(i(x,kw,kw’)dm) (2.2.43)
<z,wo>>0

ot ’hyperplan A, a été identifié & R4 ! et

a(z,€,€) = (k) (0 a(2,6,€)¢(2,€) — div, (F(2,6,8)((2,6))).  (2:244)

D’apres les estimations (2.2.38) et (2.2.39), la fonction (2.2.44) vérifie, comme q, l’es-
timation (2.2.39) dans la région |z| < ¢ ou < &, >< &, pour tout k € (—1 ,0). On
obtient donc une décomposition de 'opd A d amplitude (2 2.30) en deux opd A, et K
d’amplitudes’

ay(y,(, () = —an((,¢Ne OV < Py [k, kw, ko), wy > [(2k7), (2.2.45)
k(y,(,¢) = aO(C,C')/ eie(“ﬁ’kw’k“’l)fl(a:,kw,kw')dz, (2.2.46)
0

ou O est défini par (2.2.23). la compacité de A, repose sur la proposition 1.2.19.

tLa somme des amplitudes as et k n’est pas égale & a; ce qui ne doit pas surprendre, au vu des
manipulations faites sur le noyau p, puisque I'amplitude ne définit pas 'opérateur associé de manicre
intrinséque (voir aussi le théoréme 1.3 dans [Shu87] chapitre 1 section 3).
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Lemme 2.2.13 L’opd A, d’amplitude (2.2.45) appartient & la classe C*(©) ot © =
O(A 2y, AV23¢((), A2 5(C")) est donnée par (2.2.23). En particulier, c’est un opérateur
compact dans Ly(X).

Preuve Comme < §,wy >=0ona|<gw>|<ceet| <y, >|<epourww €.
Ceci implique que l'estimation (2.2.38) est vérifiée par a1((,(") < F(y/k, kw, kw'),wy >,
et A, appartient a C ?(0), en conséquence c¢’est un opérateur compact. O

La compacité de K repose essentiellement sur la proposition 1.2.25.
Lemme 2.2.14 l’opd K d’amplitude (2.2.46) est compact dans .*().

Preuve Soit ¥ € C*(R) telle que ¥(t) = 0 pour t < 1/2 et ¥(t) = 1 pour t > 1.
On décompose El(xagaf,) = (iﬂ(ﬂ?,f,f) + ql( ’) ou qO( agag) él(.]),f,f')ﬁ(Z) et
ai(z,&,¢) = q(z,&,)(1 — 9(z)). Pour £,6 € V on peut remarquer que les fonctions
d,qo0,q1, définies par (2.2.44), vérifient les estimations (2.2.39). On consideére d’abord
'opérateur Ky d’amplitude

+oc
ko(y,¢,¢) =ocn(C,C’)/ eIt Gy (2, kw, ku')dz.

D’apres (1.2.35) K est la restriction & S?~! de I’opd (1.2.14) d’amplitude
hO(m7 ga 5’) = 4rk exp(i@(x, 65 fl))él(](wa 57 EI)XU(é)XU(g’)

Comme hy € é‘l_e((:)), opérateur K est compact par la proposition 1.2.19.

Ensuite on considére 'opd K; de type (1.2.14) sur ¥ et d’amplitude

1
Ki(9,¢,¢) = o (C, C)/ O ko) (¢ o, b )z
0
On réécrit cette expression de la maniére suivante

ky(y,(, (") = e OW/kkekeliy (¢ ¢y,
ol

h1(y,C, CI) (C C )/ 1(O(z,kw,kw')— y/k,kw,kw’))ql(:p’ kw, kw')dz.

Comme | < Z,w > | < 2¢,| < &,w' > | < 2¢, pour w,w’ € V on déduit de (2.1.19) et
(2.2.23) que

aaaﬁ(le (O(z,kwkw')— (y/k,kw,kw’))‘ -0 (<y>—p—\(y\)

uniformément en z € [0,1]. En tenant compte des estimations (2.2.39) pour q;(z,¢&,¢')
on obtient que k; € C"17?7¢(0). En conclusion 'opérateur K; est compact. O
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Le premier terme dans le membre de droite de (2.2.29) représente donc la partie non-
compacte de Af(X). comme d’apres (1.2.36) le terme a((,() = 1 on peut, d’apres la
proposition 1.2.18, éliminer ce facteur de la partie principale de AF(\). Maintenant on
peut énoncer le résultat principal de la these dans le théoréme qui suit.

Théoreme 2.2.15 Supposons que les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) sont vérifiées et que
S(X\;H,Hy), A€ (0,00), est la matrice de diffusion pour le couple Hy, H avec identifica-
tions Ji. Soit xg € C>(S? 1) une fonction de troncature supportée dans un petit voisinage
de wy, SF(X) Uopd (1.2.14) sur A, (Uhyperplan orthogonal a wy) d’amplitude

st (y,C 5 A) = exp (10 (A2, M25(0), A2 5(()) xo(e(ODxo(#(¢) - (2.2.47)

ou » et © sont définis par (1.2.32) et (2.2.23), et U défini par (1.2.33). Alors l'opérateur
xoS(X; H, Hy)xo — U SF(ANU est compact sur 12(S41). Si x1 est une autre fonction de
troncature telle que supp xo N supp x1 = 0, alors xoS(\; H, Hy)x1 est compact.

Remarque 2.2.16 D’apres la preuve du lemme 2.2.11, la représentation (2.2.28) est en-
core vraie si I'intégrale sur (0, 00) est remplacée par la méme intégrale mais sur 'intervalle
(—d,00) pour un § € (0,¢). Alors, d’apreés la preuve du théoréme 2.2.15 on obtient a la
place de (2.2.47) I’expression

si(y, ¢, ¢ ) = eie(A‘1“y—é(w@)w(@))/zx/z»f(o,»/z%(c'))XO(%(Q)XO(%(C,))_ (2.2.48)

pour I'amplitude de Popérateur SiF(A). D’aprés le théoreme 2.2.15, la différence entre
(2.2.47) et (2.2.48) doit étre 'amplitude d’un opérateur compact. On peut le vérifier par
un calcul direct en remarquant que

O (y/k = 6(5(C) + 2({') /2, k(C), k(")) = © (y/k, ke (C), k() € S

2.3 Propriétés spectrales de S(\; H, Hy)

Dans cette derniere section on va utiliser le résultat du théoreme 2.2.15 pour 1'étude
des propriétés spectrales de la matrice de diffusion S(A). L’objectif est de généraliser le
résultat de [Yaf98] ou il est démontré que le spectre de S(A) recouvre le cercle unité pour
des potentiels électrostatiques V homogenes de degré —p avec p € (1/2,1] (et A =0). Ce
résultat reste vrai pour la plupart des potentiels électromagnétiques asymptotiquement
homogenes de degré —p, p € (0,1). Par contre, on verra que le cas critique p = 1, dans
(1.3.4), peut donner lieu a d’autres comportements.
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2.3.1 Le spectre essentiel dans le cas p < 1

Commencons par définir la fonction

4o

V(z,§) = 2‘1/ (VL(tf) ~Vi(z+t6)+2 < Ap(z + &) — AL(t6), € >)dt. (2.3.1)

—0oC

qui sera I’objet central de toute cette section. La fonction V joue le role de partie princi-
pale de la fonction © définie par (2.2.23). D’apres la remarque 2.1.3, il est clair que cette
fonction ne dépend pas de la projection de = sur la direction &.

Théoreme 2.3.1 Supposons que les hypotheéses (1.3.2) a (1.3.7) soient satisfaites et que
pour un certain point (zg,kwy) € R* < zg,wy >= 0, la fonction (2.3.1) vérifie les
estimations

[V (rzq, kwy))| > et 7, |[VV(rzg, kwy))| > er?, p€ (0,1), T — +oo. (2.3.2)

Alors le spectre de la matrice de la diffusion S(X) = S(\; H, Hy) coincide, pour tout X > 0,
avec le cercle unité T.

Preuve Il découle des équations (2.1.10), (2.1.13), (2.1.14), (2.2.23) et (2.3.1) que

0(e,¢,6) = V(e,6) = Y (2" (2,6) - o1 (2,))

n=2

donc d’apres I’estimation (2.1.18) on obtient pour tout «
102 (O(z,£,8) — V(2,6))| < Co(1 + |z|)'27 1,

pour | < i€ > | <k, k € (0,1). Siz=rTz € =kwyet < zg,wy >=0, pour 7 = 400
on arrive a

|O(7z0, kwy, kwy)| > CT17F, [VO(Tq, kwy, kwy)| > CT7°. (2.3.3)

Si maintenant on choisit la fonction de troncature x, dans le théoreme 2.2.15 telle que
Xo(wy) = 1, on peut appliquer la proposition 1.2.20 a l'opérateur Sif(A) et obtenir que
son spectre essentiel recouvre le cercle unitél. Soit u, une suite de Weyl pour S7())
associée a p € T, alors f,, = U*u,, est une suite de Weyl pour xS(A)xo. Comme d’apres
la proposition 1.2.20 le support de f, “s’écrase” au point wj, donc on peut choisir la
fonction de troncature y; € C=(S? 1) supportée sur 'ensemble olt x, vaut 1 de telle sorte
que Xofn = X1fn = fn pour n grand. Ce choix conduit a I'estimation

I1S(A) fro = wfall < Ix0S(A)x0fn — wfull + 111 = x0)S(A) X1 full. (2.3.4)

tOn remarquera ici que par rapport i 'énoncé de la proposition 1.2.20 la dimension d’espace est d — 1
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Comme supp (1—xo)Nsupp x1 = @, d’apres le théoréme 2.2.15, Popérateur (1—x4)S(A)x1
est compact le membre de droite de (2.3.4) tend vers zéro quand n tend vers 'infini. En
conséquence, le spectre de la matrice de diffusion recouvre le cercle unité. Comme S(\)
est unitaire son spectre coincide avec T. O

Remarque 2.3.2 Le théoréeme 2.3.1 ne donne aucune information sur la nature du
spectre de S()). Siles potentiels A et V sont radiaux, ce spectre est constitué de valeurs
propres qui par le théoreme 2.3.1 sont denses sur le cercle unité [Yaf98]. Dans le cas du
potentiel de Coulomb, le calcul des valeurs propres de S(A) peut étre trouvé dans [Yaf97].

Remarque 2.3.3 Lorsque p > 1/2 on peut définir le symbole principal de 'opd Sy(})
défini par (2.2.15). D’apres le théoreme 2.2.15, et surtout (2.2.47), ce symbole, défini sur
T*S* ! modulo S}(T*S), vaut

so(b,w; A) = exp(iO(b/k, hw, kw)) = exp(iV (b/k, kw)), w € S, < bw >=10, k= A'/".
(2.3.5)

Dans ce cas il suffit de montrer que |©(b/k, kw, kw)| — oo quand |b| — oo pour obtenir
que le spectre essentiel de S(\) recouvre T. Dans 'hypothese (2.3.2) la seconde inégalité
est une condition purement technique due a 'utilisation des classes de symboles oscillants

(cf. [Yaf00a]).

Remarque 2.3.4 Si Ap(z) et Vi (z) sont des fonctions asymptotiquement homogeénes
d’ordre —p alors les fonctions

21/+OC<VL(t£)—VL(x+t§))dt = Ov(&,E)IE[ el

— OO

oo ~
/ < Ao+ 1) — Ag(t€),6 > dt = Ca(d,E)lal* 7,

[e o]

sont homogenes en z de degré 1 — p. Si on arrive a vérifier que Cy(%,€) # 0 ou

¥
Ca(z,€) # 0 pour un certain couple de points z,£ alors la fonction (2.3.1) vérifie la
condition (2.3.2).

Sous les hypotheses de la proposition 2.1.19 les conclusions du théoreme 2.2.15 restent
encore vraies pour la matrice de diffusion définie en terme des opérateurs d’onde usuels.

Proposition 2.3.5 Supposons que les hypothéses (1.3.2) a (1.3.7) soient vérifiées avec
Vi =0 et p>1/2 et qu'en plus Ap vérifie la condition de jauge transverse (19). Si de
plus la fonction (2.3.1) vérifie estimation (2.3.2) pour un point (zy,w,), wy € S, <
zg,wy >= 0. Alors le spectre de la matrice de diffusion S(\) recouvre le cercle unité T
pour tout X\ > 0.



90 CHAPITRE 2. THEORIE DE LA DIFFUSION

On peut donner un exemple explicite de potentiel vérifiant les hypotheses de la propo-
sition 2.3.5. En dimension d = 2, pour le potentiel A(z) = |z| ' *(—=zq,21), p € (1/2,1)
la fonction (2.3.1) s’exprime pour (z,£) € R?* par

V(z, €)= xvlz] 7, vy = / (s) '"Pds >0, <z é>=0,

selon que é est obtenu a partir de & par rotation d’angle +7/2. En conséquence, la condi-
tion (2.3.2) est bien vérifiée. Cet exemple peut se généraliser facilement aux dimensions
supérieures.

Remarque 2.3.6 La proposition 2.3.5 contredit un résultat de Nicoleau. Le théoreme 2
dans [Nic94] affirme que S(\) — Id est compact sous les mémes hypotheses que dans la
proposition 2.3.5. Ce résultat est incompatible avec le fait que le spectre essentiel de S(\)
recouvre cercle unité. Outre le contre-exemple cité plus haut il faut bien garder a I'esprit
que le résultat de la proposition 2.3.5 est assez général pour les potentiels vérifiant (1.3.4)
puisque d’apres la remarque 2.3.4 elle doit étre vérifiée pour la plupart des potentiels
homogenes.

2.3.2 Lecasp=1

Désormais on considere le cas p = 1 pour lequel le théoreme 2.3.1 ne s’applique pas.
D’apres la remarque 2.3.3 il suffit de trouver le spectre essentiel de I'opd Sy(), de symbole
principal (2.3.5), pour identifier, via le théoreme de Weyl, celui de S(A; H, Hyp). Ceci re-
vient en fait a trouver 'ensemble de valeurs prises par la fonction V(z, &) pour < z,& >=0
(cf. proposition 1.2.28). Contrairement au cas p = 1 on va voir qu’on peut obtenir ici des
situations tres variées pour le spectre de S(\; H, Hy).

On commence par le cas ou A;, = 0. La fonction (2.3.1) s’écrit alors

V(z,£) = ﬁ /:)O<VL(tf) — Vi(z + tg))dt.

Pour des potentiels Vi asymptotiquement homogenes de degré —1 Vi(z) = v(z)/|z,
|z] > R > 0l a été montré dans [Yaf98] que la fonction V(z,¢) admet, pour < z,£ >= 0,
I’asymptotique

V(&) = ) (VO Infe|+v(é2) +u(@), || 2R>0  (236)
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ol

V(€ 3) = /t21 u(é) UG:E) dt/;<1@dt, (2.3.7)

|t€] |z + t€| |z + t€|

@ = [ Viha @R VO = (@) +o(-8) (238

R

En particulier, la fonction V(z,£) a une croissance logarithmique quand |z| — +o0 si il
existe w € S?7! tel que v(w) # 0. D’apres la remarque 2.3.3 ceci suffit & montrer que dans
ce cas le spectre de S(A; H, Hy) recouvre le cercle unité T. Pour le potentiel de Coulomb
V(z) =c/|z|, |z| > R >0, on a bien v(w) # 0 Vw € S?! et les conclusions du théoréme
1.2.20 restent vraies [Yaf98].

Pour que v(w) = 0, Yw € S il faut que V,(—z) = =V, (z) pour |z| assez grand, c’est
ce qu’on appelle un potentiel de type dipolairef. Dans ce cas la fonction V(z,£) ne tend
pas vers 'infini quand |z| — oo d’apres (2.3.6) et est déterminée par les deux coefficients
v,v; définis par (2.3.7) et (2.3.8). La proposition suivante décrit, sur un exemple type,
les résultats qu’on obtient dans cette situation.

Proposition 2.3.7 Soit H = (D — A)*>+V vérifiant les hypothéses (1.3.2) a (1.3.5) avec
AL = O, et

Vi(z) =y <z,n>/lz?, |z|>R>0, neS™! ~>0. (2.3.9)

Si on note [m, M| Uintervalle de valeurs prises par la fonction vy donnée par (2.3.8) alors
le spectre essentiel de la matrice de diffusion S(N\) = S(\; H, Hy) est donné par

Gess(S(N)) = {e €Cive {m%_gw, MQ\_/;”] U {m;fz”, M%“;;”] } (2.3.10)

En particulier le spectre de S(\) recouvre le cercle unité si A < ((M — m)/4m)?.

Preuve Pour démontrer ce résultat il suffit d’identifier I'intervalle de valeurs prises a
“I'infini” par la fonction V, d’apres (2.3.6) on doit donc calculer les coefficients v, v, 1y
de ce développement asymptotique. Comme d’apres (2.3.9) on a Vi(—z) = =V (z) pour
|z| > R ce qui impose que v(w) = 0 pour tout w € S* . La fonction vy (w) = ffR Vi (tw)dt
est une fonction continue de w € S !, I'image de S ! par cette fonction est donc un
certain intervalle compact [m, M] C R. Il reste a calculer la fonction v(w,Z) ce qui est
assez simple vu la forme explicite du potentiel (2.3.9) :

INommément le terme dipolaire désigne les potentiels de la forme V(z) = |z —a| ™! — |z +a| ! =
O(|z|7?) qui sont donc & courte portée.
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. / Yt <w,n > ’y<3:—|—tw,n>d / 'y<a:+tw,n>d
[4>1 |t]? |z|? + ¢ [#]<1 |z[> + 22

|z|? t v<z,n>
_ 'y<w,n>(/ S | P L R 2 I R L
=1 [t 4 [2[?) <1 B2+ [z p 174 z)?

<w,m> _
= —ym < %,n>+2< #n > arctan(|z| ) + 'y%/ (|¢] (£)*)~dt.
L t|> x|

En particulier modulo des termes compacts S(A) est un opd sur S¢~! de symbole principal
so(b,w; A) = exp <i(1/1(w) —ym < b,n >)/2\/X> : (2.3.11)

En utilisant la proposition 1.2.24 et le théoréme de Weyl on obtient que le spectre essentiel
de S(X) coincide avec l'intervalle (2.3.10). Si la longueur des intervalles qui composent
le spectre (2.3.10) est supérieure & 2, i.e. (M —m)/2v/X > 27 alors le spectre de S())
recouvre T. g

Remarque 2.3.8 Dans le cas des potentiels de type dipolaire, comme la fonction V(z, £)
est homogene de degré -1 en £, il existe forcément un seuil critique pour 1’énergie A au
dessous duquel le spectre de S()) recouvre T. La valeur A < ((M —m)/4m)? donnée dans
la proposition 2.3.7 n’est pas optimale. SiV;(—z) = —V(z) pour tout z € R? alors v; = 0
et le spectre essentiel de S()) est constitué de seulement deux points exp(Ziym/2v/ ) qui
peuvent étre confondus si ¥ € 2v/AZ et valent 1 si y € 4V/AZ.

On passe maintenant au cas magnétique V, = 0. La fonction (2.3.1) se réduit dans ce
cas a

V(z,€) = /R < Ap(z 4 t€) — AL(té), € > dt. (2.3.12)

Contrairement au cas électrique cette fonction est homogene de degré 0 en £ et le spectre
essentiel de la matrice de diffusion ne dépendra pas de I’énergie. Pour commencer on va
se concentrer sur le cas de la dimension d = 2 avec des potentiels de type (40) introduit
par Aharonov et Bohm [AB59]. D’aprés la proposition 2.1.19 les opérateurs d’onde usuels
Wi(H, Hy) existent et sont complets. En particulier la matrice de diffusion S(}) =
S(X; H, Hy) pour le couple Hy, H est définie en terme de ces opérateurs d’onde usuels. Le
spectre essentiel de S()) est alors décrit par la proposition suivante.

Théoréme 2.3.9 Soit H = (D — A)? +V vérifiant les hypothéses (1.3.2) a (1.3.5) avec
VL =0 et

Ap(z) = f(9)(~22,21)/|2]?, |z| > R > 0, (2.3.13)

ou ¥ est ’angle polaire associé a x et f € C°(R?) est une fonction 2m-périodique. Posons

g(u) = /u f(v)dv (2.3.14)

L
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(qui est aussi 2m-périodique), alors, pour tout X > 0, la partie principale de la matrice de

diffusion S(X) = S(X\; H, Hy) est un opd sur S de symbole principal
o (I E2000) ) ol 2 R> 0, (23.15)
T
et le spectre essentiel de S(\) est donné par

Teas(S(N)) ={e” € C: £v € g(R)}. (2.3.16)

Preuve Comme le potentiel (2.3.13) vérifie la condition de jauge transverse on obtient
que

V(z, &) = /R < Ap(z +t€),€ > dt. (2.3.17)

On va donc calculer explicitement la fonction V(z,w) pour < z,w >= 0 et identifier
I’ensemble des valeurs prises par cette fonction. Comme V(z, —w) = = V(z,w) il suffit de
calculer la fonction V pour (z,w) vérifiant ziws — zowy = |z| > 0. Si on appelle 6 'angle
polaire associé & w en injectant (2.3.13) dans (2.3.17) on obtient

SE(-U /f |$|2+t2

¥, = 6 — m/2 + arctan(t/|z|),

ou

est 'angle polaire associé au point z + tw (voir Figure 2.2). Si on fait le changement de
variables t — 9; comme dd/dt = |z|/(|z|* + t?) et en tenant compte de (2.3.14) on arrive
a 0
Viz,w)= [ 1) = g(0), |2l > R >0,
0—m

Maintenant pour une orientation relative quelconque de z et w on trouve que exp(iV(z,w))
est bien donné par (2.3.15). L’intervalle de valeurs prises par la fonction V(z,w) = £¢(9)
coincide avec I’ensemble

I={reR:vegR}U{reR: —veg(R)}.

La proposition 2.3.9 découle donc directement de la proposition 1.2.28 puisque d’apres la
remarque 2.3.3 la partie principale de S(A) est un opd de symbole principal asymptoti-
quement homogene de degré 0 égal a exp(¢V (b/k, kw)). O

Pour un choix particulier de la fonction f dans (2.3.13) on peut calculer explicitement
la fonction (2.3.14) et donner des exemples ol le spectre essentiel de la matrice de diffusion
S()) est un sous ensemble strict du cercle unité T.

Corollaire 2.3.10 Soit H = (D — A)*> 4+ V wvérifiant les hypothéses (1.3.2) a (1.3.5) avec
Vi =0 et Ay vérifiant (2.3.13) ou
¢ ¢

f(¥) = oy + 560519 (2.3.18)
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D\O D 1

Fi1G. 2.2: Calcul de V pour le potentiel de Aharonov-Bohm en dimension 2

Alors, pour tout X > 0, le spectre essentiel de la matrice de diffusion S(A) = S(A\; H, Hy)
est donné par

ess(S(N)) ={e” € C:v e [-¢/2 — 0, —0/2+ ] U[9/2 — 0, 0/2 + ¢]}.  (2.3.19)

En particulier si f(9) = ¢/27 alors pour tout X > 0
7 (SO) = {explid2), exp(—ig/2).

Preuve Pour la fonction (2.3.18) on obtient d’apres (2.3.14) que g(u) = ¢/2 + ¢sinu
donc les valeurs prises par g coincident avec 'intervalle [¢/2 — ¢, ¢/2 4+ ¢] (ou {¢/2} dans
le cas ¢ = 0). Une application directe de la proposition 2.3.9 conduit a (2.3.19). O

Remarque 2.3.11 Si ¢ € (0,7/2) alors (2.3.19) est un sous ensemble strict de T. Si
¢ = 0 le corollaire 2.3.10 généralise le résultat connu dans le cas ou V = 0 et A est le
potentiel de Aharonov-Bohm (40) que le spectre de S(\) est constitué de deux valeurs
propres exp(+i¢/2) de multiplicité infinie [Hen80, Rui83] qui sont confondues si ¢ € 277
et valent 1 si de plus ¢ € 4nZ.

Le type de comportement spectral de S()A) exhibé dans la proposition 2.3.10 n’est en
rien spécifique & la dimension d = 2 comme le montre ’exemple suivant’ en dimension

d=23.

fOn pourra trouver une analyse tres récente de effet Aharonov-Bohm, étudié du point de la formule

de Van-Vleck, par Bily et Robert dans [BRO1].
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/Dl

F1G. 2.3: Calcul de V pour le potentiel (2.3.20) en dimension 3

Proposition 2.3.12 Soit H = (D — A)*> + V wvérifiant les hypothéses (1.3.2) ¢ (1.3.5)
avec Vi, = 0 et Ay vérifiant

f(e) ZT1T3 ToT3
Ap(x) = — ,— AJx2+22 ), |z > R>0, 2.3.20
W=Tp "z Varag Vi) 2 (2:3.20)

ou ¢ est la colatitude associée ax et [ € C>*(R,R,) est une fonction w-périodique positive.
St on note S Dopérateur de multiplication par la fonction

exp (z /¢ nr f(go)dgo) , (2.3.21)

w

¢, €étant la colatitude associée a w, alors l'opérateur S(\; H, Hy) — S est compact. En
particulier st on appelle

= ! d 2.3.22
o= [ o), (23.22)
alors pour tout A > 0 on a

Cess(S(A; H, Hy)) = {e” € C:v € [—¢, 4]} (2.3.23)

Preuve Calculons la fonction (2.3.17) pour = € R?, w € S? et < z,w >= 0. Dans la
suite on note ¢; la colatitude associée au point z(t) = z + tw, ¢, celle associée a w et
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r(t) = ((z1 + twy)? + (z2 + tw2)2)1/2 (cf. Figure 2.3). D’apres (2.3.20) un premier calcul
nous donne

f(p1)

<Ap(z4tw),w> = m <(—a:1(t)a:3(t), —x2(t)a:3(t),r2(t)),w>
= |a:—|—tw|2 < z3(t) (z + tw) + (O,O,|m+tw|2),w>
_ Sl (L ($3+tw3)t
(1) ( |x+tw|2>

f (1) ws|z|” — tas
r(t) |z + tw)|?

D’un autre coté on a
sin g = r(t)/ | + ], cos g1 = (25 + tws)/Jo + t,
d’ou I'on tire que

dso W3 B t(a?g + tCU3)
dt |m+tw| |z + tw]?

—sin p;——

puis
do; 1 txg— ws|z|*

dt  r(t) |z+tw|?

Ce qui permet de faire le changement de variable t — ¢; dans (2.3.17) et d’obtenir

T—@u

V(z,w) = / <Ap(z 4 tw),w > dt = / f(@)dep.
R Pu
La fonction V ne dépend donc pas de z et la partie principale de S()), qui d’apres
la remarque 2.3.3 est I'opd de symbole principal exp(iV(b/k, kw)), se réduit a Popérateur
de multiplication par (2.3.21). Comme la fonction f est positive et en tenant compte
de (2.3.22) on obtient que I'image de T*S? par V coincide avec 'intervalle [—¢, ¢]. La
proposition 1.2.28 conduit alors a (2.3.23). a

2.3.3 La section efficace

Dans cette derniére section on va déterminer le terme principal de la singularité dia-
gonale du noyau s(w,w’; A) de la matrice de diffusion S(\) quand |w — w'| — 0, pour la
famille de potentiels magnétiques (2.3.13). Nous en déduirons des résultats sur la section
efficace différentielle

Saiss(w,0's A) = (w, ;N7 w#d, (2.3.24)

\/— s
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et la section efficace totale (3). Dans le cas particulier de la dimension d = 2 la matrice de
diffusion agissant dans I.*(S) il est naturel de représenter cet opérateur comme agissant
sur les fonctions 27-périodiques (i.e. d’exprimer son noyau en fonction des angles polaires
¥ et ¥ de w et w') plutét que dans le systéme de coordonnées locales défini par (1.2.32)
(cf. Figure 1.1). Soit wy une direction d’angle polaire ¥, le lien entre les angles polaires
9,19 et les variables (, (' est donné par les formules

¢ =sin(d—3y), (¢ =sin(d — ),

Soient maintenant u,v € C*(S) supportées dans un petit voisinage de wy le lien entre ces
deux représentations peut étre exprimé de la maniere suivante

SOy = [ [ .
_ / ” / T O N )o@V

d’ot
o ~1/4 ~1/4
(0,930 = 57(¢, ¢5 ) (1 - 1) (1= 1) (2.3.25)
Les résultats sont formulés avec ces conventions dans les deux théorémes suivants.

Théoréme 2.3.13 Soient H = (D — A)? avec Ay vérifiant (2.3.13), S(A) la matrice de
diffusion pour le couple Hy, H et Sap un opérateur sur L2(S) ayant pour noyau

e90) 4 g—ig(=9) e _ g—ig(=9) 1
9,9) = 6(0) — P.V. 2.3.26
sap(V, o) 2 () 2w sin 6 ( )
ou 0 = 9 — 9y, & est la masse de Dirac et P.V. désigne la valeur principale. Alors

Vopérateur S(\) — Sap est Hilbert-Schmidt pour tout XA > 0, et on a pour ¥ # ¥, 9 = 9
lestimation uniforme en 9

Is(9, 905 A) — sap(?,90)| = O (|In]0]]). (2.3.27)
Preuve On décompose S(\) = S1(A) + Sy()) avec
S1(N) = =2inTo(N\)JIT Ty (M), (2.3.28)

et Sy(A) donné par (2.2.17). D’apres le lemme 2.2.7 le noyau de S»(A) ne contribue pas a
la singularité diagonale du noyau s(¢,9'; A) de la matrice de diffusion (quitte a résoudre
I’équation de transport (2.1.24) avec un nombre suffisant d’étapes N;). En particulier
Ss(A) est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Intéressons nous maintenant a S‘l()\). D’apres la proposition 1.2.24 cet opérateur
possede un noyau C'™ en dehors de la diagonale, il suffit donc d’étudier ce qui se passe au
voisinage de cette derniere. Si x( est une fonction de troncature supportée dans un petit
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voisinage de wy € S, x(w) = 1 pour |w — wy| assez petit, » et U sont définis par (1.2.32)
et (1.2.33), alors on peut, grace a (2.3.25), relier le noyau py* de UxS1(A)xold* & celui p;
de Si(A) par

p1(8,90;0) = (1 - [¢[?) * p7(¢,0),

ou ¥ et ¥y sont les angles polaires associés a #(() et wy. Il est facile d’extraire la partie
principale de py en considérant I'opérateur Uxﬂgl()\)xgb{* comme un opd de type (1.2.14)
sur R. D’apres le théoreme 2.2.15, la remarque 2.3.3 et I’équation (2.3.15), on peut calculer
explicitement son “symbole” principal, modulo des termes asymptotiquement homogenes
de degré -1. En tenant compte de ce que V(y,w) = g(9) et V(—y,w) = =V (—y,—w) =
—g(—1) on obtient que

G0(y,(;A) = e h(y) + eI h(—y),

ou ¥ est I'angle polaire associé a w = #((), g est la fonction définie par (2.3.14) et h est
la fonction de Heaviside. Il suffit donc de calculer la transformée de Fourier de §y(y,(; A)
en variable y prise au point (. Puisque la transformée de Fourier de h est

~ m 1 1

h(¢) = 5(¢) + \/%P.V.C, (2.3.29)
que

9= 3l =0(cl), (1=ICP) ¥ =1+0 (19— 9P)

et que d’apres le lemme 1.2.29 les termes asymptotiquement homogenes de degré -1 dans
le symbole de S;(A) contribuent & la singularité diagonale du noyau au plus comme un
O (|In|6]]). On peut affirmer grace a ’équation (2.3.25)

|p1(9, 905 A) —sap(9,00)| = O (| In|0]]). (2.3.30)

On obtient la méme estimation pour s puisque la contribution de S3()) est bornée. O

Théoréme 2.3.14 Soient H = (D — Ar)?* avec Ap vérifiant (2.3.13), S(A) la matrice de
diffusion pour le couple Hy, H. Alors pour w # wy, w — wy et tout A > 0 on a l’estimation
uniforme en wy

st (o) +9(-0)) 2)

| In |6]]
Suirr(w,wp ) = _ 0 . (2331
wirlenwid) = 50 sin?(0/2) " ( g (2.3.31)
ou 9 est l’angle polaire associé a w, 2sin(6/2) = |w — wy| # 0. En particulier la section
efficace totale
Dot (Wi A) = /Ediff(w,w';A)dw' (2.3.32)
s

diverge sauf si g(9) + g(—9) est un multiple de 2w auquel cas
Sairf(w,wp;A) = O (|In]6]?). (2.3.33)
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Preuve D’apres la définition de la section efficace différentielle (2.3.24) au premier ordre
d’approximation celle-ci est déterminé par le carré de (2.3.26) ou I'on a négligé la masse
de Dirac (supportée sur la diagonale). En tenant compte du reste on obtient

2 sin? ((9(’9) + 9<_"9))/2> L0 (M) .

VA sin2(9) 0]

Yaiff(w,wo; A) =

Comme

2 1 1
sin?(0)  2sin®(0/2) cos2(0/2)  2sin(6/2)
on a bien obtenu (2.3.31). Si sin((g(?) + g(—¥))/2) = 0 alors pour w # wy on a en repar-
tant de (2.3.26) et (2.3.27) Zyifs(w,wo; A) = O([In]0]|?). Cette quantité étant intégrable

la section totale (2.3.32) est finie. Si par contre sin((g(¥) + g(—¥))/2) # 0 la singularité
dominante O(|0]|72) sur la diagonale n’est pas intégrable et la quantité (2.3.32) diverge.[J

+0(1),

En particulier pour le potentiel (40) on a g(9) = ¢/2 ce qui permet de retrouver les
résultats connus pour la section efficace [AB59, Hen80, Rui83].

Corollaire 2.3.15 Soient H = (D — Ap)?, Ap vérifiant (40), et S(\) = S(\; H, Hy).

Alors pour w # wy, w — wy et tout A > 0 on a lestimation uniforme en wy

1 sind(¢/2) (L=l
Yairfw,wes A) = - +0 , 2.3.34
dff( 05 A) QW\/XSIHQ(Q/Q) 6] ( )
ou ¥ est l'angle polaire associé a w, 2sin(8/2) = |w — wo| # 0. En particulier la section

efficace totale diverge sauf si ¢ est un multiple de 2.

Remarque 2.3.16 Les asymptotiques (2.3.2) et (2.3.34) sont conservées si on ajoute au
hamiltonien H un terme électrique a courte portée Vg vérifiant (1.3.5) avec un py > 2.

Remarque 2.3.17 Lorsque p € (0,1) on peut obtenir une asymptotique de la sin-
gularité diagonale de s(w,w’;A) par une méthode de phase stationnaire comme dans

[Yaf98, YafOOb].
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APPENDICE : Le principe
d’absorption limite pour H.

Comme on I’a signalé dans la remarque 1.3.9, le Principe d’absorption limite pour
H ne peut pas étre obtenu de la méme maniére que pour H; si on n’a pas py > 2
dans 'hypothese (1.3.5). Cependant la méthode de Mourre permet quand méme d’éta-
blir le principe d’absorption limite pour H a condition de remplacer I’hypothese iv) de
la définition 1.1.13 par une condition un peu plus faiblef, précisément on demande que
(z)" 7 f(H)Byf(H) (z)~""/? s0it borné pour toute fonction f € C5°(R%). On pro-
ceéde ici de la méme maniere que dans [Yaf85] (ot il était supposé que A = 0) et [GY00] (ou
c’est lopérateur de Dirac qui était considéré). La difficulté supplémentaire par rapport
a ces deux travaux vient de la structure plus complexe de la partie courte portée (non
différentiable) de la perturbation —DAg — AsD + 2 < Ag, Ap > +|As|? + Vs qui n’est
plus un opérateur de multiplication. Ces difficultés sont cependant facilement surmontées
dans la proposition A.3.

Commencons par fixer quelques notations pour la suite. On se donne deux intervalles
Aos CAs=(A=6,14+6) C (0,00), (A.1)

avec A > 26 > 0, et une fonction f € C{°(R,)
supp f C Ass, fla, = 1. (A.2)
On supposera que les hypotheses (1.3.2) a (1.3.7) sont vérifiées avec 1 + p < py < 2. Si
po > 2 le principe d’absorption limite découle de toute fagon directement de (1.1.24) et
du lemme 1.3.24 d’apreés la remarque 1.3.9. Si éventuellement p > py — 1 cela ne pose

aucun probleme de remplacer p par py — 1 dans ’hypothese (1.3.4). On rappelle que sous
ces hypotheses

By =i[H, A € B(Hs, M), M = f(H)B,f(H) € B(H,H), (A.3)

tCette condition peut étre rapprochée des conditions de régularité fractionnaire de la fonction t —

exp(—itA)H exp(it.A), en £ = 0, énoncées dans [ABAMGI6].
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et que de plus si on choisit § assez petit on a d’apres la proposition 1.3.4 (et en particulier
I'inégalité (1.3.20)) que

M = f(H)B,f(H) > cf(H)". (A.4)

Notre objectif est d’appliquer le lemme 1.1.18 a la famille d’opérateurs

FE(Z) = KEGE(Z)KE’ (A5)
K.=(z) " ()" o =r—1/2 €(0,1/2), (A.6)
G.(z) = (H —ieM — 2z)"', +sgne = +sgnImz > 0. (A7)

On doit donc récolter plusieurs estimations a priori pour établir (1.1.28). On commence
par les plus classiques qui peuvent étre tirées de [PSS81, Mou81, JMP84].

Lemme A.1 Pour tout Imz,e € (0,1] l'opérateur H — icM — z est inversible et G.(z)
est continument différentiable en ¢ et continu pour € € [0,1]. De plus pour tout Rez €
Asjo,Imz,e € (0,1] on a les estimations

|1Ge(2)(f(H) = Td)(H +i)|| < ¢, [|Ge(2)f(H)|| < e, (A-8)
I(H +)G(2)| + | Ge(2)l| < e (A.9)

Pour tout opérateur Q) borné sur H et e € (0,1] on a
|QG(2) f(H)|| < e~ 2(|QG(2)Q]|"? (A.10)
Les suivantes sont tirées de [Yaf85, GY00].
Lemme A.2 Pour tout Rez € As/p,Imz,e € (0,1] on a

IKI <1, K (@) || < csm 102, ||| < a2, (A11)
|K.G(2)(H +i) (o) || < e 2 (1 + [EINY2, se0,1] (Ad2)

Preuve La premiére inégalité de (A.11) découle de (51})1/27” > 1. Pour la seconde il
suffit d’écrire que

<x>1/2—0 - Cl + |w|1/2—0

<€x>l/27rj — <8x>l/2fcr

e 1/2—
m S ce 7,

K. (z) = <C+C

Pour la troisieme les mémes arguments fonctionnent apres un calcul explicite de la dérivé

ng B 2(3:)71/270
dg = (1 - 20’)8|$| W S (1 — 20')8

3/2—0c
(z) < cec 32 — e 12

<€x>3/270
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Pour I’égalité (A.12) un argument d’interpolation permet de restreindre la preuve aux
cas s =0 et s =1. Pour le cas s = 0 I'estimation

[KGe(2) f(H)(H +1)|| < Ce 2| Fe(2)]| V2,
découle de (A.10) avec @ = K, et I'estimation
|K:Ge(z)(Id — f(H))(H +4)|| < C,

découle de (A.8) et (A.11). La somme de ces deux estimations donne 'inégalité recherchée
pour s = 0.

Pour le cas s = 1 on cherche & montrer que
1K.Go(2)(H +i) (o) || < ce™2(1+ || F(2)])>. (A.13)
On commence par commuter {z) et (H + 1)
K.G.(z)(H +1) (z) = K.G(2) (z) (H + 1) + K.G.(2)[H, (z)].

Comme l'opérateur [H, (z)] € B(H,H_1) (cf. I'équation (1.3.26)) le second terme s’estime
par (A.9) et (A.11)

|K.Ge(2)[H, ()] < [ Gel=)(H + i) [[(H +5) ™ [H, (2)]]| < C=.
Maintenant on commute (z) et G.(z)
K.G.(2) () (H +1) = K. (2) Go(2)(H +1) + K.[G.(2), (@)](H +1).
Le premier terme s’estime facilement par (A.9) et (A.11)
|Ke (&) Ge=) (H + )] < (1K (@) [ Gel2)(H + )] < Ce+72.
Le second terme se réécrit de la maniére suivante

KGo(2), (2)(H +1) = K.Go(2)[(), H —ieM — 2)G.(2)(H +1)
= K.G.(2)[(x), H|G(2)(H + i)
—ieK.G(2)[(z) , M]G.(2)(H + ).

L’estimation du premier terme repose encore sur (1.3.26), (A.9), (A.11) et (A.12) pour
s =0 (qui vient d’étre démontrée)

|K.G(2)l(a) HIG()H +3)]| < |K.Go(=)(H +DII(H +3) " [(=), ]|
|Ge(=)(H + )]
< PR
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Pour le second terme on va utiliser que

eK.G(2)(a), MIGL(2)(H +1) = eK.G.(=)(x), F(HD)|Byf(H)Ge(=) (H +i)
+eK.G.(=)f(H)Bil(a), f(H))G.(=)(H +1)
+eK.GL(2)[(H)[(x) , Bl f(H)G.(2)(H +1).

Les deux premiers termes s’estiment a partir de (A.3), (A.9), (A.12) pour s = 0 et du
lemme A.5

lK.Go(2)(a) , F(H)|By f(H)G(=)(H +3)
< el K.G(2)(H + DI +5) [}, FED By fEDCo=) (H + 1)
< 0= (14 |E2))

Il reste donc un ultime terme a estimer
eK.Ge(z)f(H)[(z), Bi]f(H)G:(2)(H +1).

Pour ce faire nous allons d’abord calculer le commutateur [{(z), B;]. L’expression de B
est donnée par (1.3.15), ce qui conduit a

[(z), B1] = 2[(z) ,H]+Z[<a¢> yar(z)Dy] —[(z) ,[DAs+ AsD —2A; Ag — |As|* = Vs, 2.V]].

Le premier terme s’estime toujours grace a (1.3.26). Pour le second il est clair, d’apres
(1.3.12), que [(z),ar(x)Dy] = —tap(z)(O) (z)) est borné sur H. Le troisitme terme
est un opérateur borné de H; dans H 1 car d’'une part pour les termes sans dérivées
[(z),[Vs,z.V]] = 0 et d’autre part pour ceux contenant des dérivées

[(z),[VAs,z.V]] = As(z).V(2.V(z))+d(As(z).V (z))
+V.(As(z)(2.V (z)) + z(As(z).V (z)))
= u(z) + Vw(z),

= 0 ((z) ") ,w(z) = O((z)~ "), d’apres I'hypothése (1.3.5). Au final
1

el KeGe(2)f(H)[(z) , Bilf (H)Ge(2)(H + 1)
< || KeGe(2)(H + )|l /(H)[(z) , BiJf(H)|[[|G<(2)(H + 9|

< Ce V(14| F(2)|)M2.
Toutes ces estimations réunies conduisent a (A.13) ce qui prouve (A.12). O

Comme on I’a signalé dans la remarque 1.3.9 la condition iv) dans la définition 1.1.13
doit étre légerement affaiblie pour permettre ’obtention du principe d’absorption limite
pour H. Le lemme suivant donne une hypothése admissible qui remplacera celle sur le
double commutateur Bs.
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Proposition A.3 Soit H défini par (1.3.1) avec A et V vérifiant les hypothéses (1.3.2)
a (1.3.7). Alors pour tout f € C*(R,) on a

(z) "I (H 4+ )M, A (H +4) (2) "2 € B(H, H), (A.14)
ce qui entraine que
|KGe(2)[M, AlGe(2) K|l < ee™ (14 || Fe(2)]))- (A.15)

Preuve Comme <J}>:F(1_p)/2 (H+1)" ( )i(l_p)/ est borné de H_; dans Hy (voir le lemme
A.5) il suffit de montrer que (z)~ (1=p)/2 [M Al (z ) (1=r)/2 oot borné de Hidans H_q. Si

on décompose le commutateur de la maniére suivante

(z > (1- p/2[M Az > (1-p)/2 <$> —p)/2 (F(H)Bil A, f(H)]
+ [A, f(H)Byf(H) + f(H)[A, By f(H)) (w)~ =/

comme [A, f(H)] est borné sur H dans H,, d’apres le lemme A.6, il reste a montrer que

(@)~ F(H)A, Byl (H) ()" (A.16)
est borné de H; dans H_;. On utilise la décomposition H = Hy + f/L + ffs, avec

Vs = —DAs(z) — As(z)D + |As(z)]® + 2As(z) Ay (z) + Vs(z),  (A.18)

de telle sorte que

D’apres (A.17) Popérateur i[[Vy, A], Al = ZZ:1 ar(z)0x+7(z) est un opérateur différentiel
a coeflicients réguliers vérifiant

0% ax(2)] + 105 ()| = O((x)~*~").
En particulier opd i[[V}, A], A] est borné de Hy dans H;, Uopérateur
() T () (A + [V, AL A]) f(H) ()70
est borné de H_; dans H,. Il reste a estimer les termes a courte portée

()" () ([Vs, AL AL () ()"0 (A.19)

Pour ce terme on ne commute pas vraiment les opérateurs A et Vg mais on décompose
comme suit

[[f/g, .A], .A] = VSAQ — 2.»4‘75./4 + ./42‘75. (A.QO)
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Comme d’aprés (A.18) 'opérateur ()" Vg <m)b € B(H1,H-1), a+b—py < 0, pour montrer
que (A.19) est borné de H dans H_; il faut “sandwicher” Vs par des opérateurs bornés
de ‘H dans Hq, a droite, et H_; dans H, a gauche. Pour cela on utilise les lemmes A.5 et
A.7. Le terme symétrique est dans B(H_1,H1) si 1 + p < py

(z)~ (1—p)/2 FH) AV A (H )<m>—(1—p)/2
= <<m> (1-p)/2 f(H)A<£E>_p“/2> (<$>P0/2 VS <$>p0/2)
<<x>—p0/g Af(H) ($>7(17p)/2)

puisque les deux termes qui “sandwishent” <Jz>p”/2 Vs <a:>p”/2 sont alors dans B(H_1, H;).
Pour les termes non-symétriques on écrit on décompose Vg = —AgD + @) et on remarque

que (z)*Q (x)b € B(H,H 1) sia+b— py <0. Dans ce cas

(@)~ F(H)QAf(H) ()~
= ((g;) (1-p)/2 F(H) <$>(1fp)/2) <<x>f(1fp)/2Q<x>1+p0/2)
((96)*1*’30/2 A*f(H) (myufp)/g)

est bien borné de H_; dans H; si 1 + p < pg. Le dernier terme est lui aussi borné de
H_1 dans H; si 1 4+ p < py, mais on doit pour 'estimer utiliser une décomposition plus
astucieuse

(x)*(l—p)/2 f(H)As(z)DA*f(H) <$>7(17p)/2
= ((@*(Lp)/z F(H) <x>(1—p)/2> (<$>7(17p)/2 As(z) <$>1+p0/2)
(<:c>*1—pn/2 DA <q;>f’0/2) <<m>—po/2 Af(H) <m>f(17p)/z>_

En effet ci-dessus lopd (z) ' */* DA (z)*"/* est bien borné de Hy dans H et le terme
contenant Ag est lui borne dans H. De la méme maniere en posant VS = —DAS—I—Q et en
remarquant que (z)* Q (z ) € B(H1, H) sia+b—py <0, () D (z) " € B(H,H_1)
et (z >1+p/2 s(z)(z ) (1=)/2 g B(H,H), on obtient que les termes

)
fH)AQf(H) () 172
(<$ (1—p)/2 H)A2 <x>—1—p0/2) <<x>l+pu/2Q~<$>—(l—p)/2>

(<$>(1*p)/2 F(H) <x>7(lfp)/2)

() (0

et
()" J(H)A D As () f(H) ()~
= (&) "2 S A () ) (@) D () )
(<x>1+p/2 As(z) <x>7(1*p)/2) <<x>(1*p)/2 F(H) <m>*(1*p)/2)'



107

sont bornés de H_; dans H; si 1 + p < pg. Au final 'opérateur (A.16) est bien borné
de H dans H si 1+ p < py et (A.14) est bien vérifiée sous les hypotheses de la section
1.3.1. Maintenant d’apres (A.12) et (A.14) on a

|K.Ge(2)[M, AlG:(2)K|| < |K.Ge (Z)(H—i—i)*l <$>*(17p)/2 I
| ()~ (H 4 i) (M, AJ(H +4)~ ()07
| ()" (H + )G (2)K.|
< e+ ||F(2)]),

ce qui prouve (A.15). a

On peut maintenant démontrer le principe d’absorption limite sous des hypotheses
minimales.

Théoreme A.4 Soit H défini par (1.3.1) avec A et V vérifiant les hypothéses (1.3.2) a
(1.3.7). Alors pour tout intervalle A C (0,00) disjoint de 0 on a l’estimation

sup  [[{(z) P R(z){(z)"|| <¢, p>1/2. (A.21)
RezcA
1>|Im z|>0

En particulier Uopérateur (z)™", p > 1/2, est H-lisse sur tout intervalle A C (0,00)
disjoint de 0.

Preuve D’apres le lemme 1.1.18 il suffit de vérifier I'hypothese (1.1.28) pour F.(z) définie
par (A.5). L’estimation a priori ||F.(z)|| < ce™! découle directement de (A.9). Il faut
maintenant vérifier 'estimation sur la dérivée dF.(z)/de. Pour cela on calcule cette dérivée

dF.(z) dK. dK. dG.(z)
T & G.(2)K. + K.G.(2) 7 + K. P

les deux premiers termes s’estiment directement par (A.11) et (A.12)

Pour le troisieme terme il faut d’abord calculer dG.(z)/de

K..

e 6Kl + 1K) < e (14 1B ())

dG.(2)

I = iG.(2)MG.(z)
= 1G.(2)(f(H) — Id)B1f(H)G:(2) + iGc(2)B1(f(H) — Id)G.(2)
—[A, G.(2)] — ieGe(2)[M, AlGe(2)

D’apres (A.3), (A.8), (A.11) et (A.12) on a que

1KGe(2)(f(H) = Id) B f (H)Ge(2) K| < || KGe(2)(f(H) — Td)|[[| By (H + )~
I(H +)Ge(2) Ke|
< e PR,
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et de méme pour |K.G:(2)B1(f(H) — Id)G:(2)K.||. D’apres (A.11), (A.12) et (1.3.9)

2| K () |[[[(2) ™" ACH + ) M[(H + ) Ge(2) K|
ce” (L + [ Fe(2)1)-

KA Ge(2)]Ke|| <
<

Enfin en tenant compte de la proposition A.3 et de toutes les estimations précédentes on
obtient que

dG.(z W
|k <o 1m),
et en conséquence
dF.
| < umcm,
pour un a = max{1/2,1 —o,1— p} € (0,1). Le lemme 1.1.18 conduit donc a I’estimation
|Fe(2)|| < C uniforme en z et en . En particulier pour ¢ = 0 on récupére (A.21). O

On termine par la démonstration de quelques lemmes utilisés dans certaines preuves.
Ces lemmes reposent sur le théoreme de Stone-Weierstrass selon une méthode bien connue

(cf. [CFKS87)).

Lemme A.5 Soient f € C°(R), telle que lim, 1o f(7) = 0, et g € C*(R?) telle
que ses dérivées soient uniformément bornées sur R® jusqu’a l’ordre 2. Alors on a que
l9(z), f(H)] € B(H-1,Hz2). En particulier (z)" f(H)(z)™" € B(H_1,Hs), pour tout
re[-1,1].

Preuve D’apres (1.3.26) on a
l9(z), H] = [g(2), (D — A)’] = —2Vg(2)V — Ag(z) + iA(z)Vg(z), (A.22)

qui montre que [g(z), H] € B(H1,H). Pour f(H) = R(z), z € C\R on en déduit que
[9(z), R(2)] = R(2)[H,g(z)]R(z) € B(H_1,H>). Maintenant on désigne par £ 'algebre

de fonctions engendrée par
{f(r)=(r =2t € C"(R,): 2z € C\R}.

Une simple modification du théoreme de Stone-Weierstrass montre que cette algebre est
dense dans I’ensemble des fonctions continues tendant vers 0 a I'infini, ce qui conclue la
preuve.

La fonction (z)", r € [0,1], satisfait aux hypothéses de la premiére partie du lemme
ce qui permet d’écrire que

()" f(H) ()" = f(H)+ ()", f(H)](z) ™

qui est bien une somme d’opérateurs bornés. Pour (z)™" f(H) (z)" on procede de la méme
maniere. O
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Lemme A.6 Soit A le générateur des dilatations défini par (1.3.9). Alors pour toute
fonction f € C°(R) telle que lim, 1. f(7) =0 on a [A, f(H)] € B(H,H>).

Preuve D’apres la proposition 1.3.4 Popérateur [A, H] = iB; € B(H2,H) ce qui conduit
a[A,R(z)] = R(z)[H, A]R(z) € B(H,Hs). On conclut par densité comme dans le lemme
A5, [l

Lemme A.7 Soit f € C°(R) telle que lim, .1, f(7) =0, alors pour a € [-1,0] on a
(2)" Af(H) (2)" € B(H 1, H1), (2)" f(H)A(z)" € B(H 1,H1),
sta+b+1<0 et
(@)" A°f(H) (x)" € B(H-1,H), (2)" f(H)A(z)" € B(H,H,),
(@) f(H)A® ()" € B(H 1, H)
sia+b+2<0.

Preuve D’apres le lemme A.5 opérateur (z) * f(H) (z)* est borné de H_; dans H,.
L’opd (z)* A* (x)b est borné de H; dans H,;_; pour tout j € Nsia+ b+ k <0. Au final
I'opérateur

(z)" A¥F(H) ()" = ()" A(z)" ()" f(H) (z)",
est borné de H_; dans Hs_;. Par dualité on récupere la continuité des deux autres

opérateurs. La derniere égalité demande encore un peu de travail. On décompose de la
maniere suivante

()" F(H)A* (2)" = (2)" Af(H) A ()" + (2)" [[(H), AJA(z)".

En remarquant que 'opd (z)" A <$>,,/ est borné de de H; dans H; 1Vj € Zsir+r'+1 <0,
le premier terme s’estime grace au lemme A.5

(2)* Af(H)A(z)" = ((z)* Az)"7) (&) F(H) (2) 717 (<m>1+aA<m>b)

et est borné de H_; dans H des que a+b+2 < 0 et |1 +a| < 1. Il reste a estimer le

terme
(2)" [F(H), AJA(2)" = (o) [F(H), Al (2) 7 ({2)* ™ Al2)")

qui est borné de H_; dans H des quea+b+2<0et 1+a > 0et a <0 grace au lemme
A.6. O

Lemme A.8 Si H— H, est Hy-compact alors pour toute fonction f € CJ(R,) l'opérateur
f(H)— f(Hy) est compact.

Preuve Comme pour le lemme A.5 on vérifie que pour des fonctions de la forme f(7) =
(r—2)', 2zeC\Rona

f(H) = f(Hy) = R(z) — Ro(2) = —R(z)(H — Hp)Ro(2),

qui est bien compact. Cette propriété est donc vraie pour toute fonction f € & et par
densité pour tout f € C§(R,). O
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Notations

() = (1+ [2P), & = 2/la] pour [s] £ 0

D = —iV,, Dy = —id,, = —id/0x,

S?-1 sphere unité de I'espace R, SZ_I spheére de rayon k

T ensemble des nombres complexes de module 1

Fi(6,a) ={(z,6) e R*: £ < 7,E>> 0, |z| > a, [£] > a} (cf. Figure 1.2)
Ff = f transformée de Fourier de f, cf.(1.2.1)

Mf = f¥ transformée de Mellin de f, cf. (1.3.45)

S(R?) classe de Schwartz des fonction C>(IR?) & décroissance rapide
C(Q) classe des fonction C™ a support compact dans 'ouvert
B(H,H') : espace de Banach des opérateurs bornés de H dans H’

S,(H) = 6, p € [1,00], classes de Schatten d’opérateurs compact sur H
L= (R%) classe des fonctions essentiellement bornées sur R?

L2(R%) classe des fonctions de carré intégrable sur R?

||| norme hilbertienne sur I.?(R?) ou norme uniforme sur B (L*(R?),L*(R%))
H?*(R?) : espace de Sobolev

A opérateur pseudodifférentiel définit par une amplitude en représentation de mo-
ment, cf. (1.2.14)

A(X) + L2(S™") — L*(S*') valeur diagonales, dans la représentation spectrale
associé a —A, de 'opérateur A ou aussi restriction de 'opérateur A = FAF* a la
sphere de rayon A2, cf. section 1.2.3

A*(X) : L2(R+1) — L2(R?1) représentation de l'opérateur A(\) dans la carte
locale décrite par le difféomorphisme s : R*1 — S9! ¢f. Proposition 1.2.26 et
Figure 1.1

o’ symbole pripcipa] de 'opd A de la classe S;%(T*Sdil), 1> p >0 >0 définit
modulo SZ{QJFO(T*Sd’l)
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Résumé. La théorie de la diffusion admet différentes formulations qui se répartissent en
deux famille : I'une dépendante du temps 'autre stationnaire. La premiére approche, reposant
sur ’existence de limites en grand temps de certaines observables, et la seconde, qui s’appuie
sur des estimations de résolvantes, sont essentiellement équivalentes cependant I'approche sta-
tionnaire permet d’obtenir une formule de représentation pour 'objet principal de la théorie :
la matrice de diffusion.

Dans cette these on développe la théorie des perturbations lisses pour I'opérateur de Schro-
dinger avec un potentiel électromagnétique a longue portée. Apres avoir obtenues certaines
estimations pour la résolvante (principe d’absorption limite, estimation de radiation et estima-
tions de propagation microlocales) on construit des opérateurs d’onde modifiés de type Isozaki-
Kitada et ’on obtient une formule de représentation stationnaire pour la matrice de diffusion.
On rencontre de nombreux problemes liés aux opérateurs pseudo-différentiel utilisés que 1'on
résout en utilisant des classes de symboles oscillants pour lesquelles un calcul pseudo-différentiel
non-standard a été développé.

Au final on obtient sans hypotheses de jauge sur le potentiel magnétique la complétude des
opérateurs d’onde modifiés et leur coincidence avec d’autres constructions dépendant du temps.
Pour la matrice de diffusion on montre que en général son spectre recouvre le cercle unité. Parmi
les exceptions a cette regle on trouve le cas des champs magnétiques a support compact. L’ap-
proche développée dans cette these permet de généraliser les propriétés spécifiques de la matrice
de diffusion, connues sous le nom d’effet Aharonov-Bohm, & une large classe de tels potentiels.

Mots clés. théorie de la diffusion, opérateur de Schrodinger, potentiels a longue portée,
matrice de diffusion, effet Aharonov-Bohm.

Abstract. Scattering theory admits different formulations divided in two families : one
time dependent and the other stationary. The first approach, based on the existence of large
time limits of certain observables, and the second, supported by some resolvent estimates, are
essentially equivalent however the stationary approach gives a stationary representation formula
for the most important object of the theory : the scattering matrix.

In this thesis we show that the Schrodinger operator with a long-range electromagnetic
potential fits into the scheme of smooth scattering . After having proved some resolvent esti-
mates (limiting absorption principle, radiation estimates, microlocal propagations estimates) we
construct modified wave operators of the Isozaki-Kitada type and get a stationary representa-
tion formula for the scattering matrix. Some difficulties arise with the pseudodifferential calculus
which are solved by using non-standard classes of pseudodifferential operators with oscillating
symbols.

Finally we obtain the asymptotic completeness, without any gauge assumptions on the
magnetic potential, of the wave operators and their coincidence with others time-dependent
constructions. For the scattering matrix we prove that, in general, its spectrum covers the unit
circle. Among the exceptions to this rule the case of compactly supported magnetic fields is stu-
died. The approach developed allows us to generalize some special properties of the scattering
matrix, known as the Aharonov-Bohm effect, to a large class of such potentials.

Key words. scattering theory, Schrodinger operator, long-range potentials, scattering ma-
trix, Aharonov-Bohm effect.
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