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iii



iv



RemerciementsTout au long de ces ann�ees j'ai pu b�en�e�cier de l'attention, de l'aide ou du soutientde nombreuses personnes auxquelles je tiens �a exprimer ma sympathie.Je voudrais tout d'abord remercier Dimitri Yafaev de m'avoir donn�e la chance de fairecette th�ese. Tout au long de ces quatre ann�ees il a su �a la fois me laisser une grande libert�edans mon travail de recherche tout en veillant aux exigences de rigueur n�ecessaires �a laconcr�etisation de mes e�orts. Son encadrement et ses conseils m'ont beaucoup apport�ebien au del�a du simple point de vue math�ematique.Je tiens ensuite �a remercier les membres du jury pour leur participation. En premierlieu Jean Ginibre et Jean Nourrigat qui ont accept�e la lourde tache d'être les rapporteursde cette th�ese. En plus de leur participation je remercie vivement Didier Robert et Fran-cis Nier pour l'attention qu'ils ont port�ee sur mon travail. Mais je tiens �a remercier toutparticuli�erement Fran�cois Nicoleau ; les �echanges d'id�ees que nous avons eu ont largementcontribu�e �a d�evelopper la derni�ere partie de cette th�ese.Durant ces quelques ann�ees j'ai pu b�en�e�cier de l'exp�erience des membres de l'�equipeEDP de l'IRMAR. Je pense en particulier �a Nicolas Lerner qui n'a jamais �et�e avare deson temps lorsque je frappais �a son bureau pour lui poser mes nombreuses questions. Jeleur adresse �a tous ma profonde gratitude.Je n'aurais pas pu �nir cette th�ese sans l'aide et le dynamisme des personnels de l'IR-MAR depuis les biblioth�ecaires en passant par la reprographie, les secr�etaires (DanielleLanneau, Claude Boscher et Anita Texier) sans oublier les femmes de m�enage qui n'ontjamais e�ac�e le r�esultat d'un laborieux calcul entour�e en rouge sur le tableau noir.Je me dois de remercier Thierry Brault, Mouhamadou Seck et Paul Dirkx ainsi quetous mes coll�eges Lannionais pour le soutient chaleureux qu'ils m'ont apport�e lors de cesderniers mois.Je pense aussi �a tous les autres enseignants, chercheurs ou th�esards que j'ai côtoy�esdans la \tour des maths", et plus globalement �a tous mes amis. Les discussions que nousavons eu, scienti�ques ou non, m'ont beaucoup appri. Je pense aux membres de l'asso-ciation Jacques Binet et �a ceux qui sont pass�es par le bureau 234 (pour y boire le fameuxcaf�e qu'on y faisait) : �Eric, Claude et Ma�el, Yannick, R�emi, Fred, Marc, Gilles, David,Yasine, Ghislaine, Fran�cois, Patricia, : : : , quelques (ex-)membres de la SAR : Olivier (lesdeux !), Franck, Yves, : : : , et tant d'autres : : :En�n j'ai une pens�ee �emue pour ma famille et pour Charles mon grand p�ere.v



vi



1
IntroductionD'un point de vue math�ematique on peut dire que, grossi�erement, la th�eorie de ladi�usion est une branche de la th�eorie des perturbations des op�erateurs auto-adjointspour le spectre (absolument) continu. Cette th�eorie trouve ses origines en physique th�eo-rique, aussi bien dans le cadre de la m�ecanique classique que dans celui de la m�ecaniquequantique, et plus particuli�erement dans la description des collisions �elastiques. Les prin-cipales probl�ematiques �etudi�ees ainsi qu'une grande partie du vocabulaire de la th�eorie dela di�usion sont en fait issus de la physique c'est pourquoi il convient de commencer cetteth�ese en d�ecrivant, bri�evement, une exp�erience de di�usion pour �xer quelques conceptsimportants.1 Une exp�erience de di�usionUn faisceau de particules d'�energie � arrive de l'in�ni dans la direction !0 2 Sd�1 surune cible �xe (le centre di�useur) �a raison deN particules par unit�e de temps et de surface(orthogonale �a !0). Le ux de particules d� passant dans l'�el�ement de surface jSd�2jbdbd',correspondant �a un param�etre d'impact b, se trouve di�us�e apr�es interaction avec le centredi�useur dans l'angle solide d! = d�d' dans la direction !. Si le faisceau de particulesest homog�ene et su�samment peu dense (pour qu'on puisse n�egliger les interactions entreparticules du faisceau) le ux sortant au travers de l'�el�ement d!, mesur�e par un d�etecteur,sera directement proportionnel �a la densit�e du ux entrant Nd� = N�diff (!; !0;�)d!: (1)En m�ecanique classique le facteur de proportionnalit�e vaut (voir Figure 1)�diff (!; !0;�) = jSd�2j bsin � ����dbd� ���� ; (2)et est appel�e section e�cace di��erentielle. C'est la principale grandeur mesurable dansune telle exp�erience et elle est homog�ene �a une surfacey. On parle aussi parfois de layDans le cas o�u le centre di�useur est une sph�ere \dure" �(!;!0;�)d! est �egal �a la surface que pr�esentecette sph�ere face �a la partie du ux entrant d� qui repart dans la direction ! [LL64].



2 INTRODUCTION
centre di�useur

�ux incident ux sortant
!0!yangle de di�usion6d2� = N jSd�2jbdbd' d2� = N�diff (!; !0;�)d!

b param�etre d'impacttrajectoire de la particule -�
Fig. 1: Une exp�erience de di�usionsection e�cace totale �tot(!;�) = ZSd�1�diff (!; !0;�)d!0 ; (3)qui mesure le champ d'action du centre di�useur. Dans les cas \physique" (particules�el�ementaires) la zone o�u la particule subit la part la plus importante de sa d�eviation esttr�es petite compar�ee aux �echelles de temps et de distance auxquelles on a a�aire. Latrajectoire de la particule semble donc form�ee de deux branches (l'une pour t ! �1l'autre pour t! +1) pour lesquelles le mouvement semble asymptotiquement libre . Leux dans la direction ! est reli�e au ux incident par la section e�cace di��erentielle (2).2 La th�eorie de la di�usion quantiqueDans la th�eorie quantique l'�evolution d'un syst�eme physique au cours du temps estd�ecrite par une fonction 	(t) �a valeur dans un espace de Hilbert,H, v�eri�ant une �equation,appel�ee �equation de Schr�odinger, du type� i@t	(t) = H	(t)	(0) = f (4)



2 LA TH�EORIE DE LA DIFFUSION QUANTIQUE 3o�u H est un op�erateur auto-adjoint sur H appel�e Hamiltonien et f est l'�etat initial dusyst�eme. Bien souvent on a envie de comparer la solution de (4) �a celle d'un syst�eme dumême type o�u H est remplac�e par un op�erateur H0 plus \simple" que H mais proche,dans un certain sens, de H . C'est le principe de base de la th�eorie de la di�usion qui dece point de vue est une th�eorie perturbative.Dans le cas o�u f dans (4) est un vecteur propre de H associ�e �a la valeur propre �(i.e. Hf = �f) la solution de (4) s'�ecrit 	(t) = exp(it�)f . Comme les valeurs propresde H sont d�eplac�ees même par de petites perturbations il n'est en g�en�eral pas possiblede comparer les solutions de (4) �a celles du même syst�eme pour H0. C'est pourquoi enth�eorie de la di�usion on se restreint �a la partie absolument continue de l'op�erateur H quiest plus stabley. Rappelons que pour tout op�erateur auto-adjointH il correspond (d'apr�esle th�eor�eme spectral) une fonction E(�) �a valeur projecteur auto-adjoint sur l'espace Htelle que pour tout ';  (H'; )H = ZR�d(E(�)';  )H: (5)Un vecteur  2 H appartient au sous-espace absolument continu de H , not�e Hac, si lamesurem (�) = (E(�) ;  )H est absolument continue par rapport �a la mesure de Lebesgue.Une solution de (4) s'�ecrit alors 	(t) = exp(�itH)f o�u l'op�erateur exp(�itH) est d�e�nipar la forme quadratique(exp(�itH)';  )H = ZRexp(�it�)d(E(�)';  )H; ';  2 H: (6)Par analogie avec le probl�eme classique, pr�esent�e au d�ebut de cette introduction, ilest int�eressant de comparer les solutions 	(t) et 	0(t) du syst�eme (4) pour H et H0,respectivement, pour de grands temps t! �1. On est donc amen�e �a se poser la questionsuivante : 8f 2 Hac 9?f� 2 Hac0 tel que limt!�1 k	(t)�	0;�(t)k = 0 (7)avec 	0;�(t) = exp(�itH0)f�. Si (7) admet une r�eponse positive alorsf = limt!�1 exp(itH) exp(�itH0)f�:Ceci nous am�ene �a d�ecomposer le probl�eme en deux �etapes :� d'abord le probl�eme de l'existence des op�erateurs d'ondeW�(H;H0) = s� limt!�1 eitHe�itH0 ; (8)� ensuite celui de l'existence d'un inverse de Hac dans Hac0 pour les op�erateurs d'onde,c'est le probl�eme de la compl�etude asymptotiqueRanW�(H;H0) = Hac: (9)yPar exemple le spectre absolument continu d'un op�erateur est contenu dans son spectre essentiel quilui est stable pour toute perturbation H-compacte d'apr�es le th�eor�eme de Weyl.



4 INTRODUCTION
-6

e�itH0f�
e�itH0f+	(t) = e�itHff+

f�]U W�(H;H0)W+(H;H0) ft! �1 t! +1H
Fig. 2: Vision dynamique de la th�eorie de la di�usionOn peut remarquer que si les op�erateurs d'onde W�(H;H0) sont unitaires sur Hac0leur compl�etude est �equivalente �a l'existence des op�erateurs d'onde W�(H0; H) unitairessur Hac. Les op�erateurs d'onde W�(H;H0) r�ealisent alors l'�equivalence unitaire entre lesparties absolument continues des op�erateurs H etH0, ce qui se traduit math�ematiquementpar la relation d'entrelacementHW�(H;H0) =W�(H;H0)H0: (10)Lorsque l'on peut r�epondre positivement �a la premi�ere des deux questions pr�ec�edenteson peut former l'op�erateur de di�usionS =W �+(H;H0)W�(H;H0) : Hac �! Hac (11)f� �! f+qui relie directement les traces pass�ees f� aux traces futures f+ sans consid�eration entemps �ni. Si les op�erateurs d'onde (8) sont complets S est un op�erateur unitaire surHac0 et grâce �a la propri�et�e d'entrelacement (10) l'op�erateur S commute avec H0. Il estdonc naturel d'�etudier S dans une repr�esentation o�u H0 est diagonal. Dans le cas le plussimple (o�u le spectre de H0 est absolument continu et de multiplicit�e constante) une tellerepr�esentation de H consiste en la donn�ee d'un espace de Hilbert N (de dimension in�ni)et d'un op�erateur unitaire F0 : Hac �! L2(�ac(H);N)v�eri�ant pour tout f 2 D(H0) (F0H0f)(�) = �(F0f)(�). Si on note (F0f)(�) = �0(�)f 2N alors l'action de S se ram�ene, dans cette repr�esentation, �a la multiplication par la



3 L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER, APPROCHE D�EPENDANTE DU TEMPS 5fonction �a valeur op�erateur S(�) = �0(�)S��0(�) (12)appel�ee matrice de di�usion. Ce dernier objet contient toute l'information sur le processusde di�usion associ�e �a l'op�erateur H .Dans le cas de la di�usion de particules quantiques S(�) est un op�erateur int�egral surla sph�ere Sd�1. Le carr�e du module de son noyau s(!; !0;�); !; !0 2 Sd�1; s'interpr�etephysiquement comme la section di��erentielle e�cace de l'interaction�diff (!; !0;�) = ��(d�1)=2(2�)d�1 js(!; !0;�)j2; ! 6= !0: (13)Cette nouvelle d�e�nition de la section di��erentielle e�cace entrâ�ne l'apparition de pro-pri�et�es di��erentes par rapport �a la d�e�nition (2) en particulier pour la singularit�e surla diagonale ! = !0 de la fonction �diff (!; !0;�) (voir par exemple [LL64] chapitre IVsection 20 et [LL66] chapitre XVII section 127).3 L'op�erateur de Schr�odinger, approche d�ependantedu tempsL'�evolution d'une particule �el�ementaire dans un champ �electromagn�etique (E;B) estd�ecrite en m�ecanique quantique par l'�equation de Schr�odinger (4) o�u le Hamiltonien estl'op�erateur aux d�eriv�ees partielles suivantH = (D �A)2 + V: (14)La fonction r�eelle �a valeurs scalaires V est appel�e le potentiel �electrique et la fonctionr�eelle �a valeurs vectorielles A = (A1; : : : ; Ad) est appel�ee le potentiel magn�etique. Cespotentiels sont reli�es au champ (E;B) par les �equationsB = rotA; E = �rV � @tA: (15)Si les potentiels V et A d�e�nissent compl�etement le champ (E;B), il d�ecoule des �equationspr�ec�edentes que le champ (E;B) ne d�e�nit pas de mani�ere unique les potentiels. En e�etsi on se donne une fonction f , r�eguli�ere, et qu'on d�e�nit de nouveaux potentiels (V 0; A0)par V 0 = V � @tf; A0 = A+rf; (16)alors le couple (V 0; A0) d�e�nit le même champ (E;B) que les potentiels (V;A). On peutdonc imposer aux potentiels une condition suppl�ementaire (par rapport aux �equations



6 INTRODUCTION(15)), qu'on appelle condition de jauge. Les op�erateurs de Schr�odinger H et H 0 asso-ci�es aux potentiels (V;A) et (V 0; A0), li�es par (16), ne sont pas �egaux mais seulementunitairement �equivalents H 0 = eifHe�if : (17)Il existe beaucoup de jauges, certaines �etant plus pratiques que d'autres selon la situation.Pour des potentiels ind�ependants du temps il est souvent commode d'utiliser la jauge deCoulomb d�e�nie par divA = 0: (18)Sous cette condition les potentiels s'expriment directement en fonction du champ par les�equations ��V + divE = 0; ��A� rotB = 0:Une autre jauge particuli�erement importante en th�eorie de la di�usion est la jauge trans-verse ou jauge de Poincar�e d�e�nie par la condition< A(x); x >= 0; 8x 2 Rd: (19)Ce choix de jauge fut introduit par Uhlenbeck [Uhl82]. Modulo une hypoth�ese de r�egu-larit�e cette jauge peut être construite �a partir d'un potentiel magn�etique A0 quelconquepar la formuleAj(x) = dXk=1 Z 10 Fkj(sx)xkds; Fkj(x) = @xkA0j(x)� @xjA0k(x): (20)La multiplicit�e des jauges envisageables pour d�ecrire une situation ad hoc donne aux po-tentiels un caract�ere arti�ciel dans la th�eorie classique, par opposition �a la \r�ealit�e" duchamp (E;B).Pour des potentiels (V (x); A(x)) ne d�ependant pas du temps on fait en g�en�eral unehypoth�ese de d�ecroissance (lente) aux grandes distancesj@�xA(x)j = O �(1 + jxj)���j�j� ; j@�xV (x)j = O �(1 + jxj)��0�j�j� ; �; �0 > 0; (21)pour j�j � 2. Sous ce type d'hypoth�eses le spectre absolument continu co��ncide avecle demi-axe r�eel positif, i.e. avec les �energies positives pour lesquelles la particule n'estpas classiquement captur�ee par le champ. Au contraire le spectre n�egatif est compos�e devaleurs propres qui correspondent �a des �etats li�es du syst�eme. En th�eorie de la di�usionle choix le plus naturel pour Le Hamiltonien de r�ef�erence H0 est celui correspondant �a unchamp �electromagn�etique nul (V (x); A(x)) = (0; 0), soitH0 = ��; D(H0) = H2(Rd); Hac0 = H = L2(Rd): (22)



3 L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER, APPROCHE D�EPENDANTE DU TEMPS 7Pour des potentiels �a courte port�ee, c'est �a dire lorsque �; �0 > 1 dans (21), l'exis-tence des op�erateurs d'onde (8) remonte �a [Coo57]. La m�ethode de Cook repose sur lav�eri�cation du crit�ere suivantZR(H �H0)e�itH0f dt <1 (23)sur un ensemble de vecteur f dense dans L2(Rd) (par exemple via la m�ethode de laphase stationnaire). Lorsque la partie �electrique du potentiel v�eri�e (21) avec un �0 > 1et que la partie magn�etique du potentiel v�eri�e (21) avec un � > 1=2 et l'hypoth�esesuppl�ementaire de jauge transverse (19) les op�erateurs d'onde usuels (8) existent encore[LT87]. Ce r�esultat exceptionnel peut être obtenu par le crit�ere de Cook en remarquantque pour f 2 ff 2 S(Rd) : supp f̂ � f� : 0 < �0 � j�j2 � �1 <1ggon a (H �H0)e�itH0f = O �(1 + jtj)�1�"� ; " > 0;puisque dans l'int�egraleZRd ei<x;�>�tj�j2(2i < A(x); � > +idivA(x) + jA(x)j2 + V (x))f̂(�) d�(2�)d=2le seul terme �a longue port�ee < A(x); � > s'annule au point stationnaire � = x=(2t) sousl'hypoth�ese (19).Pour des potentiels g�en�eraux �a longue port�ee, c'est �a dire v�eri�ant (21) avec �; �0 2(0; 1] et sans hypoth�ese suppl�ementaire, les op�erateurs d'onde (8) n'existent plus en g�e-n�eral. C'est en particulier le cas pour le potentiel de Coulomb V (x) = c=jxj qui joue unrôle tr�es important en physique. On doit donc introduire la notion d'op�erateurs d'ondemodi��es : dans (8) l'�evolution libre exp(�itH0) doit être remplac�e par un autre groupeunitaire U0(t) proche, dans un certain sens, de exp(�itH0) et qu'on appelle l'�evolutionmodi��ee. La premi�ere construction d'op�erateurs d'onde modi��es remonte �a [Dol64] dansle cas du potentiel de Coulomb. Il existe plusieurs mani�eres de construire l'�evolutionmodi��ee U0(t). Cette modi�cation peut être faite d'une mani�ere d�ependante du temps enconstruisant une �evolution U0(t) = exp(iS(t;D)), en repr�esentation de moment, o�u S(t; �)est une solution d'une �equation d'Hamilton-Jacobi qui est proche de t�2 [BM70, H�or76],ou aussi en cherchant U0(t) sous la formeU0(t) = (2jtj)�d=2 exp(i(
(t; x) + jxj2=4t))f̂ (x=2t);donc en repr�esentation d'espace, o�u 
 est une solution \petite", dans un certain sens,d'une �equation non-lin�eaire [Yaf80]. Dans ces di��erentes constructions l'existence desop�erateurs d'onde modi��es repose sur la m�ethode de Cook. Le probl�eme de la compl�e-tude asymptotique est par contre beaucoup plus d�elicat. L'approche la plus g�en�eralepour r�esoudre ce probl�eme repose sur la m�ethode de Enss [Ens89] qui consiste �a relierasymptotiquement les observables D et x=t (voir [DG97] pour une description compl�etede l'approche d�ependant du temps). Le d�efaut de ces approches est qu'elles sont in-adapt�ees �a l'obtention d'une formule de repr�esentation pour la matrice de di�usion, c'estpourquoi on suit dans cette th�ese une approche totalement di��erente.



8 INTRODUCTION4 L'approche stationnaireQuand les potentiels V et A ne d�ependent pas du temps il est naturel de chercher �ad�e�nir l'�evolution modi��ee de mani�ere stationnaire U0(t) = J exp(�itH0) o�u l'op�erateurJ (appel�e identi�cateur ou modi�cateur) ne d�epend pas du temps. Cette approche futd'abord propos�ee par Isozaki et Kitada dans [IK85a]. L'apport majeur de Isozaki etKitada fut de consid�erer des op�erateurs d'onde modi��es de la formeW�(H;H0; J) = s� limt!�1 eitHJe�itH0 ; (24)avec un choix de modi�cateurs J = Jj ; j = 1; 2 di��erents selon que t ! �1 ou quet! +1. Dans [IK85a], o�u seul le cas �electrostatique (A = 0 dans (14)) est consid�er�e, lesidenti�cations Jj �etaient construites sous la forme d'op�erateurs int�egraux de Fourier, leurexistence et leur compl�etude reposant sur la m�ethode de Enss (cette approche fut �etendueau cas d'un champ �electromagn�etique par Nicoleau et Robert [Nic91, NR91]). La phase' des modi�cateurs Jj doit v�eri�er l'�equation eiconalejr'j2 � 2 < A;r' > +V (x) + jA(x)j2 = j�j2; r = rx; (25)et des estimations de d�ecroissance dans des zones entrantes et sortantes de l'espace desphases � < x̂; �̂ > �; � 2 (0; 1)@�x ('(x; �)� < x; � >) = O �jxj1���j�j� : (26)L'amplitude des modi�cateurs �etant quant �a elle support�ee dans les zones entrantes etsortantes � < x̂; �̂ > �.Cette approche a l'avantage de fournir une formule de repr�esentation stationnaire (i.e.en terme de la r�esolvante R(z) = (H�z)�1 de l'op�erateur H) pour la matrice de di�usion.Cette formule a �et�e �etablie pour le cas �electrique dans [IK86] et pour le cas magn�etiquedans [Nic91, Nic94]. Formellement celle-ci peut s'�ecrireS(�) = Id� 2i��0(�) (J�1T2 � T �1R(�+ i0)T2) ��0(�); (27)o�u Tj = HJj �H0Jj ; j = 1; 2 et(�0(�)f)(!) = 2�1=2k(d�2)=2f̂ (k!); k = �1=2 > 0; ! 2 Sd�1; (28)est �a un facteur num�erique pr�es la restriction de la transform�ee de Fourier de f �a lasph�ere de rayon k. Pour justi�er cette formule on a besoin de deux choses : d'une parton a besoin d'estimations de propagation pour d�e�nir le terme contenant la r�esolvante�0(�)T �1R(�+ i0)T2��0(�) et d'autre part on a besoin de pouvoir d�e�nir la restriction �a lasph�ere Sd�1k de rayon k de l'op�erateur J�1T2. Dans le cas d'une perturbation �electrique �acourte port�ee cette formule se ram�ene �a la formule de BornS(�) = Id� 2i��0(�) (V � V R(�+ i0)V ) ��0(�); (29)



4 L'APPROCHE STATIONNAIRE 9dont la formule (27) est en quelque sorte une g�en�eralisation.Cette approche fut reprise par Yafaev dans [Yaf98] avec quelques di��erences :� les solutions exactes de l'�equation eiconale (25) furent remplac�ees par des solutions\approch�ees" (�a des termes courte port�ee pr�es) mais explicites (cf. section 2.1.1),� la d�emonstration de l'existence et de la compl�etude des op�erateurs d'onde reposaitsur la th�eorie des perturbations lisses (cf. section 1.1.1) et non sur la m�ethode deEnss.C'est cette approche que l'on va reprendre dans cette th�ese.L'existence des op�erateurs d'onde (24) dans la th�eorie des perturbations lisses reposesur un crit�ere du type (23) : on doit montrer que la perturbation e�ectiveT = HJ � JH0 (30)admet une d�ecomposition du type T = K�BK0 (31)o�u B est un op�erateur born�e et K;K0 sont, respectivement, localement H et H0-lisses,c'est �a dire v�eri�ent supf2E(�)Hkfk=1 ZRkKe�itHfk2dt <1 (32)pour tout intervalle born�e � � �ac(H). L'isom�etricit�e et la compl�etude de ces op�era-teurs d'onde n�ecessitent que l'identi�cation J soit \su�samment" proche d'un op�erateurunitaire, plus pr�ecis�ement il faut ques� limt!�1(J�J � Id)e�itH0E0(�) = 0; s� limt!�1(JJ� � Id)e�itHE(�) = 0: (33)Du fait des rôles sym�etriques jou�es par les op�erateurs H0 et H cette th�eorie n'est pasintrins�equement une th�eorie perturbative.Les estimations de type (32) se ram�enent �a des estimations sur les valeurs de la r�esol-vante R(z) = (H � z)�1, dans une topologie convenable, lorsque z s'approche du spectreabsolument continu. La plus classique de ces estimations est le principe d'absorptionlimite supRe z2�1�j Im zj>0k hxi�pR(z) hxi�p k <1; p > 1=2; � � (0;1): (34)o�u � est un intervalle compact. En particulier elle implique que l'op�erateur hxi�p ; p >1=2; est localement H-lisse. D'un point de vue physique le principe d'absorption limiteadmet une interpr�etation simple. Commek hxi�p e�itHfk2 = (hxi�2p e�itHf; e�itHf)H;



10 INTRODUCTIONcette quantit�e correspond �a la moyenne de l'observable quantique hxi�2p. Dans l'approxi-mation semi-classique cette quantit�e doit donc être proche de la valeur de hx(t)i�2p lelong de la trajectoire classique correspondante, asymptotiquement libre. Comme le longde cette trajectoire on doit avoir jx(t)j � jtj on peut donc esp�erer quek hxi�p e�itHfk2 � hti�2pqui est int�egrable si et seulement si p > 1=2. Le principe d'absorption limite su�t �atraiter le cas des perturbations �a courtes port�ees. Par exemple dans le cas �electrique siV (x) = O(hxi��); � > 1 en prenant J = Id on factorise facilement la perturbation enproduit de perturbations H et H0-lisses :T = H �H0 = V (x) = hxi��=2 �hxi�=2 V (x) hxi�=2� hxi��=2 ;et on peut alors justi�er la formule de repr�esentation stationnaire (29) pour S(�).Dans le cas des potentiels �a longue port�ee le principe d'absorption limite ne su�t plus.Pour le potentiel de Coulomby V (x) = c=jxj il su�rait que le principe d'absorption limitesoit vrai pour p = 1=2. H�elas ceci n'est pas possible car l'estimation (34) est d�ej�a viol�eedans le cas de l'op�erateur libre H0 si p = 1=2. C'est pourquoi on a besoin de l' estimationde radiation. Cette estimation a�rme que l'op�erateurG = hxi�1=2r? = hxi�1=2 (r� x̂(x̂:r)); (35)est localement H-lisse. L�a encore l'interpr�etation physique est tr�es instructive. Le longd'une trajectoire classique la vitesse tend �a s'aligner, aux grandes distances, avec la di-rection du vecteur position. En particulier la partie orthoradiale de cette vitesse doitd�ecrô�tre avec le temps. Ce gain de d�ecroissance doit rendre l'observable quantique Gint�egrable en temps k hxi�1=2r?e�itHfk2 � hti�1�" ; " > 0:Pour des op�erateurs di��erentiels �a coe�cients v�eri�ant (21) l'estimation de radiation s'ob-tient grâce au principe d'absorption limite (cf. th�eor�eme 1.3.13).Il existe de nombreuses m�ethodes pour d�emontrer le principe d'absorption limite,mais la plus simple est certainement la m�ethode des commutateurs de Mourre (cf. sec-tion 1.1.3). Sous l'hypoth�ese principale qu'il existe un op�erateur auto-adjoint A tel quele commutateur i[H;A] soit essentiellement positif cette m�ethode fournit des estimationspour la r�esolvante de H , \sandwich�ee" par des fonctions de l'op�erateur A, desquelles onpeut d�eduire le principe d'absorption limite [PSS81]. Pour l'op�erateur de Schr�odingercette approche fonctionne en choisissant comme op�erateur conjugu�e A le g�en�erateur desdilatations (x:D + D:x)=2. Une fois de plus pour comprendre ce choix l'interpr�etationphysique de cette m�ethode est riche d'enseignement. En m�ecanique classique l'obtentionde l'estimation d2jx(t)j2=dt2 � c > 0 le long d'une trajectoire assure que cette trajectoireyEn fait pour n'importe quel potentiel �a longue port�ee.



5 LES R�ESULTATS PRINCIPAUX 11est asymptotiquement libre (i.e. jx(t)j � jtj dont on a d�ej�a vu le lien avec le principe d'ab-sorption limite). L'observable quantique qui correspond �a d2jx(t)j2=dt2 �etant le doublecommutateur i[H; i[H; jxj2]] celui-ci doit donc être essentiellement positif. Ceci conduitdirectement au choix A = i[H; jxj2]. Dans le cas �electrique i[H; jxj2] = 2(x:D + D:x),on comprend alors facilement le rôle tr�es important jou�e par le g�en�erateur des dilatations(x:D +D:x)=2 dans la th�eorie de la di�usion pour l'op�erateur de Schr�odingery.5 Les r�esultats principauxDans cette th�ese on consid�ere l'op�erateur de Schr�odinger (14) avec un potentiel �electro-magn�etique (V;A) = (VL; AL) + (VS; AS) dont la partie longue port�ee (VL; AL) v�eri�e(21) pour tout � et la partie courte port�ee (VS ; AS) v�eri�e (21) pour j�j = 0 avec un� = �0 = �0 > 1. Contrairement �a d'autres travaux on ne fait pas ici d'hypoth�esede jauge sur le potentiel magn�etique Az. Ceci permettra de retrouver les r�esultats de[LT87, Nic91, NR91] comme des cas particuliers.L'addition de termes �a courte port�ee pose quelques probl�emes pour obtenir le principed'absorption limite. En e�et la th�eorie de Mourre ne conduit directement �a l'estimation(34) que si la partie courte port�ee (VS; AS) v�eri�e (21) pour j�j = 0 et un � = �0 = �0 � 2[PSS81]. Cependant une petite modi�cation de cette m�ethode, propos�ee dans [Yaf85] dansle cas �electrique A = 0, permet d'obtenir le principe d'absorption limite sous l'hypoth�ese�0 > 1. Ce r�esultat technique est d�emontr�e dans le cas magn�etique dans l'Appendice A.Via le th�eor�eme de multiplication des matrices de di�usion le principe d'absorptionlimite nous permet d'�eliminer les termes �a courte port�ee et de se concentrer sur l'�etudedes termes �a longue port�ee. Pour l'op�erateurH1 = (D �AL)2 + VL;l'ensemble des estimations de r�esolvante dont on a besoin est obtenu par la m�ethode deMourre (cf. sections 1.3.2 et 1.3.3), comme dans le cas �electrique A = 0, avec le choixA = (x:D + D:x)=2. Cependant pour les estimations de propagation microlocales onles red�emontre pour une classe plus large d'op�erateurs pseudo-di��erentiels par rapport �a[IK84, IK85b, Jen85].D�es que ce travail pr�eliminaire est termin�e on peut d�emarrer la th�eorie de la di�usionpour le couple H0; H . Il est naturel de construire les identi�cations J� sous forme d'op�e-rateurs pseudodi��erentiels (opd). En e�et ce formalisme permet facilement de traiter lescombinaisons des op�erateurs J� et T� avec les op�erateurs hxi�p ; G; H1; H0, qui sont euxyDans le cas �electromagn�etique on peut encore faire le choix A = (x:D +D:x)=2 même s'il n'est pasle plus naturel.zMis �a part la condition divA 2 L1(Rd) qui sert �a assurer que le domaine de H est bien H2(Rd) cf.section 1.3.1.



12 INTRODUCTIONmêmes des opd, ou de manipuler les adjoints J� (cf. section 1.2). En plus cette th�eorienous fournit des crit�eres simples de continuit�e et de compacit�e tr�es utiles. Cependantpour traiter le cas g�en�eral � > 0 dans (21) on doit manipuler des opd du type Sm%;� avec% = � et � = 1 � �. Lorsque � � 1=2 on ne peut plus utiliser la th�eorie g�en�erale deH�ormander pour ces classes d'opd. C'est pourquoi on est oblig�e d'utiliser les classes desymboles oscillants Cm(�); � 2 Sr ; r 2 [0; 1); introduites par Yafaev dans [Yaf00a], quitiennent compte de la structure particuli�ere du symbole des opd que l'on manipule (cf.section 1.2.2). On rencontre aussi d'autres di�cult�es lors de la restriction de certains opd�a la sph�ere (voir section 1.2.3).Pour d�evelopper la th�eorie des perturbations lisses pour le couple H0; H1 on cherchele symbole des modi�cateurs sous la forme j�(x; �) = exp(i��(x; �)) de telle sorte que	�(x; �) = exp(i < x; � >)j�(x; �) soit une solution approch�ee, �a des termes courte port�eepr�es, de l'�equation de Schr�odinger stationnaire H	� = j�j2	� pour que la perturbatione�ective T� = HJ� � J�H0 soit un opd d'une classe C�1�"(��); " > 0. Si cela �etaitpossible on obtiendrait, grâce au principe d'absorption limite, la d�ecomposition (31) avecK = K0 = hxi�1=2�"=2, la forme du symbole de J� assurant que les conditions (33) soientv�eri��ees. En injectant l'Ansatz pr�ec�edent pour 	� dans l'�equation de Schr�odinger onobtient que la phase '�(x; �) =< x; � > +��(x; �) doit v�eri�er l'�equation eiconale (25),�a des termes courte port�ee pr�es, et les estimations (26) pour tout �. Dans la section2.1.1 on arrive �a construire de telles solutions '� par approximations successives maiscelles-ci ne satisfont (26) qu'en dehors d'un voisinage conique (arbitrairement petit) de ladirection ��̂. C'est pourquoi on doit ajouter dans le symbole de J� des fonctions de tron-catures ��(x; �), asymptotiquement homog�enes de degr�e 0, pour �eliminer ces \mauvaises"directions. On ajoute aussi une fonction de troncature  (j�j2) qui permet de localisernotre �etude sur un intervalle d'�energie � � (0;1) born�e et disjoint de z�ero. Les termessuppl�ementaires qui apparaissent dans le symbole de la perturbation T� ne d�ecroissentque comme jxj�1 quand jxj ! 1. Grâce au calcul pseudo-di��erentiel et �a l'estimation deradiation on obtient quand même une d�ecomposition du type (31)T� = hxi�pB(r)� hxi�p +G�B(s)� G; (36)avec B(r)� et B(s)� born�es. Cette d�ecomposition assure l'existence des op�erateurs d'ondeW�(H1; H0; J�); W�(H0; H1; J�) avec � = \ + " ou � = \ � ". Par un argument dephase non-stationnaire on obtient alors facilement la premi�ere estimation de (33) et doncl'isom�etricit�e des op�erateurs d'onde W�(H1; H0; J�). La compl�etude r�esulte alors de ceque (J�J�� + J�J�� � Id)E1(�) est un op�erateur compact (pour un choix judicieux desfonctions ��) et de l'�equations� limt!�1 J�J��e�itH1E1(�) = 0:Par des arguments de phase stationnaire, cette fois, on montre que cette constructionco��ncide avec les traditionnelles constructions d�ependantes du temps, ce qui nous permetde retrouver certains r�esultats d�ej�a connus et entre autres on r�ecup�ere que les op�erateursd'onde W�(H;H0; J�) ne d�ependent pas du choix de ��.



5 LES R�ESULTATS PRINCIPAUX 13On obtient alors la formule de repr�esentation stationnaire suivante pour la matrice dela di�usion S(�) = S(�;H1; H0) (qui ne di��ere de la matrice de di�usion S(�;H;H0) quepar des termes compacts)S(�) = �2i��0(�) �J�+T� � T �+R(�+ i0)T����0(�): (37)A partir des estimations de propagation microlocales et en utilisant l'�equation de transportdans la construction des modi�cateurs on peut montrer que le noyau du terme de S(�)contenant la r�esolvante de H est une fonction r�eguli�ere Ck(Sd�1 � Sd�1 � R+) avec karbitraire. Ce terme peut donc être consid�er�e comme un \reste" dans la formule (37) c'esten particulier un op�erateur compact sur L2(Sd�1). On a donc juste besoin de se concentrersur le terme S0(�) = �0(�) �J�+T����0(�) qui est la restriction d'un opd �a la sph�ere de rayonk = �1=2. L'existence de cette restriction peut être justi��ee par une d�ecomposition de type(36) pour l'op�erateur J�+T� mais la repr�esentation de cette restriction en tant qu'opd posecertaines di�cult�es (cf. section 1.2.3). Les singularit�es du noyau de cet op�erateur �etantcontenues dans la diagonale ! = !0, pour l'�etude des propri�et�es spectrales de S(�) il noussu�t d'�etudier l'op�erateur �0S0(�)�0 o�u �0 est une fonction de troncature C1(Sd�1)support�e au voisinage d'un point !0, ceci pour chaque !0 2 Sd�1. Cette remarque nouspermet de travailler avec une repr�esentation de l'opd �0S0(�)�0 dans une carte localesp�eciale du voisinage de !0 sur la sph�ere (cf. Figure 1.1). Dans cette carte locale onarrive �a montrer qu'�a des termes compacts pr�es �0S0(�)�0 est un opd d'amplitudeexp(i�(y=k; k!; k!0))�0(!)�0(!0); !; !0 2 Sd�1; (38)o�u y appartient �a �!0 l'hyperplan de Rd orthogonal �a !0. La fonction � s'exprime direc-tement �a partir des solutions '�(x; �) =< x; � > +��(x; �) de l'�equation eiconale (25)par �(x; �; �0) = ��(x; �0)� �+(x; �):L'asymptotique de � quand jyj ! 1 ne d�epend donc que du comportement des potentielsAL et VL �a l'in�ni.LorsqueAL et VL sont des fonctions asymptotiquement homog�enes de degr�e �� 2 (0; 1)la fonction �(y=k; k!; k!0) est elle aussi asymptotiquement homog�ene en y mais de degr�e1��. Le fait que �(y=k; k!; k!0)!1 quand jyj ! 1 permet de montrer que le spectrede S(�) recouvre le cercle unit�e dans ce cas. Ce r�esultat est en particulier valable dans lecas o�u VL = 0 et AL est asymptotiquement homog�ene de degr�e ��; � 2 (1=2; 1) et v�eri�el'hypoth�ese de jauge transverse. Dans cette situation les op�erateurs d'onde usuels (8)existent, la matrice de di�usion S(�) est d�e�nie en terme de ces op�erateurs d'onde usuelset pourtant son spectre recouvre bien le cercle unit�e ! Ce r�esultat contredit un r�esultatde Nicoleau [Nic94] qui a�rme que dans ce cas S(�) � Id est un op�erateur compact.Ce type de r�esultats est radicalement di��erent de ce qu'on obtient pour des potentiels �acourte port�ee o�u la matrice de di�usion est une perturbation compacte de l'identit�e et sonspectre est compos�e de valeurs propres ne pouvant s'accumuler qu'au point 1. Dans cettesituation le symbole principal de S(�) vaut 1 ce qui correspond, en terme de singularit�ediagonale, �a la pr�esence de la fonction de Dirac dans le noyau de S(�). Ces r�esultatssoulignent les di��erences qualitatives entre les natures des singularit�es diagonales dans lescas longue et courte port�ees.



14 INTRODUCTION6 L'e�et Aharonov-BohmLe fait que l'op�erateur de Schr�odinger s'exprime en fonction des potentiels V et A etnon du champ (E;B) a conduit Y. Aharonov et D. Bohm �a concevoir une exp�erience auxcons�equences troublantesy [AB59]. Un sol�eno��de cylindrique \in�niment" long parcourupar un courant g�en�ere un champ magn�etique contenu �a l'int�erieur du sol�eno��de. Le poten-tiel magn�etique associ�e �a ce champ ne peut pas être �a support compact puisque d'apr�esla formule de Stokes on a� = Ijxj=RA(x)�!dl = Z Zjxj�RB(x)dz = Cste: (39)En fait en jauge transverse le potentiel s'�ecrit �a l'ext�erieur du sol�eno��de de la mani�eresuivante A(x) = �2� (�x2; x1)=jxj2; x 2 R2; jxj � R > 0; � 2 R; (40)o�u � est le ux du champ magn�etique B au travers de la section du sol�eno��de. En parti-culier ce potentiel ne d�ecrô�t �a l'in�ni que comme jxj�1 et rentre donc dans le cadre despotentiels �a longue port�ee. Aharonov et Bohm consid�er�erent deux faisceaux d'�electronscontournant un sol�eno��de par deux chemins di��erents et pr�edirent l'apparition d'interf�e-rencesz entre les deux faisceaux ainsi obtenus. Le d�ephasage entre les deux faisceaux esten fait la circulation du potentiel magn�etique A le long du contour encerclant le sol�eno��dequi d'apr�es (39) est �egal au ux du champ B : �AB = �: Il y a donc des interf�erences entresol�eno��de-
-source -- d�etecteurfaisceau 1Bfaisceau 2Fig. 3: L'exp�erience d'Aharonov et Bohmles deux faisceaux si �AB n'est pas un multiple de 2�. Pour bien comprendre l'importanceyEn fait il existe une controverse sur la paternit�e de cette d�ecouverte, celle-ci reviendrait plutôt �a W.Ehrenberg et R. W. Siday [ES49].zDont la mise en �evidence exp�erimentale fut faite par Chambers [Cha60].



6 L'EFFET AHARONOV-BOHM 15de cette exp�erience il faut se rappeler qu'en m�ecanique classique les �equations du mou-vement de la particule peuvent s'exprimer en fonction du seul champ �electromagn�etique(E;B). Du point de vue de la m�ecanique classique on est donc confront�e �a un paradoxe :du fait de leur trajectoire les �electrons ne sont jamais entr�e en interaction avec le champmagn�etique B et pourtant ils ont subit son action ! C'est la source de toute la pol�emiqueautour de l'e�et Aharonov-Bohm [AB61, AB63].Cet exemple a �et�e repris par de tr�es nombreux auteurs depuis plus de quarante ans (cf.[Rui83]). L'approche la plus souvent utilis�ee pour le potentiel (40) repose essentiellementsur la construction explicite (en terme de fonctions de Bessel) de fonctions propres g�en�e-ralis�ees du spectre positif de l'op�erateur (D�A)2. Cette approche permet de montrer quedans ce cas le spectre de S(�) consiste en deux valeurs propres de multiplicit�es in�niesexp(�i�=2). On peut alors calculer exactement la section e�cace di��erentielle�diff (!; !0;�) = 12�p� sin2(�=2)sin2(�=2) ; 2 sin(�=2) = j! � !0j; (41)et v�eri�er que la section e�cace totale (3) s'annule lorsque le ux est un multiple de 2�.Cette construction est rendue possible pour deux raisons :� d'une part la forme radiale du potentiel (40) permet une s�eparation des variablesdans l'�equation de Schr�odinger stationnaire,� d'autre part les auteurs imposent en plus une condition aux limites en jxj = R (avecparfois R = 0) qui conduit aux r�esultats.De r�ecents travaux [AT98, D�S98] ont montr�e qu'il �etait possible de choisir des conditionsaux limites di��erentes (non-invariante par rotation) de celles utilis�ees jusqu'ici conduisant�a des r�esultats di��erents sans pour autant que ces conditions aux limites admettent uneinterpr�etation physique �evidente. Du point de vue de la th�eorie de la di�usion cette ap-proche n'est pas satisfaisante. En e�et on s'attend �a ce que les propri�et�es principales dela matrice de di�usion soient d�etermin�ees par l'asymptotique aux grandes distances despotentiels et non pas par une condition �a l'origine.D�es que le champ magn�etique Fj;k(x) est �a support compact il d�ecoule de (20) que, enjauge transverse, le potentiel A est une fonction asymptotiquement homog�ene de degr�e�1. Cette d�ecroissance du potentiel vecteur A en 1=jxj est cruciale en th�eorie de ladi�usion puisqu'elle fait de A un potentiel �a longue port�ee alors que, du point de vue dela m�ecanique classique, la situation semble être �a courte port�ee. Dans la section 2.3.2 on�etudie en d�etail deux familles de tels potentiels. Il s'agit d'exemples physiques de champsmagn�etiques �a support compact g�en�er�es par des sol�eno��des parcourus par un courant I(cf. Figure 4) :le sol�eno��de in�ni (d=2) c'est un cylindre (dont la section n'est pas forc�ement undisque) de direction l'axe des z. Dans ce cas le champ magn�etique B est de di-rection constante, l'axe des z, et nul �a l'ext�erieur du sol�eno��de. Dans cette derni�erezone le potentiel vecteur A s'exprime, en coordonn�ees cylindriques, parA(x) = f(#)(�x2; x1)=jxj2; jxj � R > 0; (42)
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Fig. 4: Exemples de champs magn�etiques �a support compacto�u f est une fonction 2�-p�eriodique et C1. On peut noter que� = Z 2�0 f(�)d�est le ux du champ magn�etique au travers de la section du sol�eno��de.la bobine torique (d=3) c'est un tore de r�evolution autour de l'axe des z. Le champmagn�etique est perpendiculaire �a la section du tore (qui n'est pas forc�ement undisque) et nul en dehors du tore. A grande distance le potentiel vecteur s'exprimeen coordonn�ees sph�eriquesy par A(x) = f(')jxj �!e '; (43)o�u f est une fonction positive et C1 (et ' est la colatitude). Le ux de B au traversde la section du sol�eno��de est donn�e par� = Z �0 f(')d':Ces caract�eristiques peuvent être retrouv�ees en �ecrivant l'�equation rotA = 0 en coor-donn�ees polaires ou sph�eriques, respectivement, et en tenant compte de la sym�etrie dey�!e ' est un vecteur unitaire orthoradial appartenant au plan contenant l'axe du sol�eno��de et x (cf.(2.3.20)).



6 L'EFFET AHARONOV-BOHM 17r�evolution. Le potentiel de Aharonov-Bohm (40) est un cas particulier du sol�eno��de in�nicorrespondant �a f(#) = �=(2�) (dans ce cas la section du sol�eno��de est un disque de rayonconstant). La famille consid�er�ee ici �etant bien plus g�en�erale et contient en particulier despotentiels non-invariant par rotation.On peut appliquer la d�emarche d�evelopp�ee dans cette th�ese �a ces deux exemples quiv�eri�ent toutes les hypoth�eses que l'on s'est �x�e. De plus de par leur forme explicite onpeut calculer \exactement" le symbole principal s[0(b; !;�) = exp(i�(b=p�;p�!;p�!));< b; ! >= 0; de l'op�erateur S0(�). Celui-ci ne d�epend pas de l'�energie � et on trouved'une part pour le sol�eno��de in�ni�(b=p�;p�!;p�!) = det(b; !) Z �!�!�� f(#)d#;o�u �! est l'angle polaire associ�e �a !, et d'autre part pour la bobine torique�(b=p�;p�!;p�!) = Z ��'!'! f(')d';o�u '! est la colatitude associ�ee �a !. En particulier la fonction �(b=p�;p�!;p�!) netend pas vers l'in�ni quand jbj ! 1 et ceci quelque soit � > 0 puisque � n'apparâ�t pasdans ces expressions. La fonction � admet ici une interpr�etation g�eom�etrique tr�es simple :il s'agit de la circulation de A le long du contour form�e par deux droites de direction !l'une passant par l'origine (D0) l'autre par le point b=p� (D1) (cf. Figures 2.2 et 2.3).Cette remarque nous permet d'a�rmer que les r�esultats des sections 2.3.2 et 2.3.3 sontconserv�es si on choisit une autre jauge que la jauge transverse pour A, la circulation deA le long des droites D0 et D1 �etant �egal au ux du champ magn�etique B au travers detoute surface bord�ee par D0 et D1. Dans tous ces cas le spectre essentiel de S(�) co��ncideavec l'image par la fonction � 7! exp(i�) l'ensemble des valeurs prises par la fonction�(b=p�;p�!;p�!). Cette fonction ne pouvant pas tendre vers 1 lorsque jbj ! 1 lespectre essentiel de S(�) peut ne pas recouvrir tout le cercle unit�e voire même, en di-mension deux, être concentr�e en deux points ! Dans le cas du potentiel (40) on retrouvejustement que le spectre essentiel de S(�) est concentr�e en deux points exp(�i�=2) eton peut retrouver la section e�cace di��erentielle (41), modulo un terme de singularit�eplus faible, en calculant la transform�ee de Fourier (en la variable y) de la fonction (38).Par rapport aux autres m�ethodes l'avantage de l'approche d�evelopp�ee dans cette th�ese estque les r�esultats obtenus sont ind�ependants de ce qui se passe dans une boule, de rayonarbitraire, autour de l'origine et même de tous les termes qui ont un comportement �acourte port�ee.Ces quelques exemples montrent toute la diversit�e des r�esultats que l'on peut obtenirdans le cas des potentiels asymptotiquement homog�enes de degr�e �1 contrastant avecles cas � > 1 et 1 > � > 0. Il faut noter aussi que dans le cas o�u AL = 0 et VL estasymptotiquement homog�ene de degr�e �1 la fonction �(b=p�;p�!;p�!) a en g�en�eralune croissance logarithmique sauf pour les potentiels de type dipolaire, i.e. v�eri�ant pourtout jxj � R > 0; V (�x) = �V (x). Mais pour ce type de potentiels le spectre de S(�)d�epend de l'�energie � contrairement au cas magn�etique.



18 INTRODUCTION



19
Chapitre 1Pr�eliminaires1.1 Th�eorie de la di�usion abstraiteLe but de cette premi�ere partie est de collecter un certain nombre de r�esultats abstraitsqui constituent la base th�eorique de l'approche pr�esent�ee. Dans la suite on consid�ere desop�erateurs, H0; H1 et H , auto-adjoints sur un espace de Hilbert H. On d�enotera parE0; E1 et E leurs mesures spectrales, P0; P1 et P les projecteurs sur leurs sous-espacesabsolument continus respectifs et de même R0(z); R1(z) et R(z) leurs r�esolvantes.1.1.1 Th�eorie des perturbations lissesLa construction des op�erateurs d'onde (24) pr�esent�ee dans cette th�ese repose sur lath�eorie des perturbations lisses. On pourra en trouver une pr�esentation plus d�etaill�ee dans[Yaf92, Yaf00b]. La notion d'op�erateurH-lisse introduite par Kato [KI66] en est le conceptprincipal. Elle sera utilis�ee ici sous sa forme locale propos�ee par Lavine [Lav71, Lav72].D�e�nition 1.1.1 Soit K un op�erateur H-born�e. On dit que K est H-lisse s'il v�eri�el'une des deux conditions �equivalentes qui suiventsupf2D(H);kfk=1 ZRkKe�itHfk2dt <1 (1.1.1)sup">0;�2RkK(R(�+ i")� R(�� i"))K�k <1 (1.1.2)On dit que K est localement H-lisse sur un intervalle � � R si KE(�) est H-lisse.La proposition suivante permet de construire de nouveaux op�erateurs H-lisses �a partird'un op�erateur H-lisse K, mais elle est aussi utile dans le cas K = 0.



20 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESProposition 1.1.2 Soient M un op�erateur H-born�e et K un op�erateur H-lisse sur �.Si pour tout u 2 E(�)H kGuk2 � (i[H;M ]u; u) + kKuk2: (1.1.3)alors G est H-lisse sur �.La th�eorie des perturbations H-lisses donne un crit�ere simple d'existence des op�era-teurs d'onde (qui peut être facilement d�eduit de l'estimation (1.1.1)).Proposition 1.1.3 Soient H;H0 un couple d'op�erateurs auto-adjoints sur H, J un op�e-rateur born�e et � � �ac(H0) \ �ac(H) un intervalle. Supposons que T = HJ � JH0admette la d�ecomposition suivante T = NXi=1 K�i BiK0;i; (1.1.4)ou les K0;i et Ki sont respectivement H0- et H-lisses sur � et les Bi sont des op�erateursborn�es. Alors les op�erateurs d'ondeW�(H;H0; J;�) = s� limt!�1 eitHJe�itH0E0(�)et W�(H0; H ; J�;�) existent et sont r�eciproquement adjoints.Les op�erateurs d'onde \locaux" sont plus simples �a manipuler (par exemple dans lecas ou il existe des valeurs propres plong�ees dans le spectre absolument continu), de plusleur existence permet de construire les op�erateurs d'onde \globaux".Proposition 1.1.4 Soient �n � R; n = 1; : : : une famille d'intervalles tels que lesop�erateurs d'onde W�(H;H0; J;�n) existent pour tout n. Si la mesure de Lebesgue desensembles �ac(H)n([n2N�n) et �ac(H0)n([n2N�n) est nulle alors les op�erateurs d'ondeW�(H;H0; J) = s� limt!�1 eitHJe�itH0P0 (1.1.5)et W�(H0; H ; J�) existent.Le choix de l'identi�cation J peut être di��erent pour t !1 et t ! �1. Dans tousles cas la propri�et�e d'entrelacementW�H0 = HW� et l'isom�etricit�e des op�erateurs d'ondene sont pas automatiquement v�eri��ees. Elles ne le sont que sous la condition que pourtout f 2 P0H on ait limt!�1 kJe�itH0fk = kfk:On peut aussi remarquer que comme pour tout op�erateur compact K sur H et pourtout f 2 H on a s� limt!�1Ke�itH0P0f = 0; (1.1.6)le choix du ou des modi�cateurs ne se fait qu'�a un terme compact pr�es.



1.1. TH�EORIE DE LA DIFFUSION ABSTRAITE 21Proposition 1.1.5 Soient J1 et J2 deux op�erateurs compacts sur H. Si J1� J2 est com-pact, ou au moins pour tout intervalle compact � l'op�erateur (J1� J2)E0(�) est compact,alors les op�erateurs d'onde W�(H;H0; J1) et W�(H;H0; J2) co��ncident.Dans cette approche il convient de red�e�nir la notion de compl�etude asymptotiquepour les op�erateurs d'onde (1.1.5).D�e�nition 1.1.6 Soit � � R. L'op�erateur d'onde W�(H;H0; J) est dit (J�)complet surE0(�)H si Ran(W�(H;H0; J)) = E(�)H.A partir de cette d�e�nition on peut exprimer l'isom�etricit�e et la compl�etude des op�e-rateurs d'onde (1.1.5) en terme d'op�erateurs d'onde auxiliaires.Proposition 1.1.7 Soient H;H0 un couple d'op�erateurs auto-adjoints sur H et J unop�erateur born�e tels que l'hypoth�ese (1:1:4) soit v�eri��ee. On note W� =W�(H;H0; J) lesop�erateurs d'onde d�e�nis par (1:1:5). L'isom�etricit�e, sur E0(�)H, et la compl�etude, surE(�)H, des op�erateurs d'onde W� sont �equivalentes �aW�(H0; H0; J�J) = E0(�) , s� limt!�1(J�J � Id)E0(�)e�itH0 = 0; (1.1.7)W�(H;H ; J�J) = E(�) , s� limt!�1(JJ� � Id)E(�)e�itH = 0: (1.1.8)Le modi�cateur J doit donc être \proche" dans un certain sens d'un op�erateur uni-taire. Par exemple si J�J � Id et JJ�� Id sont compacts les conditions (1.1.7) et (1.1.8)sont remplies.On aura aussi besoin d'un th�eor�eme de multiplication pour les op�erateurs d'onde.Proposition 1.1.8 Soient H0; H1 et H trois op�erateurs auto-adjoints sur H et J0; J1deux op�erateurs born�es. Si les op�erateurs d'ondeW�(H1; H0; J0) etW�(H;H1; J1) existentet sont complets alors les op�erateurs d'onde W�(H;H0; J1J0) existent, sont complets etco��ncident avec les op�erateurs W�(H;H1; J1)W�(H1; H0; J0).1.1.2 Repr�esentation stationnaire de la matrice de di�usionApr�es les op�erateurs d'onde nous avons besoin de d�e�nir un nouvel objet : la matricede la di�usion. Dans cette sous-section on rappelle di��erents r�esultats tir�es de [Yaf92,Yaf00b]. Commen�cons par d�e�nir l'op�erateur de di�usionS = S(H;H0 ; J+; J�) =W+(H;H0; J+)�W�(H;H0; J�): (1.1.9)Si les op�erateurs d'onde sont isom�etriques et complets alors S est un op�erateur unitairesur P0H. Du fait de la propri�et�e d'entrelacement S commute avec H0 et se ram�ene donc�a la multiplication par S(�;H;H0) = S(�;H;H0 ; J+; J�) dans une repr�esentation de Hou H0 est diagonal. L'op�erateur S(�) est appel�e matrice de di�usion et demande uned�e�nition plus pr�ecise.



22 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESTh�eor�eme 1.1.9 Supposons que le spectre de H0 ait une multiplicit�e constante � surl'intervalle �, et consid�erons un espace de Hilbert N0 auxiliaire de dimension �. Alorsd'apr�es le th�eor�eme spectral il existe un op�erateur unitaireF0 : E0(�)H �! L2(�;N0)v�eri�ant pour tout f 2 D(H0) (F0H0f)(�) = �(F0f)(�):En particulier la matrice de la di�usion S(�;H;H0) est d�e�nie pour presque tout point� 2 � par S(�;H;H0) : N0 �! N0(F0f)(�) 7�! (F0Sf)(�)On a besoin d'une formule de repr�esentation stationnaire pour la matrice de la di�usiondans le cas ou l'on choisit deux modi�cateurs di��erents, J = J+ et J = J�, pour construireles op�erateurs d'ondeW+ etW�. La th�eorie des perturbations lisses permet d'obtenir unetelle formule. Si on note (F0f)(�) = �0(�)f 2 N0 alors formellement la matrice dedi�usion peut s'�ecrireS(�;H;H0) = 
+(�)� 2i��0(�)(J�+T� � T �+R(�+ i0)T�)��0(�); (1.1.10)o�u y 
+(�) = �0(�)W+(H0; H0; J�+J�)��0(�): (1.1.11)La justi�cation de (1.1.9) est tr�es proche de celle du cas J+ = J� et peut être trouv�eedans [Yaf00b].Th�eor�eme 1.1.10 Soient G un espace de Hilbert et K0; K : G �! N0 deux op�erateursrespectivement H0- et jHj1=2-born�es. Supposons d'une part que l'op�erateurZ0(�;K0) = �0(�)K�0 : G �! N0; (1.1.12)est born�e et que Z�0 (�;K0) : N0 �! G est fortement continu en � 2 �, et d'autre part quel'op�erateur R(z;K+; K�) = K+R(z)K�� : G �! G; (1.1.13)est born�e et faiblement continu par rapport �a z pour Re z 2 � et Im z � 0. Si on a lesd�ecompositions suivantes T� = K��K0; J�+T� = K�0BK0;yCommeW+(H0;H0;J�+J�) commute avec H0 il agit, dans la repr�esentation spectrale associ�ee �a H0,comme la multiplication par 
+(�).



1.1. TH�EORIE DE LA DIFFUSION ABSTRAITE 23ou B est un op�erateur born�e sur G alors la matrice de la di�usion d�e�nie par (1:1:9)admet la repr�esentation suivanteS(�;H;H0) = 
+(�)� 2i�Z0(�;K0)BZ�0 (�;K0) + 2i�Z0(�;K0)R(z;K+; K�)Z�0 (�;K0):(1.1.14)En particulier S(�;H;H0)� 
+(�) est faiblement continu en � 2 �.L'�equation (1.1.14) est une r�e�ecriture de (1.1.10) en somme de produit d'op�erateurs bor-n�es, elle donne un sens correct �a la formule (1.1.10). L'hypoth�ese sur l'op�erateur (1.1.12)est v�eri��e si l'op�erateur est H0-lisse, par contre celle sur K est un peu plus forte.On a besoin dans cette �etude d'un th�eor�eme de multiplication pour les matrices dedi�usion, une sorte d'�equivalent �a la proposition 1.1.8. Les consid�erations qui vont suivresont tir�ees de [Yaf92] chapitre 7 section 1 et de [Yaf00b] partie 2 section 10 r�ef�erencesauxquelles on renvoie le lecteur pour plus de d�etails. Sous les hypoth�eses de la proposition1.1.8 int�eressons nous au cas o�u J1 = Id et J0 = J� et o�u les op�erateurs d'ondeW�(H;H1)etW�(H1; H0; J�) sont isom�etriques et complets. Dans ce cas l'op�erateur de di�usion pourle couple H0; H avec identi�cations J� s'exprime en fonction de l'op�erateur de di�usionle couple H1; H parS(H;H0; J+; J�) =W+(H1; H0; J+)�S(H;H1 ; J+; J�)W�(H1; H0; J�): (1.1.15)Si on introduit les deux op�erateursS�(H;H0) =W�(H1; H0; J�)�S(H;H1; J+; J�)W�(H1; H0; J�); (1.1.16)il est clair que les op�erateurs S�(H;H0) sont unitairement �equivalents �a S(H;H1 ; J+; J�)et v�eri�ent S+(H;H0) = S(H;H0 ; J+; J�)S(H1; H0; J+; J�)� (1.1.17)S�(H;H0) = S(H1; H0; J+; J�)�S(H;H0 ; J+; J�) (1.1.18)Tous ces op�erateurs commutent avec H0 et dans la repr�esentation spectrale ou H0 agitcomme la multiplication par � les op�erateurs S�(H;H0) se ram�enent �a la multiplicationpar la fonction �a valeur op�erateur S�(�). On peut maintenant �enoncer le th�eor�eme demultiplication.Th�eor�eme 1.1.11 Soient H0; H1 et H trois op�erateurs auto-adjoints sur H et J+; J�deux op�erateurs born�es. Supposons que les op�erateurs d'onde W�(H;H1);W�(H1; H0; J�)sont isom�etriques et complets et que les op�erateurs S�(�) sont d�e�nis par (1:1:16). Alorsles matrices de di�usion pour les couples H;H0 et H1; H0 (avec identi�cation J�) v�eri�entles relationsS+(�) = S(�;H;H0)S(�;H1; H0)�; S�(�) = S(�;H1; H0)�S(�;H;H0): (1.1.19)



24 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESDans la repr�esentation en int�egrale directe associ�ee �a H1F1 : E1(�)H �! L2(�;N1)f 7�! �1(�)fo�uN1 est un espace de Hilbert auxiliaire (suppos�e de même dimension queN0), l'op�erateurS(H;H1) agit comme la multiplication parS(�;H;H1) = �1(�)S(H;H1)��1(�):Les op�erateurs d'onde W�(H1; H0; J�) dans (1.1.16) permettent de passer de la repr�esen-tation deH associ�ee �a H0 �a celle associ�ee �aH1. Formellement, si on identi�eN0 = N1 = N(qui sont de même dimension) alors W�(H1; H0; J�) agit dans N comme la multiplicationpar la fonction �a valeur op�erateur (unitaire)w�(�) = �1(�)W�(H1; H0; J�)��0(�): (1.1.20)Ces consid�erations permettent d'�ecrire queS�(�) = w��(�)S(�;H;H1)w�(�): (1.1.21)A partir des �equations (1.1.19) et (1.1.21) on d�eduit la proposition suivante.Proposition 1.1.12 Soit p 2 [1;1], sous les hypoth�eses du th�eor�eme 1:1:11 si l'op�era-teur S(�;H;H1) � Id 2 Sp alors S(�;H;H0) � S(�;H1; H0) 2 Sp. En particulier siS(�;H;H1) � Id est un op�erateur compact sur N alors S(�;H;H0) � S(�;H1; H0) estcompact.Preuve A partir (1.1.19) et (1.1.21) on �etablit facilement l'identit�e suivante d'ou d�ecoulele r�esultatS(�;H;H0)� S(�;H1; H0) = w�+(�)(S(�;H;H1)� Id)w+(�)S(�;H1; H0)d'o�u d�ecoule le r�esultat en prenant la norme associ�e �a l'id�eal Sp. �1.1.3 La th�eorie de MourreNous rappelons ici quelques r�esultats de la th�eorie de Mourre [Mou81, Mou83] et qui aconnu de nombreux d�eveloppements [PSS81, JMP84, Jen85, JP85]. On pose H2 = D(H)et H1 = D(jHj1=2), munis de la norme du graphe, et H�2; H�1 leurs duaux respectifspour la norme k kj = k(Id+ jHj)�j=2 k:



1.1. TH�EORIE DE LA DIFFUSION ABSTRAITE 25On a les inclusions suivantes H2 � H1 � H � H�1 � H�2:La th�eorie de Mourre repose sur le concept d'op�erateur conjugu�e �a H .D�e�nition 1.1.13 Soient H et A deux op�erateurs auto-adjoints sur H. On dit que Aest n fois conjugu�e �a H en � 2 R si A v�eri�e les hypoth�eses suivantesi) D(A)\ D(H) est dense dans H2.ii) l'op�erateur ei�A laisse H2 invariant et pour tout f 2 H2 on a supj�j<1 kei�Afk2 <1.iii) L'op�erateur i[H;A] d�e�ni sur D(A) \ H2 s'�etend en un op�erateur B1 born�e de H2vers H. De même les commutateurs Bj = i[Bj�1;A] pour j = 2; : : : n d�e�nis surD(A) \H2 s'�etendent en des op�erateurs born�es de H2 vers H.iv) Le commutateur i[Bn;A] d�e�ni sur D(A)\H2 s'�etend en un op�erateur born�e de H2vers H�2.v) Il existe des constantes c > 0; � > 0 et un op�erateur compact K sur H tels queE(��)i[H;A]E(��) � cE(��) + E(��)KE(��); �� = (�� �; �+ �): (1.1.22)Le rôle de l'hypoth�ese ii) est fondamentale (ce qui n'apparâ�t pas dans [CFKS87]y).Par contre l'hypoth�ese iv) n'est pas totalement optimale. Sous les hypoth�eses i); ii); iii) leth�eor�eme du Viriel est bien v�eri��e [Mou81].Th�eor�eme 1.1.14 (th�eor�eme du viriel) Si les hypoth�eses i); ii); iii) sont v�eri��ees parle couple H;A en un point � 2 R, alors on aE(f�g)i[H;A]E(f�g) = 0: (1.1.23)On peut alors d�ecrire la partie du spectre de l'op�erateur H pour laquelle l'estimation(1.1.22) est v�eri��ee.Th�eor�eme 1.1.15 Soit � � R un intervalle tel que les hypoth�eses i); ii); iii) et v), pourn = 1, soient v�eri��ees pour H et A en tout point � 2 �. Alors �p(H)\� est un ensemblediscret de valeurs propres, toutes de multiplicit�e �nie.L'absence de spectre singuli�erement continu permet d'obtenir des estimations pour lesvaleurs de la r�esolvante R(z) = (H � z)�1 au bord de l'axe r�eel Im z ! 0�.yUn contre exemple aux hypoth�eses de [CFKS87] ainsi qu'une discussion sur les hypoth�eses admissiblespour utiliser la th�eorie de Mourre peut être trouv�e dans [GG99]



26 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESTh�eor�eme 1.1.16 Soit � � R un intervalle tel que les hypoth�eses i) �a v) soient v�eri��eespour n = 1 sur �, alors la fonction �a valeur op�erateur hAi�sR(z) hAi�s ; s > 1=2 estcontinue en norme (au sens de H�older) dans les r�egions Re z 2 �;� Im z 2 (0; 1] et on al'estimation supRe z2�;1�j Imzj>0 k hAi�sR(z) hAi�s k � c;8s > 1=2: (1.1.24)De plus le spectre de H est purement absolument continu dans l'ensemble �n�p(H).Pour n � 2 on peut r�ecup�erer d'autres estimations de propagation par les mêmesm�ethodes.Th�eor�eme 1.1.17 Soit A un op�erateur auto-adjoint n-fois conjugu�e �a H, avec n � 2,sur un intervalle compact � � R v�eri�ant �\ �p(H) = ;. Alors il existe une constante ctelle qu'on ait les estimations suivantes pour tout n > l � 1supRe z2�1�j Im zj>0k hAi�sR(z)l hAi�s k � c;8s > l � 1=2; (1.1.25)supRe z2�1>� Im z>0k hAi�sR(z)lP�A hAis�l k � c;8s 2 (l � 1=2; n); (1.1.26)supRe z2�1>� Im z>0k hAis1 P�AR(z)lP�A hAis2 k � c;8s1; s2 2 R; (s1)++ (s2)+< n� l: (1.1.27)De plus les di��erentes fonctions �a valeur op�erateur ci-dessus sont continues en norme (ausens de H�older) dans les r�egions Re z 2 �;� Im z 2 (0; 1].Ces estimations sont d'abord apparues dans [Mou83], sous une forme plus faible, avantd'être �enonc�ees dans [JMP84]. Elles sont bas�ees sur une approche perturbative. L'id�eemâ�tresse est de consid�erer un op�erateur F"(z) obtenu �a partir de l'op�erateur que l'on veutestimer en faisant les substitutionsP�A �! P�A e�"A; R(z) �! (H � z � iCn("))�1; Cn(") = nXk=1 "kBkk! ; sgn " = sgn Im z:Le but est alors d'obtenir des estimations a priori sur kdF"(z)=d"k pour " petit jusqu'�aavoir l'int�egrabilit�e pr�es de 0 et donc la continuit�e de F"(z) en " = 0. La constante cdans les estimation du th�eor�eme 1.1.17 ne d�epend donc que des normes des commutateursBj ; j = 1; : : : n deH2 dansH, et de la norme de i[Bn;A] deH2 dans H�2. Les estimationspour l > 1 se d�eduisent de celles pour l = 1 par r�ecurrence [Jen85]. Cette approche reposesur le lemme suivantLemme 1.1.18 Supposons que pour tout " 2 (0; 1]; z 2 
; la fonction �a valeur op�erateurF"(z) soit continue en norme par rapport �a z et di��erentiable par rapport au param�etre ".Supposons de plus qu'on ait pour tout " 2 (0; 1]; z 2 
; les estimations



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 27kF"(z)k � c"�1; dF"(z)d"  � c"�a(1 + kF"(z)k); (1.1.28)Pour un certain a 2 (0; 1). Alors sup"2(0;1];z2
kF"(z)k <1: (1.1.29)Preuve En partant d'une estimation a priori du type kF"(z)k � c"�an et en int�egrantl'estimation (1.1.28) sur dF"(z)=d" on obtient facilement une nouvelle estimationkF"(z)k � c0(1 + "�an+1�a) � c00"�an+1 ; si an+1 > 0:La suite an = an�1+(a� 1) = � � � = 1+n(a� 1) d�ecrô�t lin�eairement et donc au bout den �etapes, n � 1=(1 � a) on a an � 0, ce qui conduit �a (1.1.29). �1.2 Les op�erateurs pseudodi��erentielsDans toute la suite on prendra pour d�e�nition de la transformation de Fourier(Ff) (�) = f̂(�) = ZRd e�i<�;x>f(x) dx(2�)d=2 ; f 2 S(Rd); (1.2.1)Ce qui en fait un op�erateur unitaire sur l'espace L2(Rd). Son adjoint est d�e�ni par(F�g) (�) = ZRd ei<�;x>g(�) d�(2�)d=2 ; g 2 S(Rd): (1.2.2)1.2.1 Les classes de H�ormanderLes op�erateurs pseudodi��erentiels (opd) sont un des outils essentiels de ce travail. In-troduit par H�ormander dans les ann�ees 60, il existe aujourd'hui sur le sujet une litt�eratureabondante, comme [H�or85], [Tay81] ou [Shu87], �a laquelle on renvoie le lecteur pour lesd�etails.D�e�nition 1.2.1 On appelle Sm%;�(R2d) l'ensemble des fonctions p 2 C1(R2d) v�eri�antpour un certain N 2 R et tout multi-indices �; �j@�x@�� p(x; �)j � C�;�(p) hxim�%j�j+�j�j h�iN ; (1.2.3)



28 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESpour x; � 2 Rd. On d�e�nit l'opd associ�e pour f 2 S(Rd) parPf(x) = ZRd ei<�;x>p(x; �) bf(�) d�(2�)d=2 : (1.2.4)Parfois on notera P=Op(p(x; �)) ou encore P = p(x;D).Par exemple l'op�erateur de multiplication par la fonction � 2 C1(Rd), en variable �, estun opd qui sera not�e �(D). Les constantes optimales C�;�(p) dans (1.2.3) permettent deconstruire une famille de semi-normes pour l'espace de Fr�echet Sm%;�(R2d). On utiliserasouvent la notation simpli��ee Sm1;0(R2d) = Sm. Par rapport aux conventions usuellesadopt�ees sur le sujet les rôles de x et � sont invers�es. Cependant grâce �a l'�egalit�e suivante(FP �) f(�) = ZRd e�i<�;x>p(x; �)f(x) dx(2�)d=2 (1.2.5)l'op�erateur FP � entre dans le cadre usuel de la th�eorie des opd ce qui nous autorise �autiliser l'ensemble de ces r�esultats pour l'op�erateur P lui même.Lorsque % > � les classes Sm%;� forment une alg�ebre et on a en particulier des formulespour exprimer le symbole d'un produit de deux opd (resp. de l'adjoint d'un opd) enfonction des symboles des deux op�erateurs (resp. du symbole de l'op�erateur).Proposition 1.2.2 Soit p 2 Sm%;� alors P � est un opd de symbole ~p 2 Sm%;� qui admet led�eveloppement asymptotique ~p(x; �) � Xj�j�0(�!)�1D�� @�x p(x; �) (1.2.6)Proposition 1.2.3Soient pj 2 Smj%;� pour j = 1; 2, et m = m1 +m2. Alors P1P2 est un opd de la classe Sm%;�et son symbole p(x; �) admet le d�eveloppement asymptotiquep(x; �) � Xj�j�0(�!)�1D�� p1(x; �)@�xp2(x; �) (1.2.7)La signi�cation des asymptotiques (1.2.6) et (1.2.7) peut être comprise de deux mani�eresdi��erentes :� on peut tronquer la s�erie �a un ordre N arbitraire et remplacer \�" par une �egalit�emodulo l'ajout d'un terme de reste rN (x; �) 2 Sm�(%��)N%;� qui ne d�epend que desd�eriv�ees @�x@�� p(x; �) avec j�j � N et j�j � N ,� on peut construire par un proc�ed�e de sommation \�a la Borel" de la s�erie dans lemembre de droite des �equivalences (cf. [Shu87] Chap. I Section 3.3) un symbole quidi��ere du membre de gauche par une fonction �a d�ecroissance rapide en x.



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 29L'autre int�erêt des opd est qu'on dispose de crit�eres simples pour juger de la continuit�eet de la compacit�e de ces op�erateurs [CV71, CV72].Th�eor�eme 1.2.4 (Cald�eron & Vaillancourt) Soit p 2 S0�;� , (0 � � < 1) v�eri�ant(1:2:3) pour un certain N � 0. Alors P est un op�erateur born�e sur L2(Rd), en particulieron a une estimation de la norme de P en fonction des semi-normes d�e�nies par l'�equation(1:2:3) kPk � C maxj�j;j�j�kC�;�(p) (1.2.8)o�u C et k ne d�ependent que de d et �.En remarquant qu'on a l'injection Sm%;� � Sm�;� si % > �, ce r�esultat s'�etend aux classes S0%;�.Remarque 1.2.5 A priori dans nos applications on est pas oblig�e de faire appel auth�eor�eme 1.2.4 car le symbole p aura toujours un support compact en la variable �. End�ecomposant p(x; �) 2 S0 en s�eries de Fourier par rapport �a � on obtient alors facilementune borne sur la norme de l'op�erateur P . Cependant cette borne d�epend de la taille dusupport de p en la variable �, et donc n'est pas optimale.Concernant la compacit�e des opd on a le r�esultat suivant.Th�eor�eme 1.2.6 Soit p 2 Sm%;�, pour un certain N < 0, avec m < 0 et 1 � % > � � 0,alors P est un op�erateur compact sur L2(Rd).1.2.2 Les classes de symboles oscillantsDans notre �etude on est amen�e �a consid�erer les modi�cateurs J� comme des op�era-teurs de symboles j�(x; �) = exp(i��(x; �)); � 2 S1��. De ce fait les op�erateurs J�appartiennent �a la classe S0%;� avec % = � et � = 1 � �. Pour les classes S0%;� le calculpseudodi��erentiel ne peut être d�evelopp�e que sous la condition % > � ce qui donne ici larestriction � > 1=2. Lorsque 1=2 � � > 0 les r�esultats de la section 1.2.1 ne permettentplus de d�ecomposer la perturbation e�ective T� = HJ� � J�H0 en produit de pertur-bations H et H0�lisses et donc de montrer l'existence et la compl�etude des op�erateursd'onde comme dans [Yaf98, Yaf00b]. Cependant pour nos applications �a la th�eorie dela di�usion on n'a pas besoin de toutes les formules du calcul pseudodi��erentiel seul lacomposition avec des opd de la classe Sm ou des compostions du type J��J� ou J�J�� sontutilis�ees. Etant donn�e la forme particuli�ere des symboles des opd J� Yafaev a introduitdans [Yaf00a] une nouvelle classe d'opd �a symbole oscillant, dont voici la d�e�nition.



30 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESD�e�nition 1.2.7 On appelle opd �a symbole oscillant a 2 Cm(�) tout op�erateur d�e�ni surla classe de Schwartz parAf(x) = ZRd ei<�;x>a(x; �) bf(�) d�(2�)d=2o�u a admet la repr�esentationa(x; �) = ei�(x;�)b(x; �); b 2 Sm; � 2 Sr; r 2 [0; 1[ (1.2.9)o�u � est �a valeurs r�eelles et il existe M > 0 tel que b(x; �) = 0 pour j�j �M .Comme on a l'inclusion Cm(�) � Sm1�r;r les propri�et�es des classes de symboles oscillantsse ram�enent �a celles des classes Sm1�r;r quand r < 1=2. Au contraire dans le cas r � 1=2les r�esultats de [Yaf00a] sur les classes Cm(�) sont indispensables pour les applications �ala th�eorie de la di�usion.On commence par un r�esultat tir�e de [Tay81] Chap. II th�eor�eme 4.4 (mais qui peutaussi être extrait d'autres r�ef�erences).Proposition 1.2.8 Soient A1 2 Sm11;0 et A2 2 Sm2%;� , le produit A = A1A2 2 Sm%;�, o�um = m1 +m2, et le symbole a(x; �) admet le d�eveloppement asymptotiquea(x; �) � Xj�j�0(@�� a1)(x; �)(D�xa2)(x; �)=�!; (1.2.10)o�u @�� a1D�xa2 2 Sm�%j�j%;� . On a le même r�esultat pour A2A1 avec le d�eveloppement asymp-totique a(x; �) � Xj�j�0(@�� a2)(x; �)(D�xa1)(x; �)=�!; (1.2.11)o�u @�� a2D�xa1 2 Sm�%j�j%;� .La proposition 1.2.8 permet de composer les opd �a symboles oscillants avec des opdde classe Sm1;0.Proposition 1.2.9 Soient Aj; j = 1; 2 deux opd de symboles a1 2 Sm1 et a2 2 Cm2 (�),pour un certain � 2 Sr ; r 2 [0; 1). Soient m = m1+m2 et A0 l'opd de symbole a0(x; �) =a1(x; �)a2(x; �). Alors le produit A = A1A2 2 Cm(�) et son symbole admet l'asymptotique(1:2:10). En particulier A � A0 2 Cm�(1�r)(�). Si de plus a1(x; �) = 0 pour j�j � R > 0alors A2A1 2 Cm(�), avec un symbole admettant l'asymptotique (1:2:11), et A2A1 �A0 2Cm�(1�r)(�).Preuve Comme par hypoth�ese (1.2.9) a2(x; �) = 0; j�j � R pour un certain R > 0 il enva de même pour le symbole a(x; �) de A2A1. Le r�esultat d�ecoule alors de l'asymptotique(1.2.10). Dans le second cas si le support en � de a1(x; �) est compact de la même mani�erele r�esultat d�ecoule de (1.2.11). �Pour nos applications on a besoin de pouvoir traiter le produit A2A1 dans le cas oua1(x; �) n'a pas le support compact en �.



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 31Proposition 1.2.10 Soient Aj ; j = 1; 2 deux opd de symboles a1 2 Sm1 et a2 2 Cm2 (�),pour un certain � 2 Sr ; r 2 [0; 1). Soient m = m1+m2 et A0 l'opd de symbole a0(x; �) =a1(x; �)a2(x; �). Alors le produit A2A1 = A + R o�u A 2 Cm(�) admet l'asymptotique(1:2:11) et R a pour symbole r 2 S(R2d). De plus A� A0 2 Cm�(r�1)(�).Preuve Soit R > 0 tel que a2(x; �) = 0 pour j�j � R, et soit �0 2 C10 (Rd) telle que�0(�) = 1 pour j�j � R, �0(�) = 0 pour j�j � R + 1. Soit en�n � 2 C10 (Rd)telleque �(�) = 1 pour j�j � R + 2. D'apr�es la proposition 1.2.8 on obtient que l'op�erateurA = A2A1�(D) appartient �a la classe Cm(�) et son symbole v�eri�e (1.2.11). Le resteA2A1(1� �(D)) a pour symboler(x; �) = (2�)�d Zj�j�R ZRd ei<���;x�y>a2(x; �)a1(y; �)(1� �(�))dyd�:Consid�erons d'abord la fonction k(�; �) d�e�nie park(�; �) = ZRd ei<���;y>a1(y; �)�0(�)(1� �(�))dy:Comme supp �0 \ supp (1 � �) = ; on peut int�egrer par parties l'int�egrale pr�ec�edenteen utilisant l'identit�e j� � �j�2(��y)ei<���;y> = ei<���;y>. En r�ep�etant cette proc�edureun nombre su�sant de fois on obtient que k est une fonction de la classe de Schwartz.Maintenant comme a(x; �) = a(x; �)�0(�) on peut r�e�ecrire le symbole r(x; �) de la mani�eresuivante r(x; �) = ZRd ei<���;x>a2(x; �)k(�; �)d�:En utilisant cette fois l'identit�e hxi�2 hD�i2 ei<���;x> = ei<���;x> et en int�egrant par partiesp fois, par rapport �a �, on obtientr(x; �) = hxi�2p Zj�j�R ei<���;x> hD�i2p (a2(x; �)k(�; �))d� = O �(1 + jxj)m�2p(1��)� :En tenant compte de ce que la fonction k(�; �) appartient �a la classe de Schwartz onobtient la majoration r(x; �) = O((1 + jxj)�l (1 + j�j)�n) pour tout entier l et n. De lamême mani�ere il est facile d'obtenir @�x@�� r(x; �) = O((1 + jxj)�l (1 + j�j)�n) pour toutentier l et n et tout �; � par cons�equent r 2 S(R2d). �Pour la composition avec l'adjoint on a le r�esultat suivant tir�e de [Yaf00a].Th�eor�eme 1.2.11 Soient aj 2 Cmj (�) et Aj; j = 1; 2; les opd associ�es, alors A�1A2 estun opd dont le symbole a(x; �) 2 Sm admet le d�eveloppement asymptotiquea(x; �) � Xj�j�0D�x ((@�� a1)(x; �)a2(x; �))=�!; (1.2.12)o�u D�x ((@�� a1)a2) 2 Sm�(1�r)j�j. De même A2A�1 est un opd de symbole a(x; �) 2 Sm quiadmet le d�eveloppement asymptotiquea(x; �) � Xj�j�0@�� ((D�x a1)(x; �)a2(x; �))=�!; (1.2.13)o�u @�� ((D�xa1)a2) 2 Sm�(1�r)j�j.



32 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESUne cons�equence directe du th�eor�eme pr�ec�edant est un crit�ere de continuit�e et decompacit�e pour les opd �a symboles oscillants, l'�equivalent des th�eor�emes 1.2.4 et 1.2.6.Th�eor�eme 1.2.12 Soit A un opd de la classe Cm(�), si m � 0 alors A est born�e dansl'espace L2(Rd) et si m < 0 alors A est compact dans l'espace L2(Rd).Preuve D'apr�es le th�eor�eme 1.2.11 l'opd A�A qui appartient �a la classe S2m et poss�ede unsupport compact en �. En particulier A�A 2 S2m0;0 et v�eri�e (1.2.3) pour tout N < 0. Lesop�erateurs A�A et A sont donc born�es (compacts) si m � 0 (m < 0) d'apr�es le th�eor�eme1.2.4 (1.2.6). �En vue de nos applications �a la construction des op�erateurs d'onde et de la matricede la di�usion on a besoin de quelques r�esultats techniques collect�es ci-dessous.Proposition 1.2.13 Soit A 2 Cm(�), alors l'op�erateur A hxi�m est born�e dans L2(Rd).Preuve Comme hxi�m 2 S�m d'apr�es la proposition 1.2.10 A hxi�m = A0 + R avecA0 2 C0(�) et r(x; �) 2 S(R2d). L'op�erateur A0 est born�e d'apr�es la proposition 1.2.12 etR est un op�erateur de Hilbert-Schmidt, donc born�e. �Proposition 1.2.14 Soient B et G deux opd de symbole b 2 Cm(�) pour une phase� 2 Sr, avec r 2 [0; 1), et g 2 Sn. Soit T l'opd de symbole t(x; �) = jg(x; �)j2b(x; �).Alors l'op�erateur hxip (G�BG � T ) hxip est born�e si 2p = �m � 2n+ 1 � r.Preuve Comme g 2 Sn d'apr�es la proposition 1.2.10 on obtient que G�BG� T = A+Ro�u A 2 Cm+2n�1+r(�)et le symbole r(x; �) de R appartient �a la classe de Schwartz. Alorsd'apr�es la proposition 1.2.3 le symbole de hxipR hxip appartient �a la classe de Schwartz.L'op�erateur hxipR hxip est donc Hilbert-Schmidt et born�e. En�n d'apr�es la proposition1.2.13 hxipA hxip est born�e si 2p = �m � 2n+ 1 � r. �Proposition 1.2.15 Soient Aj ; j = 1; 2; des opd de symboles aj 2 C0(�) et A l'opd desymbole a1(x; �)a2(x; �), alors les op�erateurs A � A1A�2 et A � A�2A1 sont compacts dansl'espace L2(Rd).Dans la Section 2.2 on est amen�e �a consid�erer des op�erateurs de la forme ~A =FA�+A�F� o�u A� 2 Cm(��). L'op�erateur ~A admet la repr�esentation suivante� ~Au� (�) = ZRd ZRd ei<x;�0��>a(x; �; �0)u(�0)dxd�0(2�)d (1.2.14)avec a(x; �; �0) = a+(x; �)a�(x; �0). Il est donc naturel d'introduire des opd d�e�nis par uneamplitude a. Par rapport aux conventions pr�ec�edentes les rôles de x et �; �0 dans (1.2.14)sont invers�esy. Nous continuerons �a d�esigner ces op�erateurs par le terme opd.yOn se retrouve donc avec les conventions usuelles o�u les estimations (1.2.15) portent sur la variableFourier qui ici s'appelle x !



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 33D�e�nition 1.2.16 On appelle ~Sm%;�;�(R3d) l'ensemble des fonctions a 2 C1(R3d) v�eri�antpour un compact K de Rd et tous multi-indices �; �j@�x@��;�0a(x; �; �0)j � C�;�(a) hxim�%j�j+�j�j ; (1.2.15)pour x 2 Rd et � 2 K et �0 2 K et tel que a(x; �; �0) = 0 si � =2 K ou �0 =2 K. On d�e�nitl'opd associ�e pour u 2 S(Rd) par l'�equation (1:2:14).Encore une fois on notera ~Sm1;0;0(R3d) = ~Sm et on d�esignera indi��eremment par ~Sml'ensemble des symboles ou des op�erateurs associ�es. Dans le cas ou % > � on peut obtenirun d�eveloppement asymptotique du symbole a(x; �) de ~A en fonction des d�eriv�ees de aprises au point (x; �; �) [Shu87]a(x; �) � Xj�j�0(�!)�1(@�xD��0a)(x; �; �): (1.2.16)Ce d�eveloppement, form�e par une suite de termes appartenant �a la classe Sm�N(%��)%;� , perdson sens d�es que % � �. C'est pourquoi on est amen�e, comme dans la section pr�ec�edente,�a restreindre notre �etude �a des classes d'amplitudes oscillantes.D�e�nition 1.2.17 On appelle opd �a amplitude oscillante a 2 ~Cm(�) tout op�erateur d�e�nisur la classe de Schwartz par (1:2:14) o�u a admet la repr�esentationa(x; �; �0) = ei�(x;�;�0)b(x; �; �0); b 2 ~Sm; � 2 ~Sr; r 2 [0; 1) (1.2.17)avec � �a valeurs r�eelles et b(x; �; �0) = 0 si � =2 K o�u � =2 K o�u K est un compact de Rd.L�a encore on a l'inclusion ~Cm(�) � ~Sm1�r;r;r, et les classes d'amplitudes oscillantesn�ecessitent une �etude particuli�ere lorsque r � 1=2. En fait cette �etude se ram�ene �a celledes opd �a symbole oscillant, même dans le cas r � 1=2, grâce �a la proposition suivantetir�ee de [Yaf00a] qui g�en�eralise le d�eveloppement (1.2.16) aux classes ~Cm(�).Proposition 1.2.18 Soit ~A un opd d�e�ni par (1:2:14) d'amplitude a 2 ~Cm(�), alors ~Aadmet la repr�esentation� ~Au� (�) = ZRd e�i<x;�>a0(x; �) (F�u) (x) dx(2�)d=2 (1.2.18)avec une amplitude a0(x; �) = ei�0(x;�)b0(x; �) v�eri�ant b0(x; �) = 0 pour j�j � R > 0 et� �0(x; �) = �(x; �; �) + �1(x; �) �1 2 S2r�1b0(x; �) = b(x; �; �) + b1(x; �) b1 2 Sm+r�1: (1.2.19)En particulier si a(x; �; �) = 0 alors a0 2 Cm+r�1(�0).



34 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESOn en d�eduit des crit�eres de continuit�e et de compacit�e pour les opd (1.2.14).Proposition 1.2.19 Soit ~A un opd d�e�ni par (1:2:14) d'amplitude a 2 ~Cm(�), si m � 0alors ~A est born�e dans l'espace L2(Rd) et si m < 0 alors ~A est compact dans l'espaceL2(Rd).Preuve D'apr�es la proposition 1.2.18 ~A admet la repr�esentation (1.2.18) avec une am-plitude a0(x; �) = ei�0(x;�)b0(x; �) v�eri�ant (1.2.19). En comparant (1.2.18) et (1.2.5) onobtient que ~AF = FB o�u B est un opd du type (1.2.3) de symbole b(x; �) = a0(x; �) 2Cm(��0). La continuit�e de B si m � 0 et la compacit�e de B si m < 0 entrâ�ne les mêmepropri�et�es pour ~A. �La derni�ere proposition nous donne une information spectrale sur les opd avec uneamplitude oscillante. Sa preuve peut être trouv�ee dans [Yaf00a].Proposition 1.2.20 Soit ~A un opd (1:2:14) d'amplitude a(x; �; �0) de la classe ~C0(�).Supposons que pour un couple de points x0 6= 0; �0 2 Rd on aitj�(�x0; �0; �0)j � c� r; jrx�(�x0; �0; �0)j � c� r�1; r > 0; (1.2.20)pour � assez grand et lim�!1b(�x0; �0; �0) = 1: (1.2.21)Alors pour tout � 2 T et tout voisinage � arbitrairement petit de �0 il existe une suite (deWeyl) de fonctions un 2 C10 (�) telle quekunk = 1; w � limn!1 un = 0; limn!1 k ~Aun � �unk = 0: (1.2.22)En particulier le spectre essentiel de l'op�erateur ~A, dans l'espace L2(Rd), recouvre le cercleunit�e T.1.2.3 Restriction d'un opd �a la sph�erePour �etudier la matrice de di�usion S(�), dans la Section 2.2, on doit collecter quelquesr�esultats sur la restriction d'opd �a une hypersurface (la sph�ere Sd�1k en l'occurence). Enparticulier on cheche �a donner un sens aux termes de la forme �0(�)A��0(�) qui appa-raissent dans la formule de repr�esentation de la matrice de di�usion (37). Cette probl�e-matique est donc intimement li�ee �a la d�ecomposition en int�egrale directe de l'Hamiltonienlibre H0 = ��. Les r�esultats de cette section sont tir�es de [Yaf92], Chap. 1 Section 5, et[Yaf00a].Commen�cons par rappeler quelques r�esultats sur l'op�erateur auto-adjoint H0 de do-maine D(H0) = H2(Rd). Le spectre de H0 recouvre l'intervalle [0;1) et est absolument



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 35continu. D'apr�es le th�eor�eme spectral (cf. th�eor�eme 1.1.9) il existe un espace de HilbertN et un op�erateur unitaireF0 : H �! L2(R+;N); (F0f)(�) = �0(�)f 2 N;tel que pour tout f1; f2 2 S(Rd) on ait(H0f1; f2)H = Z 10 �(�0(�)f1;�0(�)f2)Nd�:Pour H0 = �� on a N = L2(Sd�1) et(�0(�)f)(!) = k(d�2)=221=2(2�)d=2 ZSd�1 e�ik<!;x>f(x)dx; k = �1=2 > 0; ! 2 Sd�1; (1.2.23)qui est, �a un facteur num�erique pr�es, la restriction de f̂ �a la sph�ere de rayon k = �1=2.On notera aussi que l'adjoint formel de l'op�erateur (1.2.23) est donn�e par(��0(�)g)(x) = k(d�2)=221=2(2�)d=2 ZSd�1 eik<!;x>g(!)d!; (1.2.24)et que ces deux op�erateurs sont d�e�nis au moins sur la classe de Schwartz. Le th�eor�emede trace de Sobolev conduit �a la proposition suivante.Proposition 1.2.21 Pour p > 1=2 la fonction �a valeur op�erateur hxi�p ��0(�) : N ! Hest �a valeurs compacts et est continu en norme (au sens de H�older) par rapport �a � > 0.L'op�erateur (1.2.23) est directement reli�e �a la famille spectrale deH0 grâce �a la formulede Stone.Proposition 1.2.22 On pose�"(H0 � �) = (2�i)�1(R0(� + i") � R0(�� i")); (1.2.25)ou R0(z) = (H0 � z)�1. Alors pour tout f1; f2 2 S(Rd) on a l'existence de la limitesuivante et l'�egalit�elim"!0 (�"(H0 � �)f1; f2)H = d(E0(�)f1; f2)=d� = (�0(�)f1;�0(�)f2)N : (1.2.26)Si un op�erateur S commute avec H0 alors n�ecessairement l'action de S dans la repr�e-sentation spectrale associ�ee �a H0 se ram�ene �a la multiplication par une fonction �a valeurop�erateur S(�) (Sf1; f2)H = Z 10 (S(�)�0(�)f1;�0(�)f2)Nd�:Mais dans le cas g�en�eral d'un op�erateur A qui ne commute pas avec H0 ceci n'est paspossible. Formellement, l'action de A dans la repr�esentation spectrale associ�ee �a H0 peutêtre regard�ee comme celle d'un op�erateur int�egral(Af1; f2)H = Z 10 Z 10 �A\(�; �)�0(�)f1;�0(�)f2�N d�d�;



36 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESdont le noyau A\(�; �) = �0(�)A��0(�) agit dans l'espace N, pour tous � > 0 et � > 0.Si A\(�; �) est continu par rapport �a �; � on peut alors d�e�nir les valeurs diagonalesA(�) = A\(�; �) de A. Cependant, en g�en�eral, la condition que A\(�; �) soit continu esttrop contraignante y, les valeurs diagonales de A pouvant exister sans que A\(�; �) soitcontinu.On a besoin dans la suite de d�e�nir les valeurs diagonales d'opd de la forme A = A�+A�o�u A� 2 Cm� (��). Si on regarde A(�) = �0(�)A��0(�) comme un op�erateur int�egral surla sph�ere Sd�1 alors, formellement, d'apr�es (1.2.23), (1.2.24), son noyau est d�e�ni parl'int�egrale (au sens des distributions)p(!; !0;�) = 2�1(2�)�dkd�2 ZRd eik<!0�!;x>a(x; k!; k!0)dx; (1.2.27)o�u a(x; �; �0) = a+(x; �)a�(x; �0). De ce point de vue le noyau de A(�) est la restriction �a lasph�ere de rayon k = �1=2 du noyauz de l'opd (1.2.14) ~A = FAF� d'amplitude a(x; �; �0).Pour ces raisons on adopte la d�e�nition suivante, plus g�en�erale, pour A(�).D�e�nition 1.2.23 Soient g1; g2 2 C1(Sd�1) et  1;  2 2 C10 (R+) tel que  j(k) = 1; j =1; 2. On note f̂j(�) = gj(�̂) j(j�j); j = 1; 2 de telle sorte que(�0(�)fj)(!) = k(d�2)=221=2 gj(!); k = �1=2; ! 2 Sd�1:Soit A un op�erateur born�e (agissant en repr�esentation d'espace), alors les valeurs diago-nales A(�) de A dans la repr�esentation spectrale associ�ee �a H0 = �� sont d�e�nies, si lalimite ci-dessous existe, par l'�egalit�e(A(�)g1; g2)N : = 2k2�d lim"!0 (A�"(H0 � �)f1; �"(H0 � �)f2)H : (1.2.28)Pour un opd ~A d�e�ni par (1:2:14) on appellera A(�) la restriction �a la sph�ere de rayon�1=2 = k de ~A l'op�erateur d�e�ni, si la limite ci-dessous existe, par l'�egalit�e(A(�)g1; g2)N : = 2k2�d lim"!0( ~A�"(j�j2 � �)f̂1; �"(j�j2 � �)f̂2)H: (1.2.29)En particulier A(�) dans (1:2:29) co��ncide avec les valeurs diagonales de A = F� ~AFd�e�nies par (1:2:28).D�es que a 2 Sm%;�;� on peut montrer �a partir de (1.2.27) en faisant des int�egrations parparties que le noyau p(!; !0;�) de A(�) est une fonction C1(Sd�1�Sd�1�R+) pour tout! 6= !0 (et � > 0).Proposition 1.2.24 Soit ~A un opd de type (1:2:14) d'amplitude a 2 ~Sm%;�;�. Alors larestriction A(�) de ~A �a la sph�ere Sd�1k d�e�nie par (1:2:29), si elle existe, poss�ede unnoyau p(!; !0;�) C1 en dehors de la diagonale ! = !0 pour tout � > 0.yPar exemple pour un op�erateur de Hilbert-Schmidt sur L2(Rd) le noyau n'appartient qu'�a L2(R2d).zCette approche est tout �a fait justi��ee si le noyau de ~A est continu ce qui arrive pour a 2 ~Sm�;�;� sim < �d ou si a(x; �; �0) = 0 8j�� �0j < " pour un " > 0.



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 37Cependant on ne peut pas exclure l'apparition d'une tr�es forte singularit�e sur la diago-nale compromettant l'existence de A(�). Pour �eliminer cette �eventualit�e on doit imposercertaines conditions �a l'amplitude a(x; �; �0). Par exemple si pour un certain p > 1=2,l'op�erateur hxipA hxip est born�e alors A(�) = �0(�)A��0(�) admet la factorisationA(�) = ��0(�) hxi�p��hxipA hxip��hxi�p ��0(�)�; (1.2.30)et, d'apr�es la proposition 1.2.21, est donc correctement d�e�ni comme un op�erateur com-pact sur N. On tire de cette remarque la proposition suivante.Proposition 1.2.25 Soit ~A 2 ~Cm(�) avec m < �1. Alors sa restriction �a la sph�ereSd�1k , d�e�nie par (1:2:29) , existe en tant qu'op�erateur compact sur N.Preuve D'apr�es (1.2.30) et la proposition 1.2.21 il su�t de v�eri�er que pour un certainp > 1=2 l'op�erateur hxip F� ~AF hxip est born�e. D'apr�es la proposition 1.2.18 et l'�equation(1.2.5) l'op�erateur B = F� ~AF (qui agit en repr�esentation d'espace) appartient �a la classeCm(�0) donc d'apr�es la proposition 1.2.13 pour p = �m=2 > 1=2 l'op�erateur hxipB hxipest bien born�e dans L2(Rd). �Si m � �1 l'existence de A(�) n�ecessite une hypoth�ese suppl�ementaire. Pour lad�ecouvrir consid�erons A(�) comme un opd de type (1.2.14) sur la sph�ere Sd�1. D'apr�es(1.2.27) son amplitude est formellement d�e�nie para[(y; !; !0;�) = j! + !0j8�k Z 1�1 a(z(! + !0)=2 + y=k; k!; k!0)dz (1.2.31)o�u < y; ! + !0 >= 0. Si a 2 ~Sm%;�;� avec m < �1 alors l'int�egrale dans (1.2.31) est biend�e�nie et a[ 2 ~Sm+1%;�;� . En particulier si 1 � % > � � 1 � % � 0 on peut d�e�nir le symboleprincipal de l'op�erateur A(�) et il appartient �a la classe Sm+1%;� , modulo des termes dansSm+1�(2%�1)%;� , ce qui permet de retrouver les r�esultats de la proposition 1.2.25. Par contre sim � �1 l'int�egrale dans (1.2.31) ne peut être d�e�nie que si l'intervalle d'int�egration est enr�ealit�e compact. C'est pour cette raison que l'on doit imposer l'annulation de l'amplitudea dans un voisinage du �br�e conormal �a � pour tout point � 2 Sd�1k [LY98].On l'a vu, la di�cult�e fondamentale vient du comportement du noyau au voisinage dela diagonale, donc en pratique il su�t de consid�erer le cas d'une amplitude a 2 ~Sm%;�;� telleque a(x; �; �0) = 0 8�; �0 =2 X;o�u X est une petite boule centr�ee en un point k!0 2 Sd�1k (�x�e pour la suite). D�es lorsil est naturel de repr�esenter l'opd A(�) dans une carte locale de la sph�ere valable surk�1X \ Sd�1. Le syst�eme de coordonn�ees locales le plus simple dans ce cas consiste �aprendre la projection orthogonale du morceau de sph�ere V � k�1X \Sd�1 sur le plan �!0perpendiculaire �a !0. Si � est la projection de V sur �!0 et v�eri�e � ( f� 2 �!0 : j�j < 1galors l'application (cf. Figure 1.1)



38 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRES{ : � �! Sd�1; {(�) = � + (1� j�j2)1=2!0 (1.2.32)est un di��eomorphisme de � sur le voisinage V de !0 dans Sd�1, etU : L2(V) �! L2(�); (Uu) (�) = (1 � j�j2)�1=4u({(�)); (1.2.33)identi�e unitairement les deux espaces L2(V) et L2(�). On peut maintenant �enoncerclairement le r�esultat principal de cette section.
6! �

�!0 �
!0

�
!0k�1X \ Sd�1 � V
-

O � �
� 0q+ y=k

z(! + !0)=2 x = z(! + !0)=2 + y=k

Fig. 1.1: Carte locale ({;�)Proposition 1.2.26 Soit a 2 ~Sm%;�;�(Rd � X � X) pour % > 0, � < 1, supposons qu'ilexiste " > 0 tel que a(x; �; �0) = 0 lorsque les deux conditions suivantes sont v�eri��eesj� � �0j < "; j < x̂; �̂ > j > 1 � ": (1.2.34)Soit U l'op�erateur unitaire associ�e par (1:2:33) au di��eomorphisme {, d�e�ni par (1:2:32).On d�e�nit A{(�) l'opd (1:2:14) sur � d'amplitudea{(y; �; � 0;�) = �(�; � 0)4�k Z 1�1 a(z({(�) + {(� 0))=2 + y=k; k{(�); k{(� 0))dz (1.2.35)



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 39o�u k = �1=2 et �(�; � 0) = 2�1 � 1 � j�j21 � j� 0j2�1=4 +�1 � j� 0j21 � j�j2 �1=4! : (1.2.36)Alors a{ 2 ~Sm+1%;�;� (Rd�1����) et la restriction A(�) de ~A, d�e�nie par la limite (1:2:29),existe et v�eri�e A(�) = U�A{(�)U .Lorsqu'on travaille sur une vari�et�e avec un opd A 2 Sm%;� o�u 1 � % > � � 1� % � 0 onpeut d�e�nir un symbole principal a[ invariant lors d'un changement de coordonn�es.Proposition 1.2.27 Soit A un opd sur la sph�ere de symbole a[ 2 Sm%;�(T �Sd�1) avec1 � % > � � 1 � % � 0. Soient � une fonction de troncature support�ee dans un voisinageV du point !0 2 Sd�1 et { le di��eomorphisme d�e�ni par (1:2:32) et U d�e�ni par (1:2:33).Alors l'opd U�A�U� 2 Sm%;�(T �Rd�1) a pour symbole principal, modulo Sm�(2%�1)%;� (T �Rd�1),a{(y; �) = �({(�))2a[(t{0(�)y;{(�)): (1.2.37)Bien que, contrairement �a la repr�esentation (1.2.35), le symbole principal ne d�e�nissepas exactement l'op�erateur A, la proposition se r�ev�elera tr�es utile dans les applications quivont suivre o�u seule la connaissance du symbole principal a[, modulo Sm�(2%�1)%;� , est en faitn�ecessaire. En particulier, en vue de la Section 2.3.1, on a besoin de la proposition suivantequi permet localiser pr�ecis�ement le spectre essentiel d'un opd connaissant l'intervalle devaleurs prises par son symbole �a \l'in�ni".Proposition 1.2.28 Soit A un opd sur la sph�ere Sd�1 dont le symbole principal a[ 2S0(T �Sd�1) asymptotiquement homog�ene de degr�e 0. Alors�ess(A) = f� 2 C : 9(b; !) 2 T �Sd�1; jbj � R; tels que � = a[(b; !)g: (1.2.38)Preuve Nous allons commencer par construire des suites de Weyl pour tout � dansl'ensemble (1.2.38). Pour ce faire nous allons consid�erer l'opd A dans la carte locale {;�d�e�nie par (1.2.32) (cf Figure 1.1). Fixons !0 2 Sd�1 et � 2 C1(Sd�1) dont le supportest contenu dans un petit voisinage V de !0 de telle sorte que l'application (1.2.32) soitun di��eomorphisme de � sur V . On note A{ l'opd de symbolea{(y; �) = �({(�))2a[(t{0(�)y;{(�))alors d'apr�es la proposition 1.2.27 U�A{U � �A�, o�u U est d�e�ni par (1.2.33), est unop�erateur compact. Soit maintenant y0 2 �!0 n f0g et � = a[(�y0; !0); 8� jy0j > R. Pour" > 0; � > 0 on d�e�nit un ensemble de fonctions paru";� (�) = "�1=2f("�1�)e�i� hy0;�i; f 2 C10 (�): (1.2.39)



40 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESIl est clair que ku";�k est constante et que u";� tend faiblement vers z�ero dans L2(�!0)quand � ! 1. L'action de l'op�erateur A{ sur les fonctions (1.2.39) est donn�ees par lam�ethode de la phase stationnaire (cf. [H�or83] Chapitre 7 ou [Yaf00a])(A{u";� )(�) = (2�)�1�({(�))2 Z�!0 Z� eih�0��;yia[(t{0(�)y;{(�))u";�(� 0)d� 0dy;= a[(�y0; �)u";�(�) + r";� (�); (1.2.40)o�u jjr";� jj � C"�1��1 tant que "� !1. On obtient donc quekA{u";� � �u";�k = O (") +O �"�1��1� ;et en choisissant "n = 1=pn et �n = n on obtient que la suite de fonctions (u"n;�n)n2N estune suite de Weyl pour A{ associ�ee �a �. Comme le symbole de A ne di��ere de a[ que pardes termes dans S�1 on d�eduit du th�eor�eme de Weyl que (U�un)n2N; un = u"n;�n est aussiune suite de Weyl pour �A� associ�ee �a �. De plus comme le support des fonctions U�uns'�ecrase au point !0 quand n!1 on peut choisir une fonction �0 2 C1(Sd�1) support�eel�a o�u � = 1 de telle sorte que �U�un = �0U�un = U�un. Pour ce choix on a alors quek(A� �)U�unk � k(�A�� �)U�unk + k(1 � �)A�0U�unk;qui tend vers 0 quand n!1 puisque l'op�erateur (1��)A�0 est compact (il a un noyauC1). On a donc construit une suite de Weyl pour A associ�e �a �. Cette proc�edure permetde construire des suites de Weyl pour toute valeur dans (1.2.38).Il reste maintenant �a montrer que le spectre essentiel de A ne contient pas d'autrespoints que ceux de (1.2.38). Rappelons que le symbole principal a[(b; !) de A est d�e�ni surT �Sd�1 modulo des termes dans S�1. Soient �0 n'appartenant pas �a l'ensemble (1.2.38)et � 2 C1(Rd�1) telle que �(� ) = 0 pour j� j � R et �(� ) = 1 pour j� j � R + 1. Onappelle R(�0) un opd de symbole principalr[(b; !) = �(b)=(a[(b; !) � �0): (1.2.41)Comme, sur le support de �, on a ja[(b; !)� �0j � c > 0 le symbole r[(b; !) appartient �ala classe S0(T �Sd�1). Par la proposition 1.2.3 on obtient l'�egalit�e suivanteR(�0)(A� �0) = Id�K; (1.2.42)o�u K est un op�erateur compact sur L2(Sd�1). L'�equation (1.2.42) montre que R(�0) estune param�etrix de A. Supposons qu'il existe une suite (un)n2N telle quekunk = 1; w � limn!1 un = 0; limn!1 kAun � �0unk = 0:Grâce �a (1.2.42) on obtient l'estimation



1.2. LES OP�ERATEURS PSEUDODIFF�ERENTIELS 41kunk = kR(�0)(Aun � �0un) +Kunk � kR(�0)kkAun � �0unk+ kKunk;qui est absurde puisque d'une part limn!1Kun = limn!1(Aun � �0un) = 0 et d'autrepart kunk = 1. �En�n on aura besoin dans le cas du cercle S (cf. section 2.3.2) d'un autre r�esultat.Lemme 1.2.29 Soit A un opd de symbole principal a[ 2 S�1(S), asymptotiquement ho-mog�ene de degr�e �1. Alors A est un op�erateur de Hilbert-Schmidt sur L2(S) et son noyauv�eri�e pour ! 6= !0; ! ! !0; uniform�ement en !0, l'estimationp(!; !0) = O (jln j! � !0jj) : (1.2.43)Preuve Comme le symbole principal a[ de A n'est d�e�ni que modulo des termes dansS�2 son noyau p, d�e�ni parp(!; !0) = (2�)�1 Z�! ei<!0�!;b>a[(b; !)db;n'est d�e�ni que modulo la contribution de termes dans S�2 �a l'int�egrale pr�ec�edente, c'est�a dire modulo des termes born�es. Si on note � l'angle qui s�epare les directions ! et!0 on obtient que < ! � !0; b >= � sin �jbj (selon l'orientation relative de b et ! � !0)et p(!; !0) = \a[(:; !)(sin �). D'un autre cot�e comme j! � !0j = 2 sin(�=2) le probl�emepr�ec�edent revient �a majorer la singularit�e en 0 de la transform�ee de Fourier â(�) d'unefonction a 2 C1(R) et asymptotiquement homog�ene de degr�e �1 par j ln j�jj quand � ! 0.Maintenant on �ecrit donc queâ(�) = (2�)�1�Zjxj�R e�i�xa(x)dx + Zjxj>R e�i�xa(x)dx� ;pour un R > 0 tel que a(�x) = a(x)=� pour jxj � R; � � 1. Le premier terme est iciuniform�ement born�e en �, il ne reste donc qu'�a consid�erer le second terme :jâ(�)j � C �1 + ����Zjxj>R e�i�xa(x)dx����� :Par changement de variable j�jx! x et selon que �� > 0 l'int�egrale pr�ec�edente devientZjxj>R e�i�xa(x)dx = 2C Z 1j�jR e�ix 1xdx = 2C Z 1j�jR e�ix 1xdx + 2C Z 11 e�ix 1xdx:La seconde int�egrale �etant uniform�ement born�ee en � il reste �a estimer la premi�ere����Z 1�R e�ix 1xdx���� � Z 1j�jR 1xdx = � lnR� ln j�j;ce qui conduit �a jâ(�)j = O (j ln j�jj). Finalement comme p(!; !0) est C1 pour tout ! 6= !0et v�eri�e l'estimation (1.2.43) au voisinage de la diagonale on a que p(!; !0) 2 L2(S�S)et donc A est bien Hilbert-Schmidt. �



42 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRES1.3 L'op�erateur de Schr�odingerDans cette partie apr�es avoir rappel�e quelques r�esultats importants sur l'op�erateur deSchr�odinger on collecte di��erentes estimations d�ecoulant de la th�eorie de Mourre pr�esent�een section 1.1.3. Ces estimations serviront dans la suite �a appliquer la th�eorie des per-turbations lisses, d�ecrite dans les sections 1.1.1 et 1.1.2, �a l'op�erateur de Schr�odinger. Apartir d'ici H = L2(Rd).1.3.1 Les hypoth�esesL'op�erateur de Schr�odinger magn�etique est d�e�ni par l'expression di��erentielle sui-vante H = (D � A(x))2 + V (x): (1.3.1)o�u A(x) est le potentiel (vecteur) magn�etique et V (x) est le potentiel (scalaire) �electrique.On fait les hypoth�eses suivantes sur les potentiels :Hypoth�ese 1 On suppose que les potentiels A et V admettent une d�ecomposition endeux termes de r�egularit�es di��erentesA(x) = AL(x) +AS(x); V (x) = VL(x) + VS(x); (1.3.2)VL; AL;j 2 C1(Rd); VS ; AS;j 2 L1(Rd); j = 1; : : : ; d: (1.3.3)Hypoth�ese 2 Ensuite on fait une hypoth�ese \longue port�ee" sur les termes C1, avec ungain de d�ecroissance pour les d�eriv�eesj@�xAL(x)j+ j@�xVL(x)j = O �(1 + jxj)���j�j� ; � 2 (0; 1]: (1.3.4)Hypoth�ese 3 Puis une hypoth�ese \courte port�ee", pour les termes non r�eguliersjAS(x)j+ jVS(x)j = O �(1 + jxj)��0� ; �0 > 1: (1.3.5)Hypoth�ese 4 En�n on ajoute une derni�ere hypoth�ese simpli�catrice sur le potentielmagn�etiquey B(x) = rotA(x) = o ((1 + jxj)�1) ; (1.3.6)divA(x) 2 L1(Rd): (1.3.7)yEn fait, d'apr�es (1.3.4), il su�t de faire cette hypoth�ese sur la partie courte port�ee AS du potentielmagn�etique.



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 43Sous l'hypoth�ese (1.3.7) on peut �ecrire queH = ��+ 2iAr+ idivA+ jAj2 + V;ce qui permet de s'assurer qu'avec les hypoth�eses 1,2,3 l'op�erateur (1.3.1) est bien auto-adjoint sur H avec pour domaine D(H) = H2(Rd). Sans l'hypoth�ese (1.3.7) on ne peutrien dire sur le domaine de H . On a seulement une information sur le domaine de la formequadratique h d�e�nie pour tout u; v 2 S(Rd) parh[u; v] = ZRd < (D � A(x))u(x); (D � A(x))v(x) > +V (x)u(x)v(x)dx = (Hu; v)L2(Rd);qui est D[h] = H1(Rd), ce qui complique consid�erablement l'obtention des estimationsde r�esolvantes (en particulier l'estimation de radiation) dont on a besoin pour d�evelopperla th�eorie des perturbations lisses pour Hy. C'est pour cette raison que l'on d�ecide detravailler ici sous l'hypoth�ese (1.3.7). Cette hypoth�ese n'est pas trop contraignante carelle est automatiquement v�eri��ee dans la jauge de Coulomb divA(x) = 0.L'hypoth�ese (1.3.6) n'est pas indispensable mais permet de simpli�er la pr�esentationde la th�eorie de la di�usion pourH . En e�et sous les hypoth�eses (1.3.2) �a (1.3.6) l'absencede valeurs propres positives pour l'op�erateurH peut être trouv�ee dans les travaux de Ikebeet Uchiyama [IU71, Uch87]. La preuve de Uchiyama repose sur l'approche de Kato [Kat59]utilisant les propri�et�es de d�ecroissance polynomiales des fonctions propres de l'op�erateurH . Il est a noter que dans le cas ou AS = 0 et VS = 0 l'absence de valeurs propres positivesest d�emontr�ee dans la th�ese de Nicoleau [Nic91] sous l'unique l'hypoth�ese (1.3.4). Cettepreuve repose sur la m�ethode de Mourre et g�en�eralise la preuve de [CFKS87] au casmagn�etique (voir aussi [DG97]).Th�eor�eme 1.3.1 Sous les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) l'�equation Hu(x) = �u(x) n'a pasde solutions u 2 L2(Rd) si � > 0.Preuve Le th�eor�eme 1.3.1 d�ecoule du th�eor�eme 1.1 de [Uch87] avec les notations suivantesbj(x) = Aj(x); ai;j(x) = �i;j ; q1(x) = VL(x)� �; q2(x) = VS(x):et le choix de param�etres � = � =  = � = 1. Ces choix permettent de v�eri�er leshypoth�eses (A1) : : : (G2) avec les constantes a = 1=2; �1 = 0; �2 = �1. En particulierl'hypoth�ese (F3) est bien v�eri��ee sous les hypoth�eses (1.3.2) �a (1.3.6)lim supr!1 r2�2� �r@rq1(x) + q1(x) + (1 + �)� 12� �  jrq2(x)j2 + 12�  jB(x)xj2��= lim supr!1 �x:rVL(x) + VL(x)� �+ 2jxVS(x)j2 + 2jx:rotA(x)j2� = �� < 0:Le th�eor�eme 1.1 de [Uch87] conduit alors �a l'estimationlim infr!1 R ZR<jxj<R+1 ju(x)j2dx > 0;yVoir par exemple [GY00] o�u ce type de di�cult�es ont �et�e surmont�ees pour l'op�erateur de Dirac.



44 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESet d'apr�es le Corollaire 1.2 [Uch87] (et un th�eor�eme de prolongement unique) u =2 L2(Rd).�Sans l'absence de valeurs propres plong�ees dans le spectre positif il faudrait localiserles consid�erations du chapitre 2 sur un intervalle born�e � � (0;1) disjoint de 0 et necontenant pas de valeurs propres de H .1.3.2 La th�eorie de Mourre pour HComme les termes �a courte port�ee AS et VS jouent un rôle secondaire par rapport auxtermes �a longue port�ee AL et VL, on est amen�e �a introduire l'op�erateurH1 = (D � AL(x))2 + VL(x); (1.3.8)auto-adjoint sur H et de domaine D(H1) = H2(Rd) sous l'hypoth�ese (1.3.4). L'hypoth�ese(1.3.4) permet de d�evelopper facilement la th�eorie de Mourre pour l'op�erateur H1. Onintroduit d'abord le g�en�erateur des dilatations qui joue un rôle essentiel dans la th�eoriede Mourre pour l'op�erateur de Schr�odinger.Proposition 1.3.2 On appelle g�en�erateur des dilatations l'op�erateur auto-adjoint A d�e-�ni sur S(Rd) par A = x:D +D:x2 = 12i dXk=1 xk@xk + @xkxk: (1.3.9)Pour tout r�eel t l'op�erateur eitA est unitaire sur L2(Rd) et v�eri�e pour tout f 2 S(Rd)�eitAf� (x) = e2t=df(etx): (1.3.10)En particulier eitA pr�eserve l'espace H2(Rd):Le g�en�erateur des dilations est le candidat naturel au titre d'op�erateur conjugu�e �a H1.Th�eor�eme 1.3.3 Sous l'hypoth�ese (1:3:4) le g�en�erateur des dilations est n fois conjugu�e�a H1 pour tout n 2 N.Preuve D'apr�es la proposition 1.3.2 le domaine de A contient S(Rd) qui est bien densedans H2(Rd) et l'op�erateur eitA conserve bien H2(Rd). Les hypoth�eses i) et ii) de laD�e�nition 1.1.13 sont donc v�eri��ees. Int�eressons nous maintenant au commutateur B1.Un calcul direct nous donnei[H1;A] = 2H1 + v(x) + dXk=1 ak(x)Dk; (1.3.11)



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 45ou les fonctions v(x) et ak(x); k = 1; : : : d d�ependent seulement des d�eriv�ees partiellesdes potentiels VL(x) et AL(x)v(x) = �2VL(x)� (x:r)VL(x)� i(div(AL(x)) + (x:r)AL(x))�2 < AL(x); AL(x) + (x:r)AL(x) >;ak(x) = 2(AL;k(x) + (x:r)AL;k(x)):En particulier sous l'hypoth�ese (1.3.4) v et ak satisfont pour tout � 2 Nd les estimationsj@�xv(x)j+ j@�xak(x)j = O �(1 + jxj)���j�j� ; (1.3.12)avec le même � que dans (1.3.4). On d�eduit de (1.3.12) que les op�erateurs v(x)(H1 +i)�1=2; ak(x)Dk(H1 + i)�1 sont compact et donc le commutateur B1 est donc H1-born�e.En r�eit�erant le même calcul que dans (1.3.11) on trouve que les commutateurs Bj v�eri�entBj = 2jH1 + vj(x) + dXk=1 aj;k(x)Dk; (1.3.13)ou les fonctions vj(x) et aj;k(x); k = 1; : : : d d�ependent encore seulement des d�eriv�eespartielles des potentiels VL(x) et AL(x) et satisfont les estimations (1.3.12) pour tout� 2 Nd . Les commutateurs Bj sont donc H1-born�es pour tout n 2 N� et les hypoth�esesiii) et iv) sont satisfaites pour tout n 2 N� . Il d�ecoule de (1.3.11) que pour tout intervalle��; avec � > � > 0 (cf. (1.1.22)) on a l'estimation de MourreE1(��)i[H1;A]E1(��) � cE1(��) +E1(��)K1E1(��); (1.3.14)avec c = 2(�� �) > 0 et K1 compact, donc l'hypoth�eses v) est v�eri��ee. �Pour l'op�erateur H , contenant les termes �a courte port�ee AS et VS , on a seulement ler�esultat suivant.Proposition 1.3.4 Sous les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) l'op�erateur H d�e�ni par (1:3:1)v�eri�e les hypoth�eses i); ii); iii) et v) (avec K = 0) pour A d�e�ni par (1:3:9) sur toutintervalle �� � (0;1) disjoint de 0 avec � assez petit.Preuve En ajoutant les termes �a courte port�ee~VS = (DAS(x) +AS(x)D � 2 < AL(x); AS(x) > �jAS(x)j2 � VS(x)dans (1.3.11) on obtienti[H;A] = 2H + v(x) + dXk=1 ak(x)Dk � 2 ~VS + [~VS ; x:r]: (1.3.15)



46 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESil est clair que sous l'hypoth�ese (1.3.5) (H0 + i)�1DAS(x); AS(x)D(H + i)�1; VS(x)(H +i)�1 sont compact. Pour minorer le commutateur on utilise les estimations suivantes(cf.[Yaf00b] section 4.2)j(VS(x)u(x); x:ru(x))Hj � ck hxi�"1 (H + i)1=2uk2; (1.3.16)j(DAS(x)u(x); x:ru(x))Hj � ck hxi�"1 (H + i)uk2; (1.3.17)j(AS(x)Du(x); x:ru(x))Hj � ck hxi�"1 (H + i)1=2uk2; (1.3.18)avec "1 = (�0� 1)=2 > 0. En particulier le commutateur (1.3.15) s'�etend en un op�erateurborn�e de H2(Rd) dans H et l'hypoth�ese iii) est v�eri��ee. Comme de plus l'op�erateurhxi�"0 (H + i)E(��) est compact, il d�ecoule de (1.3.15) que pour tout intervalle ��; avec� > � > 0 (cf. (1.1.22)) on a l'estimation de MourreE(��)i[H;A]E(��) � CE(��) +E(��)KE(��); (1.3.19)avec c > 0 etK compact, et l'hypoth�ese v) est v�eri��ee. Maintenant commeK est compactlim�!0 kKE(��)k = 0 on a queE(��)KE(��) � �C�E(��); C� > 0; lim�!0C� = 0;d'o�u l'estimation E(��)i[H;A]E(��) � cE(��); (1.3.20)pour un c > 0 et � assez petit. �Remarque 1.3.5 L'hypoth�ese iv) de la d�e�nition 1.1.13 n'est v�eri��ee que si on imposela condition suppl�ementaire �0 � 2 dans (1.3.5) �a cause du terme[[DAS(x) +AS(x)D � 2 < AL(x); AS(x) > �jAS(x)j2 � VS(x); x:r]; x:r]dans le double commutateur B2 = i[[H;A];A] et qu'on ne peut majorer, comme dans(1.3.16) �a (1.3.18), que par hxi�(�0�2)=2 (H0 + i).Le th�eor�eme 1.3.3 nous permet de r�ecup�erer l'ensemble des r�esultats fourni par lath�eorie de Mourre �enonc�es dans la section 1.1.3 au moins pour l'op�erateur H1.Th�eor�eme 1.3.6 Soient A le g�en�erateur des dilatations et � � R+ disjoint de 0. Alorssous l'hypoth�ese (1:3:4) on a les estimations de propagation suivantessupRe z2�1�j Im zj>0k hAi�sRl1(z) hAi�s k � c; 8s > l � 1=2; (1.3.21)supRe z2�1�� Imz>0 k hAi�sRl1(z)P�A hAis�l k � c; 8s > l � 1=2; (1.3.22)supRe z2�1�� Imz>0 k hAis1 P�ARl1(z)P�A hAis2 k � c; 8s1; s2 2 R; (1.3.23)o�u R1(z) = (H1 � z)�1. En particulier le spectre positif de H1 est absolument continu.



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 471.3.3 Principe d'absorption limite et estimation de radiationPour appliquer la th�eorie des perturbations lisses, pr�esent�ee dans la section 1.1.1, aucouple d'op�erateursH1; H0 = �� on a besoin d'estimations de propagation du type (1.1.2)pour montrer le caract�ere H-lisse de certains op�erateurs. Le th�eor�eme 1.3.6 montre d�ej�aque, sous l'hypoth�ese (1.3.4) l'op�erateur hAi�s ; s > 1=2; est H1-lisse sur tout intervalle� � (0;1) disjoint de 0. Comme les op�erateurs E(�)D et DE(�) sont born�es on peutobtenir la même estimation que (1.3.21), pour l = 1, avec hAi�p remplac�e par hxi�p.C'est le principe d'absorption limite �enonc�e dans le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 1.3.7 (Principe d'Absorption Limite) Soit H d�e�ni par (1:3:1) avec Aet V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7). Alors pour tout intervalle � � (0;1)disjoint de 0 on a l'estimationsupRe z2�1�j Im zj>0k hxi�pR(z) hxi�p k � c; p > 1=2: (1.3.24)En particulier l'op�erateur hxi�p ; p > 1=2; est H-lisse sur tout intervalle � � (0;1)disjoint de 0 et hxi�pR(�� i0) hxi�p est compact pour tout � 2 (0;1).Pour cela on peut, comme dans [Nic91] Chap. III section 2.1, utiliser le lemme 8.2 de[PSS81] (voir aussi la proposition 1.3.21).Lemme 1.3.8 Pour tout p 2 [0; 1] l'op�erateur hAipR(�i) hxi�p est born�e dans H.Preuve Via un argument d'interpolation il su�t d'avoir k hAipR(�i) hxi�p k <1 pourp = 1 (le cas p = 0 �etant trivial). Pour p = 1 on peut �ecrire la d�ecomposition suivanteD:x (H � i)�1 hxi�1 = dXk=1 �Dk (H � i)�1� �xk hxi�1� + dXk=1 Dk[xk; (H � i)�1] hxi�1 :(1.3.25)Le premier terme de (1.3.25) est clairement un produit d'op�erateurs born�es. Pour lesecond terme de (1.3.25) on utilise le fait que le commutateur de H avec une l'op�erateurde multiplication par la fonction g(x) dont les d�eriv�ees sont dans L1(Rd)[g(x); H ] = [g(x); (D �A)2] = �2rg(x)r��g(x) + iA(x)rg(x); (1.3.26)soit born�e de H1(Rd) dans L2(Rd), et la d�ecomposition suivantedXk=1 Dk[xk; (H � i)�1] hxi�1 = dXk=1 �Dk (H � i)�1� �[H; xk ] (H � i)�1� hxi�1 ;ce qui conclut la preuve. �



48 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESRemarque 1.3.9 La d�emonstration du principe d'absorption limite �a partir de l'esti-mation (1.1.24) et du lemme 1.3.8 n'est possible que si �0 � 2 dans (1.3.5) d'apr�es laremarque 1.3.5. Cependant cette hypoth�ese n'est pas optimale. Dans le cas A(x) = 0Yafaev �a montr�e dans [Yaf85] qu'on peut obtenir, avec la m�ethode de Mourre, les mêmesr�esultats en imposant seulement la condition �0 > 1. Ceci revient �a a�aiblir l�eg�erementl'hypoth�ese iv) de la D�e�nition 1.1.13. C'est de cette mani�ere que l'on obtient le principed'absorption limite pour H . Ces d�etails techniques sont rel�egu�es en appendice (cf. section2.3.3).Pour des raisons techniques on a besoin de r�esultats similaires au principe d'absorptionlimite mais avec l'op�erateur hxi�pDk; p > 1=2; k = 1; : : : ; d. Ces estimations se d�eduisentde (1.3.24) grâce au lemme suivant.Lemme 1.3.10 les op�erateur hxi�pR(�i) hxip et hxi�pDkR(�i) hxip ; k = 1; : : : ; d; sontborn�es pour tout p 2 [0; 1].Preuve Dans le premier cas le r�esultat d�ecoule de la d�ecompositionhxi�pR(�i) hxip = R(�i) + hxi�p [R(�i); hxip] = R(�i) + hxi�pR(�i)[hxip ; H ]R(�i);puisque d'apr�es (1.3.26) le commutateur [hxip ; H ] est bien born�e pour p � 1. De mêmepour le second termehxi�pDkR(�i) hxip = (Dk � i hxi�p @k(hxip))R(�i) + hxi�pDkR(�i)[hxip ; H ]R(�i):�Proposition 1.3.11 Soit H d�e�ni par (1:3:1) avec A et V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2)�a (1:3:7). Alors pour tout intervalle � � (0;1) disjoint de 0 on a les estimationssupRe z2�1�j Im zj>0k hxi�pDkR(z)Dj hxi�p k � c; p > 1=2; k; j = 1; : : : ; d; (1.3.27)supRe z2�1�j Imzj>0k hxi�pDkR(z) hxi�p k � c; p > 1=2; k = 1; : : : ; d: (1.3.28)En particulier les op�erateurs hxi�pDk; Dk hxi�p ; p > 1=2; k = 1; : : : ; d sont H-lisse surtout intervalle � � (0;1) disjoint de 0 et le spectre positif de H est absolument continu.Preuve On utilise la formule de la r�esolvante R(z) = R(�i) + (z + i)R(z)R(�i) pourobtenir les d�ecompositions ci-dessoushxi�pDkR(z) hxi�p = hxi�pDkR(�i) hxi�p+(z+ i) hxi�pDkR(�i) hxip hxi�pR(z) hxi�p ;



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 49hxi�pDkR(z)Dj hxi�p = hxi�pDkR(�i)Dj hxi�p+ hxi�pDkR(z) hxi�p hxipR(�i)Dj hxi�p:on v�eri�e qu'il s'agit bien de produits d'op�erateurs born�es grâce au th�eor�eme 1.3.7 et aulemme 1.3.10. Les estimations pour p 2 (1=2; 1] entrâ�nent celles pour p > 1. �Pour H1 l'estimation (1.3.24) et la continuit�e au sens de H�older d�ecoulant de la pro-position 1.1.16 nous permettent de r�ecup�erer l'�equivalent des propositions 1.2.21 et 1.2.22pour l'op�erateur H1.Corollaire 1.3.12 On pose R1(z) = (H1 � z)�1 et�"(H1 � �) = (2�i)�1(R1(� + i") � R1(�� i")): (1.3.29)Alors pour f1; f2 2 S(Rd) on a l'existence de la limite suivante et l'�egalit�elim"!0 (�"(H1 � �)f1; f2)H = d(E1(�)f1; f2)=d� = (�1(�)f1;�1(�)f2)N ; (1.3.30)o�u , �1(�) : S(Rd) 7! N v�eri�e �1(�)H1f = ��1(�)f . De plus les op�erateurs hxi�p ��1(�)et hxi�pDk��1(�); k = 1; : : : d; sont, respectivement, compact et born�es sur N et continusau sens de H�older par rapport �a � > 0.Preuve Ce r�esultat d�ecoule par continuit�e de (1.3.24) sachant que pour tout p > 1=2l'op�erateur hxi�pR1(z) hxi�p est compact et hxi�pDkR1(z)Dk hxi�p sont continus pourIm z 6= 0. �Si le principe d'absorption limite su�t �a d�evelopper la th�eorie de la di�usion pour desperturbations �a courte port�ee il n'en va pas de même pour les cas longue port�ee. C'estpourquoi on a besoin de l'estimation de radiation introduite dans [Yaf93, Yaf95]. Cetteestimation se rattache au cas critique p = 1=2 du th�eor�eme 1.3.7. On adopte la mêmem�ethode de d�emonstration que dans [Yaf00b].Th�eor�eme 1.3.13 (Estimation de Radiation) Soit H1 d�e�ni par (1:3:8) avec AL etVL v�eri�ant (1:3:4), alors les op�erateursGj = hxi�1=2r?j ; r?j u = @ju � jxj�2 < ru; x > xj ; j = 1; : : : ; d; (1.3.31)sont H1-lisse sur tout intervalle compact � � (0;1) disjoint de 0.Preuve Soit une fonction m 2 C1(Rd) telle que m(x) = jxj pour jxj � 1. On appelleMl'op�erateur di��erentiel d�e�ni parM = dXk=1mkDk +Dkmk; mk(x) = @xkm(x):Un calcul direct montre que



50 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESi[H1;M] = 4 dXk;j=1DkmjkDj + dXk=1 NkDk +N0;o�u Nk; k = 0; : : : d sont des fonctions C1 d�ependant seulement des d�eriv�ees de AL et VLNk(x) = � < AL(x);rmk(x) > + < rAL;k(x);rm(x) >; k = 1; : : : ; d; (1.3.32)N0(x) = ��2m(x) + 2 < rVL(x);rm(x) > +2i < AL(x);r�m(x) >+ 4 dXk;j=1 (imkj(x) +AL;j(x)mk(x))@kAL;j(x): (1.3.33)Sous l'hypoth�ese (1.3.4) ces fonctions satisfont, pour tout multi-indice � 2 Nd , les esti-mations j@�xNk(x)j = O �(1 + jxj)�1���j�j� : Soit u 2 E(�)H alors d'apr�es (1.3.31) on apour jxj � 1 dXk;j=1mjkDjuDku = dXj=1 jxj�1jr?j uj2 = jxj�1jr?uj2:En tenant compte des estimations sur Nk on arrive �a(i[H1;M]u; u) = 4 dXk;j=1(DkmjkDju; u) + (N0u; u) + dXk=1(NkDku; u)� 4k hxi�1=2r?uk2 � c k hxi�l (H0 + i)1=2uk2;avec l = (1 + �)=2 > 1=2 et c > 0. En utilisant le th�eor�eme 1.3.7 et la proposition 1.1.2on en d�eduit l'estimation de radiation. �On a aussi besoin pour les op�erateurs Gj de l'�equivalent de la proposition 1.2.21. Lad�emonstration de la proposition suivante peut être trouv�ee dans [Yaf95].Proposition 1.3.14 Les op�erateurs Gj��0(�); j = 1; : : : d; sont born�es dans l'espace N =L2(Sd�1) et continus en norme par rapport �a � > 0.Les th�eor�emes 1.3.7 et 1.3.13 su�sent pour montrer l'existence et la compl�etude asymp-totique des op�erateurs d'onde (24).1.3.4 Estimations de propagation microlocalesPour l'�etude de la matrice de di�usion on a besoin d'estimations suppl�ementairespar rapport �a celles de la section pr�ec�edente. Ces estimations, appell�ees estimationsmicrolocales, on �et�e introduites par Isozaki et Kitada dans [IK84, IK85b] et donnent desestimations du type (1.3.21), (1.3.22), (1.3.23), ou A et P�A sont respectivement remplac�espar x et des opd de la classe S01;0 dont le symbole est localis�e dans certaines zones del'espace des phases ��(�; a) dont voici la d�e�nition (voir aussi la Figure 1.2).



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 51D�e�nition 1.3.15 Pour a > 0 et � 2 (�1; 1) on appelle ��(�; a) la partie de l'espace dephases telle que��(�; a) = f(x; �) 2 R2d : � < bx; b� >� �; jxj � a; j�j � ag: (1.3.34)6 -�+(�; a)��(�; a) Rdx � -NArcsin�jxj = a
Fig. 1.2: Les cônes tronqu�es ��(�; a)Ind�ependamment Jensen [Jen85] a propos�e une d�emonstration de ces estimations, �a�energie �x�ee, reposant sur la th�eorie de Mourre. Dans la suite on red�emontre ces esti-mations microlocales pour des opd �a symbole oscillant Cm(�), m quelconque, en suivantl'approche de Jensen.On commence par un lemme qui g�en�eralise le lemme 1.3.8 et dont la d�emonstrationrepose sur les mêmes id�ees (voir lemme 2.3 dans [Per81]).Lemme 1.3.16 Pour tout p 2 [0; l] l'op�erateur hAipRl1(�i) hxi�p est born�e dans H.La d�emonstration des estimations de propagation repose sur le lemme suivant adapt�edu lemme A.5. de [Jen85]. Ce lemme est bas�e sur la construction d'une param�etrix del'op�erateur A. C'est ici que l'hypoth�ese de localisation du symbole de Q� est cruciale, enparticulier le fait que ce support n'intersecte pas l'ensemble < x; � >= 0 (cf. Figure 1.2).Lemme 1.3.17 Soit Q� = Op �ei�(x;�)q�(x; �)� un opd de la classe Cm(�) pour une phase� 2 Sr avec r 2 [0; 1). On suppose que supp q� � ��(�; a) pour un � 2 (0; 1) et un a > 0,alors il existe des opd R�; Qk;�; k = 0; : : : ; s; dont les symboles respectifs v�eri�ent



52 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESR� = Op(r�(x; �)) ; j@�x@�� r�(x; �)j � C�;�;N hxi�N h�i�N ; 8N 2 N; (1.3.35)Q�;k = Op �ei�(x;�)qk;�(x; �)� ; qk;� 2 Sm; (1.3.36)supp qk;� � ��(�0; a0); 1 > �0 > � > 0; a > a0 > 0; k = 0; : : : ; s; (1.3.37)tels que Q� hxis = sXk=0 AkQk;� +R�: (1.3.38)Preuve Soient 1 > � > �0 > 0 et a > a0 > 0, on introduit les fonctions de troncaturesuivantes :� �� 2 C1(R; [0; 1]) telle que : ��(� ) = 0 pour �� � �0 et ��(� ) = 1 pour �� � �,� � 2 C1(R�+; [0; 1]) telle que : �(� ) = 0 pour � � a0 et �(� ) = 1 pour � � a,On pose ��(x; �) = ��(< bx; b� > �(jxj)); il est clair que �� v�eri�e les propri�et�es suivantes�� 2 S0; supp �� � ��(�0; a0); ��jsupp q� � 1:La d�emonstration repose sur la construction d'une param�etrix u� de A valable dans lescônes ��(�; a) : u�(x; �) = ��(x; �)< x; � > �id=2 2 S�1: (1.3.39)L'inclusion d�ecoule de l'estimation j < x; � > �id=2j � c < x > sur le support de ��.D'apr�es le lemme 1.2.10 l'op�erateur Q� hxi admet la d�ecomposition suivanteQ� hxi = P� +R�; P� = Op �ei�(x;�)p�(x; �)� 2 Cm+1(�);R� = Op(r�(x; �)) ; j@�x@�� r�(x; �)j � C�;�;N hxi�N h�i�N ; 8N 2 N;La construction des symboles q�;k repose sur l'id�ee suivante : trouver q�;1 tel que lesymbole de AQ�;1 � P� = �Q�;0 soit d'ordre m. Comme A est un opd de symbole< x; � > �id=2 2 S1 on peut, en utilisant la formule de composition (1.2.10)y, calculer cesymbole�ei�(x;�)q�;0(x; �) = (1.3.40)(< x; � > �id=2) ei�(x;�)q�;1(x; �) + x:r �ei�(x;�)q�;1(x; �)�� ei�(x;�)p�(x; �):yCette formule est ici exacte puisque A est un op�erateur di��erentiel !



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 53On proc�ede par approximations successives, soientq�;1(x; �) = nXj=0 aj(x; �); (1.3.41)a0(x; �) = p�(x; �)u�(x; �); (1.3.42)aj+1(x; �) = �u�(x; �)e�i�(x;�)x:r �ei�(x;�)aj(x; �)� : (1.3.43)On peut remarquer que tous ces symboles ont un support inclus dans celui de p�. Par in-duction on montre que aj(x; �) 2 Sm�jr puis en r�einjectant (1.3.41)-(1.3.43) dans (1.3.40)et tenant compte de l'�egalit�e (< x; � > �id=2) u�(x; �) = ��(x; �) = 1 sur le support dep� on obtient que�ei�(x;�)q�;0(x; �) = (< x; � > �id=2) nXj=0 ei�(x;�)aj(x; �) + nXj=0 x:r �ei�(x;�)aj(x; �)��ei�(x;�)p�(x; �)= x:r �ei�(x;�)an(x; �)�= ei�(x;�) (< x;ran(x; �) > +ian(x; �) < x;r�(x; �) >)En particulier q�;0 2 Sm+1�(n+1)r . Donc si on choisit n dans (1.3.41) tel que n+ 1 � 1=ron a bien q�;0 2 Sm.Au �nal on a obtenu que Q� hxi = AQ�;1+Q�;0+R� o�u Q�;0; Q�;1; v�eri�ent bien leshypoth�eses (1.3.36),(1.3.37), et le symbole du reste R� v�eri�e bien (1.3.35). Ceci conclula preuve pour s=1, pour s > 1 il su�t de r�eit�erer la même construction autant de fois quen�ecessaire. Pour les termes de reste suppl�ementaires il su�t de remarquer que le symbolede R� hxik v�eri�e bien l'estimation (1.3.35) ce qui d�ecoule de la formule de composition(1.2.7) et de (1.3.35). �Ainsi adapt�e le lemme 1.3.17 permet d'obtenir les estimations suivantes.Lemme 1.3.18 Soit Q� = Op �ei�(x;�)q�(x; �)� un opd de la classe Cm(�) pour une phase� 2 Sr avec r 2 [0; 1). On suppose que supp q� � ��(�; a) pour un � 2 (0; 1) et un a > 0.Alors on a l'estimation suivantek hAi�s�mQ� hxis k <1: (1.3.44)Preuve D'apr�es le lemme 1.3.17 on a quehAi�s�mQ� hxis+m hxi�m = s+mXk=0 hAi�s�mAkQ�;k hxi�m + hAi�s�mR� hxi�m ;o�u les opd Q�;k = Op �ei�(x;�)q�;k(x; �) (j�j2)� ; q�;k 2 Sm; et R� v�eri�e, pour un N arbi-trairement grand, l'estimation (1.3.35). En particulier grâce au th�eor�eme 1.2.4 kR�k <1.En tenant compte de ce que



54 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESk hAi�s�mAkk � supy2R j hyi�s�m ykj � 1; 0 � k � s+mon en d�eduit que k hAi�s�mQ� hxis k � sXk=0 kQ�;k hxi�m k + kR�k:En�n d'apr�es la proposition 1.2.13 les op�erateurs Q�;k hxi�m sont bien born�es. �Pour obtenir des estimations du type (1.3.23) la di�cult�e principale est la pr�esencedes projecteurs spectraux P�A qui rend di�cile l'utilisation du calcul pseudo-di��erentiel[Jen85]. C'est pourquoi on utilise la transformation de Mellin pour diagonaliser A (cf. leslemmes 2 et 3 dans [Per80]).Lemme 1.3.19 Pour f 2 S(Rd) la transform�ee de Mellin est d�e�nie parM : L2(Rd) �! L2(R;L2(Sd�1))f(x) 7�! (Mf) (�; !)o�u (Mf) (�; !) = f ](�; !) = Z 10 ��i�+ d2�1f(�!) d�p2� : (1.3.45)La transformation de Mellin se prolonge en un op�erateur unitaire sur L2(Rd) dont l'adjointest formellement d�e�ni par :(M�g) (x) = Z 10 jxji�� d2 g(�; bx) d�p2� :L'op�erateur M diagonalise l'op�erateur A, i.e. 8f 2 S(Rd)(MA) f(�; !) = � (Mf) (�; !):Maintenant on peut d�emontrer le lemme suivant.Lemme 1.3.20 Soit Q� un opd de symbole q� 2 Sm%;�. On suppose que supp q� � ��(�; a)pour un � 2 (0; 1) et un a > 0. Alors on ak hAit P�AQ� hxis k <1; 8t; s 2 R: (1.3.46)Preuve Il est clair que si (1.3.46) est vrai pour un couple (t; s) elle est aussi vrai pourtout couple (t0; s0) avec t0 � t et s0 � s. On se limitera donc �a montrer (1.3.46) pours 2 2N. Pour f 2 S(Rd) et s 2 2N on va estimer la norme de MhAit P�AQ� hxis f .d'apr�es (1.3.45)



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 55�MhAit P�AQ� hxis f� (�; !)= h�it 11R�(�) Z 10 �d=2�1 ZRd ei(�<!;�>�� ln(�))q�(�!; �) \(hxis f)(�) d�d�(2�)(d+1)=2= h�it 11R�(�) Z 10 �d=2�1 ZRd ei(�<!;�>�� ln(�))q�(�!; �) hD�is c(f)(�) d�d�(2�)(d+1)=2= h�it 11R�(�) ZRd Z 10 ei(�<!;�>�� ln(�))p�(�!; �)c(f)(�) d�d�(2�)(d+1)=2 ;o�u p� 2 Sm�1+s%+d=2%;� et supp p� � ��(�; a). Si on pose �(�) = � < !; � > �� ln(�)les points stationnaires de � doivent v�eri�er @�� =< !; � > ��=� = 0, ce qui n'est paspossible si (�!; �) 2 ��(�; a) et �� � 0. Pour estimer l'int�egrale pr�ec�edente on va int�egrerpar parties en variable � en utilisant l'identit�eZ 10 ei�pl;�d� = Z 10 (i@��) ei�(pl;�=(i@��))d� = Z 10 ei�pl+1;�d�o�u les pl;� sont d�e�nis parpl+1;� = @�(pl;�=(i@��)); p0;� = p� 2 Sm�1+2s�+d=2%;�et v�eri�ent pl;�(�!; �)���=0 = 0 pour tout l. En utilisant l'in�egalit�eup + vq � u1=pv1=q ; 8u; v > 0; p; q � 1; 1p + 1q = 1;avec 1=q = %=2; 1=p = 1� %=2 on obtient une minoration pour @�� :j@��j2 = ���< !; � > ��� ���2 � �2j�j2 + �2�2 � c(�j�j)2�%j�j%�% : (1.3.47)Ceci conduit par induction �a l'estimation suivante sur pl;�jpl;�(�!; �)j � Cl h�im�1+2s�+d=2�l%=2 h�iN�l(1�%=2) h�i�l%=2 : (1.3.48)Apr�es avoir int�egr�e par parties l fois par rapport �a d� on obtient �nalement que�MhAit P�AQ� hxis f� (�; !) (1.3.49)= h�it 11R�(�) ZRd Z 10 ei(�<!;�>�� ln(�))pl;�(�!; �)c(f)(�) d�d�(2�)(d+1)=2 :Pour estimer le carr�e du module de (1.3.49) on va supposer que l est su�sammentgrand pour que toutes les int�egrales convergent. Pour majorer (1.3.49) on utilise l'in�egalit�ede Cauchy-Schwarz on obtient (pour l'int�egrale par rapport �a �)



56 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRES���MhAit P�AQ� hxis f� (�; !)��2� h�i2t 11R�(�)k bfk2 ZRd ����Z 10 pl;�(�!; �)d�����2 d�(2�)(d+1)� h�i2t 11R�(�)kfk2ZRd ����Z 10 Cl h�im�1+2s��l%=2+d=2 h�iN�l(1�%=2) h�i�l%=2 d�����2 d�(2�)(d+1)� C2l(2�)(d+1) h�i2t�l% 11R�(�)kfk2����Z 10 Cl h�im�1+2s��l%=2+d=2 d�����2 ZRd h�i2N�l(2�%) d�� C h�i2t�l% 11R�(�)kfk2si 2N � l(2 � %) < �d et m + 2s� � l%=2 + d=2 < 0. Au �nal si 2t � l% < �1 on a queMhAit P�AQ� hxis f � C 0kfk;ce qui prouve (1.3.46). �On peut maintenant d�emontrer les estimations de propagation microlocales.Th�eor�eme 1.3.21 Soient Q� = Op �ei�(x;�)q�(x; �)� des opd de la classe Cm(�) pour unephase � 2 Sr avec r 2 [0; 1) � � (0;1) disjoint de 0. On suppose que supp q� � ��(�; a)pour un � 2 (0; 1) et un a > 0. Si l'hypoth�ese (1:3:4) est v�eri��ee alors on a les estimationssuivantes supRe z2�1�j Imzj>0k hxi�sRl1(z) hxi�s k <1; 8s > l � 1=2; (1.3.50)supRe z2�1�� Imz>0 k hxi�sRl1(z)Q� hxis�� k <1; 8s > l � 1=2; � > m+ l; (1.3.51)supRe z2�1�� Imz>0 k hxisQ��Rl1(z)Q� hxis k <1; 8s 2 R: (1.3.52)Preuve Comme pour d�eduire le principe d'absorption limite de l'estimation (1.3.20) onva d�eduire les estimations (1.3.50)-(1.3.52) des estimations (1.3.21)-(1.3.23) en utilisantles lemmes 1.3.16, 1.3.18 et 1.3.20 et la g�en�eralisation suivante de la formule de r�esolvanteRl1(z) = (z + i)nRn1 (�i)Rl1(z) + nXj=0 pj;n(z)Rj1(�i); 8n 2 N: (1.3.53)o�u pj;n(z) est un polynôme de degr�e j en z. En injectant (1.3.53), pour n = 2l, dans(1.3.50) le seul terme �a estimer est



1.3. L'OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER 57hxi�sRl1(�i)Rl1(z)Rl1(�i) hxi�s= �hxi�sRl1(�i) hAis� �hAi�sRl1(z) hAi�s� �hAisRl1(�i) hxi�s�qui est bien born�e pour l � s > l� 1=2. L'estimation (1.3.50) pour s0 > l d�ecoule de cellepour s 2 (l � 1=2; l] sachant quek hxi�sRl1(z) hxi�s k � k hxi�s0 Rl1(z) hxi�s0 k; 8s0 � s:Pour (1.3.51) en y injectant (1.3.53), pour n � maxfl; sg, on doit alors estimer le termehxi�sRn1 (�i)Rl1(z)Q� hxis��= �hxi�sRn1 (�i) hAit� �hAi�tRl1(z)P�A hAit�l��hAil�tQ� hxis���+ �hxi�sRn1 (�i) hAit� �hAi�tRl1(z) hAi�t� �hAit P�AQ� hxis��� :Ce terme est donc born�e si on choisit le param�etre libre t 2 (l � 1=2; n] tel que l � t +m+ s� � � 0. Cette derni�ere condition conduit �a la restriction � > m + l.Pour (1.3.52) on commence par remarquer que si (1.3.52) est vrai pour un s donn�el'estimation est encore valable pour tout s0 � s. Il su�t donc de prouver (1.3.52) pour sassez grand. Ensuite on d�ecompose l'op�erateur de la mani�ere suivantehxisQ��Rl1(z)Q� hxis = B1 +B2 +B3;avecB1 = �hxisQ��P�A hAis� �hAi�sRl1(z) hAi�s� �hAis P�AQ� hxis� ;B2 = �hxisQ��P�A hAis+l+m��hAi�s�l�mRl1(z)P�A hAis+m��hAi�s�mQ� hxis�+ �hxisQ�� hAi�s�m��hAis+m P�ARl1(z) hAi�s�l�m��hAis+l+m P�AQ� hxis�;B3 = �hxisQ�� hAi�s�m� �hAis+m P�ARl1(z)P�A hAis+m� �hAi�s�mQ� hxis� :On voit alors grâce au th�eor�eme 1.3.6 et aux lemmes 1.3.18 et 1.3.20 que les op�erateursBj ; j = 1; 2; 3 sont born�es si s+m + l > l � 1=2 et s > l � 1=2 qui est bien v�eri��e pourun s assez grand. �Remarque 1.3.22 Dans tous les lemmes de cette partie l'hypoth�ese que le symbole deQ� soit dans la classe Cm(��) peut être remplac�ee par Sm%;� �a la condition que 1 � % >� � 0 ce qui ne permettrait pas de traiter le cas 1=2 � � > 0 dans nos applications.
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Chapitre 2Th�eorie de la di�usion2.1 Les op�erateurs d'ondeDans cette section on va construire des op�erateurs d'onde modi��es de la forme (24)pour le couple H0; H . Pour simpli�er l'approche on construira les op�erateurs d'onde(24) pour le couple H0; H1 et les op�erateurs d'onde (8) pour le couple H1; H , le r�esultatpour le couple H0; H d�ecoulant du th�eor�eme de multiplication 1.1.6. Pour construire lesmodi�cateurs J� on utilisera les r�esultats de la section 2.1.1 sur les solutions (approch�ees)de l'�equation eiconale (25) et de l'�equation de transport (2.1.24). En�n on v�eri�era quela construction pr�esent�ee co��ncide avec d'autres constructions d�ependantes du temps.2.1.1 Les �equations eiconale et de transportDans cette section notre but est de construire des fonctions propres approch�ees del'op�erateur de Schr�odinger H1. Il est naturel de chercher ces fonctions propres sous laforme 	 = ei' o�u ' est une fonction r�eelle. En injectant cet Ansatz dans l'�equation deSchr�odinger on obtient((D �AL)2 + VL � j�j2)	= ei'(jr'j2 � 2 < AL;r' > �i�'+ VL + jALj2 + idivAL � j�j2); r = rx: (2.1.1)En ne conservant que les termes r�eels dans (2.1.1) on obtient l'�equation eiconale pour 'jr'(x; �)j2 � 2 < AL(x);r'(x; �) > +VL(x) + jAL(x)j2 = j�j2: (2.1.2)Faute de pouvoir r�esoudre globalement l'�equation eiconale on va chercher �a construire dessolutions \approch�ees" de (2.1.2). Par solutions \approch�ees" on entend des solutions '�



60 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONqui v�eri�e (2.1.2) �a un terme courte port�ee pr�es dans tout cône � < x̂; �̂ >� �; 8� 2(�1; 1). Pour cela on d�ecompose '� de la mani�ere suivante'�(x; �) =< �; x > +��(x; �); (2.1.3)et on demande que � = �� v�eri�e l'�equation2 <�;r�(x; �)> +jr�(x; �)j2� 2 <AL(x); � +r�(x; �)> +VL(x) + jAL(x)j2= q(Ne)(x; �): (2.1.4)o�u q(Ne) = q(Ne)� est un terme �a courte port�ee. Alors d'apr�es (2.1.1)((D � AL)2 + VL � j�j2)(ei'�) = ei'�q�; (2.1.5)o�u q� = q(Ne)� + idivAL � i���; (2.1.6)est encore �a courte port�ee pourvu que la fonction ' = '� soit su�samment proche d'unephase plane, i.e. qu'elle v�eri�e, au moins dans les cônes � < x̂; �̂ >� �; 8� 2 (�1; 1),l'estimation suivante@�x ('�(x; �)� < x; � >) = @�x��(x; �) = O �jxj1���j�j� : (2.1.7)Commen�cons par �etudier l'�equation lin�eaire auxiliaire2 < �;r�(x; �) > +F (x; �) = 0: (2.1.8)Lemme 2.1.1 Supposons que F = F� v�eri�e pour tout multi-indice �; �j@�x@�� F�(x; �)j � C�;� (1 + jxj)���j�j j�j���j�j; � < x̂; �̂ > � �; ou jxj � c; (2.1.9)pour tout � 2 (�1; 1) et � 2 (0; 1). Alors la fonction��(x; �) = �2�1 Z 10 �F�(x � t�; �)� F�(�t�; �)�dt: (2.1.10)est une solution de l'�equation (2:1:8) qui v�eri�e pour tout �; � l'estimationj@�x@�� ��(x; �)j � C�;� (1 + jxj)1���j�j j�j�1���j�j; � < x̂; �̂ > � �; ou jxj � c: (2.1.11)



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 61Preuve Il su�t de di��erencier (2.1.10) pour voir qu'il s'agit bien d'une solution de (2.1.8).Pour montrer (2.1.11) commen�cons par le cas o�u j�j � 1. Dans ce cas on doit estimerpour jxj grand@�x@�� ��(x; �) = �2�1 X�1+�2=� �!�1!�2! Z 10 (�t)j�1j@�+�1x @�2� F�(x� t�; �)dt (2.1.12)dans le cône � < x̂; �̂ > � �. Dans cette zone on a pour �t � 0jx� �j2 = jxj2 � 2t < x; � > +t2j�j2 � jxj2 + 2�jtjjxjj�j+ t2j�j2 � (1� �2)(jxj2 + t2j�j2):Maintenant en faisant le changement de variable t = sjxj=j�j et en tenant compte de(2.1.9) on obtient quej@�x@�� ��(x; �)j � 1 � �22 C 0�;�jxj1���j�jj�j��1�j�j Z 10 hsi���j�j ds:Pour � = 0 il su�t d'�ecrire le d�eveloppement de Taylor de ��j@�� ��(x; �)j � j@�� ��(0; �)j+ jxj Z 10 jrx@�� ��(tx; �)jdt;et d'utiliser l'estimation (2.1.11) pour j�j = 1. �Maintenant on peut construire par it�eration une fonction �� v�eri�ant (2.1.4) et (2.1.7)dans tout cône � < x̂; �̂ >� �; 8� 2 (�1; 1), avec q(Ne) �a courte port�ee. Posons��(x; �) = NeXn=1 �(n)� (x; �); (2.1.13)o�u les fonctions �(n)� sont solutions des �equations2 < �;r�(1)� > +VL � 2 < AL; � > = 0; (2.1.14)2 < �;r�(2)� > +jr�(1)� j2 � 2 <AL;r�(1)� > +jALj2 = 0; (2.1.15)2 < �;r�(n+1)� > �2 <AL;r�(n)� > + Xm+p=n+1 <r�(m)� ;r�(p)� > = 0; n � 2:(2.1.16)La fonction ��, d�e�nie par (2.1.13), v�eri�e donc (2.1.4) avec q(Ne)� qui s'�ecritq(Ne)� (x; �) = �2 <AL(x);r�(Ne)� (x; �)> + Xm+p>Ne < r�(m)� (x; �);r�(p)� (x; �) > :(2.1.17)En utilisant le lemme 2.1.1 on d�eduit par induction des estimations pour les fonctions�(n)� , �� et q(Ne)� .



62 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONProposition 2.1.2 Supposons que l'hypoth�ese (1:3:4) soit satisfaite pour un certain � 2(0; 1). Soient �� la fonction d�e�nie par les �egalit�es (2:1:13)-(2:1:16), et q(Ne)� celle d�e�niepar (2:1:4). Alors pour tout multi-indices �; � on a dans la r�egion � < x̂; �̂ >� �, pourtout � 2 (�1; 1) (ou jxj � c)j@�x@���(n)� (x; �)j � C�;� (1 + jxj)1�n��j�j j�j1�n�j�j (2.1.18)j@�x@�� ��(x; �)j � C�;� (1 + jxj)1���j�j j�j�j�j (2.1.19)j@�x@�� q(Ne)� (x; �)j � C�;� (1 + jxj)�(Ne+1)��j�j j�j1�Ne�j�j (2.1.20)A partir d'ici on choisit Ne = [��1] et on pose � = (Ne+1)�� 1 (on remarque que � �� > 0). Les estimations (1.3.4),(2.1.19) et (2.1.20) impliquent que ei'� v�eri�e l'�equationde Schr�odinger, au terme ei'�q� �a courte port�ee pr�es, en dehors de tout voisinage de ladirection ��. Pour tout �; �, et tout � 2 (�1; 1) on a alors l'estimationj@�x@�� q�(x; �)j � C�;� (1 + jxj)�1���j�j j�j1�Ne�j�j; � < �̂; x̂ > � �; ou jxj � c:(2.1.21)Remarque 2.1.3 Quand � > 1=2 dans (1.3.4) on n'a besoin que d'une seule �etape pourconstruire la fonction � qui dans ce cas admet une expression tout �a fait explicite��(x; �) = �2�1 Z 10 �VL(x� t�)� VL(�t�)� 2 < AL(x� t�)� AL(�t�); � >�dt:(2.1.22)En d�erivant cette expression on remarque que la fonction ��(x; �) = �(1)� (x; �) ne d�ependpas de la projection de x sur la direction �̂.A partir de cette premi�ere approximation des fonctions propres de H1 il est possibled'en construire de \meilleures" par it�eration. Si on pose 	� = ei'�a� alors en injectantcet Ansatz dans l'�equation de Schr�odinger et en tenant compte de (2.1.5) on obtient((D � AL(x))2 + VL(x)� j�j2)	�(x; �) (2.1.23)=ei'�(x;�)(q�(x; �)a�(x; �)� 2i <� +r��(x; �)� AL(x);ra�(x; �)> ��a�(x; �));d'o�u l'on tire l'�equation de transport pour a�q�(x; �)a�(x; �)� 2i < � +r��(x; �)� AL(x);ra�(x; �) > ��a�(x; �) = 0: (2.1.24)L�a encore on r�esout (2.1.24) de mani�ere approch�ee en utilisant la même d�emarche d'ap-proximations successives que pour l'�equation eiconale. On pose



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 63a�(x; �) = NtXn=0 b(n)� (x; �); b(0)� (x; �) = 1; (2.1.25)o�u b(n)� est d�e�ni par r�ecurrence comme solution de l'�equation2 < �;rb(n)� (x; �) > �iq�(x; �)b(n�1)� (x; �) (2.1.26)+2 < r��(x; �)� A(x);rb(n�1)� (x; �) > ��b(n�1)� (x; �) = 0; n � 1:Pour r�esoudre (2.1.26) on utilise un lemme similaire au lemme 2.1.1 (dont la d�emonstrationest d'ailleurs la même).Lemme 2.1.4 Supposons que F = F� v�eri�e pour tout multi-indice �; �j@�x@�� F�(x; �)j � C�;� (1 + jxj)�1���j�j j�j���j�j; � < x̂; �̂ > � �; ou jxj � c; (2.1.27)pour tout � 2 (�1; 1) et � > 0. Alors la fonction��(x; �) = �2�1 Z 10 F�(x� t�; �)dt: (2.1.28)est une solution de l'�equation (2:1:8) qui v�eri�e pour tout �; � l'estimationj@�x@�� ��(x; �)j � C�;� (1 + jxj)���j�j j�j�1���j�j; � < x̂; �̂ > � �; ou jxj � c: (2.1.29)En utilisant (2.1.26) on conclut que la fonction ei'�a� est une solution de l'�equationde Schr�odinger modulo le terme((D � AL(x))2 + VL(x)� j�j2)	�(x; �) = ei'�(x;�)q(Nt)� (x; �); (2.1.30)o�u q(0)� (x; �) = q�(x; �) etq(Nt)� (x; �) = �2i < �;rb(Nt+1)� (x; �) > : (2.1.31)Grâce au lemme 2.1.4 on obtient par induction des estimations sur a�; b(n)� ; q(Nt)� .Proposition 2.1.5 Supposons que l'hypoth�ese (1:3:4) soit satisfaite pour un certain � 2(0; 1). Soient � = (Ne + 1)� � 1 2 (0; �), �� la fonction d�e�nie par les �egalit�es (2:1:13)-(2:1:16), et q(Nt)� celle d�e�nie par (2:1:31). Alors pour tout multi-indice �; � on a dans lar�egion � < x̂; �̂ >� �, pour tout � 2 (�1; 1) (ou jxj � c)j@�x@�� b(n)� (x; �)j � C�;� (1 + jxj)�n��j�j j�j�n�j�j (2.1.32)j@�x@�� a�(x; �)j � C�;� (1 + jxj)�j�j j�j�j�j (2.1.33)j@�x@�� q(Nt)� (x; �)j � C�;� (1 + jxj)�1�(Nt+1)��j�j j�j�Nt�j�j (2.1.34)



64 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSION2.1.2 Existence et compl�etude asymptotiqueOn consid�ere le couple de Hamiltoniens H0 = ��; H1 = (D�AL)2+ VL, o�u AL et VLv�eri�ent (1.3.4). Soient �� et a� les fonctions construites dans la section pr�ec�edente (cf.propositions 2.1.2 et 2.1.5). Le modi�cateur J� = J�(Nt; ��;  ) est d�e�ni par la formule(J�f)(x) = (2�)�d=2 ZRd ei<x;�>+i��(x;�)a�(x; �)��(x; �) (j�j2)f̂(�)d�; (2.1.35)o�u la fonction de troncature��(x; �) = ��(< �̂; x̂ > �(jxj)); �̂ = �=j�j; x̂ = x=jxj: (2.1.36)Les fonctions �� et � doivent v�eri�er les hypoth�eses suivantes� �� 2 C1(R; [0; 1]) telle que : ��(� ) = 0 pour �� � �0 et ��(� ) = 1 pour �� � �,pour �1 < �0 < � < 1� � 2 C1(R�+; [0; 1]) telle que : �(� ) = 0 pour � � a > 0 et �(� ) = 1 pour � � 2a.Ainsi la fonction ��(x; �) = 1 si � < x̂; �̂ >� � ou jxj � a (voir Figure 2.1). La fonction� est introduite uniquement pour �eliminer la singularit�e de la fonction x̂ au point x = 0.La fonction  2 C10 (R�+) nous permet de localiser notre �etude sur un intervalle d'�energie� born�e et disjoint de 0 � = (�0; �1); [�0; �1] � (0;1): (2.1.37)Pour appliquer la th�eorie d�evelopp�ee dans la section 1.2.2 �a l'op�erateur (2.1.35) Onutilise l'astuce suivante. Soient ~�, ~��, ~ v�eri�ant les mêmes hypoth�eses que les fonctions�, ��,  , respectivement, et ~��(x; �) = ~��(< �̂; x̂ > ~�(jxj)). Si on choisit ces fonctionstelles que ~��(x; �) ~ (j�j2) = 1 sur le support de ��(x; �) (j�j2), on voit que la fonction ��dans (2.1.35) peut être remplac�ee ~�� = ��~�� ~ . Comme ~��(x; �) est support�ee dans lar�egion � < x̂; �̂ >� �; � 2 (�1; 1); (ou jxj � a), il d�ecoule de l'estimation (2.1.19) que~�� 2 S1��. Finalement l'opd (2.1.35) a pour symbolej�(x; �) = ei��(x;�)a�(x; �)��(x; �) (j�j2) = ei~��(x;�)a�(x; �)��(x; �) (j�j2) 2 C0(~��);(2.1.38)et cons�equemment, d'apr�es la proposition 1.2.12, J� est un op�erateur born�e sur H =L2(Rd). On a aussi besoin d'op�erateurs d'onde \inverse"W�(H0; H1; J�) = s� limt!�1 eiH0tJ�e�iH1tP1; (2.1.39)avec J = J+ ou J = J� et P1 est le projecteur sur le sous-espace absolument continude H1. Comme H1 n'a pas de valeurs propres positives d'apr�es le th�eor�eme 1.3.1 on aP1 = E1(R+) .



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 656 -�+(x; �) = 0 Rdx��+(x; �) = 1
supp(@x�+) Fig. 2.1: Le support de �+Remarque 2.1.6 D'apr�es les estimations de la proposition 2.1.5 on a pour un � > 0J�(0; ��;  )� J�(Nt; ��;  ) = Op �ei��(x;�)(a�(x; �)� 1)��(x; �) (j�j2)� 2 C��(~��):(2.1.40)En particulier l'op�erateur J�(0; ��;  )� J�(Nt; ��;  ) est compact d'apr�es la proposition1.2.12. Il d�ecoule de la proposition 1.1.5 queW�(H1; H0; J�(0; ��;  )) =W�(H1; H0; J�(Nt; ��;  ))pour tout Nt. On pourra donc supposer, sans perte de g�en�eralit�e, dans toute la section2.1 que a� = 1 dans (2.1.35).Le but de cette section est de montrer que le couple H0; H1; avec les identi�cationsJ+ et J�, rentre dans le cadre de la th�eorie des perturbations lisses et que les op�erateursd'onde (24) et (2.1.39) existent. On doit en particulier obtenir une d�ecomposition de laperturbation e�ective T� = HJ� � J�H0; (2.1.41)de la forme (1.1.4). Pour cela nous avons besoin du lemme suivant.Lemme 2.1.7 Soit T on opd de symbolet(x; �) = g(x; �)w(< x̂; �̂ > �(x)) (j�j2);



66 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONo�u g 2 C�1(�);� 2 S1��; � > 0, w 2 C1(R) v�eri�ant w(� ) = 0 si j� j � " avec " 2 (0; 1).Soient Gj ; j = 1; : : : ; d; d�e�nis par (1:3:31). Alors T admet la repr�esentationT = dXj=1 G�jB(s)Gj + hxi�pB(r) hxi�p ; (2.1.42)avec p = (1 + �)=2 et B(s) 2 C0(�); B(r) sont born�es.Preuve Soient B(s) et Tj ; j = 1; : : : ; d; des opd de symbolesb(s)(x; �) = hxi j�j�2(1� < �̂; x̂ >2)�1g(x; �)w(< x̂; �̂ >)�(x) (j�j2):tj(x; �) = hxi�1 (�j � jxj�2xj h�; xi)2b(s)(x; �)La fonction (1 � � 2)�1w(� ) 2 C1(R), de telle sorte que b(s) 2 C0(~�) et, d'apr�es laproposition 1.2.12, L'op�erateur B(s) est born�e. Comme Gj �a pour symbole hxi�1=2 (�j �jxj�2xj h�; xi) 2 S�1=2 et que tj(x; �) = jgj(x; �)j2b(s)(x; �) on peut appliquer la proposition1.2.14 pour obtenir que l'op�erateur hxip �G�jB(s)Gj � Tj� hxip est born�e pour 2p = � + 1.Maintenant comme pour tout jxj � 2at(x; �)� dXj=1 tj(x; �) = g(x; �)�w(< x̂; �̂ > �(x))� w(< x̂; �̂ >)�(x)� (j�j2) = 0;on a que t(x; �)�Pdj=1 tj(x; �) 2 S�N ; 8N 2 N. Ceci implique la continuit�e de l'op�erateurB(r) = hxip dXj=1 G�jB(s)Gj � T! hxip= hxip dXj=1 G�jB(s)Gj � Tj! hxip + hxip dXj=1 Tj � T! hxip :Au �nal on obtient (2:1:42). �Lemme 2.1.8 L'opd (2:1:41) peut être repr�esent�e sous la forme T� = T (s)� + T (r)� o�uT (s)� ; T (r)� sont des opd de symboles respectifst(s)� (x; �) = ei��(x;�)(�2i < �;r��(x; �) >) (j�j2) 2 C�1(~��) (2.1.43)t(r)� = ei��(x;�)� (r)� (x; �) (j�j2) 2 C�1��(~��); � > 0: (2.1.44)Preuve D'apr�es (2.1.41),(2.1.5) et (2.1.35), on a(T�f) (x) = (2�)�d=2 ZRd ei<x;�>+i��(x;�)��(x; �) (j�j2)f̂(�)d�;



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 67o�u��(x; �) = q�(x; �)a�(x; �)��(x; �) (2.1.45)�2i < � +r��(x; �)� A(x);r(a�(x; �)��(x; �)) > ��(a�(x; �)��(x; �))On �elimine le seul terme �a longue port�ee dans (2.1.45)� (s)� (x; �) = �2i < �;r��(x; �) >;qui ne d�ecrô�t que comme jxj�1 �a cause de la fonction de troncature (2.1.36). Commetous les autres termes dans (2.1.45) d�ecroissent plus vite, on d�e�nit t(r)� par les �egalit�es� (r)� (x; �) = ��(x; �)� � (s)� (x; �); t(r)� (x; �) = ei��(x;�)� (r)� (x; �):Par cons�equent, d'apr�es (2.1.21) et les estimations des propositions 2.1.2 et 2.1.5, t(r)�appartient �a la classe C�1��(~��): �Maintenant il est facile d'obtenir la repr�esentation (2.1.42).Proposition 2.1.9 L'op�erateur T� admet la repr�esentation (2:1:42) pour p = (1+�)=2 >1=2 et deux op�erateurs born�es B(r)� ; B(s)� .Preuve Comme t(s)� 2 C�1(~��) et �0�(� ) = 0 dans un voisinage des points �1 et 1,le lemme 2.1.7 peut être directement appliqu�e �a T (s)� . Comme, par le lemme 2.1.8,t(r)� 2 C�1��(~��) l'op�erateur hxip T (r)� hxip est born�e pour p � (1 + �)=2, d'apr�es la propo-sition 1.2.13. Ceci conduit �a (2.1.42) avec p = (1 + �)=2 > 1=2: �En prenant en compte les propositions 1.1.3, 1.1.4, 1.3.7 and 1.3.13 on arrive au r�esultatsuivant.Th�eor�eme 2.1.10 Soient AL et VL v�eri�ant (1:3:4). Soit J� = J�(��;  ) d�e�ni par(2:1:35). Alors les op�erateurs d'ondeW�(H1; H0; J�); W�(H0; H1; J��) (2.1.46)et W�(H1; H0; J�); W�(H0; H1; J��) (2.1.47)existent. Les op�erateurs (2:1:46) ainsi que (2:1:47) sont mutuellement adjoints l'un del'autre.La preuve de l'isom�etricit�e et de la compl�etude de W�(H1; H0; J�) repose sur desestimations du type (1.1.7) et (1.1.8).



68 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONLemme 2.1.11 On a les deux limites suivantess� limt!�1(J��J� �  2(H0))e�iH0t = 0; (2.1.48)s� limt!�1 J�e�iH0t = 0: (2.1.49)Preuve D'apr�es la proposition 1.2.11, �a des termes compacts pr�es, J��J�� 2(H0) est unopd (que l'on notera A) de symbole (�2�(x; �)� 1) 2(j�j2) et(Ae�iH0tf)(x) = (2�)�d=2 ZRd ei<�;x>�ij�j2t(�2�(x; �)� 1) 2(j�j2)f̂(�)d�: (2.1.50)Pour les points stationnaires �0 = x=(2t) de cette int�egrale on a ��(x; �0) = 1 si t! �1(voir Figure 2.1). Par cons�equent si f 2 S(Rd) en int�egrant par parties on peut es-timer l'int�egrale (2.1.50) par CN (1 + jxj + jtj)�N pour tout N , ce qui prouve (2.1.49).Pour (2.1.48) on applique les mêmes arguments �a l'opd de symbole ��(x; �)�(x) (j�j2) o�u� 2 C1(Rd) vaut 0 pour jxj � 2a et 1 pour jxj � 3a. �Proposition 2.1.12 Soient � v�eri�ant (2:1:37) et une fonction  2 C10 (R+) telle que j� = 1. Alors sous les hypoth�eses du th�eor�eme 2:1:10 les op�erateursW�(H1; H0; J�) sontisom�etriques sur le sous-espace E0(�)H etW�(H1; H0; J�) = 0; W�(H0; H1; J��) = 0: (2.1.51)Preuve Les r�esultats pour les op�erateurs W�(H1; H0; J�) et W�(H1; H0; J�) d�ecoulentdirectement de (2.1.48) et (2.1.49), respectivement. La seconde �egalit�e (2.1.51) est unecons�equence de la premi�ere car W�(H0; H1; J��) =W�(H1; H0; J�)�: �Maintenant on peut montrer la compl�etude asymptotique des W�(H1; H0; J�).Th�eor�eme 2.1.13 Soient AL et VL v�eri�ant (1:3:4), � v�eri�ant (2:1:37) et  2 C10 (R+)telle que  j� = 1. Alors les op�erateurs d'onde (24) sont complets :Ran (W�(H1; H0; J�)E0(�)) = E(�)H: (2.1.52)Preuve On doit v�eri�er que pour tout f 2 E(�)H il existe f0 2 E0(�)H tel quelimt!�1 jje�iH1tf � J�e�iH0tf0jj = 0: (2.1.53)L'existence des op�erateurs W�(H0; H1; J��) implique que pour f0 =W�(H0; H1; J��)f



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 69limt!�1 jjJ��e�iH1tf � e�iH0tf0jj = 0et limt!�1 jjJ�J��e�iH1tf � J�e�iH0tf0jj = 0: (2.1.54)La seconde �egalit�e (2.1.51) conduit �a limt!�1 jjJ��e�iH1tf jj = 0 puislimt!�1 jjJ�J��e�iH1tf jj = 0: (2.1.55)D'apr�es la proposition 1.2.11, �a des termes compacts pr�es, J�J�� + J�J�� est un opd desymbole (�2�(x; �) + �2�(x; �)) 2(j�j2): Si on choisit les fonctions �� (voir (2.1.36)) de tellesorte que �2+(� ) + �2�(� ) = 1 on d�eduit de (2.1.54), (2.1.55) quelimt!�1 jj 2(H0)e�iH1tf � J�e�iH0tf0jj = 0:Comme l'op�erateur  2(H1)�  2(H0) est compact, on aboutit �a (2.1.53). �Il ne reste plus qu'�a traiter le cas des termes �a courte port�ee.Proposition 2.1.14 Sous les hypoth�eses (1:3:2)-(1:3:7) on a l'existence et la compl�etudeasymptotique des op�erateurs d'onde W�(H;H1; Id) et W�(H1; H ; Id), d�e�nis par (1:1:5).Preuve D'apr�es l'hypoth�ese (1.3.5), le th�eor�eme 1.3.7 et les propositions 1.1.3, 1.1.4 et1.3.11 il su�t de d�ecomposer la perturbationT = H �H1 = �DAS � ASD + 2 < AS; AL > +jASj2 + VS (2.1.56)sous la forme T = hxi�pB1 hxi�p + dXk=1 hxi�pB2;k hxi�pDk +Dk hxi�pB2;k hxi�p ;(2.1.57)B1 = hxip (2 < AS(x); AL(x) > jAS(x)j2 + VS(x)) hxip ; B2;k = hxipAS(x) hxip ;(2.1.58)pour p = �0=2 > 1=2. Les op�erateurs d'onde ainsi construits sont automatiquement iso-m�etriques et complets d'apr�es la proposition 1.1.7. �En�n le th�eor�eme de multiplication permet de conclure parTh�eor�eme 2.1.15 Sous les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) les op�erateurs d'onde modi��esW�(H;H0; J�) et W�(H0; H ; J��), d�e�nis par (24), existent et sont complets.



70 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSION2.1.3 Co��ncidence avec l'approche d�ependante du tempsIl nous reste maintenant �a montrer que les op�erateurs d'ondeW�(H;H0; J�) construitsdans la section pr�ec�edente co��ncident avec les op�erateurs d'onde d�e�nis par une modi�-cation du groupe unitaire e�iH0t associ�e �a l'�evolution libre. On consid�erera dans cettepartie une �evolution modi��ee U0(t) en repr�esentation d'espace comme celle construitedans [Yaf80], mais on pourrait aussi bien consid�erer une modi�cation en repr�esentationde moment comme celle pr�esent�ee dans [H�or76]. Dans cette section on adopte la mêmestrat�egie que dans [Yaf98, Yaf00b] : dans un premier temps on construit U0(t) en termesdes solutions de l'�equation eiconale (2.1.2), ensuite on montre que cette d�e�nition co��n-cide avec une d�e�nition du même type que celle dans [Yaf80]. Notre construction de U0(t)repose sur une description pr�ecise de l'asymptotique de(J�e�iH0tf)(x) = (2�)�d=2 ZRd ei'�(x;�)�ij�j2t��(x; �) (j�j2)f̂(�)d�; f 2 S(Rd); (2.1.59)pour t ! �1. Les points stationnaires �0 = �0(x; t) de la phase sont d�etermin�es parl'�equation x+ (r���)(x; �0(x; t))� 2�0(x; t)t = 0; � t > 0: (2.1.60)A cause de la fonction ��(x; �) (j�j2) on s'int�eresse seulement aux points �0(x; t) tels que0 < c � j�0j2 � C < 1 et � < �̂�; x̂ >� �� pour � 2 (�1; 1). D'apr�es l'estimation(2.1.19) sur r��� on a que pour jtj grand l'�equation (2.1.60) a une solution unique �0(x; t)et �0(x; t) = (2t)�1x +O(jtj��): (2.1.61)Posons �(x; t) =< �0(x; t); x > +��(x; �0(x; t))� j�0(x; t)j2t; �t > 0; (2.1.62)la m�ethode de la phase stationnaire appliqu�ee �a l'int�egrale (2.1.59), en tenant compte de��(x; �0) = 1, nous donne(J�e�iH0tf)(x) = e��id=4ei�(x;t)(2jtj)�d=2 (j�0(x; t)j2)f̂(�0(x; t)) + r�(x; t); (2.1.63)o�u r�(x; t) tend vers z�ero dans L2(Rd) quand t ! �1. L'�equation (2.1.60) permet der�e�ecrire (2.1.62) de la mani�ere suivante�(x; t) = jxj2=4t +
(x; t); (2.1.64)



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 71o�u 
(x; t) = ��(x; �0(x; t))� (4t)�1j(r���)(x; �0(x; t))j2: (2.1.65)Il d�ecoule de (2.1.61) que dans l'�equation (2.1.63) le terme  (j�0j2)f̂(�0) peut être remplac�epar  ((2t)�2jxj2)f̂((2t)�1x). Ce qui nous conduit au lemme suivantLemme 2.1.16 Soit �0(x; t) v�eri�ant l'�equation (2:1:60) et soit �(x; t) d�e�ni par (2:1:64)et (2:1:65). On d�e�nit une famille d'op�erateurs unitaires par l'�egalit�e(U0(t)f)(x) = e��di=4ei�(x;t)(2jtj)�d=2f̂ ((2t)�1x); �t > 0: (2.1.66)Alors pour toute fonction ��, d�e�nie par (2:1:36), on alimt!�1 jjJ�( ; ��)e�iH0tf � U0(t) (H0)f jj = 0; 8f 2 L2(Rd):Le lemme 2.1.16 permet de reformuler les r�esultats de la partie pr�ec�edente en particu-lier le th�eor�eme 2.1.15.Proposition 2.1.17 Supposons que A et V v�eri�ent les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) etsoit U0(t) d�e�ni par (2:1:66). Alors les op�erateurs d'ondeW� = s� limt!�1 eiHtU0(t) (2.1.67)existent, sont isom�etriques et RanW� = PH. De plus, pour tout Nt � 0,  2 C10 (R+ nf0g) et toute fonction (2:1:36)W� (H0) =W�(H;H0; J�(Nt;  ; ��)):Remarque 2.1.18 Une cons�equence directe de la proposition 2.1.17 est que les op�era-teurs d'onde W�(H;H0; J�(Nt;  ; ��)) ne d�ependent pas du choix des fonctions de tron-cature �� ni de l'ordre Nt d'approximation de l'�equation de transport (2.1.24) (ce qu'onsavait d�ej�a d'apr�es la remarque 2.1.6).Si � > 1=2 alors la fonction (2.1.64) peut être remplac�ee par une expression plussimple. Comme d'apr�es (2.1.19) et (2.1.61) on a pour jxj � jtj que(4t)�1jr���(x; �0(x; t))j2 = O �jtj1�2�� ; ��(x; �0(x; t))� ��(x; x=(2t)) = O �jtj1�2�� ;on peut poser 
(x; t) = ��(x; x=(2t)) dans (2.1.65) avec �� = �(1)� . En tenant comptede (2.1.22) on arrive, pour �t > 0, a



72 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSION�(x; t) = jxj24t + t Z 10 �VL((1� s)x)� VL(�sx)�ds (2.1.68)� Z 10 <AL((1� s)x)�AL(�sx); x> ds:Une cons�equence directe de (2.1.68) est le r�esultat de Loss et Thaller sur l'existence desop�erateurs d'onde usuels (8) pour des potentiels magn�etiques �a longue port�ee v�eri�ant lacondition de jauge transverse [LT87].Proposition 2.1.19 Supposons que V et A v�eri�ent les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7), pourun � > 1=2, avec en plus VL = 0 et AL satisfaisant la condition de jauge transverse (19).Alors les op�erateurs d'ondeW�(H;H0) = s� limt!�1 eiHte�iH0t (2.1.69)existent et co��ncident avec les op�erateurs (24). En cons�equence les op�erateurs (2:1:69)sont complets.Preuve Sous les hypoth�eses �enonc�ees il d�ecoule de (2.1.68) que �(x; t) = jxj2=(4t). Doncpour tout f 2 L2(Rd) on a limt!�1 U0(t)f � e�itH0f = 0;et l'�evolution modi��ee U0(t) co��ncide avec l'�evolution libre e�itH0 . �Les op�erateurs d'onde (2.1.67) avec U0(t) d�e�ni par (2.1.66) ont �et�e �etudi�es dans [Yaf80](pour A = 0). Dans cet article la fonction � �etait toujours d�e�nie par la formule (2.1.64)mais avec 
(x; t) une solution approch�ee de l'�equation@t
(x; t) + t�1 < x; (r
)(x; t) > +j(r
)(x; t)j2�2 < AL(x); x=(2t) +r
(x; t) > +VL(x) + jAL(x)j2 = 0; (2.1.70)v�eri�ant la conditionsupcjtj�jxj�c0jtj j@�x
(x; t)j � Cjtj1�"�j�j; j�j = 1; 2; " > 0; (2.1.71)Il convient donc de montrer que la construction d�evelopp�ee dans la section 2.1 co��ncideavec celle de [Yaf80].Proposition 2.1.20 Soit �0(x; t) v�eri�ant l'�equation (2:1:60) et soit 
(x; t) d�e�nie parla formule (2:1:65). Alors 
(x; t) v�eri�e l'�equation (2:1:70), �a un terme d'ordre jtj�(N+1)�pr�es, dans la r�egion 0 < c � jxj=jtj � c0 <1 ainsi que la condition (2:1:71).



2.1. LES OP�ERATEURS D'ONDE 73Preuve Pour simpli�er les notations, on omet ici les variables t et x. En di��erenciant(2.1.65), on trouve que@t
 = 14t2 jr���j2 +*r���; @t�0 � 12t dXk=1 @t�k;0@�kr���+ ; (2.1.72)@xi
 = @xi�� +*r���; @xi�0 � 12t  @xir��� + dXk=1 @xi�k;0@�kr���!+ : (2.1.73)En di��erenciant l'�equation (2.1.60), on trouve que@t�0 � 12t dXk=1 @t�k;0@�kr��� = � 12t2 x� 12t2r��� (2.1.74)et @xi�j;0 � 12t  @xi@�j�� + dXk=1 @xi�k;0@�k@�j��! = 12t�ij ; (2.1.75)o�u �ii = 1 et �ij = 0 si i 6= j. En comparant (2.1.72) et (2.1.74) on obtient que@t
 = � 12t2 < x;r��� > � 14t2 jr���j2: (2.1.76)De mani�ere similaire, en comparant (2.1.73) et (2.1.75) on obtient querx
 = rx�� + 12tr���: (2.1.77)Ces �egalit�es entrâ�nent que@t
+ 1t < x;rx
 > +jrx
j2 = 1t < x +r���;rx�� > +jrx��j2 (2.1.78)et d'apr�es (2.1.60) 12tx+rx
 = �0 +rx��: (2.1.79)Les �equations (2.1.4), (2.1.77) et (2.1.78) conduisent �a@t
+ t�1 < x;rx
 > +jrx
j2 � 2 < A; x=(2t) +rx
 > +V + jAj2= t�1 < x+r��;rx� > +jrx�j2 � 2 < A; � +rx� > +V + jAj2= q(N)D'apr�es l'estimation (2.1.20) le terme q(Ne) = q(Ne)(x; �0) est d'ordre jtj�(Ne+1)� dans lar�egion consid�er�ee. La condition (2.1.71) d�ecoule des estimations (2.1.19) et (2.1.61). �



74 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSION2.2 La matrice de di�usion S(�;H;H0)Dans cette section on s'int�eresse �a la matrice de la di�usion S(�) = S(�;H1; H0) lesr�esultats pour S(�;H;H0) d�ecoulant du th�eor�eme de multiplication 1.1.11. La premi�ere�etape consiste �a justi�er une formule de repr�esentation stationnaire du type de celle pro-pos�ee dans [IK86, Yaf98]. C'est ici que l'on utilisera les estimations microlocales de lasection 1.3.4. Une fois cette repr�esentation justi��ee on cherchera �a en extraire la partieprincipale (�a des termes compacts pr�es) de la matrice de la di�usion. Si on consid�ereS(�;H1; H0) comme un op�erateur int�egral sur N = L2(Rd) alors son noyau s(!; !0;�)est une fonction r�eguli�ere en dehors de la diagonale ! = !0. C'est la structure de cettesingularit�e diagonale qui d�etermine les propri�et�es spectrales de la partie principale deS(�;H1; H0) qui seront �etudi�ees dans la section 2.3.1. A partir d'ici on �xe certainescontraintes sur les fonctions de troncature �� d�e�nies par (2.1.36)�+(� ) = 1 pour � 2 [�"; 1] et �+(� ) = 0 pour � 2 [�1;�2"];��(� ) = 1 pour � 2 [�1; "] et ��(� ) = 0 pour � 2 [2"; 1]: (2.2.1)pour un certain " 2 (0; 1=2) �x�e.2.2.1 Construction de S(�;H;H0)D'apr�es les th�eor�emes 2.1.10, 2.1.13 et 2.1.15 les op�erateurs de di�usion pour les couplesH0; H et H0; H1 d�e�nis par (1.1.9)S(H;H0; J+; J�) = W �+(H;H0; J+)W�(H;H0; J�); (2.2.2)S(H1; H0; J+; J�) =W �+(H1; H0; J+)W�(H1; H0; J�); (2.2.3)commutent avec H0 et sont unitaires sur le sous-espace E0(�)H. Donc d'apr�es le th�eor�eme1.1.9 dans une repr�esentation de H o�u H0 est diagonal ces deux op�erateurs se ram�enent �ala multiplication par les fonctions �a valeur op�erateur S(�;H;H0) et S(�;H1; H0) appel�eesmatrices de di�usion. On consid�erera la repr�esentation standard de H d�ecrite en termedes op�erateurs (1.2.23), (1.2.24) etF0 : E0(�)H �! L2(�;N)f 7�! (F0f)(�) = �0(�)f (2.2.4)qui v�eri�e (F0H0f)(�) = �(F0f)(�):Les matrices de di�usion op�erent alors sur l'espace N = L2(Rd) comme des op�erateursunitaires et ce pour presque tout � 2 (0;1).



2.2. LA MATRICE DE DIFFUSION S(�;H;H0) 75On commence par traiter le cas de S(�) = S(�;H1; H0). On a besoin d'une formule derepr�esentation stationnaire pour ces matrices de di�usion dans les cas o�u les modi�cateursJ+ et J� pour t! +1 et t! �1 sont di��erents. Cette formule nous est formellementdonn�ee par (1.1.10) que l'on rappelle iciS(�) = 
+(�)� 2�i�0(�)�J�+T� � T �+R1(�+ i0)T����0(�): (2.2.5)Les op�erateurs J� sont d�e�nis par (2.1.35), T� sont d�e�nis par (2.1.41) et 
+(�) repr�esenteles valeurs diagonales d'un op�erateur d'onde auxiliaire 
+
+ =W�(H0; H0; J�+J�) = s� limt!+1 eiH0tJ�+J�e�iH0t: (2.2.6)L'op�erateur 
+ existe pourvu que la perturbation e�ective [H0; J�+J�] = J�+T� � T �+J�se d�ecompose en un produit de perturbations H0-lisses, mais on peut aussi d�eduire sonexistence du th�eor�eme de multiplication des op�erateurs d'onde 1.1.8. Comme d'apr�es lapropri�et�e d'entrelacement (cf. section 1.1.1) l'op�erateur 
+ commute avec H0 il op�eredans la repr�esentation spectrale d�e�nie par (2.2.4) comme la multiplication par 
+(�).On commence par le lemme suivant.Lemme 2.2.1 L'op�erateur J��T� admet une d�ecomposition de type (2:1:42) pour p =(1 + �)=2 > 1=2. J��T� = dXj=1 G�jB(s)JT;�Gj + hxi�pB(r)JT;� hxi�p ;o�u les op�erateurs Gj sont d�e�nis par (1:3:31) et les op�erateurs B(s)JT;�; B(r)JT;� sont born�es.Preuve D'apr�es la d�ecomposition (2.1.42) pour l'op�erateur T�, On a pour p = (1+�)=2 >1=2 J��T� = J�� hxi�pB(r)� hxi�p + dXj=1 J��G�jB(s)� Gj= hxi�p �hxip J�� hxi�pB(r)� � hxi�p + dXj=1 G�jJ��B(s)� Gj + [Gj ; J�]�B(s)� Gjo�u B(s)� 2 C0(~��) et B(r)� sont des op�erateurs born�es. On remarque d'abord que lesop�erateurs B(s)JT;� = J��B(s)� et eB(r) = hxip J�� hxi�pB(r)� sont born�es par les propositions2.1.9 et 1.2.13. D'apr�es les propositions 1.2.9 et 1.2.10 le commutateur [Gj ; J�] = A+Ro�u A appartient �a la classe C�1=2��(~��) et R �a un symbole dans la classe de Schwartz,en cons�equence l'op�erateur Bj = hxi�=2 [Gj ; J�] hxip est born�e. Comme hxi��=2B(s)� Gj 2C�(1+�)=2(~��) on obtient que eBj = hxi��=2B(s)� Gj hxip est born�e. Finalement l'�egalit�e[Gj ; J�]�B(s)� Gj = hxi�pB�j eBj hxi�p nous conduit �a la repr�esentation (2.1.42) pour J��T�



76 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONavec B(r)JT;� = eB(r) +Pdj=1B�j eBj born�es. �Le lemme 2.2.1 assure en particulier l'existence des op�erateurs d'onde 
+ et permet ded�e�nir l'op�erateur �0(�)J�+T���0(�) grâce aux propositions 1.2.21 et 1.3.14. Pour l'�etudedu terme contenant la r�esolvante on a besoin du lemme suivant.Lemme 2.2.2 Soient J� = J�(Nt; ��;  ) d�e�nis par (2:1:35) et T� d�e�nis par (2:1:41).Alors l'op�erateur hxip T �+Rl1(� + i0)T� hxip est born�e dans H et continu en norme parrapport �a � > 0 si p < 1 + (Nt + 1)�=2 � l=2.Preuve On a besoin d'une d�ecomposition T� = T (sing)� + T (reg)� analogue �a celle de laproposition 2.1.8 mais ou le terme T (reg)� appartienne �a une classe Cm(~��) avec un m =m(Nt)! �1 quand Nt !1. Pour obtenir cette d�ecomposition on repart de l'�equation(2.1.45) qu'on r�e�ecrit de la mani�ere suivante��(x; �) = q(Nt)� (x; �)��(x; �)� 2i < � +r��(x; �)�A(x);r��(x; �) >a�(x; �)� 2 < ra�(x; �);r��(x; �) > �a�(x; �)���(x; �):On pose alorst(reg)� (x; �) = ei��(x;�)q(Nt)� (x; �)��(x; �) (j�j2); t(sing)� (x; �) = t�(x; �)� t(reg)� (x; �);de sorte que les symboles de T (reg)� et T (sing)� v�eri�entt(reg)� 2 C�1�(Nt+1)�(~��); (2.2.7)t(sing)� 2 C�1(~��); supp t(sing)� � ��(�"; a): (2.2.8)le fait que le symbole de T (sing)� soit support�e dans la zone ��(�"; a) d�ecoule des condition(2.2.1) et de ce que tous les termes qui composent t(sing)� contiennent des d�eriv�ees de ��(cf. Figures 1.2 et 2.1). Maintenant on d�ecompose le probl�eme de la mani�ere suivantehxip T �+Rl1(�+ i0)T� hxip = B1(�) +B2(�) +B3(�) : H ! H (2.2.9)avec B1(�) = �hxis T (reg)+ hxip�� hxi�sRl1(�+ i0) hxi�s �hxis T (reg)� hxip� ; (2.2.10)B2(�) = �hxis T (reg)� hxip�� hxi�sRl1(�+ i0)T (sing)� hxip+ hxip T (sing)+ �Rl1(�+ i0) hxi�s �hxis T (reg)� hxip� ; (2.2.11)B3(�) = hxip T (sing)+ �Rl1(�+ i0)T (sing)� hxip : (2.2.12)



2.2. LA MATRICE DE DIFFUSION S(�;H;H0) 77tout d'abord remarquons que, d'apr�es la proposition 1.2.13 et (2.2.7), l'opd hxis T (reg)� hxipest born�e pour s+p � 1+(Nt+1)�. Les termes contenant la r�esolvante sont estim�es grâceau th�eor�eme 1.3.21, puisque d'apr�es (2.2.8) le symbole t(sing)� en v�eri�e les hypoth�eses, sil � 1=2 < s et l � 1 < s� p. En combinant ces estimations on obtient que B(�) est unesomme d'op�erateurs born�es, continu en norme par rapport �a � > 0, si on peut choisirun s tel que les conditions suivantes soient v�eri��ees 1=2 � p � 1 + (Nt + 1)� � l=2. Enremarquant que l'estimation pour p entrâ�ne celle pour n'importe quel p0 � p on conclutque la seule restriction est p < 1 + (Nt + 1)�� l=2. �Maintenant on peut donner un sens �a la formule (2.2.5) par le th�eor�eme 1.1.10.Th�eor�eme 2.2.3 Supposons que l'hypoth�ese (1:3:4) soit v�eri��ee et que J� soient d�e�-nis par (2:1:35). Alors pour tout choix admissible de fonctions (2:1:36), la matrice dedi�usion S(�) = S(�;H1; H0) pour le couple H0; H1; avec identi�cations J�, admet larepr�esentation (2:2:5), o�u 
+(�) = 0. L'op�erateur S(�) est fortement continu par rapport�a � > 0.Preuve Pour justi�er (2.2.5) il su�t de v�eri�er les hypoth�eses du th�eor�eme 1.1.10. Larepr�esentation (2.1.42) pour J�+T� permet d'obtenir la factorisationJ�+T� = K�0BK0; K0 = � hxi�phxi�1=2r? � ; B =  B(r)JT;+ 00 B(s)JT;+IdH
d ! :avec p = 1=2 + �=4. Ici K0 : G ! N est un \vecteur" op�erateur et B est un op�erateur\matriciel" born�e sur G. L'espace G = H
d consiste en plusieurs copies de H et d'apr�esles propositions 1.2.21 et 1.3.14 l'op�erateur Z0(�;K0) : G ! N d�e�ni par (1.1.12) et sonadjoint sont born�es et continus en � > 0. Pour le terme contenant la r�esolvante on utilisela d�ecomposition suivante T� = K��K0; K� = � hxi�p T ��0 � :car d'apr�es le lemme 2.2.2 l'op�erateur R(z;K+; K�) d�e�ni par (1.1.13) est bien born�e etfaiblement continu. La continuit�e forte de S(�;H1; H0) d�ecoule de la continuit�e faiblepuisque S(�;H1; H0) est unitaire. Il reste �a montrer que 
+(�) = 0, pour tout � > 0, cequi d�ecoule de l'�egalit�e 
+ = 0 qui elle même r�esulte de la limite (2.1.49)s� limt!�1 J� exp(�iH0t) = 0: �Il reste �a �etudier la matrice de di�usion pour le coupleH0; H avec identi�cation J+; J�.D'apr�es le th�eor�eme de multiplication 1.1.11 il su�t de construire la matrice de la di�usionpour le couple H1; H pour r�ecup�erer celle pour le couple H0; H avec identi�cation J+; J�.Proposition 2.2.4 Supposons que A et V v�eri�ent les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) et queles op�erateurs J� soient d�e�nis par (2:1:35). Alors la matrice de la di�usion S(�;H;H1)(avec identi�cation J�) v�eri�e la relation



78 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONS(�;H;H1) = Id � 2i��1(�)�T � TR(� + i0)T���1(�); (2.2.13)o�u �1(�) est d�e�ni dans le Corollaire 1:3:12 et T = T � est d�e�ni par (2:1:56).Preuve Dans ce cas les identi�cations pour t! �1 co��ncident avec l'identit�e, donc dansla formule (1.1.10) on a 
+(�) = I et J�+T� = T �+ = T� = T ce qui m�ene formellement �a(2.2.13). Il reste �a justi�er (2.2.13) en v�eri�ant les hypoth�eses du th�eor�eme 1.1.10. Pourcela il su�t de prendre pour p = �0=2 > 1=2T = K�0BK0; K0 = � hxi�phxi�pDk � ; B = � B1 B2;kB2;k 0 � ;et T = K�K0; K = � B1 hxi�p +Pdk=1Dk hxi�pB2;kDk hxi�pB2;k � :o�u les op�erateurs B1; B2;k ; k = 1; : : : ; d; sont d�e�nis dans (2.1.57) et (2.1.58) et sont bienborn�es. Les hypoth�eses du th�eor�eme 1.1.10 sont v�eri��ees grâce au principe d'absorptionlimite et �a la proposition 1.3.11. �Via le th�eor�eme de multiplication on obtient une repr�esentation de la matrice dedi�usion S(�;H;H0) donn�ee par (1.1.19).2.2.2 Analyse des singularit�es de S(�;H;H0)Maintenant on peut commencer l'analyse des singularit�es de la matrice de la di�usion.La premi�ere �etape consiste �a ramener l'�etude de S(�;H;H0) �a celle de S(�) = S(�;H1; H0)via le th�eor�eme de multiplication 1.1.11. Pour cela on a besoin du lemme suivant.Lemme 2.2.5 Sous les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) l'op�erateur S(�;H;H1)� Id est com-pact.Preuve d'apr�es la proposition 2.2.4S(�;H;H1)� Id = �2i��1(�)�T � TR(� + i0)T���1(�);o�u la perturbation T est d�e�nie par (2.1.57). D'apr�es le th�eor�eme 1.3.7 et le corollaire1.3.12 les op�erateurs �1(�) hxi�p et hxi�pR(�+ i0) hxi�p �etant compact pour p > 1=2 onobtient facilement la compacit�e de S(�;H;H1)�Id en utilisant le d�ecomposition (1.1.14).�A partir de la proposition 1.1.12 on d�eduit facilement la proposition



2.2. LA MATRICE DE DIFFUSION S(�;H;H0) 79Proposition 2.2.6 Supposons que les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) soient v�eri��ees et soitS(�;H;H0) la matrice de di�usion pour le couple H0; H. Alors la matrice de di�u-sion S(�;H;H0) est continue en norme pour tout � > 0 et l'op�erateur S(�;H;H0) �S(�;H1; H0) est un op�erateur compact sur N.Maintenant notre but est d'isoler la partie principale, �a des termes compacts pr�es, dela matrice de la di�usion S(�;H1; H0) �a partir de sa repr�esentation stationnaire (2.2.5).On rappelle que T (r)� 2 C�1��(~��); T (s)� 2 C�1(~��) a pour symbole t(s)� d�e�ni par (2.1.43).On d�ecompose l'op�erateur S(�) = S(�;H1; H0) comme suitS(�) = S0(�) + S1(�) + S2(�); (2.2.14)S0(�) = �2�i�0(�)J�+T (s)� ��0(�); (2.2.15)S1(�) = �2�i�0(�)J�+T (r)� ��0(�); (2.2.16)S2(�) = 2�i�0(�)T �+R1(�+ i0)T���0(�): (2.2.17)Les termes (2.2.15) �a (2.2.17) d�ependent du choix des fonctions de troncature �� ainsique du degr�e d'approximation de l'�equation eiconale mais, d'apr�es les remarques 2.1.6 et2.1.18, leur somme (2.2.14) n'en d�epend pas puisque les op�erateurs d'onde ne d�ependentpas de ces choix. C'est cette libert�e dans le choix des param�etres qui rend la repr�esenta-tion (2.2.5) particuli�erement exible �a l'usage.On commence par l'�etude du terme S2(�). Celui-ci peut être consid�er�e comme un\reste" n�egligeable dans la formule (2.2.5) comme le montre la proposition suivante.Lemme 2.2.7 L'op�erateur S2(�) d�e�ni par (2:2:17) est compact sur N et continu ennorme par rapport �a � > 0. De plus son noyau s2(!; !0;�) est une fonction Cn(Sd�1 �Sd�1�R+) si n < (Nt + 1)�� d + 1.Preuve D'apr�es le lemme 2.2.2, pour l = 1, on peut �ecrire queS2(�) = 2�i��0(�) hxi�p��hxip T �+R1(�+ i0)T� hxip��hxi�p ��0(�)�; (2.2.18)pour p = 1=2 + �=4 2 (1=2; 1=2 + (Nt + 1)�=2). Comme hxip T �+R1(� + i0)T� hxip estborn�e et continu en norme par rapport �a � > 0, on conclut grâce �a la proposition 1.2.21qui a�rme que �(�) hxip est compact et continu en norme pour � > 0.On peut en plus obtenir des r�esultats de r�egularit�e sur le noyau de S2(�) en utilisantles r�esultats du lemme 2.2.2 pour l > 1. En e�et d'apr�es (1.2.23), (1.2.24) et (2.2.17) lenoyau de S2(�) est formellement donn�e par la formules2(!; !0;�) = ikd�22(2�)d�1 �T �+R1(�+ i0)T� 0(�; k!0);  0(�; k!)�H ; k = �1=2; (2.2.19)o�u  0(x; k!) = exp(ik < x; ! >). La formule (2.2.19) est automatiquement justi��ee si lemembre de droite de cette �equation est continu en !; !0 2 Sd�1; � > 0. Si on calcule les



80 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONd�eriv�ees @�!@�0!0@m� s2(!; !0;�) jusqu'�a l'ordre n on obtient que ces d�eriv�ees sont des sommesde termes de la forme �T �+Rl1(�+ i0)T� (�0)0 (�; k!0);  (�)0 (�; k!)�H (2.2.20)o�u  (�)0 (x; k!) = x� 0(x; k!) etj�j+ j�0j+m = j�j+ j�0j+ l � n; j�j � j�j; j�j � j�j; l � m:Comme hxi�j�j�p  (�)0 (x; k!) 2 L2(Rd) si p > d=2 il su�t donc que hxij�j+p T �+Rl1(� +i0)T� hxij�0j+p soit born�e pour que imm�ediatement la d�eriv�ee @�!@�0!0@m� s2(!; !0;�) soit d�e-�nie et continue. D'apr�es le lemme 2.2.2 on aboutit �a la condition maxfj�j; j�0jg � d=2 <1 + (Nt + 1)�=2� l=2 celle-ci est v�eri��ee si(j�j+ j�0j+ 1 + l)=2 � d=2 < 1 + (Nt + 1)�=2;pour tous les indices tels que j�j+ j�0j+ l � n, ce qui conclut la preuve. �Pour l'op�erateur S1(�) on a seulement un r�esultat de compacit�e.Lemme 2.2.8 L'op�erateur S1(�) d�e�ni par (2:2:17) est compact sur N et continu ennorme par rapport �a � > 0. Son noyau s1(!; !0;�) est une fonction C1 en dehors de ladiagonale ! = !0 pour tout � > 0.Preuve Soit p = 1=2 + �=4 > 1=2, on d�ecompose S1(�) comme suitS1(�) = 2�i��0(�) hxi�p��hxi�p J+ hxip���hxip T (r)� hxip���0(�) hxi�p��; (2.2.21)les termes contenant �0(�) sont born�es et continus en norme, par rapport �a � > 0, d'apr�esla proposition 1.2.21, et les termes contenant les opd J+ et T (r)� sont born�es d'apr�es laproposition 1.2.13. La r�egularit�e de s1(!; !0 ;�) en dehors de la diagonale ! = !0 d�ecoulede la proposition 1.2.24. �On va maintenant s'int�eresser au terme (2.2.15). Comme d'apr�es (2.2.21) on a la d�e-composition suivante pour l'op�erateur J�+T (r)� = hxi�p (hxi�p J+ hxip)�(hxip T (r)� hxip) hxipavec p > 1=2 d'apr�es le lemme 2.2.1 l'op�erateur J�+T (s)� admet une d�ecomposition du type(2.1.42). Sa restriction �a la sph�ere de rayon k = �1=2 est donc bien d�e�nie en tant qu'op�e-rateur born�e sur N d'apr�es les propositions 1.2.21 et 1.3.14. On peut aussi d�e�nir S0(�)�a partir de la proposition 1.2.26. En e�et l'op�erateur S0(�) peut être regard�e comme larestriction �a la sph�ere Sd�1k de l'opd (1.2.14) d�e�nie par ~S0 = �2i�FJ�+T (s)� F�. Cet opd~S0 a pour amplitude s0(x; �; �0) = �2i�j+(x; �)t(s)� (x; �0) et , d'apr�es les �equations (2.1.38)et (2.1.43), cette amplitude admet une d�ecomposition du type (1.2.17)s0(x; �; �0) = �4�ei�(x;�;�0)�+(x; �) < �0;r��(x; �0) >  (j�j2) (j�0j2); (2.2.22)



2.2. LA MATRICE DE DIFFUSION S(�;H;H0) 81avec �(x; �; �0) = ��(x; �0)� �+(x; �): (2.2.23)Comme � ne v�eri�e pas les estimations de la classe ~S1�� dans tout l'espace on doitutiliser la même astuce que dans la sous-section 2.1.2 pour que la th�eorie d�evelopp�ee dansla sous-section 1.2.2 s'applique �a l'op�erateur ~S0. On remplace � dans (2.2.22) par unefonction ~�(x; �; �0) = �(x; �; �0)~��(x; �0)~�+(x; �)o�u ~�� sont des fonctions de troncature d�e�nies par (2.1.36) qui valent respectivement 1sur les supports de ��. Dans ce cas on peut remplacer le facteur oscillant dans (2.2.22)par exp(i~�(x; �; �0)) = exp(i�(x; �; �0)) sur le support de s0(x; �; �0), on obtient donc que~s0(x; �; �0) 2 ~C�1( ~�). Pour des raisons techniques on introduit l'op�erateur ~A qui di��erede ~S0 seulement par des termes compacts.Lemme 2.2.9 Soit ~A l'opd de type (1:2:14) d'amplitudea(x; �; �0) = �2�ei�(x;�;�0)�+(x; �) < � + �0;r��(x; �0) >  (j�j2) (j�0j2) (2.2.24)o�u � est d�e�ni par (2:2:23). Alors les restrictions S0(�) et A(�) de ~S0 et ~A �a la sph�ereSd�1k existent et l'op�erateur S0(�)�A(�) est compact. De plus les noyaux des op�erateursS0(�) et A(�) sont de classe C1 en dehors de la diagonale ! = !0.Preuve L'existence de S0(�) et A(�) d�ecoule de la proposition 1.2.26, la r�egularit�e desnoyaux en dehors de la diagonale est une cons�equence de la proposition 1.2.24. La di��e-rence ~B = ~S0 � ~A est un opd (1.2.14) d'amplitudeb(x; �; �0) = �2�ei�(x;�;�0)�+(<bx; b�>) < �0 � �;r��(<bx; b�0>) > �2(x) (j�j2) (j�0j2):Comme b(x; �; �) = 0 l'op�erateur ~B admet, d'apr�es la proposition 1.2.18, la repr�esen-tation (1.2.18) avec un symbole de la classe ~C�1��(�0) pour une phase �0 2 ~S1��. Encons�equence, par la proposition 1.2.19, sa restriction B(�) est un op�erateur compact dansN. La r�egularit�e des noyaux de S0(�) et A(�) d�ecoule de la proposition 1.2.24. �D'apr�es le lemme 2.2.7 la r�egularit�e du noyau de S2(�) peut être rendue arbitrairequitte �a choisir des solutions de l'�equation de transport \su�samment" approch�e (i.e. Ntassez grand). En tenant compte des lemmes 2.2.8 �a 2.2.9 on obtient le th�eor�emeTh�eor�eme 2.2.10 Soient �0; �1 2 C1(Sd�1) deux fonctions de troncature C1 aux sup-ports disjoints et S(�) = S(�;H1; H0) la matrice de di�usion pour le couple H1; H0 d�e�niepar (2:2:5). Alors le noyau l'op�erateur �0S(�)�1 appartient �a C1(Sd�1 � Sd�1 � R+) etl'op�erateur �0S(�)�1 est compact dans N = L2(Sd�1).



82 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIOND'apr�es le th�eor�eme 2.2.10 la singularit�e du noyau de A(�) est contenue dans un voi-sinage de la diagonale ! = !0. Cette singularit�e d�etermine les propri�et�es spectrales del'op�erateur A(�) auxquelles on s'int�eressera par la suite. En e�et d'apr�es le th�eor�eme2.2.10 les termes dont le noyau est support�e loin de la diagonale ont un noyau C1. Cestermes appartiennent donc �a la classe des op�erateurs de Hilbert-Schmidt et sont en parti-culier des op�erateurs compacts. D'apr�es le th�eor�eme de Weyl ces termes n'inuencent pasle spectre essentiel de l'op�erateur A(�) ni celui de la matrice de la di�usion S(�). C'estpourquoi dans la suite on va se concentrer sur l'�etude de l'op�erateur A0(�) = �0A(�)�0o�u �0 est support�e dans un petit voisinage V = f! 2 Sd�1; j! � !0j < "g d'un point!0 2 Sd�1 �x�e et qui ne di��ere de �0S(�)�0 que par des termes compacts.Dans la suite on utilisera un syst�eme de coordonn�ees sp�ecial (y; z) 2 Rd�1 � R d�e�nipar (voir Figure 1.1) x = z(! + !0)=2 + y=k; < y; !0 >= 0: (2.2.25)Le changement de variables entre un syst�eme de coordonn�ees orthonorm�e de Rd et celuid�e�ni par (2.2.25) se traduira dans les int�egrales par l'apparition d'un d�eterminant Jaco-bien dx = kd�1 < ! + !0; !0 > =2dzdy.Si on appelle � (voir Figure 1.1) la projection orthogonale de V sur �!0 et U l'applica-tion unitaire qui identi�e L2(V) �a L2(�) d�e�nie par (1.2.33), on peut, par la proposition1.2.26, consid�erer l'op�erateur A{0 (�) = UA0(�)U� comme un opd de type (1.2.14) sur �d'amplitudea{0 (y; �; � 0;�) = �0(�; � 0)4�k Z 1�1 a (z(! + !0)=2 + y=k; k!; k!0) dz; (2.2.26)o�u l'on adopte les notations�0(�; � 0) = �(�; � 0)�0({(�))�0({(� 0)); ! = {(�); !0 = {(� 0) (2.2.27)avec { et � donn�ees par (1.2.32) et (1.2.36). Avant de remplacer a par son expression(2.2.24) on remarque que si r��(< x̂; !0 >) 6= 0 alors d'apr�es (2.2.1) < x̂; !0 >� ".D'un autre cot�e pour !; !0 2 V on a j! � !0j < 2". Ceci implique que < x̂; ! >� �" etcons�equemment �+(< x̂; ! >) = 1 sur le support de support de r��. Donc la fonction�+ peut être omise dans (2.2.24). Maintenant comme a(x; k!; k!0) est support�ee dans lar�egion < !0; x̂ >� 0; < !0; ! + !0 >� 2� "2 > 0 on obtient pour x = z(! + !0)=2 + y=kque z = 2 < x; !0 > = < ! + !0; !0 >� 0:Finalement en tenant compte de ce que la fonction  vaut 1 dans un voisinage du point� on arrive �aLemme 2.2.11 Soit A{0 (�) l'opd (1:2:14) sur � d'amplitudea{0 (y; �; � 0;�) = ��0(�; � 0) Z 10 ei�(x;k!;k!0) < (! + !0)=2;r��(x; k!) > dz; (2.2.28)o�u �0; ! et !0 sont d�e�nis par (2:2:27), x par (2:2:25) et � par (2:2:23). Soit U d�e�ni par(1:2:33), alors l'op�erateur U�0S(�)�0U� �A{0 (�) est compact.



2.2. LA MATRICE DE DIFFUSION S(�;H;H0) 83Une cons�equence de ce lemme est que l'amplitude de l'op�erateur A{0 (�) contient lafonction de troncature �� alors que la matrice de di�usion n'en d�epend pas. Dans laprochaine section on va montrer qu'en fait, �a des termes compacts pr�es, A{0 (�) ne d�ependpas du choix de ��.2.2.3 La partie principale de S(�;H;H0)Dans cette section on va montrer que l'opd A{(�) d'amplitude (2.2.28) est, �a destermes compacts pr�es, un opd avec une amplitude oscillante de type (1.2.17). Dans lecas o�u A = 0; VS = 0 et VL v�eri�e (1.3.4) avec � > 1=2 ce r�esultat �a �et�e montr�e parYafaev dans [Yaf98]. Dans ce cas particulier, la d�emonstration est grandement simpli��eepar le fait qu'on puisse d�e�nir le symbole principal de A(�) en tant qu'opd sur la sph�ereSd�1. D'apr�es (1.2.16) et (1.2.31) ce symbole principal est donn�e, en un point (b; !) 2T �Sd�1; jbj=k � 2a; k = p�, para[(b; !;�) = 14�k ZRa(z! + b=k; k!; k!)dz= � Z 10 ei�(z!+b=k;k!;k!)@z��(z)dz= exp (i�(b=k; k!; k!)) ;car �(z�̂+y; �; �) = �(y; �; �); ne d�epend pas de z (cf. remarque 2.1.3) et R10 @z��(z)dz =��(1) � ��(0) = �1 (voir section 2.1.2 pour la d�e�nition de ��). La g�en�eralisation dece r�esultat au cas d'un � > 0 arbitraire est plus d�elicate.Dans toute la suite on travaillera avec le syst�eme de coordonn�ees d�e�ni par (2.2.25)et on notera ! = {(�); !0 = {(� 0); k = �1=2. Comme dans ce syst�eme on a< (! + !0)=2;r��(x; �) >= @z��(x; �)et que �� varie de 1 �a 0 quand z varie de 0 �a l'in�ni on obtient en int�egrant par partiesdans (2.2.28)a{0 (y; �; � 0;�) = �0(�; � 0)�ei�(y=k;k!;k!0 ) + Z 10 ��(x; k!)@zei�(x;k!;k!0 )dz� : (2.2.29)Il faut maintenant montrer que le second terme dans le membre de droite de (2.2.29)est l'amplitude d'un op�erateur compact. Pour simpli�er les notations dans la suite onomettra les indices { et �. Soit ~A1 l'opd sur � dont l'amplitude est le deuxi�eme termedu second membre de (2.2.29)a1(y; �; � 0) = �0(�; � 0) Z 10 ei�(x;k!;k!0 )i < (! + !0)=2;r�(x; k!; k!0) > ��(x; k!)dz;(2.2.30)



84 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONOn consid�ere son noyau formellement d�e�ni parp(�; � 0) = �0(�; � 0)(2�)d�1 ZRd�1ei<�0��;y>Z 10 ei�(x;k!;k!0)i < (!+!0)=2;r�(x; k!; k!0) >(2.2.31)��(x; k!)dzdyComme, �a partir de (2.2.27) et (2.2.25), on a que< � 0 � �; y >=< !0 � !; y >=< k!0 � k!; y=k >=< k!0 � k!; x >on peut r�e�ecrire cette int�egrale oscillantey sous la formep(�; � 0) = �1(�; � 0)(2�)d�1 Z<x;!0>�0 eiG(x;k!;k!0 )i < (! + !0)=2;r�(x; k!; k!0) > ��(x; k!)dx:(2.2.32)o�u �1(�; � 0) = k1�d�0(�; � 0)(< (! + !0)=2; !0 >)�1; (2.2.33)et G(x; �; �0) =< �0 � �; x > +�(x; �; �0): (2.2.34)Si la phase G(x; k!; k!0) ne poss�edait pas de points stationnaires, i.e. pour tout x 2Rd; < x; !0 >� 0 on ait jrxG(x; k!; k!0)j � c > 0;il serait possible en int�egrant par partie, modulo une hypoth�ese de d�ecroissance des@�xG(x; �; �0) quand jxj ! 1, de donner un sens �a l'int�egrale oscillante (2.2.31). Cesont donc les points critiques de G qui posent probl�eme pour d�e�nir le noyau p saufsi l'amplitude dans l'int�egrale (2.2.32) s'annule en ces points. Par chance on se trouvequasiment dans cette situation.Lemme 2.2.12 La fonction (2:2:23) v�eri�e l'�egalit�e< � + �0;r�(x; �; �0) >=<rG(x; �; �0); F (x; �; �0) > +q(x; �; �0); (2.2.35)o�u G est d�e�ni par (2:2:34) et les fonctions F et q sont d�e�nies parF (x; �; �0) = 2A(x)�r (��(x; �0) + �+(x; �)) ; (2.2.36)q(x; �; �0) = �q(Ne)� (x; �0)� q(Ne)+ (x; �)� : (2.2.37)En particulier les fonctions F et q v�eri�ent dans la r�egion < x̂; �̂ >� ��; < x̂; �̂0 >� �;pour tout � 2 (0; 1), et tout �; �, les estimationsj@�x@��;�0F (x; �; �0)j � C�;�(1 + jxj)���j�j (2.2.38)j@�x@��;�0q(x; �; �0) � C�;�(1 + jxj)�1���j�j (2.2.39)yPour justi�er les manipulations que l'on va faire sur le noyau (2.2.31) il faudrait \tester" le noyaup(�; � 0) contre une fonction u(�; � 0) 2 D(R2(d�1)) et int�egrer par parties par rapport �a la variable x jusqu'�aobtenir des int�egrales absolument convergentes. On omettra ces d�etails pour lesquels on renvoie le lecteurau chapitre 1 section 1 de [Shu87].



2.2. LA MATRICE DE DIFFUSION S(�;H;H0) 85Preuve D'apr�es (2.2.23) on a< � + �0;r�(x; �; �0) > = 2 (< �0;r��(x; �0) > � < �;r�+(x; �) >)� < �0 � �;r��(x; �0) +r�+(x; �) > :(2.2.40)Comme �� sont solutions de l'�equation eiconale (2.1.4), on a que2 (< �0;r��(x; �0) > � < �;r�+(x; �) >)= q(Ne)� (x; �0)� q(Ne)+ (x; �) + jr�+(x; �)j2 � jr��(x; �0)j2+2 < A(x);r��(x; �0)�r�+(x; �) > +2 < A(x); �0 � � > :(2.2.41)En combinant (2.2.40) et (2.2.41) on obtient (2.2.35). Les estimations (2.2.38) et (2.2.39)sont des cons�equences directes de (2.1.19) et (2.1.20). �Maintenant en injectant (2.2.35) et (2.2.34) dans (2.2.31), on obtientp(�; � 0) = �1(�; � 0)2k(2�)d�1 Z<x;!0>�0eiG(x;k!;k!0 )i�< rG(x; k!; k!0); F (x; k!; k!0) >+q(x; k!; k!0)���(x; k!)dx:(2.2.42)Ensuite on int�egre par parties le terme contenant rGp(�; � 0) = �1(�; � 0)(2�)d�1 �� ZRd�1 eiG(y=k;k!;k!0 ) < F (y=k; k!; k!0); !0 > =(2kd)dy+ Z<x;!0>�0 eiG(x;k!;k!0)~q(x; k!; k!0)dx� ;(2.2.43)o�u l'hyperplan �!0 a �et�e identi��e �a Rd�1 et~q(x; �; �0) = (2k)�1�i q(x; �; �0)��(x; �)� divx (F (x; �; �0)��(x; �))�: (2.2.44)D'apr�es les estimations (2.2.38) et (2.2.39), la fonction (2.2.44) v�eri�e, comme q, l'es-timation (2.2.39) dans la r�egion jxj � c ou < x̂; �̂ >� �; pour tout � 2 (�1; 0). Onobtient donc une d�ecomposition de l'opd ~A1 d'amplitude (2.2.30) en deux opd ~A2 et ~Kd'amplitudesya2(y; �; � 0) = ��1(�; � 0)ei�(y=k;k!;k!0 ) < F (y=k; k!; k!0); !0 > =(2kd); (2.2.45)k(y; �; � 0) = �0(�; � 0) Z 10 ei�(x;k!;k!0 )~q(x; k!; k!0)dz; (2.2.46)o�u � est d�e�ni par (2.2.23). la compacit�e de ~A2 repose sur la proposition 1.2.19.yLa somme des amplitudes a2 et k n'est pas �egale �a a1 ce qui ne doit pas surprendre, au vu desmanipulations faites sur le noyau p, puisque l'amplitude ne d�e�nit pas l'op�erateur associ�e de mani�ereintrins�eque (voir aussi le th�eor�eme 1.3 dans [Shu87] chapitre 1 section 3).



86 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONLemme 2.2.13 L'opd ~A2 d'amplitude (2:2:45) appartient �a la classe ~C��(�) o�u � =�(��1=2y; �1=2{(�); �1=2{(� 0)) est donn�ee par (2:2:23). En particulier, c'est un op�erateurcompact dans L2(�).Preuve Comme < ŷ; !0 >= 0 on a j < ŷ; ! > j � " et j < ŷ; !0 > j � " pour !; !0 2 V .Ceci implique que l'estimation (2.2.38) est v�eri��ee par �1(�; � 0) < F (y=k; k!; k!0); !0 >,et ~A2 appartient �a ~C��(�), en cons�equence c'est un op�erateur compact. �La compacit�e de ~K repose essentiellement sur la proposition 1.2.25.Lemme 2.2.14 l'opd ~K d'amplitude (2:2:46) est compact dans L2(�).Preuve Soit # 2 C1(R) telle que #(t) = 0 pour t � 1=2 et #(t) = 1 pour t � 1.On d�ecompose ~q(x; �; �0) = ~q0(x; �; �0) + ~q1(x; �; �0) o�u ~q0(x; �; �0) = ~q(x; �; �0)#(z) et~q1(x; �; �0) = ~q(x; �; �0)(1 � #(z)). Pour �̂; �̂0 2 V on peut remarquer que les fonctions~q; ~q0; ~q1, d�e�nies par (2.2.44), v�eri�ent les estimations (2.2.39). On consid�ere d'abordl'op�erateur ~K0 d'amplitudek0(y; �; � 0) = �0(�; � 0) Z +1�1 ei�(x;k!;k!0 )~q0(x; k!; k!0)dz:D'apr�es (1.2.35) ~K0 est la restriction �a Sd�1k de l'opd (1.2.14) d'amplitudeh0(x; �; �0) = 4�k exp(i�(x; �; �0))~q0(x; �; �0)�0(�̂)�0(�̂0):Comme h0 2 ~C�1��( ~�), l'op�erateur ~K0 est compact par la proposition 1.2.19.Ensuite on consid�ere l'opd ~K1 de type (1.2.14) sur � et d'amplitudek1(y; �; � 0) = �0(�; � 0) Z 10 ei�(x;k!;k!0 )~q1(x; k!; k!0)dz:On r�e�ecrit cette expression de la mani�ere suivantek1(y; �; � 0) = ei�(y=k;k!;k!0 )h1(y; �; � 0);o�u h1(y; �; � 0) = �0(�; � 0) Z 10 ei(�(x;k!;k!0 )��(y=k;k!;k!0 ))~q1(x; k!; k!0)dz:Comme j < x̂; ! > j � 2"; j < x̂; !0 > j � 2", pour !; !0 2 V on d�eduit de (2.1.19) et(2.2.23) que ���@�y @��;�0ei(�(x;k!;k!0 )��(y=k;k!;k!0 ))��� = O �hyi���j�j�uniform�ement en z 2 [0; 1]. En tenant compte des estimations (2.2.39) pour ~q1(x; �; �0)on obtient que k1 2 ~C�1����(�). En conclusion l'op�erateur ~K1 est compact. �



2.3. PROPRI�ET�ES SPECTRALES DE S(�;H;H0) 87Le premier terme dans le membre de droite de (2.2.29) repr�esente donc la partie non-compacte de A{0 (�). comme d'apr�es (1.2.36) le terme �(�; �) = 1 on peut, d'apr�es laproposition 1.2.18, �eliminer ce facteur de la partie principale de A{0 (�). Maintenant onpeut �enoncer le r�esultat principal de la th�ese dans le th�eor�eme qui suit.Th�eor�eme 2.2.15 Supposons que les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) sont v�eri��ees et queS(�;H;H0); � 2 (0;1); est la matrice de di�usion pour le couple H0; H avec identi�ca-tions J�. Soit �0 2 C1(Sd�1) une fonction de troncature support�ee dans un petit voisinagede !0, S{0 (�) l'opd (1:2:14) sur �!0 (l'hyperplan orthogonal �a !0) d'amplitudes{0 (y; �; � 0;�) = exp �i� ���1=2y; �1=2{(�); �1=2{(� 0)���0({(�))�0({(� 0)) (2.2.47)o�u { et � sont d�e�nis par (1:2:32) et (2:2:23), et U d�e�ni par (1:2:33). Alors l'op�erateur�0S(�;H;H0)�0 � U�S{0 (�)U est compact sur L2(Sd�1). Si �1 est une autre fonction detroncature telle que supp �0 \ supp �1 = ;, alors �0S(�;H;H0)�1 est compact.Remarque 2.2.16 D'apr�es la preuve du lemme 2.2.11, la repr�esentation (2.2.28) est en-core vraie si l'int�egrale sur (0;1) est remplac�ee par la même int�egrale mais sur l'intervalle(��;1) pour un � 2 (0; "). Alors, d'apr�es la preuve du th�eor�eme 2.2.15 on obtient �a laplace de (2.2.47) l'expressions{0 (y; �; � 0;�) = ei�(��1=2y��({(�)+{(�0))=2;�1=2{(�);�1=2{(�0))�0({(�))�0({(� 0)): (2.2.48)pour l'amplitude de l'op�erateur S{0 (�). D'apr�es le th�eor�eme 2.2.15, la di��erence entre(2.2.47) et (2.2.48) doit être l'amplitude d'un op�erateur compact. On peut le v�eri�er parun calcul direct en remarquant que� (y=k � �({(�) + {(� 0))=2; k{(�); k{(� 0))� �(y=k; k{(�); k{(� 0)) 2 ~S��:2.3 Propri�et�es spectrales de S(�;H;H0)Dans cette derni�ere section on va utiliser le r�esultat du th�eor�eme 2.2.15 pour l'�etudedes propri�et�es spectrales de la matrice de di�usion S(�). L'objectif est de g�en�eraliser ler�esultat de [Yaf98] o�u il est d�emontr�e que le spectre de S(�) recouvre le cercle unit�e pourdes potentiels �electrostatiques V homog�enes de degr�e �� avec � 2 (1=2; 1] (et A = 0). Cer�esultat reste vrai pour la plupart des potentiels �electromagn�etiques asymptotiquementhomog�enes de degr�e ��; � 2 (0; 1): Par contre, on verra que le cas critique � = 1, dans(1.3.4), peut donner lieu �a d'autres comportements.



88 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSION2.3.1 Le spectre essentiel dans le cas � < 1Commen�cons par d�e�nir la fonctionV(x; �) = 2�1 Z +1�1 �VL(t�)� VL(x+ t�) + 2 < AL(x + t�)� AL(t�); � >�dt: (2.3.1)qui sera l'objet central de toute cette section. La fonction V joue le rôle de partie princi-pale de la fonction � d�e�nie par (2.2.23). D'apr�es la remarque 2.1.3, il est clair que cettefonction ne d�epend pas de la projection de x sur la direction �̂.Th�eor�eme 2.3.1 Supposons que les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) soient satisfaites et quepour un certain point (x0; k!0) 2 R2d; < x0; !0 >= 0, la fonction (2:3:1) v�eri�e lesestimationsjV(�x0; k!0))j � c� 1��; jrV(�x0; k!0))j � c���; � 2 (0; 1); � ! +1: (2.3.2)Alors le spectre de la matrice de la di�usion S(�) = S(�;H;H0) co��ncide, pour tout � > 0;avec le cercle unit�e T.Preuve Il d�ecoule des �equations (2.1.10), (2.1.13), (2.1.14), (2.2.23) et (2.3.1) que�(x; �; �)�V(x; �) = NXn=2 ��(n)� (x; �)� �(n)+ (x; �)� ;donc d'apr�es l'estimation (2.1.18) on obtient pour tout �j@�x (�(x; �; �)�V(x; �)) j � C�(1 + jxj)1�2��j�j;pour j < x̂; �̂ > j � �, � 2 (0; 1). Si x = �x0, � = k!0 et < x0; !0 >= 0; pour � ! +1on arrive �a j�(�x0; k!0; k!0)j � C� 1��; jr�(�x0; k!0; k!0)j � C���: (2.3.3)Si maintenant on choisit la fonction de troncature �0 dans le th�eor�eme 2.2.15 telle que�0(!0) = 1, on peut appliquer la proposition 1.2.20 �a l'op�erateur S{0 (�) et obtenir queson spectre essentiel recouvre le cercle unit�ey. Soit un une suite de Weyl pour S{0 (�)associ�ee �a � 2 T, alors fn = U�un est une suite de Weyl pour �0S(�)�0. Comme d'apr�esla proposition 1.2.20 le support de fn \s'�ecrase" au point !0, donc on peut choisir lafonction de troncature �1 2 C1(Sd�1) support�ee sur l'ensemble o�u �0 vaut 1 de telle sorteque �0fn = �1fn = fn pour n grand. Ce choix conduit �a l'estimationkS(�)fn � �fnk � k�0S(�)�0fn � �fnk+ k(1� �0)S(�)�1fnk: (2.3.4)yOn remarquera ici que par rapport �a l'�enonc�e de la proposition 1.2.20 la dimension d'espace est d�1



2.3. PROPRI�ET�ES SPECTRALES DE S(�;H;H0) 89Comme supp (1��0)\supp �1 = ;, d'apr�es le th�eor�eme 2.2.15, l'op�erateur (1��0)S(�)�1est compact le membre de droite de (2.3.4) tend vers z�ero quand n tend vers l'in�ni. Encons�equence, le spectre de la matrice de di�usion recouvre le cercle unit�e. Comme S(�)est unitaire son spectre co��ncide avec T. �Remarque 2.3.2 Le th�eor�eme 2.3.1 ne donne aucune information sur la nature duspectre de S(�). Si les potentiels A et V sont radiaux, ce spectre est constitu�e de valeurspropres qui par le th�eor�eme 2.3.1 sont denses sur le cercle unit�e [Yaf98]. Dans le cas dupotentiel de Coulomb, le calcul des valeurs propres de S(�) peut être trouv�e dans [Yaf97].Remarque 2.3.3 Lorsque � > 1=2 on peut d�e�nir le symbole principal de l'opd S0(�)d�e�ni par (2.2.15). D'apr�es le th�eor�eme 2.2.15, et surtout (2.2.47), ce symbole, d�e�ni surT �Sd�1 modulo S�1(T �S), vauts[0(b; !;�) = exp(i�(b=k; k!; k!)) = exp(iV(b=k; k!)); ! 2 Sd�1; < b; ! >= 0; k = �1=2:(2.3.5)Dans ce cas il su�t de montrer que j�(b=k; k!; k!)j ! 1 quand jbj ! 1 pour obtenirque le spectre essentiel de S(�) recouvre T. Dans l'hypoth�ese (2.3.2) la seconde in�egalit�eest une condition purement technique due �a l'utilisation des classes de symboles oscillants(cf. [Yaf00a]).Remarque 2.3.4 Si AL(x) et VL(x) sont des fonctions asymptotiquement homog�enesd'ordre �� alors les fonctions2�1 Z +1�1 �VL(t�)� VL(x+ t�)�dt = CV (x̂; �̂)j�j�1jxj1��;Z +1�1 < AL(x+ t�)� AL(t�); � > dt = CA(x̂; �̂)jxj1��;sont homog�enes en x de degr�e 1 � �. Si on arrive �a v�eri�er que CV (x̂; �̂) 6= 0 ouCA(x̂; �̂) 6= 0 pour un certain couple de points x; � alors la fonction (2.3.1) v�eri�e lacondition (2.3.2).Sous les hypoth�eses de la proposition 2.1.19 les conclusions du th�eor�eme 2.2.15 restentencore vraies pour la matrice de di�usion d�e�nie en terme des op�erateurs d'onde usuels.Proposition 2.3.5 Supposons que les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:7) soient v�eri��ees avecVL = 0 et � > 1=2 et qu'en plus AL v�eri�e la condition de jauge transverse (19). Si deplus la fonction (2:3:1) v�eri�e l'estimation (2:3:2) pour un point (x0; !0); !0 2 Sd�1; <x0; !0 >= 0. Alors le spectre de la matrice de di�usion S(�) recouvre le cercle unit�e Tpour tout � > 0.



90 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONOn peut donner un exemple explicite de potentiel v�eri�ant les hypoth�eses de la propo-sition 2.3.5. En dimension d = 2, pour le potentiel A(x) = jxj�1��(�x2; x1); � 2 (1=2; 1)la fonction (2.3.1) s'exprime pour (x; �) 2 R2d parV(x; �) = �v0jxj1��; v0 = ZRhsi�1�� ds > 0; < x; � >= 0;selon que �̂ est obtenu �a partir de x̂ par rotation d'angle ��=2. En cons�equence, la condi-tion (2.3.2) est bien v�eri��ee. Cet exemple peut se g�en�eraliser facilement aux dimensionssup�erieures.Remarque 2.3.6 La proposition 2.3.5 contredit un r�esultat de Nicoleau. Le th�eor�eme 2dans [Nic94] a�rme que S(�) � Id est compact sous les mêmes hypoth�eses que dans laproposition 2.3.5. Ce r�esultat est incompatible avec le fait que le spectre essentiel de S(�)recouvre cercle unit�e. Outre le contre-exemple cit�e plus haut il faut bien garder �a l'espritque le r�esultat de la proposition 2.3.5 est assez g�en�eral pour les potentiels v�eri�ant (1.3.4)puisque d'apr�es la remarque 2.3.4 elle doit être v�eri��ee pour la plupart des potentielshomog�enes.2.3.2 Le cas � = 1D�esormais on consid�ere le cas � = 1 pour lequel le th�eor�eme 2.3.1 ne s'applique pas.D'apr�es la remarque 2.3.3 il su�t de trouver le spectre essentiel de l'opd S0(�), de symboleprincipal (2.3.5), pour identi�er, via le th�eor�eme de Weyl, celui de S(�;H;H0). Ceci re-vient en fait �a trouver l'ensemble de valeurs prises par la fonctionV(x; �) pour< x; � >= 0(cf. proposition 1.2.28). Contrairement au cas � = 1 on va voir qu'on peut obtenir ici dessituations tr�es vari�ees pour le spectre de S(�;H;H0).On commence par le cas o�u AL = 0. La fonction (2.3.1) s'�ecrit alorsV(x; �) = 12j�j Z +1�1 �VL(t�̂)� VL(x+ t�̂)�dt:Pour des potentiels VL asymptotiquement homog�enes de degr�e �1 VL(x) = v(x̂)=jxj;jxj � R > 0 il a �et�e montr�e dans [Yaf98] que la fonctionV(x; �) admet, pour < x; � >= 0,l'asymptotiqueV(x; �) = (2j�j)�1 �v(�̂) ln jxj+ �(�̂; x̂) + �1(�̂)� ; jxj � R > 0 (2.3.6)



2.3. PROPRI�ET�ES SPECTRALES DE S(�;H;H0) 91o�u �(�̂; x̂) = Zjtj�10BB@v(�̂)jt�̂j � v�\x+ t�̂�jx+ t�̂j 1CCA dt � Zjtj�1 v�\x+ t�̂�jx+ t�̂j dt; (2.3.7)�1(�̂) = Z R�R VL(t�̂)dt� v(�̂) lnR; v(�̂) = v(�̂) + v(��̂): (2.3.8)En particulier, la fonction V(x; �) a une croissance logarithmique quand jxj ! +1 si ilexiste ! 2 Sd�1 tel que v(!) 6= 0. D'apr�es la remarque 2.3.3 ceci su�t �a montrer que dansce cas le spectre de S(�;H;H0) recouvre le cercle unit�e T. Pour le potentiel de CoulombV (x) = c=jxj; jxj � R > 0, on a bien v(!) 6= 0 8! 2 Sd�1 et les conclusions du th�eor�eme1.2.20 restent vraies [Yaf98].Pour que v(!) = 0; 8! 2 Sd�1 il faut que VL(�x) = �VL(x) pour jxj assez grand, c'estce qu'on appelle un potentiel de type dipolairey. Dans ce cas la fonction V(x; �) ne tendpas vers l'in�ni quand jxj ! 1 d'apr�es (2.3.6) et est d�etermin�ee par les deux coe�cients�; �1 d�e�nis par (2.3.7) et (2.3.8). La proposition suivante d�ecrit, sur un exemple type,les r�esultats qu'on obtient dans cette situation.Proposition 2.3.7 Soit H = (D�A)2+V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:5) avecAL = 0, et VL(x) =  < x; n > =jxj2; jxj � R > 0; n 2 Sd�1;  > 0: (2.3.9)Si on note [m;M ] l'intervalle de valeurs prises par la fonction �1 donn�ee par (2:3:8) alorsle spectre essentiel de la matrice de di�usion S(�) = S(�;H;H0) est donn�e par�ess(S(�)) = �ei� 2 C : � 2 �m � �2p� ; M � �2p� � [ �m+ �2p� ; M + �2p� �� : (2.3.10)En particulier le spectre de S(�) recouvre le cercle unit�e si � � ((M �m)=4�)2.Preuve Pour d�emontrer ce r�esultat il su�t d'identi�er l'intervalle de valeurs prises �a\l'in�ni" par la fonction V, d'apr�es (2.3.6) on doit donc calculer les coe�cients v; �; �1de ce d�eveloppement asymptotique. Comme d'apr�es (2.3.9) on a VL(�x) = �VL(x) pourjxj � R ce qui impose que v(!) = 0 pour tout ! 2 Sd�1. La fonction �1(!) = R R�R VL(t!)dtest une fonction continue de ! 2 Sd�1, l'image de Sd�1 par cette fonction est donc uncertain intervalle compact [m;M ] � R. Il reste �a calculer la fonction �(!; x̂) ce qui estassez simple vu la forme explicite du potentiel (2.3.9) :yNomm�ement le terme dipolaire d�esigne les potentiels de la forme V (x) = jx � aj�1 � jx + aj�1 =O(jxj�2) qui sont donc �a courte port�ee.



92 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSION�(!; x̂) = Zjtj�1 t < !; n >jtj2 �  < x+ t!; n >jxj2 + t2 dt � Zjtj�1  < x+ t!; n >jxj2 + t2 dt=  < !; n > �Zjtj�1 jxj2jtj(t2 + jxj2)dt � Zjtj�1 tt2 + jxj2dt� � ZR  < x; n >t2 + jxj2 dt= �� < x̂; n > +2 < x̂; n > arctan(jxj�1) + < !; n >jxj2 Zjtj�jxj(jtj hti2)�1dt:En particulier modulo des termes compacts S(�) est un opd sur Sd�1 de symbole principals0(b; !;�) = exp�i(�1(!) � � < b̂; n >)=2p�� : (2.3.11)En utilisant la proposition 1.2.24 et le th�eor�eme de Weyl on obtient que le spectre essentielde S(�) co��ncide avec l'intervalle (2.3.10). Si la longueur des intervalles qui composentle spectre (2.3.10) est sup�erieure �a 2�, i.e. (M �m)=2p� � 2� alors le spectre de S(�)recouvre T. �Remarque 2.3.8 Dans le cas des potentiels de type dipolaire, comme la fonctionV(x; �)est homog�ene de degr�e -1 en �, il existe forc�ement un seuil critique pour l'�energie � audessous duquel le spectre de S(�) recouvre T. La valeur � � ((M �m)=4�)2 donn�ee dansla proposition 2.3.7 n'est pas optimale. Si VL(�x) = �VL(x) pour tout x 2 Rd alors �1 � 0et le spectre essentiel de S(�) est constitu�e de seulement deux points exp(�i�=2p�) quipeuvent être confondus si  2 2p�Zet valent 1 si  2 4p�Z.On passe maintenant au cas magn�etique VL = 0. La fonction (2.3.1) se r�eduit dans cecas �a V(x; �) = ZR< AL(x+ t�̂)� AL(t�̂); �̂ > dt: (2.3.12)Contrairement au cas �electrique cette fonction est homog�ene de degr�e 0 en � et le spectreessentiel de la matrice de di�usion ne d�ependra pas de l'�energie. Pour commencer on vase concentrer sur le cas de la dimension d = 2 avec des potentiels de type (40) introduitpar Aharonov et Bohm [AB59]. D'apr�es la proposition 2.1.19 les op�erateurs d'onde usuelsW�(H;H0) existent et sont complets. En particulier la matrice de di�usion S(�) =S(�;H;H0) pour le couple H0; H est d�e�nie en terme de ces op�erateurs d'onde usuels. Lespectre essentiel de S(�) est alors d�ecrit par la proposition suivante.Th�eor�eme 2.3.9 Soit H = (D � A)2 + V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:5) avecVL = 0 et AL(x) = f(#)(�x2; x1)=jxj2; jxj � R > 0; (2.3.13)o�u # est l'angle polaire associ�e �a x et f 2 C1(Rd) est une fonction 2�-p�eriodique. Posonsg(u) = Z uu�� f(�)d� (2.3.14)



2.3. PROPRI�ET�ES SPECTRALES DE S(�;H;H0) 93(qui est aussi 2�-p�eriodique), alors, pour tout � > 0, la partie principale de la matrice dedi�usion S(�) = S(�;H;H0) est un opd sur S de symbole principalexp�i!2x1 � !1x2jxj g(�)� ; jxj � R > 0; (2.3.15)et le spectre essentiel de S(�) est donn�e par�ess(S(�)) = fei� 2 C : � � 2 g(R)g: (2.3.16)Preuve Comme le potentiel (2.3.13) v�eri�e la condition de jauge transverse on obtientque V(x; �) = ZR< AL(x+ t�̂); �̂ > dt: (2.3.17)On va donc calculer explicitement la fonction V(x; !) pour < x; ! >= 0 et identi�erl'ensemble des valeurs prises par cette fonction. Comme V(x;�!) = �V(x; !) il su�t decalculer la fonction V pour (x; !) v�eri�ant x1!2 � x2!1 = jxj � 0. Si on appelle � l'anglepolaire associ�e �a ! en injectant (2.3.13) dans (2.3.17) on obtientV(x; !) = ZRf(#t) jxjjxj2 + t2dt;o�u #t = � � �=2 + arctan(t=jxj);est l'angle polaire associ�e au point x + t! (voir Figure 2.2). Si on fait le changement devariables t! #t comme d#=dt = jxj=(jxj2 + t2) et en tenant compte de (2.3.14) on arrive�a V(x; !) = Z ���� f(#)d# = g(�); jxj � R > 0:Maintenant pour une orientation relative quelconque de x et ! on trouve que exp(iV(x; !))est bien donn�e par (2.3.15). L'intervalle de valeurs prises par la fonctionV(x; !) = �g(#)co��ncide avec l'ensembleI = f� 2 R : � 2 g(R)g [ f� 2 R : � � 2 g(R)g:La proposition 2.3.9 d�ecoule donc directement de la proposition 1.2.28 puisque d'apr�es laremarque 2.3.3 la partie principale de S(�) est un opd de symbole principal asymptoti-quement homog�ene de degr�e 0 �egal �a exp(iV(b=k; k!)). �Pour un choix particulier de la fonction f dans (2.3.13) on peut calculer explicitementla fonction (2.3.14) et donner des exemples o�u le spectre essentiel de la matrice de di�usionS(�) est un sous ensemble strict du cercle unit�e T.Corollaire 2.3.10 Soit H = (D�A)2 + V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:5) avecVL = 0 et AL v�eri�ant (2:3:13) o�uf(#) = �2� + '2 cos#: (2.3.18)
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�I �D0 D1supp B A(x+ t!)!x #t � � #t � � + �2q

Fig. 2.2: Calcul de V pour le potentiel de Aharonov-Bohm en dimension 2Alors, pour tout � > 0, le spectre essentiel de la matrice de di�usion S(�) = S(�;H;H0)est donn�e par�ess(S(�)) = fei� 2 C : � 2 [��=2 � ';��=2 + '] [ [�=2 � '; �=2 + ']g: (2.3.19)En particulier si f(#) = �=2� alors pour tout � > 0�ess(S(�)) = fexp(i�=2); exp(�i�=2)g:Preuve Pour la fonction (2.3.18) on obtient d'apr�es (2.3.14) que g(u) = �=2 + ' sinudonc les valeurs prises par g co��ncident avec l'intervalle [�=2�'; �=2+'] (o�u f�=2g dansle cas ' = 0). Une application directe de la proposition 2.3.9 conduit �a (2.3.19). �Remarque 2.3.11 Si ' 2 (0; �=2) alors (2.3.19) est un sous ensemble strict de T. Si' = 0 le corollaire 2.3.10 g�en�eralise le r�esultat connu dans le cas o�u V = 0 et A est lepotentiel de Aharonov-Bohm (40) que le spectre de S(�) est constitu�e de deux valeurspropres exp(�i�=2) de multiplicit�e in�nie [Hen80, Rui83] qui sont confondues si � 2 2�Zet valent 1 si de plus � 2 4�Z.Le type de comportement spectral de S(�) exhib�e dans la proposition 2.3.10 n'est enrien sp�eci�que �a la dimension d = 2 comme le montre l'exemple suivanty en dimensiond = 3.yOn pourra trouver une analyse tr�es r�ecente de l'e�et Aharonov-Bohm, �etudi�e du point de la formulede Van-Vleck, par Bily et Robert dans [BR01].
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D0 ~� � '! ~ �!xD1

~'! O-A(x+ t!)r(t)R't
Fig. 2.3: Calcul de V pour le potentiel (2.3.20) en dimension 3Proposition 2.3.12 Soit H = (D � A)2 + V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2) �a (1:3:5)avec VL = 0 et AL v�eri�antAL(x) = f(')jxj2  � x1x3px21 + x22 ;� x2x3px21 + x22 ;qx21 + x22! ; jxj � R > 0; (2.3.20)o�u ' est la colatitude associ�ee �a x et f 2 C1(R;R+) est une fonction �-p�eriodique positive.Si on note ~S l'op�erateur de multiplication par la fonctionexp�i Z ��'!'! f(')d'� ; (2.3.21)'! �etant la colatitude associ�ee �a !, alors l'op�erateur S(�;H;H0) � ~S est compact. Enparticulier si on appelle � = Z �0 f(')d'; (2.3.22)alors pour tout � > 0 on a�ess(S(�;H;H0)) = fei� 2 C : � 2 [��; �]g: (2.3.23)Preuve Calculons la fonction (2.3.17) pour x 2 R3; ! 2 S2 et < x; ! >= 0. Dans lasuite on note 't la colatitude associ�ee au point x(t) = x + t!, '! celle associ�ee �a ! et



96 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONr(t) = ((x1 + t!1)2 + (x2 + t!2)2)1=2 (cf. Figure 2.3). D'apr�es (2.3.20) un premier calculnous donne< AL(x+ t!); ! > = f('t)jx+ t!j2r(t) 
(�x1(t)x3(t);�x2(t)x3(t); r2(t)); !�= f('t)jx+ t!j2r(t) 
�x3(t) (x+ t!) + (0; 0; jx + t!j2); !�= f('t)r(t) �!3 � (x3 + t!3)tjx+ t!j2 �= f('t)r(t) !3jxj2 � tx3jx+ t!j2 :D'un autre cot�e on asin't = r(t)=jx+ t!j; cos't = (x3 + t!3)=jx + t!j;d'o�u l'on tire que � sin'td'tdt = !3jx+ t!j � t(x3 + t!3)jx+ t!j3 ;puis d'tdt = 1r(t) tx3 � !3jxj2jx+ t!j2 :Ce qui permet de faire le changement de variable t! 't dans (2.3.17) et d'obtenirV(x; !) = ZR< AL(x+ t!); ! > dt = Z ��'!'! f(')d':La fonction V ne d�epend donc pas de x et la partie principale de S(�), qui d'apr�esla remarque 2.3.3 est l'opd de symbole principal exp(iV(b=k; k!)), se r�eduit �a l'op�erateurde multiplication par (2.3.21). Comme la fonction f est positive et en tenant comptede (2.3.22) on obtient que l'image de T �S2 par V co��ncide avec l'intervalle [��; �]. Laproposition 1.2.28 conduit alors �a (2.3.23). �2.3.3 La section e�caceDans cette derni�ere section on va d�eterminer le terme principal de la singularit�e dia-gonale du noyau s(!; !0;�) de la matrice de di�usion S(�) quand j! � !0j ! 0, pour lafamille de potentiels magn�etiques (2.3.13). Nous en d�eduirons des r�esultats sur la sectione�cace di��erentielle �diff (!; !0 ;�) = 2�p� js(!; !0;�)j2; ! 6= !0; (2.3.24)



2.3. PROPRI�ET�ES SPECTRALES DE S(�;H;H0) 97et la section e�cace totale (3). Dans le cas particulier de la dimension d = 2 la matrice dedi�usion agissant dans L2(S) il est naturel de repr�esenter cet op�erateur comme agissantsur les fonctions 2�-p�eriodiques (i.e. d'exprimer son noyau en fonction des angles polaires# et #0 de ! et !0) plutôt que dans le syst�eme de coordonn�ees locales d�e�ni par (1.2.32)(cf. Figure 1.1). Soit !0 une direction d'angle polaire #0, le lien entre les angles polaires#; #0 et les variables �; � 0 est donn�e par les formules� = sin(#� #0); � 0 = sin(#0 � #0);Soient maintenant u; v 2 C1(S) support�ees dans un petit voisinage de !0 le lien entre cesdeux repr�esentations peut être exprim�e de la mani�ere suivante(S(�)u; v)N = ZRZRs{(�; � 0;�)Uu(� 0)Uv(�)d�d� 0= Z 2�0 Z 2�0 s(#; #0 ;�)u(#0)v(#)d#d#0d'o�u s(#; #0;�) = s{(�; � 0;�) �1 � j�j2��1=4 �1 � j� 0j2��1=4 : (2.3.25)Les r�esultats sont formul�es avec ces conventions dans les deux th�eor�emes suivants.Th�eor�eme 2.3.13 Soient H = (D�AL)2 avec AL v�eri�ant (2:3:13), S(�) la matrice dedi�usion pour le couple H0; H et SAB un op�erateur sur L2(S) ayant pour noyausAB(#; #0) = eig(#) + e�ig(�#)2 �(�)� eig(#) � e�ig(�#)2i� P:V: 1sin � (2.3.26)o�u � = # � #0, � est la masse de Dirac et P:V: d�esigne la valeur principale. Alorsl'op�erateur S(�)�SAB est Hilbert-Schmidt pour tout � > 0, et on a pour # 6= #0; #! #0l'estimation uniforme en #0js(#; #0;�)� sAB(#; #0)j = O (j ln j�jj) : (2.3.27)Preuve On d�ecompose ~S(�) = ~S1(�) + S2(�) avec~S1(�) = �2i��0(�)J�+T���0(�); (2.3.28)et S2(�) donn�e par (2.2.17). D'apr�es le lemme 2.2.7 le noyau de S2(�) ne contribue pas �ala singularit�e diagonale du noyau s(#; #0;�) de la matrice de di�usion (quitte �a r�esoudrel'�equation de transport (2.1.24) avec un nombre su�sant d'�etapes Nt). En particulierS2(�) est un op�erateur de Hilbert-Schmidt.Int�eressons nous maintenant �a ~S1(�). D'apr�es la proposition 1.2.24 cet op�erateurposs�ede un noyau C1 en dehors de la diagonale, il su�t donc d'�etudier ce qui se passe auvoisinage de cette derni�ere. Si �0 est une fonction de troncature support�ee dans un petit



98 CHAPITRE 2. TH�EORIE DE LA DIFFUSIONvoisinage de !0 2 S, �(!) = 1 pour j! � !0j assez petit, { et U sont d�e�nis par (1.2.32)et (1.2.33), alors on peut, grâce �a (2.3.25), relier le noyau p{1 de U�0 ~S1(�)�0U� �a celui p1de ~S1(�) par p1(#; #0;�) = �1 � j�j2��1=4 p{1 (�; 0);o�u # et #0 sont les angles polaires associ�es �a {(�) et !0. Il est facile d'extraire la partieprincipale de p{1 en consid�erant l'op�erateur U�0 ~S1(�)�0U� comme un opd de type (1.2.14)surR. D'apr�es le th�eor�eme 2.2.15, la remarque 2.3.3 et l'�equation (2.3.15), on peut calculerexplicitement son \symbole" principal, modulo des termes asymptotiquement homog�enesde degr�e -1. En tenant compte de ce que V(y; !) = g(#) et V(�y; !) = �V(�y;�!) =�g(�#) on obtient que ~s0(y; � ;�) = eig(#)h(y) + e�ig(�#)h(�y);o�u # est l'angle polaire associ�e �a ! = {(�), g est la fonction d�e�nie par (2.3.14) et h estla fonction de Heaviside. Il su�t donc de calculer la transform�ee de Fourier de ~s0(y; � ;�)en variable y prise au point � . Puisque la transform�ee de Fourier de h estbh(�) =r�2 �(�) + ip2�P:V:1� ; (2.3.29)que j#� #0j = O (j�j) ; (1� j�j2)�1=4 = 1 +O �j# � #0j2�et que d'apr�es le lemme 1.2.29 les termes asymptotiquement homog�enes de degr�e -1 dansle symbole de ~S1(�) contribuent �a la singularit�e diagonale du noyau au plus comme unO (jln j�jj). On peut a�rmer grâce �a l'�equation (2.3.25)jp1(#; #0;�) � sAB(#; #0)j = O (j ln j�jj) : (2.3.30)On obtient la même estimation pour s puisque la contribution de S2(�) est born�ee. �Th�eor�eme 2.3.14 Soient H = (D�AL)2 avec AL v�eri�ant (2:3:13), S(�) la matrice dedi�usion pour le couple H0; H. Alors pour ! 6= !0; ! ! !0 et tout � > 0 on a l'estimationuniforme en !0�diff (!; !0;�) = 12�p� sin2��g(#) + g(�#)�=2�sin2(�=2) +O� j ln j�jjj�j � ; (2.3.31)o�u # est l'angle polaire associ�e �a !, 2 sin(�=2) = j! � !0j 6= 0. En particulier la sectione�cace totale �tot(!;�) = ZS�diff (!; !0;�)d!0 (2.3.32)diverge sauf si g(#) + g(�#) est un multiple de 2� auquel cas�diff (!; !0;�) = O �j ln j�jj2� : (2.3.33)



2.3. PROPRI�ET�ES SPECTRALES DE S(�;H;H0) 99Preuve D'apr�es la d�e�nition de la section e�cace di��erentielle (2.3.24) au premier ordred'approximation celle-ci est d�etermin�e par le carr�e de (2.3.26) o�u l'on a n�eglig�e la massede Dirac (support�ee sur la diagonale). En tenant compte du reste on obtient�diff (!; !0;�) = 1�p� 2 sin2��g(#) + g(�#)�=2�sin2(�) +O� j ln j�jjj�j � :Comme 2sin2(�) = 12 sin2(�=2) cos2(�=2) = 12 sin2(�=2) +O (1) ;on a bien obtenu (2.3.31). Si sin((g(#) + g(�#))=2) = 0 alors pour ! 6= !0 on a en repar-tant de (2.3.26) et (2.3.27) �diff (!; !0;�) = O(j ln j�jj2). Cette quantit�e �etant int�egrablela section totale (2.3.32) est �nie. Si par contre sin((g(#) + g(�#))=2) 6= 0 la singularit�edominante O(j�j�2) sur la diagonale n'est pas int�egrable et la quantit�e (2.3.32) diverge.�En particulier pour le potentiel (40) on a g(#) = �=2 ce qui permet de retrouver lesr�esultats connus pour la section e�cace [AB59, Hen80, Rui83].Corollaire 2.3.15 Soient H = (D � AL)2, AL v�eri�ant (40), et S(�) = S(�;H;H0).Alors pour ! 6= !0; ! ! !0 et tout � > 0 on a l'estimation uniforme en !0�diff (!; !0;�) = 12�p� sin2(�=2)sin2(�=2) +O� j ln j�jjj�j � ; (2.3.34)o�u # est l'angle polaire associ�e �a !, 2 sin(�=2) = j! � !0j 6= 0. En particulier la sectione�cace totale diverge sauf si � est un multiple de 2�.Remarque 2.3.16 Les asymptotiques (2.3.2) et (2.3.34) sont conserv�ees si on ajoute auhamiltonien H un terme �electrique �a courte port�ee VS v�eri�ant (1.3.5) avec un �0 > 2.Remarque 2.3.17 Lorsque � 2 (0; 1) on peut obtenir une asymptotique de la sin-gularit�e diagonale de s(!; !0;�) par une m�ethode de phase stationnaire comme dans[Yaf98, Yaf00b].
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101
APPENDICE : Le principed'absorption limite pour H.Comme on l'a signal�e dans la remarque 1.3.9, le Principe d'absorption limite pourH ne peut pas être obtenu de la même mani�ere que pour H1 si on n'a pas �0 � 2dans l'hypoth�ese (1.3.5). Cependant la m�ethode de Mourre permet quand même d'�eta-blir le principe d'absorption limite pour H �a condition de remplacer l'hypoth�ese iv) dela d�e�nition 1.1.13 par une condition un peu plus faibley, pr�ecis�ement on demande quehxi�(1��)=2 f(H)B2f(H) hxi�(1��)=2 soit born�e pour toute fonction f 2 C10 (Rd). On pro-c�ede ici de la même mani�ere que dans [Yaf85] (o�u il �etait suppos�e que A = 0) et [GY00] (o�uc'est l'op�erateur de Dirac qui �etait consid�er�e). La di�cult�e suppl�ementaire par rapport�a ces deux travaux vient de la structure plus complexe de la partie courte port�ee (nondi��erentiable) de la perturbation �DAS � ASD + 2 < AS ; AL > +jASj2 + VS qui n'estplus un op�erateur de multiplication. Ces di�cult�es sont cependant facilement surmont�eesdans la proposition A.3.Commen�cons par �xer quelques notations pour la suite. On se donne deux intervalles�2� � �� = (�� �; � + �) � (0;1); (A.1)avec � > 2� > 0, et une fonction f 2 C10 (R+)supp f � �2�; fj�� = 1: (A.2)On supposera que les hypoth�eses (1.3.2) �a (1.3.7) sont v�eri��ees avec 1 + � � �0 < 2. Si�0 � 2 le principe d'absorption limite d�ecoule de toute fa�con directement de (1.1.24) etdu lemme 1.3.24 d'apr�es la remarque 1.3.9. Si �eventuellement � > �0 � 1 cela ne poseaucun probl�eme de remplacer � par �0� 1 dans l'hypoth�ese (1.3.4). On rappelle que sousces hypoth�eses B1 = i[H;A] 2 B(H2;H); M = f(H)B1f(H) 2 B(H;H); (A.3)yCette condition peut être rapproch�ee des conditions de r�egularit�e fractionnaire de la fonction t 7!exp(�itA)H exp(itA), en t = 0, �enonc�ees dans [ABdMG96].



102 APPENDICE : LE PRINCIPE D'ABSORPTION LIMITE POUR H .et que de plus si on choisit � assez petit on a d'apr�es la proposition 1.3.4 (et en particulierl'in�egalit�e (1.3.20)) que M = f(H)B1f(H) � cf(H)2: (A.4)Notre objectif est d'appliquer le lemme 1.1.18 �a la famille d'op�erateursF"(z) = K"G"(z)K"; (A.5)o�u K" = hxi���1=2 = h"xi1=2�� ; � = r � 1=2 2 (0; 1=2); (A.6)G"(z) = (H � i"M � z)�1; � sgn" = �sgn Im z > 0: (A.7)On doit donc r�ecolter plusieurs estimations a priori pour �etablir (1.1.28). On commencepar les plus classiques qui peuvent être tir�ees de [PSS81, Mou81, JMP84].Lemme A.1 Pour tout Im z; " 2 (0; 1] l'op�erateur H � i"M � z est inversible et G"(z)est continûment di��erentiable en " et continu pour " 2 [0; 1]. De plus pour tout Re z 2��=2; Im z; " 2 (0; 1] on a les estimationskG"(z)(f(H)� Id)(H + i)k � c; kG"(z)f(H)k � c"�1; (A.8)k(H + i)G"(z)k+ kG"(z)k � c"�1: (A.9)Pour tout op�erateur Q born�e sur H et " 2 (0; 1] on akQG"(z)f(H)k � c"�1=2kQG"(z)Qk1=2 (A.10)Les suivantes sont tir�ees de [Yaf85, GY00].Lemme A.2 Pour tout Re z 2 ��=2; Im z; " 2 (0; 1] on akK"k � 1; kK" hxi k � c"��1=2;  dK"d"  � c"��1=2; (A.11)kK"G"(z)(H + i) hxis k � c"�1=2�s(1 + kF"(z)k)1=2; s 2 [0; 1]: (A.12)Preuve La premi�ere in�egalit�e de (A.11) d�ecoule de h"xi1=2�� � 1. Pour la seconde ilsu�t d'�ecrire queK" hxi = hxi1=2��h"xi1=2�� � C 1 + jxj1=2��h"xi1=2�� � C + C jxj1=2��j"xj1=2�� � c"1=2�� :Pour la troisi�eme les mêmes arguments fonctionnent apr�es un calcul explicite de la d�eriv�edK"d" = (1� 2�)"jxj2 hxi�1=2��h"xi3=2�� � (1 � 2�)" hxi3=2��h"xi3=2�� � c""��3=2 = c"��1=2:



103Pour l'�egalit�e (A.12) un argument d'interpolation permet de restreindre la preuve auxcas s = 0 et s = 1. Pour le cas s = 0 l'estimationkK"G"(z)f(H)(H + i)k � C"�1=2kF"(z)k1=2;d�ecoule de (A.10) avec Q = K" et l'estimationkK"G"(z)(Id� f(H))(H + i)k � C;d�ecoule de (A.8) et (A.11). La somme de ces deux estimations donne l'in�egalit�e recherch�eepour s = 0.Pour le cas s = 1 on cherche �a montrer quekK"G"(z)(H + i) hxi k � c"�3=2(1 + kF"(z)k)1=2: (A.13)On commence par commuter hxi et (H + i)K"G"(z)(H + i) hxi = K"G"(z) hxi (H + i) +K"G"(z)[H; hxi]:Comme l'op�erateur [H; hxi] 2 B(H;H�1) (cf. l'�equation (1.3.26)) le second terme s'estimepar (A.9) et (A.11)kK"G"(z)[H; hxi]k � kG"(z)(H + i)kk(H + i)�1[H; hxi]k � C"�1:Maintenant on commute hxi et G"(z)K"G"(z) hxi (H + i) = K" hxiG"(z)(H + i) +K"[G"(z); hxi](H + i):Le premier terme s'estime facilement par (A.9) et (A.11)kK" hxiG"(z)(H + i)k � kK" hxi kkG"(z)(H + i)k � C"�+1=2 :Le second terme se r�e�ecrit de la mani�ere suivanteK"[G"(z); hxi](H + i) = K"G"(z)[hxi ; H � i"M � z]G"(z)(H + i)= K"G"(z)[hxi ; H ]G"(z)(H + i)�i"K"G"(z)[hxi ;M ]G"(z)(H + i):L'estimation du premier terme repose encore sur (1.3.26), (A.9), (A.11) et (A.12) pours = 0 (qui vient d'être d�emontr�ee)kK"G"(z)[hxi ; H ]G"(z)(H + i)k � kK"G"(z)(H + i)kk(H + i)�1[hxi ; H ]kkG"(z)(H + i)k� C"�3=2kF"(z)k1=2:



104 APPENDICE : LE PRINCIPE D'ABSORPTION LIMITE POUR H .Pour le second terme on va utiliser que"K"G"(z)[hxi ;M ]G"(z)(H + i) = "K"G"(z)[hxi ; f(H)]B1f(H)G"(z)(H + i)+"K"G"(z)f(H)B1[hxi ; f(H)]G"(z)(H + i)+"K"G"(z)f(H)[hxi ; B1]f(H)G"(z)(H + i):Les deux premiers termes s'estiment �a partir de (A.3), (A.9), (A.12) pour s = 0 et dulemme A.5"kK"G"(z)[hxi ; f(H)]B1f(H)G"(z)(H + i)k� "kK"G"(z)(H + i)kk(H + i)�1[hxi ; f(H)]kkB1f(H)kkG"(z)(H + i)k� C"�3=2(1 + kF"(z)k)1=2:Il reste donc un ultime terme �a estimer"K"G"(z)f(H)[hxi ; B1]f(H)G"(z)(H + i):Pour ce faire nous allons d'abord calculer le commutateur [hxi ; B1]. L'expression de B1est donn�ee par (1.3.15), ce qui conduit �a[hxi ; B1] = 2[hxi ; H ]+ dXk=1 [hxi ; ak(x)Dk]� [hxi ; [DAS+ASD�2ALAS�jASj2�VS ; x:r]]:Le premier terme s'estime toujours grâce �a (1.3.26). Pour le second il est clair, d'apr�es(1.3.12), que [hxi ; ak(x)Dk] = �iak(x)(@k hxi) est born�e sur H. Le troisi�eme termeest un op�erateur born�e de H1 dans H�1 car d'une part pour les termes sans d�eriv�ees[hxi ; [VS ; x:r]] = 0 et d'autre part pour ceux contenant des d�eriv�ees[hxi ; [rAS ; x:r]] = AS(x):r(x:rhxi) + d(AS(x):rhxi)+r: (AS(x)(x:rhxi) + x(AS(x):rhxi))= u(x) +rw(x);avec u(x) = O �hxi��0� ; w(x) = O(hxi�(�0�1)); d'apr�es l'hypoth�ese (1.3.5). Au �nald'apr�es (A.9) et (A.12) (pour s = 0) on obtient que"kK"G"(z)f(H)[hxi ; B1]f(H)G"(z)(H + i)k� "kK"G"(z)(H + i)kkf(H)[hxi ; B1]f(H)kkG"(z)(H + i)k� C"�1=2(1 + kF"(z)k)1=2:Toutes ces estimations r�eunies conduisent �a (A.13) ce qui prouve (A.12). �Comme on l'a signal�e dans la remarque 1.3.9 la condition iv) dans la d�e�nition 1.1.13doit être l�eg�erement a�aiblie pour permettre l'obtention du principe d'absorption limitepour H . Le lemme suivant donne une hypoth�ese admissible qui remplacera celle sur ledouble commutateur B2.



105Proposition A.3 Soit H d�e�ni par (1:3:1) avec A et V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2)�a (1:3:7). Alors pour tout f 2 C10 (R+) on ahxi�(1��)=2 (H + i)�1[M;A](H + i)�1 hxi�(1��)=2 2 B(H;H); (A.14)ce qui entrâ�ne que kK"G"(z)[M;A]G"(z)K"k � c"�2+�(1 + kF"(z)k): (A.15)Preuve Comme hxi�(1��)=2 (H+ i)�1 hxi�(1��)=2 est born�e de H�1 dansH2 (voir le lemmeA.5) il su�t de montrer que hxi�(1��)=2 [M;A] hxi�(1��)=2 est born�e de H1dans H�1. Sion d�ecompose le commutateur de la mani�ere suivantehxi�(1��)=2 [M;A] hxi�(1��)=2 = hxi�(1��)=2 (f(H)B1[A; f(H)]+ [A; f(H)]B1f(H) + f(H)[A; B1]f(H)) hxi�(1��)=2comme [A; f(H)] est born�e sur H dans H2, d'apr�es le lemme A.6, il reste �a montrer quehxi�(1��)=2 f(H)[A; B1]f(H) hxi�(1��)=2 (A.16)est born�e de H1 dans H�1. On utilise la d�ecomposition H = H0 + ~VL + ~VS; avec~VL = 2iAL(x)r+ idivAL(x) + jAL(x)j2 + VL(x); (A.17)~VS = �DAS(x)�AS(x)D + jAS(x)j2 + 2AS(x)AL(x) + VS(x); (A.18)de telle sorte que i[[H;A];A] = 4H0 + i[[ ~VL;A];A] + i[[ ~VS ;A];A]:D'apr�es (A.17) l'op�erateur i[[ ~VL;A];A] =Pdk=1 ~ak(x)@k+~v(x) est un op�erateur di��erentiel�a coe�cients r�eguliers v�eri�antj@�~ak(x)j+ j@�~v(x)j = O(hxi���j�j):En particulier l'opd i[[ ~VL;A];A] est born�e de H2 dans H1; l'op�erateurhxi�(1��)=2 f(H)(4H0 + i[[ ~VL;A];A])f(H) hxi�(1��)=2est born�e de H�1 dans H2. Il reste �a estimer les termes �a courte port�eehxi�(1��)=2 f(H)[[ ~VS ;A];A]f(H) hxi�(1��)=2 : (A.19)Pour ce terme on ne commute pas vraiment les op�erateurs A et ~VS mais on d�ecomposecomme suit [[ ~VS ;A];A] = ~VSA2 � 2A ~VSA+A2 ~VS : (A.20)



106 APPENDICE : LE PRINCIPE D'ABSORPTION LIMITE POUR H .Comme d'apr�es (A.18) l'op�erateur hxia ~VS hxib 2 B(H1;H�1); a+b��0 � 0; pour montrerque (A.19) est born�e de H dans H�1 il faut \sandwicher" ~VS par des op�erateurs born�esde H dans H1, �a droite, et H�1 dans H, �a gauche. Pour cela on utilise les lemmes A.5 etA.7. Le terme sym�etrique est dans B(H�1;H1) si 1 + � � �0hxi�(1��)=2 f(H)A ~VSAf(H) hxi�(1��)=2= �hxi�(1��)=2 f(H)Ahxi��0=2��hxi�0=2 ~VS hxi�0=2��hxi��0=2Af(H) hxi�(1��)=2�puisque les deux termes qui \sandwishent" hxi�0=2 ~VS hxi�0=2 sont alors dans B(H�1;H1).Pour les termes non-sym�etriques on �ecrit on d�ecompose ~VS = �ASD+Q et on remarqueque hxiaQ hxib 2 B(H;H�1) si a+ b� �0 � 0. Dans ce cashxi�(1��)=2 f(H)QA2f(H) hxi�(1��)=2= �hxi�(1��)=2 f(H) hxi(1��)=2��hxi�(1��)=2Q hxi1+�0=2��hxi�1��0=2A2f(H) hxi�(1��)=2�est bien born�e de H�1 dans H1 si 1 + � � �0. Le dernier terme est lui aussi born�e deH�1 dans H1 si 1 + � � �0, mais on doit pour l'estimer utiliser une d�ecomposition plusastucieusehxi�(1��)=2 f(H)AS(x)DA2f(H) hxi�(1��)=2= �hxi�(1��)=2 f(H) hxi(1��)=2��hxi�(1��)=2AS(x) hxi1+�0=2��hxi�1��0=2DAhxi�0=2��hxi��0=2Af(H) hxi�(1��)=2�:En e�et ci-dessus l'opd hxi�1��0=2DAhxi�0=2 est bien born�e de H2 dans H et le termecontenant AS est lui born�e dans H. De la même mani�ere en posant ~VS = �DAS+ ~Q et enremarquant que hxia ~Q hxib 2 B(H1;H) si a+b��0 � 0, hxi1+�=2D hxi�1��=2 2 B(H;H�1)et hxi1+�=2AS(x) hxi�(1��)=2 B(H;H), on obtient que les termeshxi�(1��)=2 f(H)A2 ~Qf(H) hxi�(1��)=2= �hxi�(1��)=2 f(H)A2 hxi�1��0=2��hxi1+�0=2 ~Q hxi�(1��)=2��hxi(1��)=2 f(H) hxi�(1��)=2�et hxi�(1��)=2 f(H)A2DAS(x)f(H) hxi�(1��)=2= �hxi�(1��)=2 f(H)A2 hxi�1��0=2��hxi1+�=2D hxi�1��=2��hxi1+�=2AS(x) hxi�(1��)=2��hxi(1��)=2 f(H) hxi�(1��)=2�:



107sont born�es de H�1 dans H1 si 1 + � � �0. Au �nal l'op�erateur (A.16) est bien born�ede H dans H si 1 + � � �0 et (A.14) est bien v�eri��ee sous les hypoth�eses de la section1.3.1. Maintenant d'apr�es (A.12) et (A.14) on akK"G"(z)[M;A]G"(z)K"k � kK"G"(z)(H + i)�1 hxi�(1��)=2 kk hxi�(1��)=2 (H + i)�1[M;A](H + i)�1 hxi�(1��)=2 kk hxi(1��)=2 (H + i)G"(z)K"k� c"�2+�(1 + kF"(z)k);ce qui prouve (A.15). �On peut maintenant d�emontrer le principe d'absorption limite sous des hypoth�esesminimales.Th�eor�eme A.4 Soit H d�e�ni par (1:3:1) avec A et V v�eri�ant les hypoth�eses (1:3:2) �a(1:3:7). Alors pour tout intervalle � � (0;1) disjoint de 0 on a l'estimationsupRe z2�1�j Im zj>0k hxi�pR(z) hxi�p k � c; p > 1=2: (A.21)En particulier l'op�erateur hxi�p ; p > 1=2; est H-lisse sur tout intervalle � � (0;1)disjoint de 0.Preuve D'apr�es le lemme 1.1.18 il su�t de v�eri�er l'hypoth�ese (1.1.28) pour F"(z) d�e�niepar (A.5). L'estimation a priori kF"(z)k � c"�1 d�ecoule directement de (A.9). Il fautmaintenant v�eri�er l'estimation sur la d�eriv�ee dF"(z)=d". Pour cela on calcule cette d�eriv�eedF"(z)d" = dK"d" G"(z)K" +K"G"(z)dK"d" +K"dG"(z)d" K":les deux premiers termes s'estiment directement par (A.11) et (A.12)dK"d"  (kG"(z)K"k+ kK"G"(z)k) � c"��1(1 + kF"(z)k):Pour le troisi�eme terme il faut d'abord calculer dG"(z)=d"dG"(z)d" = iG"(z)MG"(z)= iG"(z)(f(H)� Id)B1f(H)G"(z) + iG"(z)B1(f(H)� Id)G"(z)�[A; G"(z)]� i"G"(z)[M;A]G"(z):D'apr�es (A.3), (A.8), (A.11) et (A.12) on a quekK"G"(z)(f(H)� Id)B1f(H)G"(z)K"k � kK"G"(z)(f(H)� Id)kkB1(H + i)�1kk(H + i)G"(z)K"k� c"�1=2(1 + kF"(z)k);



108 APPENDICE : LE PRINCIPE D'ABSORPTION LIMITE POUR H .et de même pour kK"G"(z)B1(f(H)� Id)G"(z)K"k. D'apr�es (A.11), (A.12) et (1.3.9)kK"[A; G"(z)]K"k � 2kK" hxi kk hxi�1A(H + i)�1kk(H + i)G"(z)K"k� c"��1(1 + kF"(z)k):En�n en tenant compte de la proposition A.3 et de toutes les estimations pr�ec�edentes onobtient que K"dG"(z)d" K" � c"�a(1 + kF"(z)k);et en cons�equence dF"(z)d"  � c"�a(1 + kF"(z)k);pour un a = maxf1=2; 1� �; 1� �g 2 (0; 1). Le lemme 1.1.18 conduit donc �a l'estimationkF"(z)k � C uniforme en z et en ". En particulier pour " = 0 on r�ecup�ere (A.21). �On termine par la d�emonstration de quelques lemmes utilis�es dans certaines preuves.Ces lemmes reposent sur le th�eor�eme de Stone-Weierstrass selon une m�ethode bien connue(cf. [CFKS87]).Lemme A.5 Soient f 2 C0(R), telle que lim�!�1 f(� ) = 0, et g 2 C2(Rd) telleque ses d�eriv�ees soient uniform�ement born�ees sur Rd jusqu'�a l'ordre 2. Alors on a que[g(x); f(H)] 2 B(H�1;H2). En particulier hxir f(H) hxi�r 2 B(H�1;H2); pour toutr 2 [�1; 1].Preuve D'apr�es (1.3.26) on a[g(x); H ] = [g(x); (D � A)2] = �2rg(x)r��g(x) + iA(x)rg(x); (A.22)qui montre que [g(x); H ] 2 B(H1;H). Pour f(H) = R(z); z 2 C nR on en d�eduit que[g(x); R(z)] = R(z)[H; g(x)]R(z) 2 B(H�1;H2). Maintenant on d�esigne par E l'alg�ebrede fonctions engendr�ee parff(� ) = (� � z)�1 2 C0(R+) : z 2 C nRg:Une simple modi�cation du th�eor�eme de Stone-Weierstrass montre que cette alg�ebre estdense dans l'ensemble des fonctions continues tendant vers 0 �a l'in�ni, ce qui conclue lapreuve.La fonction hxir ; r 2 [0; 1]; satisfait aux hypoth�eses de la premi�ere partie du lemmece qui permet d'�ecrire quehxir f(H) hxi�r = f(H) + [hxir ; f(H)] hxi�rqui est bien une somme d'op�erateurs born�es. Pour hxi�r f(H) hxir on proc�ede de la mêmemani�ere. �



109Lemme A.6 Soit A le g�en�erateur des dilatations d�e�ni par (1:3:9). Alors pour toutefonction f 2 C0(R) telle que lim�!�1 f(� ) = 0 on a [A; f(H)] 2 B(H;H2).Preuve D'apr�es la proposition 1.3.4 l'op�erateur [A; H ] = iB1 2 B(H2;H) ce qui conduit�a [A; R(z)] = R(z)[H;A]R(z) 2 B(H;H2). On conclut par densit�e comme dans le lemmeA.5. �Lemme A.7 Soit f 2 C0(R) telle que lim�!�1 f(� ) = 0, alors pour a 2 [�1; 0] on ahxibAf(H) hxia 2 B(H�1;H1); hxia f(H)Ahxib 2 B(H�1;H1);si a+ b+ 1 � 0 ethxibA2f(H) hxia 2 B(H�1;H); hxia f(H)A2 hxib 2 B(H;H1);hxia f(H)A2 hxib 2 B(H�1;H)si a+ b+ 2 � 0.Preuve D'apr�es le lemme A.5 l'op�erateur hxi�a f(H) hxia est born�e de H�1 dans H2.L'opd hxiaAk hxib est born�e de Hj dans Hj�k pour tout j 2 N si a+ b+ k � 0. Au �nall'op�erateur hxibAkf(H) hxia = hxibAhxia hxi�a f(H) hxia ;est born�e de H�1 dans H2�k. Par dualit�e on r�ecup�ere la continuit�e des deux autresop�erateurs. La derni�ere �egalit�e demande encore un peu de travail. On d�ecompose de lamani�ere suivantehxia f(H)A2 hxib = hxiaAf(H)Ahxib + hxia [f(H);A]Ahxib :En remarquant que l'opd hxirAhxir0 est born�e de deHj dansHj�18j 2 Zsi r+r0+1 � 0,le premier terme s'estime grâce au lemme A.5hxiaAf(H)Ahxib = �hxiaAhxi�1�a� �hxi1+a f(H) hxi�1�a� �hxi1+aAhxib�et est born�e de H�1 dans H d�es que a + b + 2 � 0 et j1 + aj � 1. Il reste �a estimer leterme hxia [f(H);A]Ahxib = hxia [f(H);A] hxi�a�1 �hxia+1Ahxib�qui est born�e de H�1 dans H d�es que a+ b+2 � 0 et 1 + a � 0 et a � 0 grâce au lemmeA.6. �Lemme A.8 Si H�H0 est H0-compact alors pour toute fonction f 2 C00 (R+) l'op�erateurf(H)� f(H0) est compact.Preuve Comme pour le lemme A.5 on v�eri�e que pour des fonctions de la forme f(� ) =(� � z)�1; z 2 C nR on af(H)� f(H0) = R(z)� R0(z) = �R(z)(H �H0)R0(z);qui est bien compact. Cette propri�et�e est donc vraie pour toute fonction f 2 E et pardensit�e pour tout f 2 C00(R+). �
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Notations� hxi = (1 + jxj2)1=2, x̂ = x=jxj pour jxj 6= 0� D = �irx, Dk = �i@xk = �i@=@xk� Sd�1 sph�ere unit�e de l'espace Rd, Sd�1k sph�ere de rayon k� T ensemble des nombres complexes de module 1� ��(�; a) = f(x; �) 2 R2d : � < bx; b� >� �; jxj � a; j�j � ag (cf. Figure 1.2)� Ff = f̂ transform�ee de Fourier de f , cf.(1.2.1)� Mf = f ] transform�ee de Mellin de f , cf. (1.3.45)� S(Rd) classe de Schwartz des fonction C1(Rd) �a d�ecroissance rapide� C10 (
) classe des fonction C1 �a support compact dans l'ouvert 
� B (H;H0) : espace de Banach des op�erateurs born�es de H dans H0� Sp(H) = Sp; p 2 [1;1]; classes de Schatten d'op�erateurs compact sur H� L1(Rd) classe des fonctions essentiellement born�ees sur Rd� L2(Rd) classe des fonctions de carr�e int�egrable sur Rd� k:k norme hilbertienne sur L2(Rd) ou norme uniforme sur B �L2(Rd);L2(Rd)�� Hs(Rd) : espace de Sobolev� ~A op�erateur pseudodi��erentiel d�e�nit par une amplitude en repr�esentation de mo-ment, cf. (1.2.14)� A(�) : L2(Sd�1) ! L2(Sd�1) valeur diagonales, dans la repr�esentation spectraleassoci�e �a ��, de l'op�erateur A ou aussi restriction de l'op�erateur ~A = FAF� �a lasph�ere de rayon �1=2, cf. section 1.2.3� A{(�) : L2(Rd�1) ! L2(Rd�1) repr�esentation de l'op�erateur A(�) dans la cartelocale d�ecrite par le di��eomorphisme { : Rd�1 ! Sd�1, cf. Proposition 1.2.26 etFigure 1.1� a[ symbole principal de l'opd A de la classe Sm%;�(T �Sd�1); 1 � % > � � 0 d�e�nitmodulo Sm�%+�%;� (T �Sd�1)
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R�esum�e. La th�eorie de la di�usion admet di��erentes formulations qui se r�epartissent endeux famille : l'une d�ependante du temps l'autre stationnaire. La premi�ere approche, reposantsur l'existence de limites en grand temps de certaines observables, et la seconde, qui s'appuiesur des estimations de r�esolvantes, sont essentiellement �equivalentes cependant l'approche sta-tionnaire permet d'obtenir une formule de repr�esentation pour l'objet principal de la th�eorie :la matrice de di�usion.Dans cette th�ese on d�eveloppe la th�eorie des perturbations lisses pour l'op�erateur de Schr�o-dinger avec un potentiel �electromagn�etique �a longue port�ee. Apr�es avoir obtenues certainesestimations pour la r�esolvante (principe d'absorption limite, estimation de radiation et estima-tions de propagation microlocales) on construit des op�erateurs d'onde modi��es de type Isozaki-Kitada et l'on obtient une formule de repr�esentation stationnaire pour la matrice de di�usion.On rencontre de nombreux probl�emes li�es aux op�erateurs pseudo-di��erentiel utilis�es que l'onr�esout en utilisant des classes de symboles oscillants pour lesquelles un calcul pseudo-di��erentielnon-standard a �et�e d�evelopp�e.Au �nal on obtient sans hypoth�eses de jauge sur le potentiel magn�etique la compl�etude desop�erateurs d'onde modi��es et leur co��ncidence avec d'autres constructions d�ependant du temps.Pour la matrice de di�usion on montre que en g�en�eral son spectre recouvre le cercle unit�e. Parmiles exceptions �a cette r�egle on trouve le cas des champs magn�etiques �a support compact. L'ap-proche d�evelopp�ee dans cette th�ese permet de g�en�eraliser les propri�et�es sp�eci�ques de la matricede di�usion, connues sous le nom d'e�et Aharonov-Bohm, �a une large classe de tels potentiels.Mots cl�es. th�eorie de la di�usion, op�erateur de Schr�odinger, potentiels �a longue port�ee,matrice de di�usion, e�et Aharonov-Bohm.Abstract. Scattering theory admits di�erent formulations divided in two families : onetime dependent and the other stationary. The �rst approach, based on the existence of largetime limits of certain observables, and the second, supported by some resolvent estimates, areessentially equivalent however the stationary approach gives a stationary representation formulafor the most important object of the theory : the scattering matrix.In this thesis we show that the Schr�odinger operator with a long-range electromagneticpotential �ts into the scheme of smooth scattering . After having proved some resolvent esti-mates (limiting absorption principle, radiation estimates, microlocal propagations estimates) weconstruct modi�ed wave operators of the Isozaki-Kitada type and get a stationary representa-tion formula for the scattering matrix. Some di�culties arise with the pseudodi�erential calculuswhich are solved by using non-standard classes of pseudodi�erential operators with oscillatingsymbols.Finally we obtain the asymptotic completeness, without any gauge assumptions on themagnetic potential, of the wave operators and their coincidence with others time-dependentconstructions. For the scattering matrix we prove that, in general, its spectrum covers the unitcircle. Among the exceptions to this rule the case of compactly supported magnetic �elds is stu-died. The approach developed allows us to generalize some special properties of the scatteringmatrix, known as the Aharonov-Bohm e�ect, to a large class of such potentials.Key words. scattering theory, Schr�odinger operator, long-range potentials, scattering ma-trix, Aharonov-Bohm e�ect.MSC : 35P25, 35S99, 81U05, 81U20 PACS : 03.65.N, 11.55, 72.15.R


