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Avertissement

Pour bien utiliser ce polycopié, il faut le lire au fur et & mesure de I'avancement
du cours magistral, et prendre le temps de refaire les exercices types qui y sont
pProposés.

Les définitions et théoremes sont numérotés suivant le méme ordre que dans

le cours magistral.

Théoreme 0.0.0 les théoremes apparaissent toujours dans un cadre grisé comme
celui-ci et sont en général suivis de leur démonstration, signalée par une barre dans
la marge et un [J a la fin comme ci-dessous :

Preuve : Début de la démonstration ...

.. .fin de la démonstration [J
La table des matieres et I'index (a la fin du document) permettent de retrouver
une notion précise dans ce polycopié.
Les méthodes et techniques qui seront approfondies en TD sont signalées par
un cadre (sans couleurs)

Des exercices types corrigés, né(hﬁé/b COMME FCAULD d.ewfuefé fe {)yame em DS,

sont signalés par le symbole :
Les exercices qui commencent par DM sont < a faire a la maison >.

Les erreurs et les confusions les plus fréquentes sont signalées dans des cadres
rouges avec le symbole :

Vous étes libre de réutiliser le contenu de ce document sous les termes de la

licence CC-BY-NC-SA [g§] .
reEe
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1 Calcul matriciel

1.1 Les ensembles de matrices

Beaucoup de structures de données peuvent étre représentées par des tableau a
une ou deux dimensions. Ce type de données correspond & un objet mathématique
bien particulier : les matrices.

Définition 1.1 On appelle A une matrice a coefficients réels a p lignes et n colonnes
un tableau de nombres réels comportant p lignes et n colonnes que [’'on note

a1 ... Qi3 ... Qin
A=(ay)=| ea ... ay ... @iy ou i=1,...p et j=1,...n.
Ap1 .. QApj ... Qpp
Le coefficient a Uintersection de la i“™ ligne et de la j'*™° colonne est noté a;;.

L’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes est noté #,,(R) et le couple (p,n)
est appelé la taille de la matrice.

Contrairement aux tableaux qu’on rencontre couramment dans divers langages
de programmation en informatique la premiere case (i.e. celle en haut a gauche)
est numérotée (1,1) et non pas (0,0)!
-9 l

4 0 3
Me M;4(R) M= 7 510 3 lignes
-3 4 6 1
> 4 colonnes
3iéme colonne
l dOHC Moz = 1
4 -2 0 3
M = 7 5 1 0 |<+—— 2% ligne

-3 4 6 1

FIGURE 1 — Bien se repérer dans une matrice
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%\ 1.1 Reconnaitre les matrices particulieres et donner leur taille

o mabnice (vectewr) ligne (1 2 0 4) € Ma(R),
3
o mabrice (vecteun) colbmnme i € Mo (R)
5
000
o mabnice nulle | © 01 =043 € M15(R)
000
000
1 3 4
o malnice cannée dondne 3 | —1 2 0 | € Mss(R) = M5(R),
5 -6 2
1 0 0
.WWJ%&MW 1 -2 0|
6 5 3
3 -1 2 4
owmf/ucebvaﬂ\g/u/amewm L ,
0 0 6 1
0 0 0 -7
30 00
03 00
ormaf/ucedmﬁod\a/e o 1ol
00 05
100
o malnice idenlilé | 0 1 0 | =1Ids,
00 1

Il est souvent tres pratique de décrire une matrice en donnant la formule générale
du coefficient a; ; a I'intersection de la 7' ligne et de la 5 colonne.
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N\ 1.2 Construire la matrice A de taille (4,3) telle que a;; =i+ j

3
4
bt
6

[ N N \]
~N O Ot

MWW%M&LWWW[&AUMJ@Z,]%&U :

J=17=27=
=1 2 3 4
1=2 3 4 )
1=3 4 D 6
1 =4 D 6 7

%\ 1.3 DM Construire la matrice B de taille 3 x 4 et de coeflicients
bi,j = ‘Z - j|
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1.2 Algebre des matrices

Nous allons maintenant définir un certain nombre d’opérations courantes sur les
matrices. On commence par 'addition qui est le modele des < opérations terme a
terme > s’appliquant a des matrices de méme taille.

Définition 1.2 On appelle addition des matrices l'opération interne sur My, ,(R)
définie par

+ ¢ Mpn(R) X My n(R) — M0 (R)
A= (ai;),B=(bij) +— A+ B=(a; +by)
Cette définition est totalement naturelle comme le montre I'exemple suivant.

%\ 1.4 Calculer la somme de deux matrices

4 -2 0 1 3 -1
A= et B =

7T 5 1 4 -2 -5

5 1 -1
11 3 -4

A+B=

L’addition des matrices étant construite a partir de ’addition des réels on récupere
pour cette opération interne la plupart des propriétés de I'addition des réels.

Proposition 1.3 [’addition des matrices vérifie les propriétés suivantes :
o commutativité VA,B € M,,(R), A+B=B+A
e associativité VA,B,C € M,,(R), A+ (B+C)=(A+B)+C
e posséde un élément neutre 0, (la matrice nulle)

VAe #,,(R), A+0,,=0,,+A=A
o tout élément posséde un symétrique
VA = ((I@j) € %pm(R), JA4' = (_aij) € %p,n(R)a A+ A=A + A= Opm

Preuve : Ces démonstrations ressemblent a celles qu’on a pu faire dans le chapitre
sur les LCI , pour les rédiger plus rapidement il suffit d’écrire la propriété pour un
élément quelconque de la matrice. Par exemple pour la commutativité :

comme l'addition dans R est commutative on a que
V(Z,j> S {17 c.. 7p} X {1, c.. ;n},aij + bij = bij —+ Qi

ce qui signifie que A+ B = B + A puisque ces deux matrices ont les mémes termes
dans les cases (i, 7) ...On fera de méme pour les autres propriétés de +. [

8
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Attention, dire que + est commutative sur R donc + est commutative pour les

matrices par héritage direct est completement Faux! En effet si (p,n) # (1, 1)
alors ., ,(R) ¢ R.

Passons maintenant a la deuxieme opération (plus difficile) le produit matriciel :

Définition 1.4 On appelle produit matriciel [’opération suivante

Xt dMpr(R) X Mipn(R) — Mpn(R)

A= (a:;), B=(bij) — AxB=(my)

k
ou mij = E ailblj = aﬂblj aF aigbgj qFeco T aikbkj
=1

En particulier quand p = k = n le produit matriciel X est une opération interne
dans lensemble des matrices carrées d’ordre n My, ,(R)

Xt Mpn(R) X Mpyn(R) — M, 0(R)
A B — AX B

N 1.5 Calculer le bon produit matriciel A x B ou B x A Sient

-3 1
1 2 3
A= et B = 20
4 -1 5
4 2

A poacede 3 colommes el B poscede 3 lignes, le produit Ax B eat dome

meBXA.A&MMMMWWdQW
my = 1x(=3)+2x 2 +3x4=13
Ax B 13 7 e mo = 4x(=3)+2x(-1)+5x4=6
6 14 mp = 1X +2x 0 +3x2=7

—1Ix 0 +5x2=14

1
Mooy = 4 x 1
Dans la pratique la présentation des calculs du produit matriciel coefficient
par coefficient, comme ci-dessus, est inutile! Mais il existe une méthode de
présentation des calculs, particulierement efficace pour visualiser la taille du résultat

final aussi bien que les coefficients mis en jeux dans le calcul d'un coefficient de la
matrice, finale méthode qu’on aura tout intérét a utiliser comme sur la FIG.2.
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—-311
210
412

1 2 3\— (13 7
4 -1 5 6 14

FIGURE 2 — présentation d’un produit matriciel

%\ 1.6 DM Calculer le bon produit matriciel M x N ou N x M awvec

8 8
1 -7

M = et N=|-309
2 9

7 4

Contrairement a I’addition des matrices le produit matriciel ne possede pas toutes

les propriétés du produit des réels.

Proposition 1.5 Le produit matriciel vérifie les propriétés suivantes :
o associativité VA € M#,,(R),B € M,,(R),C € A,(R),

Ax (BxC)=(AxB)xC

o distributivité par rapport a l'addition VA € M,r(R),B,C € M), ,(R),

Ax(B+C)=(AxB)+(Ax ()
o X dans M, ,(R) posséde un élément neutre a droite Id, et un élément neutre

a gauche Id,
VAe #,,(R), AxId,=A e Id,xA=A

Preuve :
e associativité : il faut d’abord remarquer que tous les produits sont bien définis :

B e eﬂhl(R), C e eﬂl,n(R) = Bx(Ce¢ //k,n(R) = A X (B X C) S %Pm(R)
et
A€ %p7k(R),B S %k,l(R) = Ax Be //p,l(R) = (A X B) x C e //p,n(R)

ensuite on raisonne sur 1’élément courant :
— Pour N=B x(C on a

!
nij = g bisCsj = bircrj + biacoj + -+ + bucy;

s=1

10
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— Pour M = Ax (B xC)ona

k k l k l
m;; = E Qir Ny = E Qg E brscsj = E E airbrscsj
r=1 r=1 s=1

r=1 s=1

— Pour Q@ =AXx Bona
l
Qij = Z Qirbrj = ainbij + @ioboj + - - + aiby;
r=1

— Pour P=(Ax B)xC on a

k k l
Pij = ZQisCsj = Z (Z airbrs> Csj = Z Zairbrscsj
s=1

s=1 r=1 r=1 s=1

donc Ax (BxC)=M=P=(AxB)x(C
e distributivité il faut d’abord remarquer que tous les produits et les sommes
sont bien définis : pour A € 4, ,(R), B,C € M}, »(R) on a

Ae M, ,(R) et B+C e M,,(R)=Ax (B+C) € A#,,(R)
et
Ax B, AxC € My,(R)= (Ax B)+ (AxC) € M,,(R)

ensuite on raisonne sur I’élément courant :

— Pour N=Ax Bona Nij = Zle ai,,b,,j = ailblj + a,igbgj + -+ aikbkj
— Pour Q=AxCona@;= Zi’:l QirCrj = Q1C1j + QiaCoj + - - - + QikCrj
— Pour S = B+ C on a S;; = b;j + ¢

~ Pour M =Ax (B+C)ona

k k k
M;; = E Qi Srj = E ir(brj + Crj) = E Qirbrj + QirCrj
r=1 r=1

r=1

— Pour P=(Ax B)+ (AxC(C)ona

k k k
Pij - Qij + Ni_j - (Z a'irbrj> + (Z aircrj> - Zairbrj + a'ircrj
r=1 r=1 r=1
donc Vi,j ona M;; = P donc Ax (B+C)=M=P=(AxB)+(Ax()
e ¢élément neutre de x dans ., ,(R). Pour commencer le produit /d, x A est
bien défini et le résultat est bien dans ., ,,(R). Ensuite, en notant §;; I'élément

courant de la matrice Id,, et en utilisant que d;; = 1 ssi © = j et 0 sinon on
obtient pour I’élément courant de M = Id, x A :

p
M;; = Z5ikakj = Oay; + -+ la; + ... 0ay; = aj;
k=1

donc Id, x A= M = A ...et de méme pour A x Id, = A.

11
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O
le cas particulier des matrices carrées est tres important :

Proposition 1.6 Pour des matrices carrées (i.e. dans M, ,(R)) on a que
o x est une LCI dans My, ,(R) qui posséde un élément neutre Id,

VAe M,,(R), AxId,=Id,xA=A
e on peut définir la puissance d’une matrice par :
VA € Myn(R), A’ =1d, et Vn € N*, A" = A x A"}

o X n’est pas commutative 3A, B € M, ,(R), Ax B# Bx A
e il n’a pas d’inverse pour certains éléments :

3A € My (R)\{0,}, VM € Mun(R), Ax M % Id,

o mais si A et B € M, ,(R) possédent des inverses alors A x B posséde aussi
un inverse (A x B)™' = Bt x A7,

Preuve :

e quand p = n les éléments neutres de x a droite et a gauche sont tous les deux
égaux a Id, qui est donc bien I’élément neutre de x dans ., ,(R)
La définition du produit assure que I'on a bien

A =AXA L A"=AxAx-x A

n fois

etque Al =AxA°=Ax1Id,=A
e X n’est pas commutative dans .4, ,(R), contre exemple dans le cas n = 2

(3)(33) # () (20)

(23) (73)

absence d’inverse pour certains éléments, exemple dans .#5(R)]

01 a b c d 1 0
(OO)X<cd)_(OO)7A(Ol) V a,b,c,d e R

e pour l'inverses de A x B il suffit de faire le produit en utilisant I’associativité
du produit :

(B'xA ™)X (AxB) = B'x(A™'xA)xB = B'xId,xB = B™'xB = Id,

de méme dans l'ordre inverse, donc (B! x A7) = (A x B)~L.
U

12
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L’inversion d’une matrice est un exercice compliqué, on peut le résoudre pour de
petites matrices en se ramenant a la résolution de systemes d’équations linéaires.

—4 -1
%\ 1.7 Inversion d’une matrice carrée fm[ M = on cﬂeﬂcﬁe
3 1
a b
aemn imuvernae M1 = on deil avein
c d
. —4a—c —4b—d 10
Mx M = = = Idy
3a+c¢c 3b+d 01
wwwM&W&Wdew
¢ ¢
—4a—c = 1 —4a—c = 1
—4b—-d = 0 3a+c = 0 L -1 -1
:}< — M =
3a+c = 0 —4b—-—d = 0 3 4
3b+d =1 3b+d =1

dgaurﬁedeM :

» -1 -1 4 1 10
M7 x M= X = = Id,
3 4 3 1 01
& -5
%\ 1.8 DM Calculer ’inverse d’une matrice A =
-3 2

13
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Proposition 1.7 Pour A, B € #, ,(R)
AxB=0,,# A=0,, ou B=0,,
soit encore dit autrement
JA, B # 0y, AXB=0,,
Preuve : La négation de
VA,B € M, ,(R),Ax B=0,,=A=0,, ou B=0,,
est bien
JA, B € My n(R),AX B# 0, et (A# 0, et B# 0,1)

donc il suffit de trouver un exemple de produit nul faisant intervenir des matrices

01 car alors
00 r alor

0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
AXA:(O o)x<0 o):(o o):<o 0>X(o 0):’“0272

En particulier on ne peut pas en déduire que A = 095 cela vient du fait que A n’est
pas inversible. []

non-nulles pour démontrer la proposition. C’est facile avec A = (

14
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1.3 Autres opérations matricielles

Définition 1.8 On appelle multiplication des matrices par les réels l'opération qui
consiste a multiplier tous les coefficients d’une matrice par le méme réel :

Rx My, (R) — Mpn(R)
a,A=(a;;) +— a-A=(aa;)

%\ 1.9 Produit d’une matrice par un réel

-2 0 3 -4 0 6
a=2e¢t A= =a A=
5 10 10 2 0

Proposition 1.9 Faire le produit d’une matrice Si M = (my;) € Myn(R) par un
réel a € R revient a faire le produit de M par une matrice diagonale :

a 0 ... 0 a 0 ... 0
am = |0 T ) = (i) x| '
= 0, @ L.
0 ... 0 « 0 ... 0 «

= (a-Idy)) x M =M x (a-1d,)

Dans la pratique on manipule les expressions algébriques faisant intervenir des
matrices comme si ¢’était des expressions réelles mais il faut faire attention aux
produits. Par exemples les identités remarquables sont fausses en général :

(A+B?=(A+B)x(A+B)=A>+ AxB+BxA+B>#A?+2Ax B+ B

si A x B # B x A. Un autre cas qui nécessite un peu d’attention est celui des mises
en facteurs :

A€ Myu(R), A2+2-A=Ax A+ (2-1d,)x A= (A+2-Id,) x A

alors que A + 2 n’a, a priori, pas de sens! (matrice + réel =7).

Proposition 1.10 On a les propriétés suivantes pour le produit des matrices par
un réel :

Va, e RVA e #,,(R), a-(B-A)=(ap)-A

Va,8 € RVA € #,,(R), (a+p)-A=(a-A)+(8-A)

Va e R,VA,B € #,,(R), a-(A+B)=(a-A)+ (a-B)

VAe M,,(R), 1-A=Acet—-1.A=—A= symétrique de A pour +

Vae R,VAe #,,(R), a-A=0,,<=a=0 ou A=0,,

Preuve : Tout repose sur le fait que - et + sont des opérations terme a terme ce
qui permet de se ramener au cas d'un coefficient isolé dans la matrice. Par exemple :

15
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I'élément courant de A est a;;

donc I'élément courant de 3 - A est Ba;;

donc 'élément courant de a - (8- A) est a(Ba;j) = (af)a;;
mais (af)a;; est I'élément courant de (af3) - A

donc - (f-A)=(ap)-AO

Définition 1.11 (transposition) L’opération qui consiste a prendre les colonnes
d’une matrice pour en faire les lignes d’une nouvelle matrice s’appelle la transposi-
tion des matrices, elle se note

E o yn(R) — M p(R)

M = (my) +— "M = (my)

%\ 1.10 Calcul de la transposée d’une matrice

4 7
4 -2 0 t
A= € %273(]1%) = ‘A= -2 5 € «//32(]1%)
7 5 1 01

Proposition 1.12 La transposition vérifie les propriétés suivantes

VA€ My, (R),VaeR, H(a-A)=a-'A

VA € M,,(R) on a'(*A)=A

VA,B € My,,(R) on a’(A+ B)= 'A+ 'B
VA € Myr(R) et VB € My, ,(R) on a

"(Ax B)= 'Bx 'Ae #,,(R)

Preuve :

Remarquons d’abord que *(«- A) et o’ A sont de taille n X p. Ensuite I’élément
en position (7, j) de la matrice a - A est aa;;, donc celui en position (7, ) de
la matrice *(ar- A) est aaj; qui est bien le méme que celui en position (7, ) de
la matrice o A.

Remarquons d’abord que A et *(*A) sont de taille p x n. Ensuite, si A = (a;;)
I’élément en position (i, j) de la matrice *A est aj; et en inversant une deuxieme
fois I’élément en position (7, j) de la matrice “(*A) est a;; d’ou I’égalité.
Remarquons d’abord que (A + B) et 'A + B sont de taille n x p. Ensuite, si
A = (a;;) et B = (b;;) les éléments en position (i,5) des matrices '(A + B) et
'A+ 'B sont bien aj; + b;; d’ou I'égalité.

A de taille p X k et B de taille k x n = A x B de taille p x n = (A x B) de
taille n x p, de méme *A de taille k x p et !B de taille n x k = !B x' A de
taille n x p . Enfin

— élément courant de A x B est Zle @by

— élément courant de *(A x B) est S5, ajiby

— élément courant de ‘B x* A est Zle biiaji

donc on a bien "(A x B) = ‘B x 'A € A4, ,(R)

16
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Dans la derniere formule, qui est la plus compliquée a démontrer, on peut
remarquer que le seul produit possible avec ces deux matrices (i.e. compatibilité
des tailles des matrices ‘B et 'A) est bien ‘B x 'A.

Sur les matrices carrées la transposition peut se visualiser comme une symétrie par
rapport a la premiere diagonale (les coefficients de la forme a;; dans la matrice). Cette
représentation est souvent utilisée dans les concepts de matrices symétriques/anti-
symétriques.

Définition 1.13 Pour une matrice carrée A € M, ,(R) on dit que A est une ma-
trice symétrique (resp. anti-symétrique) si et seulement si 'A = A (resp. 'A=—A)
On a en particulier le résultat suivant :

Proposition 1.14 Toute matrice carrée A € My ,(R) est la somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice anti-symétrique, plus précisément :

_ 1 ‘ Lo
A=< (A+ 'A)+5 (A~ '4)

Preuve : Vérifions d’abord que les matrices B = £ (A+ A) et C = 1 (A — 'A)
sont symétriques/anti-symétriques :

tB:%t(A_'_ tA):%(tA_|_ t(tA)):%(tA—l—A):%(A—i- tA):B
t Ly t Loy trt Ly 1 t
ensuite il est évident que A = B + C':
1

B+C=-(A+ tA)+%(A— "A)=-(A+ "A+A- tA):§(2-A):A

N —

1
2
0

17
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2 Quelques structures algebriques

2.1 Groupes et corps

Nous avons déja étudié auparavant le concept de loi de composition interne (LCI)
sur un ensemble et nous avons vu que certaines propriétés particulieres de ces LCI
nous permettent d’identifier des structures générales tres utiles pour réaliser des
calculs. Nous allons revoir ces propriétés en démarrant par la structure de groupe.

Définition 2.1 (groupe) Soit G un ensemble non vide et * : G x G — G une
opération interne. On dit que (G, *) est un groupe si

i) la loi x est associative :
Vaz,y2€ G (v*xy)*xz=xx*(y*z2),
ii) il existe un élément neutre e :
JeeGtelqueVereGrxe=exx=uz,
iii) tout élément x de G a un symétrique y :
VeeGIdyeGtelquexxy=y*xx=ce.

Si de plusV x,y € G xxy=1y*xx on dit que G est un groupe commutatif.

Cette structure tres simple est a la base de toutes les autres qui vont suivre, nous
allons rappeler les principaux exemples de groupes qui vous connaissez.

%\ 2.1 Vérifier les propriétés des groupes connus :

un groupe “infini” : (Z, +) EAIMWCM + eat Jien une lsi de com-
un groupe “fini” : Vemsemble des 4 an"u%w’rwﬂ.&ﬂ:%

G ={1;i;—1; —i}

J%WWI.QWJA%JMWWWMW
de visualioen dun sedl coup les propniles de chague dlement :

18
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v | ¢ | 1] = 1

-1 -1 =] 1 ?

—i || —i| 1| i |-1
chenchant dams Lo table quand le nésullat du produit vaut 1 (element
neutne de x ). on brouve albns que

égo//mmﬁ 1 1 —1 —1
/Mg/mémwl —iq —1 i

groupe de matrices K///pm(R), +) M.[U/TLW (ﬁ@wmmw#défe’mmivwbw
Vo matnice nullle Op.n -

%\ 2.2 Justifier qu’un ensemble n’est pas un groupe

(R, x) n’est pas un groupe X eal fiem wne LCL aun R associative ﬂe('fméme
c@xmnnufab/ue) avec un sment meubne 1, mais 0 n’a pas de symétrique
pour la loi X , carn

1
rxy=l=y=—=ua+#0
xr

pancontre (R*, x) eat um groupe (x eat une LCI aun R*).

(Z, x) n’est pas un groupe X MWWLCIMZWWW
WW)MMWWLWWZ%M&Z
n'cvnfwdewnébw}wwmfa/m’x ,Wmmyﬂfe :

o 0 neal pas invernsidle can 0xa=0#1, VaeZ
. 2%WWMVW%W-Wm2xa:1:>a:%¢Z
donc abtention (Z*, x) WWWWWMW.

(A, ,(R), x) n’est pas un groupe X eat Jien wne LCI aun My n(R) assc-
a@&h}e@fm-c@mmwt@&h}e/mcwnéﬂémmﬁm[dm mais Lows
Ves lments de M, ,(R) nwwdeWWﬁaﬁ%x/%
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txcem{jeonm nwwmﬂmﬁnmcenww[aw
matnice de My (R) dams ce cas). Mibtention My, ,(R)\{0,,} meal pas

WWWW,WW%@W/JX n/wfmé‘/mewwneLCIMl
cel emsemble can

ElAv B e e%n,n(]R) \ {On,n}7 AxB= On,n

Dans les exemples de groupes étudiés on a souvent une autre loi de compo-
sition interne en plus de la loi de groupe. Si cette loi vérifie quelques propriétés
supplémentaires on a alors une structure d’algebre.

Définition 2.2 (Anneau) Soient A un ensemble et +,x : A x A — A deuz
opérations internes. On dit que (A, 4, X) est un anneau si

i) (A, +) est un groupe commutatif (on note son élément neutre 0),
ii) x est une LCI sur A associative et possédant un élément neutre 1,

iii) La loi x est distributive par rapport d la loi + :

Ve,y,z€ A zx (y+2) = (x xy)+ (x x 2).

%\ 2.3 Exemples d’anneaux

(Z,+,x) can (Z,+) MIWWJX eat biem ume LCI asascciabive aun
z, ddlement neutre 1, el distribubive .pan nappent a +

(Myn(R),+, x) esl (M n(R),+) eal bien mW@f x eat Bien une LCI
neubne Id,, el diabnibubive aun +.

Il ne faut pas confondre les symétriques relativement a chacune des deux lois!
Le symétrique d’'un élément = de K pour la loi + (resp. x) est appelé 'opposé
de z (resp. l'inverse de x) et noté —z (resp. z71).

Dans un anneau (A, +, X) on a toujours que x X 0 =0, Vz € A car
rx0+zr=2x0+zxl=2x0+1)=rxxl=2r=2x0=0

donc 0 (I’élément neutre de +) ne peut pas avoir de symétrique pour X et (A, X)

ne peut pas étre un groupe. Mais si on demande que la deuxieme loi de 'algebre

soit une loi de groupe sur A \ {0} on obtient une nouvelle structure plus riche : la
structure de corps.
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Définition 2.3 (corps) Soient K un ensemble et +,x : K x K — K deuz
opérations internes. On dit que (K, +, X) est un corps si

i) (K,+) est un groupe commutatif (on note son élément neutre 0),
ii) (K\ {0}, x) est un groupe commutatif (on note son élément neutre 1),

iii) La loi X est distributive par rapport a la loi + :
Ve,y,z € K 2 x (y+2) = (z xy) + (z X 2).

Dans la pratique pour montrer qu'un ensemble muni de deux loi est un corps
on montre d’abord que c¢’est un anneau (commutatif pour la deuxiéme loi) puis on
cherche les symétriques des éléments # 0 pour la loi x.

Proposition 2.4 Soient (A, +, X) un anneau d’éléments neutres 0 pour + et 1 pour
x alors (A, 4, X) est un corps si et seulement

o tous les éléments de A\ {0} ont un inverse pour x

e X est commutative sur A

Preuve : Soit (A, +, x) un anneau d’éléments neutres 0 pour + et 1 pour x dont
tous les éléments # 0 ont un inverse pour X, alors la seule chose a montrer pour que
(A, +, x) soit un corps c’est que x est une LCI sur A \ {0}. Or on a que :

rXxy=0=2=0 ou y=0

car si x # 0 alors il a un symétrique pour x et y = Ixy =z ' xxxy =271 x0 = 0.
Dit autrement
r#0 et yA0=zxy#0

donc c’est bien une LCI sur A\ {0}. O

Pour les exercices on admettra que (R, +, X) est un corps (ce qui résume en fait

toutes les propriétés qu’on utilise couramment dans les calculs avec les réels). La
plus grosse difficulté pour montrer qu'un ensemble a une structure de corps est donc
en général de montrer I'inversibilité des éléments non nuls.

%\ 2.4 Vérifier qu’un ensemble est un corps

Les rationnels Q : Jé%tde Jwga/ldéﬂ Q = {%]a € Z,b € N*} mumni des lsis
wavelle des réells. I faut done dabord wenifien que + el x aont bien
des openalions inlevnes 4 Q, en e{%ﬂj

a ¢ ad+be a ¢ ac
R T

dames le conps des néells - ils sont neutne poun + el x neapectivement.
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//wunerx (da/rw(@ﬂ

+ a+—a a—a 0 X a><
our — —_— = = our —
p b b b 4 b

a%Oetb¢0¢¢%¢Oet2¢o

(commutativitéassociativits, distributinsite) découle de la sbructune de

ab
:—:1
ab

b
a

Z/nZ ={0;1;...;n — 1} avec n premier muni de Vaddition et la fmuébfﬁca
Lien modulo n .'[Wdeamfn—a d’[}/n/um,aedeambw{we

a pantin dume identité de Beryoul (ai au+vn =1 dams Z alors
au =1 mod n).//zanmm/[w/eda/er/SZma :

243=03=2"" 44=14"1=4

%\ 2.5 DM Montrer que ’anneau des nombre complexes (C,+, x) est
un corps scient z = a+ib, 2 = c +id alns

+ LCI .aun C can z+ 7 = ,
x LCI .aun C can z x 2/ = ,
+ el x sont :

neubre de + = neubre de € C,x = eC
Vopposé de z=a+ib et eC
Vimvernse de = = a+ib eal eC
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2.2 L’espace vectoriel R”

La structure d’espace vectoriel est une structure difficile a appréhender car
elle peut s’adapter a beaucoup d’ensembles d’apparences différentes. Elle se place
nécessairement a un haut niveau d’abstraction qui peut sembler rebutant mais qui
permet ensuite d’appliquer les mémes méthodes a la résolution de probléemes tres
différents. Pour contourner cette difficulté nous allons nous concentrer sur un cas par-
ticulier d’espace vectoriel, cas auxquels se rameneront la plupart des autres exemples.

Définition 2.5 (’espace vectoriel R") [’espace vectoriel R™ est l’ensemble des
n-uplets de réels :
R" = {x = (21, %2, ...,2T,)|z; € R}

muni de l'addition terme a termes :

+: RPxR* — R"
X,y — X4+y=(T14+ Y1, -, ZTn+ Yn)

et de la multiplication par les réels :

RxR*" — R"
Ax o Ax=(Ax,.. . A 1y)

Les éléments de R™ sont appelés des vecteurs, et 0 = (0,...,0) est le vecteur nul.

On peut étendre cette définition aux ensembles K" ot K est un corps (0 étant le
neutre de + dans K et 1 celui de x), le cas de C" (C corps des nombres complexes)
est assez important mais nous nous limiterons a R"™ pour plus de simplicité. Dans ce
cadre le cas n = 1 n’a pas beaucoup d’intérét (car R! = R) par contre le cas n = 2
permet de bien comprendre la structure des espaces vectoriels de type R". En effet
'espace vectoriel R? permet de représenter les vecteurs du plan et de visualiser leur
addition et leur multiplication par des réels comme sur la figure FIG.3. La définition
suivante est tres importante car elle représente 1'objet central de tout probleme
d’algebre linéaire.

Définition 2.6 (Combinaisons linéaires) On appelle combinaison linéaire toute
somme de vecteurs éventuellement multipliés par des réels. Une combinaison linéaire
des vecteurs ey, ..., e, et de coefficients A1, ..., \, est une expression de la forme :

)\1.e1+...+)\p.ep

On voit bien qu’il y a deux types d’objets différents dans une combinaison linéaire :
des nombres réels (qu'on appellera des scalaires) et des éléments de R™ (qui sont des
vecteurs). Pour bien faire la différence entre les deux les scalaires seront représentés
(autant que possible) par des lettres grecques et les vecteurs par des lettres en gras
(prisent dans ’alphabet romain). Dans la proposition suivante nous allons énumérer
les principales regles de calcul dans ’espace vectoriel R"™.
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u+v

1,5*v

FIGURE 3 — addition et produit dans l’espace vectoriel R?

Proposition 2.7 (propriétés de + et - dans R™)
+ est une loi de composition interne a R"™ qui vérifie :
o + est commutative et associative dans R"
e 0=(0,...,0) est l’élément neutre de + dans R"
e tous les éléments de R™ possédent un symétrique pour ['opération + qui est
—1-x et que [’on notera —x :

VxeR" —1-x+x=x+(-1-x)=0
pour tous N\, € R, u,v € R, on a les regles de calculs suivantes :
i) Ac(u+v)=A-u)+(A-v), iii) A-(p-u)y=Axp) u
i) A+ u=(-w+(uew) iv) Tou=u
v) A-0=0 vi) 0-u=0.

Des sous-ensembles de R™ peuvent aussi étre munis d’une structure d’espace
vectoriel, c’est le concept de sous-espace vectoriel que nous allons définir ci-apres :

Définition 2.8 Soit ) # E C R™ un sous-ensemble de R™. On dit que E est un
sous-espace vectoriel de R™ si et seulement si il est et stable par + et par - et s’il
contient 0, ce qui s’écrit encore :

VAER, uekE, (A\-u)eE, VuveE, (u+v)eE e O0€E.
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Un des premiers exercices qu’il faudra savoir faire est montrer qu’un sous-ensemble
donné est, ou n’est pas, un sous-espace vectoriel de R".
Exercice type : Montrer que E est un sev de R”

E= {X e R" ‘ condition a Vériﬁer}

e Vérifier que 0 € F

e Montrer que si x,y € F alorsx+y € E

e Montrer quesi A\ € Ret x € Falors \-x e FE

Remarque 1 : on peut aller plus vite en montrant directement que si

x,yeFE et \,peR alors \'x+pu-yeF

Remarque 2 : si on peut trouver un contre-exemple a I'une des trois pro-
priétés alors E n’est pas un sous-espace vectoriel de R".

N\ 2.6 Montrer que E = {(z,y) e R* | z + y = 0} est un sev de R?

e 0=(0,0)€ E can 0+0=0
o xiu=(x,y),v=(2,y)€EFE a[G)zAu+V=(:L'+:L'/,y—|—y/)EE can

(e+a)+@+y)=(@+y) + (@ +y)=0+0=0
e &l AeER @fu:(x,y)EEa/@’wk-u:()\:c,)\y)eEcan
Ax)+ (A\y) =AMz +y)=X0=0

Onmwa%lWWvathmu:(x,y),V:
(@, y) €EE el \pueR alsne N-u+p-v =0+ p’,\y + py') € E can

A+ pa) + Ay +py) = Mae+y) +p(@’+y) =204+ p0=0

N\ 2.7 Montrer que F = {(z,y) € R? | z +y = 1} n’est pas un sev de R?
bi il auflit de monbren gulume des bnois proqistes est flausse en dommant
e 0=(0,00¢F can 0+0=0+1
o avecu=(1,0),v=(0,1)€F alrs u+v=_1,1)¢F can 1+1=2#£1/
o avec 2€R et u=(1,00€ E albns 2-u=(2,00¢ F can 2+0=2+#1/

Attention dans certains cas il peut y avoir des pieges, les trois propriétés ne sont
pas forcément fausses.
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N\ 2.8 Montrer que G = {(z,y) € R? | y = 2?} n’est pas un sev de R?
G n:%[Wu/nM
o canu=(1,1),v=(2,4)€G mais u+v=(35 &G can 32=9#5/

oWWOz(0,0)EGmW:O

-6 -4 -2 ( 2 6
_l_
— |
- F ]
G |
-3
-4

Il est souvent pratique de définir un sous-espace vectoriel en partant d’une partie
de R™ et en cherchant le plus petit sev de R™ qui la contienne C’est ce qu’on appelle
le vectoriel d'une partie de R™.

Définition 2.9
Soit F C R", on appelle Vect(.F) = le plus petit sev de R™ contenant .7 .

En fait construire le vectoriel d’'une partie de R™ revient a prendre toutes les
combinaisons linéaires possibles d’éléments de cette partie :

Théoreme 2.10
Soit F = {wy;...;u,} une partie finie de R™, alors Vect(.#) est l’ensemble de toutes
les combinaisons linéaires possibles d’éléments de F :

Vect(F) ={ A -w+---+X-u, | A,..., N €R}

Preuve 2.10: on note £ = {\;-uy +---+ A, -u, | Ay,..., Ay, € R} ensemble de
toutes les combinaisons linéaires d’éléments de .%. On a que E est un sous-espace
vectoriel de R™ puisque si on prend deux réels A, et deux éléments de £ :

u:)\l.ul_l_..._l_)\p.up; V:ul.u1+...+up.up
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alors leur combinaison linéaire appartient bien a E :

)\.u_l_uv — A.()\l.u1+...+)\p.up)
i (e w e gy )
= (ANt p) ar+ - (AN + ) -y

il est clair que Vect(.#) C E mais si on enléve un seul vecteur de E alors Vect(.#) ¢
E puisque Vect(.#) doit étre stable par combinaisons linéaires, donc E C Vect(.%)
et par double inclusion E = Vect(.#). O

N\ 2.9 Calculer Vect(.#) pour une famille de vecteurs .% C R"

1 1 0
F = Fy = 3
—1 0 1

o Joun Fi ai om eacaye de falniguen Lemaemble de toutes les combinai-

WWW&W@WV:(L—DM«M%

WMW[%W&&WA-V:(A,—A)MM
A

x
Vect(Z)) ={veR?*|INER, v= ={v= r+y=0p #R?
Y y

o %wzﬁg,gtuadamveot@uMu:(l,O) e('V:(O,l),mvace&e%@w
voin appanaitne Loutes les combinaicons linéaines de Lo fforme
Aru+pv=(A\p), Y\NpeR
on olliont done m'imponte guel vecteun de R? d'oi Vect(F) = R?.
Ceci nous ameéne a un probléeme qu’on rencontre fréquemment, celui qui consiste

a exprimer un vecteur y comme combinaison linéaire des vecteurs d’une famille .7 .
Par exemple si on prend :

1 -2 1 -3
y = —1 ﬁ — 1 3 3 9 1
) -3 2 -1

on veut donc trouver des réels xq, xo, x3 tels que

-2 1 -3 1
T 1 + o 3 + x3 1 = -1
-3 2 -1 D
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mais si on simplifie cette combinaison linéaire et qu’on ’exprime par un produit
matriciel :

—2.'E1 + Ty — 3%3 -2 1 -3 T 1
Yy = 1 + 39 + x3 = 1 3 1 X |z ] =1 -1
—35(51 + 21}2 — T3 -3 2 -1 T3 5

on s’est ramené a résoudre une équation matricielle.

(

1 0 T
%x 2.10 DM Etude d’un sev .Z = { w=1|0|, uw=|1 E=qu=|y
1 1 z

.%u{&-mm/%mmvl: 1], va=|1]|€FE sont dans E

QJ@MW?UEEMIMLML{ER?'

o Ssntren que Vect(F) = E.

28
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3 Systemes d’équations linéaires

L’application la plus importante de I'algebre linéaire, a notre niveau, est certai-
nement qu’elle donne une méthode de résolution efficace des systemes d’équations
linéaires.

3.1 La méthode de Gauss

Proposition 3.1 (Systéme d’équations linéaires)
Soit un systeme linéaire de p équations a n inconnues :

a11T1 + a12Ts + -+ A1, T, = Y1

A21T1 + A22T9 + + -+ + A2, Ty, = Yo
(&) 9 . )

Ap1T1 + Ap2To + - -+ AppTp, =  Yp

les x; sont les inconnues, les y; sont les seconds membres et les a; j sont les coef-
ficients du systéme. Le systéme (&) correspond a l’égalité entre un vecteur et une
combinaison linéaire de n vecteurs de RP :

1,1 a1,n n

ap,1 Qp,n Yp

qui peut aussi s’écrire sous forme d’un produit matriciel :

@11 Q12 ... Qip xq Y1
Q21 Q22 ... QA2p X2 Y2

(&) < ) ) ] =l | eAx=y
Ap1 Qp2 ... Qpp I Yp

Preuve 3.1: Pour la représentation sous forme de produit matriciel il suffit de
remarquer que le produit de A, matrice n X n, et de x, matrice n x 1, est une
matrice p X 1 qui doit étre égal au second membre du systeme :

a1 aiy ... Qip T a11r1 +apre +... Fa1pnT,
as1 Aoy ... Qo To (911 +ag9ere + ... HaonT,
Qp1 Qp2 ... Qpy T Ap1T1  +0poTo2 + ... +AppTy

O

Résoudre un systeme d’équation a plus de 2 inconnues ne peut pas se faire
directement. La bonne approche consiste a transformer le systeme d’équation en
un autre plus simple, idéalement des équation a une seule inconnue de la forme
ar + b = 0! On peut essayer de le faire en combinant linéairement les différentes
équations de maniere a éliminer les variables une a une des différentes équations.
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%\ 3.1 Résoudre un systeme d’équations linéaires :

—2x1 H4x9 —3r3 = 1
(&) < 1 +3zs a3 = —1
\ =31 +2x9 —x3 = 5
( —2x7 4x9 323 = 1
d —Txy +x3 = 1
\ —xy —Tx3 = —7
( —2r1 +x19 313 = 1
= —Txs a3 = 1
+50z3 = 50

Jmmwwdwnbndefamw&mwdyﬁ%wn

+50(1}3:50:>SL’3: %:1
]__
(éa) & —Txo +r3 = 1 = T2 = _:3:0
1-— 3
9 4wy 315 = 1 = gz = #:—2

O‘Eagmwméﬂedeuwdmw.-

-1

—2 1 -3 ) 1 ) —2 1 -3 1
&)=l 1 3 1 | X|m]l=l-1]l=|z|l=|1 3 1 x| =11]=
-3 2 -1 T3 5 T3 -3 2 -1 5

Cette méthode qu’on vient d’appliquer est la méthode de Gauss, c’est la méthode
la plus générale pour résoudre un systeme d’équations linéaires.
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Proposition 3.2 (Méthode de Gauss) Soit & wun systéme linéaire de p
équations a n tnconnues

1171 + a12%2 + - -+ QpTn = Y1
2171 + Qg2%2 + « -+ + ATy, = Y2
(&) =1 . .
Ap1T1 aF Ap2T2 qFeee T ApnTn = Yp
la méthode de Gauss consiste a transformer le systéme en un systeme triangulaire
duxl —|—d12x2 Fooo +a1n$n = ?]1
QA22%2 + ... ATy, = Yo
(&) =

pnTn = Yp

a aide uniquement des opérations suivantes :
e permuter l'ordre des équations de (&)
e multiplier une équation par un X # 0
e remplacer une équation par sa combinaison linéaire avec une des autres
équations

Cette méthode peut s’exprimer par un algorithme assez simple :
méthode de Gauss
fonction (A,y) = Gauss(A,y)
p = nombre de lignes de A;n = nombre de colonnes de A;
1 =1;7 = 1;0on commence par I’équation n°1 et la variable x;
tant que (i < p)et(j <= n) faire
=14k =7;
tant que (A(l, k) = 0) faire
recherche d’une équation ou le coefficient de xj est # 0
sil<palors!:=1+1;
on passe a l’équation n°l + 1 du systeme
sinon si k <n
alors j :=j+ 1;k = j;
on passe a la variable x4,
sinon i = p;j = n;
on a finit le traitement de (A,y)

fin

fin
fin faire
si i # [ alors permutation(A,y,,()
on permutte les équations n°i et [
fin
si i # p alors elimination(A,y,1, )
on élimine la variable z; des équations n°i +1 ap
en utilisant ’équation ¢ du systeme
fin
t =1+ 1;0n passe a la ligne suivante
J =7+ 1;0n passe a la variable suivante
fin faire
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Les complications qui apparaissent dans cet algorithme et qui ne semblent pas ap-
paraitre dans la proposition 3.2 sont dues au fait que le nombre d’équations n’est
pas forcément égal au nombre d’inconnues et donc le systeme final n’est pas tout a
fait triangulaire (ou alors avec des 0 sur la diagonale). Par exemple certains systemes
d’équations peuvent ne pas avoir de solution, dans ce cas la méthode de Gauss va
conduire a des équations < impossibles ». Au contraire certains systemes peuvent
avoir plusieurs solutions (une infinité pour des systémes a coefficients dans R), dans
ce cas la méthode de Gauss conduit a un systeme avec moins d’équations que d’in-
connues , il y aura donc des < parametres libres > dont il faudra fixer la valeur.

%\ 3.2 Etude de systemes d’équations linéaires ayant plusieurs ou au-

cune solution o//m@num A/y/ﬂfe‘/me a 2 imcenmues ef 3 équaﬂzyrw :

2!13'1 —21’2 = -3 2!13'1 —2!13'2 = -3 21’1 —2!13'2 = -3
4:13'1 —21’2 =1 < —|—2(L’2 =7 < —|—2(L’2 = 7
25(71 +Ty = -1 —|—3LL’2 = 2 0 = —-17

nest pao cohenent! W ma done pas de solution.

omand4évad4W:

3!13'1 —XT2 +5ZL’3 —21’4 = —14
—I1 —|—4LL’2 —21’3 +r4 = —2
2113'1 —|—5ZL'3 —31’4 = —14

—7!13'1 —2113’2 —131’3 —|—61L'4 = 44

31’1 —XT9 +5ZL’3 —2!13'4 = —14
"‘115(72 —XI3 +r4 = —20
=
+2.§L’2 +5SL’3 —55174 = —14
L —13!13'2 —4!13'3 +4£L’4 = 34
31’1 —X9 —|—5$3 —25134 = 14
—|—11[L’2 —XI3 +xy = —20
=
+57x3 —57xy = —114

—57$3 —|—57SL’4 = 114
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a/(}@m4é7,¢tabisﬂLé%:0/naL/weg:

311 —x9 +brs 24 = -—14
g —I—lll’g —XI3 +xy, = —20
+57x3 —>dixy, = —114

W,JymamWwW%wWéﬁé@Wm%
mnwfeszOmbwwue%aa/e/n\mif

35(71 —XT2 +5SL’3 = —-14 r1 = —2
—l—l]_l’g —T3 = —20 - Ty = —2
+5Trs = —114 T3 = —2

MMWMWMW&MMMW

T —2 —1
T —2 0
= + Ty
T3 —2 1
Ty O 1

T —|—2LL’2 —35(73 +4SL’4 = 11
—|—2£E3 —T4 = -3

I4:1

WMW&WMWde:le:—L
wﬂamdexlwmwmm.ﬁxgzoa&wmbwmmzéw
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WW%W&@ &N a

I 4 —2
T2 0 1
= -+ To
T3 —1 0
Ty 1 0

On retiendra que, apres la méthode de Gauss et d’éventuelles simplifica-

tions :
e si le systeme a autant d’inconnues que d’équations alors il possede une unique

solution
e sile systeme a plus d’inconnues que d’équations alors il possede plusieurs solutions
e si le systeme a moins d’inconnues que d’équations alors il ne possede aucune
solution

L’algorithme permettant de trouver une solution du systeme a partir du systeme
triangulé par la méthode de Gauss peut se résumer a :

ﬁ)nction x = solvetrisup(A, y) \

n = nombre d’inconnues, p = nombre d’équations
x = vecteur a 1 colonne et n lignes, initialisé a 0 (valeur par défaut des z;)
pour chaque équation i = p jusqu’a 1 faire
I'équation est a; &k + @ pr1Zp41 + -+ + QipTn = Yi
k = numéro de la premiere variable a coefficient non-nul
si k existe alors mettre ’équation sous la forme < az = b >
aikTh = Yi — (Qpp1The1 + -+ QGnTn) = Ui
résoudre I'équation zy = ¥;/a;
sinon 1’équation est du type Oz, = ¥;
si 9; = 0 alors il y a plusieurs solutions
sinon x =() pas de solutions, stopper ’algorithme

fin
\ fin fin faire /

%\ 3.3 DM Résoudre le systeme

T —51’2 —|—3JJ3 = -3
—2[23'1 —5[23'3 = -1
—X9 —3[23'3 = -2
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3.2 Nature d’une famille de vecteurs de R"

Il existe un nombre infini de vecteurs dans R™, mais nous allons voir qu’on
peut manipuler tout les vecteurs d’un espace vectoriel a partir d’'un nombre fini de
vecteurs. Pour cela il faut étudier les propriétés des ensembles finis de vecteurs de
R"™ qu’appellera famille de vecteurs.

Définition 3.3 (Nature d’une famille de vecteurs)
Soient E un sous-espace vectoriel de R™ et F = {u; } i=1,...,n} C E une famille
de vecteurs de E.

i) 7 est une famille libre si et seulement si toute combinaison linéaire nulle est a
coefficients nuls :

AM-m)+-+Au,) =0= A =--- =), =0.
ii) . est une famille liée si elle n’est pas libre :
A1, A) #(0,...,0), tels que (A ug)+---+ (N, -u,) =0

iii) .7 est une famille génératrice si et seulement si tout vecteur de E est combi-
naison linéaire de vecteurs de F :

Vuae E, J(\,...,\) €K, tels que u= (A1 -uy)+---+ (N, - uyp)

iv) F est une base si et seulement si c¢’est une famille libre et génératrice.

Nous allons voir, dans la proposition suivante, que ces propriétés ne sont pas mo-
difiées lorsqu’on transforme une famille donnée a partir des opérations élémentaires
(+ et -) de l'espace vectoriel.

Proposition 3.4 (méthode de Gauss)
Soient E un sous-espace vectoriel de R" et F = {ul}z =1,...,n} C E une famille
de vecteurs de E. Alors toute famille F' obtenue a partir de F en
e permutant ['ordre des vecteurs de .F
e remplacant un vecteur ug par - ug, A\ # 0
o remplacant un vecteur uy par u, + u; avec j # k
est encore une famille de méme nature (libre, liée, génératrice, base).

Preuve 3.4: Démontrons que suite a une des opérations élémentaire les familles
libres restent libres et celles génératrices restent génératrices :

?:{ul'ug' un}hbre <:>{ ()‘1111)+()\2112)++()\nun):0

= N=-=),=0.
e 7' ={uy; uy; ...;u,} libre on change juste I'ordre des termes de la CL.
o 7' ={\-uy; uy; ...;u,} libre car

AM-Awm)+-+Nu,) =0
((MA)-ag) + -+ (A -u,) = 0 dapres Paxiome iii)
S MA\=X=---=)\, = 0 car .Z libre
= M=X=---=), = 0 car \#0
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o 7' ={u; +uy; uy; ...u,} libre car

(A1 (ur +u2)) + (A2 ug) + -+ (A - uy
(Ar-ug)+ (A rug)+ (Ao-w)+ -+ (A - uy,
()\1'111)—|—()\1+>\2)'112+"'+(>\n'11n

d’apres proposition 3.4

S— —
I

0
0
= 0 d’apres proposition 3.4
0
0

SM=M+th=--=), = car % libre
S M=Ah=--=), = car Ay =0
SR Vuae E, 3(A,...\,) €R?
o — . . . ) ) )
F ={u;uy; ...;u,} génératrice < { X = (O -1) 4 (g 1) + -+ Oy - 1)
o 7' ={uy; uy; ...;u,} génératrice on change juste l'ordre des termes de la
CL.
o 7' ={\-uy; uy; ...;u,} génératrice car

X = (A1u1)+()\2u2)++()\nun)
= M- (1 uw)+(Ag-ug) +---+ (N, - u,) d’apres proposition 3.4
1

= )\1-((X~)\)u1)+(>\2-ug)—|—~-~+(>\n~un) car R A#0
1
= (A~ X) c(A-wy) + (Ag-ug) + -+ (A, - u,) d’apres proposition 3.4
o 7' ={u;+uy; uy; ...;u,} génératrice car

x = (A-u)+Aoug)+--+ (A - uy)
= 0+ (A )+ (A2-ug)+---+ (A, - u,) 0 neutre de +
= 0-up+ (N -wy)+ (Ag-ug)+ -+ (N, - u,) voir définition 5.1
= (M =A)-u)+ A -w)+(Ne-ug)+- -+ (A -u,) A E€R corps
= Ar-w)+ A )+ (A1) ug+ Ao -ug) + -+ (N - uy)
d’apres proposition 3.4
= A (g 4+u)+ (A2 — A1) -u2) +---+ (N, - u,) d’apres proposition 3.4

O

Comme pour les systemes d’équations, le probleme est de savoir de quelle maniere
utiliser ces trois opérations élémentaires pour transformer une famille de vecteurs
quelconque en une famille pour laquelle il sera facile de déterminer sa nature. La
encore cette question est résolue par la méthode de Gauss.
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de .# en colonne,

et k

1 0

*

non-génératrice

génératrice
libre
e caractere libre ou liée :
la famille est libre.

liée.
e caractere générateur ou pas :

famille est génératrice,

Méthode de Gauss

1. On forme une matrice en écrivant les coordonnées de chaque vecteur

2. on cherche a rendre la matrice triangulaire, avec des 1 sur la diagonale,
en utilisant seulement les trois opérations suivantes :
e permutation des colonnes de la matrice
<= permutation des vecteurs de %
e multiplication par A # 0 d’une colonne k de la matrice
<= remplacer un vecteur u; € .% par \ - uy
e remplacer la colonne j de la matrice par la somme des colonnes j

<= remplacer le vecteur u; par u; + u;

3. quitte a permuter certaines lignes de la matrice, on finit par obtenir
I'une des 4 formes suivantes :

0 10 ... 00 ... 0
*

0 0

1 : 1

* *

* * * 0 0

0 1 0 0 0 0
*

0 .0 :

1 * * 1 0 ... 0

liée

Pour trouver la nature de la famille il faut donc regarder :
— si la diagonale de 1 va du bord droit au bord gauche de la matrice alors

— sinon il y a au moins une colonne de 0 dans la matrice et la famille est

— si la diagonale de 1 va du haut jusqu’au bas de la matrice alors la

— sinon la famille n’est pas génératrice,

{% une ligne de 0 dans la matrice ne donne aucun renseignement !
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Preuve : Cette méthode repose sur 3 affirmations :
e toute famille contenant le vecteur nul 0 = (0,0, ...,0) est liée car 1-0 =0 =
combinaison linéaire non-triviale nulle donc famille liée!
( 1 0 O )
* 1 :
e la famille ¥l * ;... 1] p estlibre:
L * * * )
1 0 0 oy
* 1 *
ap- | Fl+ax- | F +o,- | 1] = =0=a; =0 donc

* *
0 0 0
: (e}
Qg - 4oy 1] =] *]=0=>a,=0
* * *
et ainsi de suite donc a; =g = -+ =@, =0
(/1 0 0\ )
* 1 0
e la famille ol IR O N I est génératrice : soit x € R™ alors
| \* * 1))
1 0 0 a T
* 1 : * T2
o | ¥l +as- | ¥l Fa,-|0l=]| :|l=]|:|=a =2 donc
* * 1 * Ty
0 0 0 T 1 0
Qi 1 o) *
: : 0 : : :
* k 1 T, k k

et ainsi de suite on détermine o; pourt=1an
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Quelques exemples pour comprendre :

%\ 3.4 Trouver la nature des familles suivantes

4 3 -2 2 2 0 1
Fr=q1|:]-2]:] 2 Fa=q-2:] 4 [:]4]:]1
1 1 0 0 —1 1 1
([0 (3 0 ((2\ (2 [o)]
7, — 1 ’ 1 7 -1 7, — 0 ; 0 ; 0
0 -1 1 2 1 0
\ 2 3 -1 J \ 0 -1 0 )
o E/LE//M’L& F CR?
a b c a 4b—3a c a 4b—3a a+ 2c
4 3 =2 4 0 —2 4 0 0
1 -2 2 |« |1 =11 2 | |1 -11 5
1 1 0 1 1 0 1 1 1
Liere Ztg/ne OK
a 4b—3a 4a —20b+ 22¢
4 0 0
A 1 —11 0 2'me ligne OK
1 1 16
100
~ x 1 0 |donc libre et génératrice
* % 1
o 7 mnw%e QEC UMe ﬁaj&fnme de 0
a b cd a b—a c d a b—a ¢ 2d—a
2 2 01 2 0 01 2 0o 0 0
-2 4 41| |-2 6 81|« |—-2 12 8 14
0 -1 11 0o -1 21 0o -2 2 2
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14 fgne OK

a b—a 3c—2(b—a) 2d — a a b—a 3c—2(b—a)  3(2d—a)—(b—a)
2 0 0 0 2 0 0 0
& -2 12 0 4 — -2 12 0 0
0 -2 8 2 0 -2 8 8
2iéme OK
a b—a 3¢c—2(b—a)  —4a+b—3c+6d
2 0 0 0 1000
« -2 12 0 0 A *x1 00
0 -2 8 0 * x 1 0

= gitme WOKMWJM
o Fy Wdew&wwm

a b ¢ b a c b a c+a
0 3 0 3 0 0 3 0 0 100
1 1 -1 1 1 -1 1 1 0 x 1 0
g — g
0 -1 1 -1 0 1 -1 0 1 x x 1
2 3 -1 3 2 —1 3 2 1 * % %
ﬁ'g/wd'm oné
omnw/e?4a/t}ecwneﬁg/r\ed60

a b c a a—>b c a a—>b c

2 2 0 2 0 0 x[2 0 0

0 0 0 0O 0 0 yl[O0O 0 0

— g

2 1 0 2 1 0 zl2 1 0

0 -1 0 0O 1 0 t\0 1 0

(2 00 (100

z|l2 10 z|l* 10

- - non-génératrice et liée
t10 10 t]* %0
y\0 00 y\x % 0
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Dernieére remarque :si on choisit de faire les triangles de 0 en bas (ce choix ne
doit pas avoir d’influence sur le résultat!) les formes a obtenir sont inversées :

* *
non-génératrice 1 - : : c1
0 0
0 0 1 0 ... 00 0 1
1 % * 0 0 1 = *
(o . 0 : 0
geénératrice )
: *
0 0 1 0 0 0 0 1
libre liée

La notion de famille libre s’exprime uniquement a 'aide du quantificateur V,

cette propriété se transmet donc par héritage direct! On peut donc utiliser la
méthode matricielle précédente pour trouver la nature d’une famille .%# d’un sous-
espace vectoriel £ C R™. Par contre on ne peut pas le faire pour montrer le caractere
générateur de cette famille.

%\ 3.5 Montrer qu’une famille est libre par héritage direct de R”

1 0 A
Ao +u-J1l=]n
0 0 0
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A
0

el toul vecleun de E eal combimaioon Uméaine de vecteuns de F

A
pl=lyl|l=A=2 et p=y
0

@W&WWE#R”,WWWWMWW,

Théoréme 3.5 Soit F une famille de p vecteurs de R™ :
e si.% est libre dans R™ alors p <n
& sip > n alors F n'est pas libre dans R™
e si .7 est génératrice de R™ alors p > n
& sip < n alors F n'est pas génératrice de R™
e si.% est une base de R™ alors p =n
& sip £ n alors F n'est pas une base de R™

Preuve 3.5: Il suffit de raisonner par rapport a la matrice obtenue apres application
de la méthode de Gauss :
e si p < n alors la diagonale ne peut pas aller de haut en bas donc .# n’est pas

génératrice,
vecteur n°l n°2 ... n°p
1 *
2 *
F
P *
n

e si p > n la diagonale ne peut pas aller de droite a gauche donc .Z est liée,

vecteur n°l n°2 ... n°n ... n°
1 *

yH 2 *
n *

O
Nous terminons cette partie par la définition du rang d’une famille :
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Définition 3.6 Soit .# une famille de vecteurs de R™ alors on définit :
Rang(.#) = nombre de vecteurs de la plus grande sous-famille libre de 7,

Proposition 3.7 Soit # = {u,...,u,} une famille de vecteurs de R" alors :
Rang(.#) = longueur de la diagonale de 1 nombre de vecteurs de la plus grande
sous-famille libre de 7,

Preuve 3.7: si % est libre alors Rang(.%#) = p qui est bien la longueur de la
diagonale :

1 0 ... 0

. .

0

F | o1
X

si % n’est pas libre alors Rang(.%#) < p et on a une diagonale de longueur k < p :

1 0 ... 00 ... 0
0
F >
*
£ 0 0

si on considere les vecteurs de .% correspondants au k premieres colonnes (en
tenant compte des permutations de colonnes) ils forment une sous-famille libre de
% . Toute famille plus grande conduira, lors de la méthode de Gauss, a ’apparition
d’une colonne de 0 et donc a une famille liée, Donc Rang(.#) = k. O

%\ 3.6 DM Déterminer la nature de la famille .#

1 -2 -3 1
=251 -1151 0 [;]3
-2 —1 -3 3

Il découle du théoreme 3.5 deux exercices types qu’il faudra savoir résoudre facile-
ment :
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Compléter une famille libre de R” en une base
F ={u;uy;...;u,} CE

1. Former la matrice associée a la famille .# et appliquer la méthode des
opérations élémentaires et obtenir une forme triangulaire

2. ajouter autant de vecteurs que nécessaire pour obtenir une matrice de
la forme souhaitée :

L I 1 0 .0 x . *
0 -0

* 1%

1 — .0 1

0 0

0 0 1 0O ... ...0 0 0 1

@ Pour compléter une famille libre il faut tenir compte des permutations de lignes !

extraire une famille libre d’une famille liée de R"
F ={uj;uy;...;u,} CF
1. Former la matrice associée a la famille .% et appliquer la méthode de
Gauss pour obtenir une forme triangulaire

2. enlever autant de vecteurs que de colonnes de 0 pour obtenir une
matrice de la forme souhaitée :

* : *
1 — 1
0 : 0
0 0 0 0 1 0 0 1

Pour retrouver les vecteurs a enlever de la famille .%# il faut tenir compte des
permutations de colonnes!

La méthode de Gauss peut donc étre appliquée pour des problemes en apparence

différents, résolution de systemes d’équations et recherche de la nature d’une
famille de vecteurs. Dans les deux cas les données peuvent étre représentées sous
forme matricielle,mais attention : pour résoudre un systéme d’équations on
applique la méthode de Gauss aux lignes des matrices alors que pour
identifier la nature d’une famille de vecteurs on applique cette méthode
aux colonnes des matrices.
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3.3 Bases des sous-espaces vectoriels de R”

Les familles qui sont a la fois libres et génératrices, les bases, jouent un role
tres important dans un espace vectoriel. Commencons par donner I’exemple le plus
simple de base de R".

Définition 3.8 On appelle base canonique de R™ la famille de n vecteurs suivante :

1 0 0
0 1 2
PB = B I I R B
0 0 0
0 0 1

La base canonique est la plus simple a écrire, la matrice associée est la matrice
identité de taille n dont la diagonale va bien de haut en bas (génératrice) et de
droite a gauche (libre). Mais suivant le probleme qu’on a résoudre on peut avoir
besoin d’autres bases. Leur intérét est qu’elles permettent d’écrire tous les éléments
de l'espace vectoriel sans ambiguité.

Théoréme 3.9 Soit E un sous-espace vectoriel de RP et B = {ej;es;...;€,} une
base de FE, alors tout vecteur X s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de F :

X:)\1'81+)\2'62—|—...)\n'en

les coefficients A1, Ao ...\, sont appelés les coordonnées de x dans la base .

Preuve 3.9: La base & est a la fois libre et génératrice chacune de ces 2 propriétés
permet de montrer l'existence et 'unicité de la décomposition sur la base % :

existence Comme # est génératrice cela assure, par la définition 3.3, 'existence
d’une combinaison linéaire de vecteurs de & égale a x

unicité supposons au contraire qu’il y en ait plusieurs, dont une de coefficients
A1, ..., A, et une autre de coefficients p1, ..., uy, :

x:)\1~el+)\2-e2—i—...)\n-en:u1~el+,u2-e2+...,un~en
alors
()\1—ul)-el—l—()\g—,ug)-e2+...()\n—un)-en:0
mais comme la famille & est libre on a
M—pr=X—po=-=X — b, =0
donc les deux combinaisons linéaires sont les méme :
A=y A=l e Ay = iy

O

On T’a dit, la base canonique n’est pas forcément la mieux adaptée a tous les
calculs, d’ou l'intérét de pouvoir construire d’autres bases. Prenons 'exemple du
calcul du barycentre de trois points du plan :

A:(1,1); B:(7,1); C:(57)
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en partant d’une origine O quelconque
OC: = % (04+0B+0C)

qui permet de calculer les coordonnées de G a partir de celles exprimées dans la
base canonique :

13

1 1
16 =5 (@atrpt+ac)=—7., yo=zUat+tys+yc) =14
mais il existe une base plus appropriée a ce probleme :

o= () P ()= )6

Dans cette base les coordonnées du point G sont toujours (1/3,1/3) puisque :

AC =} (AA+ 4B+ AC) :%ﬁ%ﬁ

3

Dans le théoreme 3.5 nous avons vu qu'une base de R™ possede forcément n
vecteurs. Le nombre de vecteurs d’une base est une caractéristique essentiel de tout
sous-espace vectoriel qui permet de définir la notion de dimension d’un sous-espace
vectoriel.

Théoreme 3.10 Soit E un sous-espace vectoriel de R™ alors toutes les bases de
E ont le méme nombre de vecteurs, ce nombre est appelé dimension de E et noté
dimg(E). On a en plus les deux cas particuliers suivants :

dimg(F) =0<= E = {0} et dimg(E)=n<= E=R"
?2 le sev E = {0} est de dimension dimg(E) = 0 et a pour base §§ = { }
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Nous avons déja démontré ce théoreme dans un cas particulier au chapitre précédent
(proposition 3.5) mais nous le redémontrerons a la fin du cours dans un cadre plus
général(théoreme 5.10). Pour I'instant notre but va étre de trouver des bases pour
des sous-espaces vectoriels de R™. C’est ici qu’on va avoir besoin de la notion de
vectoriel d'une partie de R"(¢f. définition 2.9).

Proposition 3.11 Soit % une famille de R" alors F est génératrice de Vect(.F)
et pour trouver une base de Vect(.F) il suffit d’extraire une famille libre de F .

Preuve 3.11: La proposition découle directement du théoreme 2.10 puisque
Vect(F)={ A\ w1 +---+X-u, | Ar,..., N €R}

F est génératrice de Vect(.#) d’apres la définition 3.3, on peut donc en extraire une
base comme vu dans la partie précédente. []
trouver une base d’un sev de R" défini par des équations

n

Zai,jxj =0 pour 1= 1,...p}

i=1

E:{XGR"

e se ramener, par la méthode de Gauss, a un systeme triangulaire de p
équations ou tous les pivots sont non nuls (quitte & changer 'ordre des

variables) :
&1711’1 —l—dLQZL'Q +... Ce —|—C~1,17nl’n =0
a2721’2 —+ ... . —|—C~L2’n$n = 0
pnTp + ... =0

Attention, le nombre d’équations peut avoir diminué
@ (Dans tous les cas on doit avoir p < n).

e on cherche a exprimer les p variables zy,...2, en fonction des n — p

suivantes x,41,...Z,, ce qui donne :
( \
* * * *
1 * 1 %
X = Tpt1 O+ 4o, | x| =F= 0 U
0 1 0 1
\ V

(les : représentent des 0, les 1 des réels non-nul et les * n’importe quel réel).

e on a donc trouvée une famille %, de n — p vecteurs, génératrice de E (en
fait £ = Vect(.#)), la famille .% est aussi libre, (on peut le vérifier avec
la méthode de Gauss) c’est donc une base de E et dimg(E) = n — p.

Dans le cas ou on a une seule équation, on a forcément un sous-espace vectoriel de
dimension n — 1, car la méthode de Gauss ne peut pas faire diminuer le nombre
d’équations! Appliquons cette méthode sur un exemple :
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%\ 3.7 Trouver une base du sous-espace vectoriel £ C R*

r1 —To 4x3 x4 = 0
E=<(x1,...,24) € R4 31 +3xy —3x3 = 0
—2x9 H2x3 434 = 0

(
I —X2 +x3 +x4 = 0
s 35(71 +3.§L’2 —3.]73 =0
—21’2 —|—21L'3 +r4 = 0
I —XT +x3 +xy, = 0

<~ +6[L’2 —61’3 —31’4 =0

—21’2 —|—2LL’3 +xy = 0

I —XT2 +x3 +x4 = 0
<~
+6SL’2 —6LU3 —3LU4 =0
I —XT2 +3 +x4 = 0
<~
+6SL’2 —6LU3 —3LU4 =0
1 —Xo —+T3 +r4 = 0
<~

To —X3 —%1'4 =0
quvummumwmde(xl,xg,xg,m)eEan%@'r\ot{@ﬂdemge-

1
$2—$3—§$4:0:>1172:.§(73—§SL’4
el
1
T —Totr3+rs=0= 19 :a:g—xg—x4:_§x4

dene

1 —314 0 —0.5

Z2 T3 — 314 1 0.5

= = T3 + x4
T3 T3 1 0
Ty Ty 0 1
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4 3\
0 —0.5 0 —0.5 * %
1 0.5 1 05 * %
B = ; > —> >
1 0 1 0 1 %
0 1 0 1 01
\ Vs

oEmfdomcmW-WWﬂeﬂded&m&nMdimR(E):Z

Cet exemple permet de mieux comprendre le probleme du nombre de solutions
d’un systeme d’équations linéaires.

Théoreme 3.12 Soit un systeme linéaire de p équations a n inconnues :

a11T1 + a12Ts + + -+ A1, T, = Y1

A21T1 + A22T9 + * -+ + A2, Ty, = Yo
(&

Ap1T1 + Ap2To + - -+ + AppTp, =  Yp

et & la famille de n vecteurs de RP suivante

1,1 a1.n Y1
Y : y =

ap7 1 apvn yp

F =

o (&) posséde au plus une solution si et seulement si F est libre
e (&) posséde au moins une solution si et seulement si'y € Vect(.F)

Preuve 3.12: La démonstration repose la traduction du systeme d’équation en
combinaison linéaire (cf. proposition 3.1). Si on note

1,1 A1, Y1
F =4V = : Jeee 3 Vp = : y=

Qp,1 Qapn Yp

alors la preuve est immédiate :
e s’'il y a deux solutions au systeme (&) :

/ /
$1V1++xnvn:yzmlvl++xnvn

alors
/ /
(x1—2y) - vi+-+(x,—2)) v, =0
mais comme .# est libre zy = 2}, ..., =z, = 2/, donc il n'y a qu'une seule
solution !
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e siy € Vect(.#) alors y est une combinaison linéaire des vecteurs de .#
xlvl++xnvn:y

donc il existe bien une solution!
O
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4 Applications linéaires de R" dans R?

4.1 Représentation matricielle

La notion d’application linéaire va nous permettre de finaliser notre compréhension
des systemes d’équations linéaires.

Définition 4.1 Soit f une application de R™ dans RP. On dit que [ est une appli-
cation linéaire si et seulement si elle vérifie :

DIVAeR,xeR", f(A-x)=Af(x) et ii)vx,y e R", f(x+y)=/[f(x)+ f(y)
ou encore : Y\, u € Ryx,y € R", f(A-x+pu-y)=A(x)+ pnf(y)

Démontrer qu’'une application est linéaire fera partie des exercices types. Dans
la pratique la démarche ressemble beaucoup a celle utilisée pour démontrer qu’un
sous-ensemble de R™ est un sev.

%\ 4.1 Démontrer qu’une application est linéaire ou pas

f: RY — R?

dumne semme esl une semme : v
Y T+ 2y
z z
t
x ! x4+
y Y y+y (z+2)+2(y+y)
f + = f =
2 2 2+ 2 (z42)
t t t+t
x T
x+2y) + (2 + 2y T+ 2y '+ 2y Y Y
(wrw ) . el
z4+ 2 z z z Z
t t
x AL T
A AT+ 2\ AMx+2 T+ 2
Al =[] 2 v) _ A Y) . AW
2 Az Az Az z z
t A t
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%W/Waﬁyng,a-mwfﬂe, g: R? 3y R

— xz—l—y
car Y
x 2z 9 2 x 2
gl2- =g =20)+2y=42"+2y=2-9g +22°#2-¢g
(0 2y (0 Yy
de‘/bgzwx#o./

On retiendra le schéma de la démonstration pour cet exercice type :

Montrer qu’une application est linéaire ou pas :
e Si c’est une application linéaire :
— choisir deux vecteurs x,y € R" et calculer
fx+y)=-=fx)+f(y)
— choisir un vecteur x € R” et A € R et calculer
fOx) == Af(x)
pour aller plus vite on peut directement montrer que pour x,y € R" et
ApeR

fOV-x+p-y)=-=Xfx)+p- f(y)

e sice n’est pas une application linéaire il suffit d’exhiber un contre exemple

— trouver un vecteur x € R™ et A € R tels que f(Ax) # Af(x).

— ou trouver deux vecteurs x,y € R” tels que f(x+y) # f(x) + f(y)
De méme qu'une base suffit a décrire un sous-espace vectoriel, I'image d’une
base suffit & décrire une application linéaire grace aux propriétés de i) et ii) de la
définition 4.1.

Proposition 4.2
Soit f une application linéaire de R™ dans RP et B = {e1, es,...€,} une base de R",

alors lapplication linéaire f est entierement déterminée par la données des images
f(er), f(es),... f(e,) des vecteurs de la base A :

X = inei =r1€1 + -+ Tpe, = f(x) = foif(ez’) =z1f(er) +-- -+ znf(en)
il

i=1
Ce qui nous amene a introduire la notion de matrice d’une application linéaire.

Définition 4.3 (matrice d’une application linéaire) Soit f : R — R? une
application linéaire de R™ (de base B = {ei,...,e,}) dans RP (de base B =
{el,...,€,}) alors on appelle matrice de f la matrice de A,,(R) dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs f(e1), ..., f(e,) dans la base A'.

' f<en>)

En général B et B’ sont les bases canoniques de R"™ et RP.

M(f; &', %) = (f(e1)
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%\ 4.2 Calculer la matrice d’une application linéaire
o dams R" /Wba&midexn&té([d(x)zx) amebuceZafmafﬂwe
1d, WZ?LUE oil Ua base %)

10 0
d: R* — R”
0
M(Id; B, B) = Id, =
X — X 0
0 0 1

o f(z,y,2,t) = (v +2y,2) de[aﬂaAecammu'guedeR‘l damos celle de R?

/

1 0 0 0
0 1 0 0 1 2 0 0
B = ; ; ; = f(%) = ; ; ;
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1
\ J
1 2 00
donc M(f; B, B) =
0010

L’intérét des matrices est qu’elles permettent de faire simplement ces calculs sur
les applications linéaires :

Proposition 4.4 Soit f une application linéaire de R™ dans RP, de bases B et A,
et M = M(f, B, B) € M.(R) alors

X1
fE)=f ]| =Mxx

Tn

En conséquence si B,, By et B, sont des bases de RP,R' et R™ alors
e si f,qg sont des applications linéaires de R™ dans RP alors :

M(f _l_ga%pa%n) = M(f> '@pa%n) + M(ga%pa@n)

et M()\f, %pa '@n) = )‘M(f> '@pa %n)
o si f,g sont deux applications linéaires g : R* — R et f : Rl — RP alors

M(fog, B, B,) = M(f, By, Bi) x M(g, B, B)

o si f est une application linéaire de R™ dans R™ alors inverser la matrice M =
M(f, B, B,) revient a inverser l'application f :

si IM € My, (K) alors f(x) =M xx=y<=x=M"'xy=fy)
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Preuve 4.4: Tout découle de la formule

...'f(en)>>< :

Tn

fx) = inf(ei) =1flel) +- -+ anflen) = (f(el)

de la, si f(x) =M x x et g(x) = N X x, alors on obtient facilement que :
(M) (x) = Af(x) = AM(M; x x) = (AM;) x x
puis que
(f+9x)=fx)+9gx)=Mxx+Nxx=(M+N)xx

de méme

fogx) =flg(x)) = f (N xx)=Mx (N xx)=(MxN)xx
et enfin si M~ existe

y=f(X)=Mxx<= M'xy=M"'xMxx=1Id, xx=xX

O

Prenons I'exemple d’applications de R* dans R*, le calcul des matrices est du
méme ordre de difficulté que la transcription d'un systeme d’équation en systeme
matriciel.

N\ 4.3 Calculer les matrices de fsg, f+get fog

T —2!13'1 + o + 31’3 + 21’4 -2 1 3 2

i) 2:171 + Ty — 3:173 - 2.3(74 2 1 -3 -2
fx)=f = = M(f,%,%) =

T3 —41’1 + 31’2 —4 3 0 0

Ty -1+ X9 + T3 — 21’4 -1 1 1 —2
el

T —2.]71 — 2LU2 — X3 — X4 -2 -2 -1 -1

) —21’1 + 31’2 — 25(73 + x4 —2 3 —2 1
g(x)=g = = M(g, B, %) =

T3 3!13'1 — 2!13'2 + x3 3 —2 1 0

T Tl — X2 — X4 1 -1 0 —1

[am%wmdwwéﬁa&mﬁf@fg eal dene namené au caledd dum
wimple produit matniciel - M(f, %, %) x M(g, %, )

13 -1 3 1 1 1327 — 29 + 323 + 24
17 7 -7 1 T —17x1 + Twg — Taxs + x4
- = fog(x)=1[|y =
2 17 -2 7 T3 201 + 1729 — 225 + T4
1 5 0 4 Ty Ty + 51’2 + 4!13'4
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4.2 Théoréme de la dimension

Le lien avec les sous-espaces vectoriels de R™ étudiés précédemment est explicité
dans la proposition suivante.

Proposition 4.5 Soit f une application linéaire de R"™ dans RP on définit les en-
sembles suivants :

Ker(f) ={x e R" | f(x) =0} et Im(f) ={y e R” | I eR", f(x)=y}

alors
o Ker(f) est un sous-espace vectoriel de R™
o Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?
o si B est une base de R"™ alors F = f(A) C RP est génératrice de Im(f) et il
suffit d’en extraire une famille libre pour avoir une base de Im(f).

Preuve 4.5:
Pour Ker(f) : Il est évident que 0 € Ker(f) car

f(0)=f(0-0)=0-f(0)=0

il ne reste qu’a vérifier la stabilité par combinaisons linéaires. Soit A\, u € R et
x,y € Ker(f) alors

fAV-x+py)=-=Xfx)+p fly)=A-0+p-0=0

donc A\ -x+ p -y € Ker(f)! est un sous-espace vectoriel de R?

Pour Im(f) : comme f(0) = 0 on a bien que 0 € Im(f). De méme pour la stabilité
par combinaisons linéaires si u = f(x),v = f(y) € Im(f) alors comme

fA-x+py)=-=AfX)+p- fly)=Au+tp-v

on abien A-u+ p-v € Im(f).
Le fait que I'image . = f(Z#) d'une base £ de R" soit génératrice de Im(f)
résulte directement de la proposition 4.2.

O

Il ressort de la démonstration de la proposition 4.5 que Ker(f) est un sous-espace
vectoriel défini par un systeme d’équations homogene (f(x) = 0) et que Im(f) est un
sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs (i.e. du type Vect(.%)).
Nous avons donc montré dans la partie précédente (cf. proposition 3.11) comment
trouver une base de Ker(f), puisque c’est un sous-espace vectoriel défini par un
systeme d’équations homogenes, il nous reste a préciser comment trouver une base

de Im(f).

Trouver une base de Im(f) :
e Choisir une base % de R™ (la base canonique de I’ev de départ en général)
e calculer la matrice de f dans cette base : M « f(A)
e extraire une famille libre de f(4%) en appliquant la méthode de Gauss a
M
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N 4.4 Calculer des bases de Im(f) et ker(f)
f: R* — R? §
1 0 0 0
! 0 1 0 0
T+ 2y dams lo base B = ;
— 0 0 1 0
z z
0 0 0 1
t \ Vs

° OWMW&M&H@&MW&H@WM

lo. makrice de f
((1\ (o) [0\ (o))
1ol 1ol =) ) ) () ==
= (%) = ; ; ; =M =
ol o 1| ]o 0o/ \o 1] \o 0
\o) \o/ \o 1)

teme libre de
(1200) (1000)
f(A) <
0010 0100

donc ici une base de Tm(f) wf{(l) : (O)} el dimgIm(f) =2 [(en
1

0
fait Tm(f) = B2 ).

mWKer(f). Onwmmwww&ﬁ%@nwdwm
a Ker(f)

<

N

r +2
0 <— Y
z

~+~
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d@/nc/ﬁMwnégénwnfdeKer(f)ma

x —2y —2 0
Y Y 1 0
= =y +1
z 0 0 0
t t 0 1
on en déduil une ’ %W&Ker(f)wwfw%@n
( )
-2 0 -2 0 * %
1 0 1 0 * %
B = : > > +—
0 0 0 0 1 %
0 1 0 1 01

ceal done wne base de Ker(f) donl la dimenasion eal dimg Ker(f) = 2.

Les dimensions de Ker(f) et Im(f) que nous avons trouvées sont liées entre elles par
une relation simple énoncée dans le théoreme suivant.

Théoréme 4.6 (théoréeme de la dimension)
Soit f une application linéaire de R™ dans RP alors

dimg Ker(f) + dimg Im(f) = dimg(R") =n

N\ 4.5 Vérifier le théoreme de la dimension

pois Fopplication 14— 5 defnie gar 1 || = (7
t

on a vu que dimg Im(f) = 2 d?ue dimg Ker(f) =2 denc on a Jiem

dimg Ker(f) 4+ dimg Im(f) = 4

Preuve 4.6: On commence par chercher une base de Ker(f), supposons qu’elle
contienne k vecteurs de R" :

A ={ey;... e}

ou k£ < n. On peut compléter 2# en une base £ de R™ en ajoutant n — k vecteurs
choisis d’apres la méthode déja exposée :

B=nHUI avec I ={€xi1;...;€,}
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Nous allons montrer que f(.#) est une base de Im( f). En effet appliquons la méthode
pour trouver une base de Im(f), la matrice qu'on doit obtenir est de la forme :

les k premiers vecteurs donnent des colonnes de 0 puisqu’ils sont dans Ker(f), donc
fF), formé par les n — k vecteurs suivants, est génératrice de Im(f). Ils reste donc
a montrer que f(.#) est une famille libre. En effet lorsqu’on applique la méthode de
Gauss a la partie gauche de cette matrice on ne va obtenir aucune colonne de 0 car
sinon on aurait une combinaison linéaire (non-triviale) nulle :

0= Z Aif(€) = Megf(ern) + -+ Anflen) = f(Arririr + -+ Aney)

1=k+1

mais alors le vecteur A\pi1€x11 + -+ - + A\ye, appartiendrait a Ker(f) et serait donc
combinaison linéaire des vecteurs de % :

Aer1€h1 + o+ A = Ater + -+ ey,

on arriverait donc a fabriquer une combinaison linéaire (non-triviale) nulle de vec-
teurs de la base #

Arey + -+ Al — Apyi€rgr — - — A\pe,, = 0

ce qui est impossible puisque # est libre! Conclusion, si une base de Ker(f) a k
vecteurs une base de Im(f) possede n — k vecteurs donc :

dimg (Ker(f)) + dimg(Im(f)) =k+n—k=n
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N\ 4.6 DM Calculer Im(f) et ker(f) puis vérifier théoréme 4.6

gl T+ 31’2 - 21’4

) —3.751 + 71’2 - 8.753 + 2.7}4
flx)=f =

T3 201 — 209 + 4x3 — 224

Ty —3.752 + ZT3 + x4

Nous allons maintenant conclure en donnant le lien entre applications linéaires,
solutions d’un systeme d’équations , et sous-espace vectoriel

Théoreme 4.7 Soit f une application linéaire de R™ dans RP alors
o f est injective <= Ker(f) = {0}
o f est surjective <= Im(f) = RP
o f est bijective <= dimgIm(f) =p=n

En particulier pour un systéme de p équations a n inconnues :

T1 n
fR)=f i [=Mxx=|:i]|=vy
L, Yp

on peut dire que :

si y ¢ Im(f) alors 'équation ne possede pas de solutions
sinon y € Im(f) = Ixg € £, y = f(xo)
si Ker(f) = {0} alors I’équation possede une solution unique
sinon Ker(f) # {0}
I’équation possede plusieurs solutions
x = xo + Ker(f)
fin

fin

A ce stade il faut se rappeler qu'un systeme d’équation peut s’écrire sous forme
matricielle y = f(x) = M x x. Or dans le cas ou M est une matrice carrée, si f est
bijective, c’est qu’on peut l'obtenir en multipliant par l'inverse :

M xy=f'y)=flofx)=M'xMxx=x

comme nous pouvons résoudre un systeme d’équation par la méthode de Gauss,
donc on doit pouvoir inverser une matrice par la méthode de Gauss. ..
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Preuve 4.7:
e Si f est injective ¢a veut dire que f(y) = f(y') = y =y’ ce qui permet de
montrer :

fy)=0=f(0)=y=0
donc Ker(f) = {0}. Inversement si Ker(f) = {0} alors

f)=fy)=fly-y)=0=y-y=0=y=Yy

donc f est bien injective

e par définition de la surjectivité I'image de f doit étre I’ensemble d’arrivé RP,
donc rien a démontrer ici.

e D’apres le théoreme de la dimension :

dimg Ker(f) 4+ dimg Im(f) = dimg(R") =n
donc
f injective <= Ker(f) = {0} <= dimg Ker(f) = 0 <= dimg Im(f) =n

de plus f est surjective <= Im(f) = R? <= dimg Im(f) = p donc on a bien
f bijective <= n = p.

Inversion d’une matrice :
e disposer la matrice M et la matrice Id,, (de méme taille) cote a cote

1 0 ... 0
M 0

S 0

0 ... 0 1

e appliquer la méthode de Gauss a M en effectuant les méme opération sur
la matrice Id,, jusqu’a ce que M soit triangulaire supérieur (Id, est alors
triangulaire inférieure) :

1 * ... * 1 0 ... 0
o "-. . * :
: - - % R .0
0O ... 0 1 * ... % 1

e réappliquer la méthode de Gauss a M, toujours en effectuant les méme
opération sur la matrice Id,,, jusqu’a ce que M soit la matrice identité :

1 0 ... 0
0 : e
Lo
0 ... 0 1

la matrice de gauche est alors 'inverse de M.
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N\ 4.7 Calculer linverse de Papplication f:R? — R?

T 3!13'1 + 3!13'2 — X3 3 3 -1
) =fla| =21 —220— 2235 | =M, B.B)=| 1 -2 —2
XT3 —23)1 — T2+ 3 -2 —1 1
3 3 -1 1 00
1 -2 =2 010
-2 -1 1 0 01
1 00 —2 -1 —4
010 1.5 05 25
0 0 1 -25 —15 —-45
—2 —1 —4 T —21’1 — T2 — 433'3
=M, %8%) =] 15 05 25 |=f"a|=| 15z +052,+ 25z,
—25 =15 —45 T3 —25!13'1 — 15!13’2 — 451’3
1 01
%\ 4.8 DM Calculer l'inverse de la matrice M = |2 2 2
0 0 1
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3 3 -1
Détail des calculs de 'inverse de M = 1 -2 =2
-2 -1 1

=)
—_
=)

o
—
(e

1 -3 -5 0 1 0
-2 1 1 0 0 3
3 0 0 1 -1 1
1 -3 -5 0 1 0
-2 1 1 0 0 3
3 0 0 1 -1 =8
1 -3 0 0 1 5
-2 1 2 0 -9
3 0 0 1 -1 -4
1 -3 0 0 1 25
-2 1 1 0 0 —4.5
3 0 0 -7 3 —4
1 -3 0 5 —15 25
0 0 1 -9 45 —45
300 -7 -1 -4
110 5 05 25
0 01 -9 —-15 —45
3 00 -6 -1 -4
010 45 05 2.5
0 01 —75 =15 —4.5
100 -2 -1 -4
010 1.5 05 25 | =M1
0 01 —25 =15 —4.5

Pour ne pas compliquer les calculs (avec des fractions) on a intérét a ne ramener
les < pivots > (sur la diagonale) a la valeur 1 qu’a la fin du calcul!
A la fin, on pourra vérifier aussi qu’on a bien M x M~! = Id,,.
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4.3 Diagonalisation des matrices carrées

Les résultats précédents peuvent maintenant étre réinterprétés en terme de calcul
matriciel.

Proposition 4.8 (changement de base) Soit % la base canonique de R™ et .7 =
{e1;...;e,} une autre base de R™. On appelle < matrice de changement de base > la
matrice qui permet de passer des coordonnées dans une base a celle dans [’autre base.
On a alors que
e [a matrice de changement de base de .F vers B est la matrice dont les colonnes
sont les vecteurs de .F
Mg;z,_>gg = (81| 000 |en)

e la matrice de changement de base de B vers F est la matrice inverse de
Mgz
il
Preuve : Pour exprimer le vecteur x = A\je; + - -- + A\, e, dans la base canonique
on remplace les e; par la matrice qui les représente on fait donc bien le calcul :

A A
x=Mej+---F+\e,=(er|...le)) x| 1 | =Mgn x| :
An An
retourver les coordonnées inverse revient a inverser cette équation donc
)\1 )\1
D =ML X Mang x| | =ML, xx
An An

O

N 4.9 Changement de base it B In base camenigue de R el

3 3 ~1
Za%amu[fe?: 101 =21;1-2 ,c’e/afgiemumega/aede]l%?’ :
—2 —1 1
a b ¢ a —a+b ¢ a —a+b a+3c
3 3 -1 3 0 -1 30 0
Mpog= | 1 -2 =2 « 1 -3 =2« |1 -3 -5
-2 -1 1 —2 1 1 —2 1 1

a —a-+b —8a-+5b—9c

3 0 0 1 00
<« 1 -3 0 < 1x 10
-2 1 2 * % 1
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&wcéauhdewo&dommé@x:t(lﬂﬁ)dwnnﬁaga/&efmwm-

Mg‘,_,@ X

W N =
|
|
Ne}

-1

&%W&M@JWdW&WMgHg :

6 9 1 -4 6 1
MzL,x|-9]l=115 05 25 |x]|-9|=]2
~1 95 —15 —45 1 3

&W@W&M&%W?MW

92 -1 4
Mg,z =Mz ,=| 15 05 25
—95 —15 —45

Proposition 4.9 Soit # la base canonique de R™ et ¥ et G deux autres bases de
R™ alors la matrice de changement de base de .F vers 4 est

Mgy = Mg g X Mz

en particulier M;Hg = My .z

Preuve : Pour passer de la base .# a la base ¢ il suffit de passer de .% a % puis
de £ a % ce qui donne :

M1 ! A
Pl =Mgag X | | = Moy X | Mgog X
Ji Tn, An
S—— SN——
dans ¢ dans £ dans .7

par associativité la matrice du changement de base de .# vers ¢4 est donc bien :
Mz g = Mz g X Mz .2
inversement la matrice de passage de ¢ vers .% est donc
M%—)ﬂ = M%!—}f X M%—>% = M}}_}@ X M;;g.l_)g = (M%—%ﬁ X Mﬂ»—x@>_1 = M}}_}g

0

on peut facilement généraliser au cas ou la base Z n’est plus la base canonique
mais une base quelconque.
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Théoréme 4.10 (changement de base) Soient # , F et trois autres bases de
R™ alors la matrice de changement de base de F vers & est

Mz gy = Mg g X Mz .2

en particulier
-1 .

@ Il ne faut pas inverser I’ordre des matrices dans le membre de droite de la formule

Mgz g = Mp g X Mz .2

la matrice du changement de base est aussi la matrice de 'application identité
(Id(x) = x) entre deux bases différentes :

Mg sy = M(1d, F, B)

Le principe de la diagonalisation des applications linéaires est de trouver une
base ou ces applications s’expriment sous une forme plus simple, par exemple une
base ou leur matrice est diagonale. Pour cela nous allons faire intervenir la notion
de valeur propre.

Définition 4.11 (valeurs et vecteurs propres) Soit f une application linéaire
de R™ dans R™ alors A € R est une valeur propre de f si et seulement si il existe un
vecteur x # 0 tel que f(x) = Ax. Le vecteur x est appelé vecteur propre de f associé
a A. L’ensemble des valeurs propres de f est appelé < spectre > de f noté o(f).

Par abus de langage on parlera de valeurs/vecteur propres d’une matrice. A noter
aussi, le vecteur propre associé a une valeur propre n’est pas définie de maniere
unique.

Proposition 4.12 Soient A € R une valeur propre d’une application linéaire f de
R" dans R™ et x son vecteur propre associé alors VY € R* y = ux est aussi un
vecteur propre de f associé a A

Preuve : si x # 0 alors il en va de méme pour y = ux si u # 0. Ensuite par
linéarité :
f(x) = x = f(ux) = pf(x) = prx = Aux

donc y = ux est aussi un vecteur propre associé a la méme valeur propre. [

%\ 4.10 Calcul des valeurs propres

fw/@%ﬁmﬁmdek?) dams bui-méme R?

I r1 — 2.752 + 2.753 1 —2 2
f@y=fla| =21 +4200—203 | = M, B,B)=| 1 4 -2
T3 —6x; — 4x3 -6 0 —4
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mWﬂé&Wf(x)zAcheﬂamaMzgue[amé%dedeW

1 —25(72 —|—2LE‘3 = >\ZL’1
1 +4xe —2x3 = AIo
—6!13'1 —4!13'3 = )\1'3

c&e%aa\t?lwfcyw,@fdemd[a%mdwwmx%ﬂ

(

r1 —2ry +2x3 = A1y
& x1 +dre —2x5 = A9
\ —61 —4xs = Ax3
( (1—=XNazy —29 +2z3 = 0
< r1 +(4— N —2x3 = 0
\ —614 —(4+Nzz = 0
( T +(4 — Ny —2x3 = 0
< (A=1)(4d—=X)—=2)zy +(4—2N)z3 = 0

6(4—Nze —(16+Nag = 0
) +(4 — Mo —2z5 = 0
& (=6 + 5N — A)zy +(4—2\)z3 = 0
6(4— Nz —(16+N)zxg = 0

T +(4— Ny —2x3 = 0
& 9 (=6 +5X = A)zy +(4—2\)z3 = 0
\ (6(4—2X)(4 = X) + (16 + \) (=6 + 5\ — A?)) 29 = 0

( ) —213 +(4—=Nzg = 0

< 22=Nzxs —(A=3)(A=2)zy = 0

—A=2) A A+1)zy = 0
A=2) A A+1)=0=A=-1,0 ou 2
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ce aont les Sm&(mA//Wdefer(f):{—l;O;Q}.OnM&nwfe

1 —21’2 —|—2LL’3 = 0 T —2:152 +2£L’3 =0
I —2:152 +2£L’3 =0
T —|—4ZL'2 —2!13'3 = 0 = +6£L’2 —41’3 = 0 <=
+6£L’2 —4!13'3 =0
—6!13'1 —4!13'3 =0 —121’2 —|—8ZL'3 =0
dene
T —0.6666667 —0.6666667 —2
o | =73 | 0.6666667 — 0.6666667 vecteur propre = 2 vecteur propre
T3 1 1 3
° W A=2
—I —21’2 —|—2LL’3 = 0
—I1 —2!13'2 —|—21’3 =0 —I1 —2!13'2 +21’3 =0
T —|—2ZL'2 —2!13'3 = 0 < g
—2!13'2 —|—31’3 =0 —2!13'2 —|—31’3 =0
—6x1 —6x3 = 0
T -1 —1 —2
To | =23 15| =— | 1.5 vecteur propre —» 3 vecteur propre
I3 1 1 2
* noun A=-—1
2:13'1 —2!13'2 —|—21’3 = 0 21’1 —2!13'2 +21’3 = 0
2:13'1 —2!13'2 —|—21’3 =0
T +5Z’2 —21’3 = 0 <= +12LL’2 —61’3 = 0 <=
+12LL’2 —62153 =0
—6x1 —3x3 = 0 —6xy +3x3 = 0
T —0.5 —0.5 —1
To | = T3 0.5 - 0.5 vecteur propre —> 1 vecteur propre
I3 1 1 2

le calcul des valeurs propres est donc assez difficile a faire en général, sauf dans le
cas de matrices diagonales.

67



DUT Informatique AZgéb?“@ linéaire Mathématiques

Proposition 4.13 Soit f une application linéaire de R™ dans R™ dont la matrice,
dans la base A, est triangulaire alors les valeurs propres de f sont les valeurs sur

la diagonale de M(f, B, B)

Preuve : On peut se contenter de regarder le cas d’'une matrice triangulaire
supérieure :
)\1 * Ce *
M, B2 = |

0 ... 0 X\,
quand on cherche une valeur propre A on doit résoudre le systeme f(x) = Ax soit :
)\15(714— A PSS >\SL’1 ()\1—)\)1’1 + Xy =
)\Ql'g—l— oIy = )\ZL’Q ()\2—)\)1'2 +...x, =
AT, = Ax, A =Nz, =

pour avoir des solutions autres que x = 0 il faut qu'un des pivots soit nul donc
Je{l;...;n}, A=\0

la connaissance des valeurs/vecteurs propres permet d’exprimer une application
linéaire sous sa forme la plus simple, c’est a dire avec une matrice diagonale!.

Théoréme 4.14 (diagonalisation) Soit f une application linéaire de R™ dansR",
de base canonique B, qui posseéde n valeurs propres (N;)i=1,.n dont les vecteurs
propres F = {ey;...;e,} forment une base de R"™, alors la matrice de f est diagonale
dans la base & :

A0 .0 0
M(f, 7, F) =P x M(f,B,B) xP=| ° o
0 0' )(\)n
avec P= Mg 5 = (e1]...|en)
Preuve : On appelle Z la base canonique et .% = {ey;...;e,} la base de vecteurs

propres. Dans la base de vecteurs propres f s’exprime simple par f(e;) = \;e; donc
sa matrice est diagonale :

A O .00
M, 7, 7) = | °

o,

0 0 A,

mais la matrice de passage de .F a Z est :

Mg .p = (e1]...|e,)

1. souvent , mais parfois seulement triangulaire
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donc on peut dire que
M(f,:@,:@) = My,_)@XM(f,f,ﬁ)XMgg,_)g: — M(f,f,ﬁ) = M@Hg:XM(f,%,%)XMg:Hg

avec P = Mg .5 = (e1]...|e,) = M;HE O

%\ 4.11 Diagonalisation d’une application linéaire

On /16‘71/16//14{ les caleuls oun
T r1 — 21’2 + 21’3 1 —2 2
f(l’):f To | = | v1 +4xy — 223 :>M(f,%,%): 1 4 =2
T3 —6213'1 — 43(33 —6 O —4

Mabwuwé[ema(f):{o;&—l}@f&/owmw :

B -1 -2 =2 5 2 2
A I I I = Mgoz=|1 2 3 |=Mgps=]-4 -2 —1
2 3 2 2 3 2 L1 0
el
-10 0
M(f,7,7) = Mg 5 x M(f.B.%)x Mzrz=| 0 0 0
0 0 2

La diagonalisation d’une matrice permet de résoudre de nombreux problemes.

N 4.12 Trouver une formule pour la puissance n*™¢ d’une matrice
n

1 -2 2 -1 -2 =2
On va calewdenn M = | 1 4 —92| en whibisant P=11 9 3
—6 0 —4 2 3 2
-1 0 0 1 -2 2 1 -2 2 -1 0 0
0 00l=P'x| 1 4 —2|xPe=|1 4 —2|=Px| 0o 0o o|xP!
0O 0 2 -6 0 —4 -6 0 -4 0 0 2
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MWM&WWan(P—lxDxP)nZP—lxD"xP el que D

n

1 -2 2 ~1.0 0 ~1.0 0

1 4 —2| =1Pxlo oolxP'|x---x|Px|o oolxP?!

-6 0 -4 0 0 2 0O 0 2
100 100

=Px| 0 00|x(P'x--xP)x| o0 0o0fxP!

=Px| 0 00|x{Udyx---xId))x| 0 0 0| xP!

~10 0 (=) 0 0
=Px| 0 00| xP'=Px o o o | xP!

0 0 2 0o 0 2
o2 5 (—1)" 3 x 2ntl —10(=1)" 272 —10(=1)"
= |4(-1)" =21 8(—1)"—3x2"  8(—1)" —2nt!
—(=1)" —2(-1)" —-2(-1)"

Quand les valeurs propres sont toutes différentes les vecteurs propres forment tou-
jours une base de R™.

Proposition 4.15 Soit f une application linéaire de R™ dans R™, de base canonique
B, qui posséde n valeurs propres (N;)i=1,..n distinctes alors les vecteurs propres
F ={ey;...;e,} forment une base de R™.

Preuve : Si % = {e;;...;e,} n'est pas une base alors ce n’est pas une famille
libre, donc on peut trouver une combinaison linéaire nulle des vecteurs de .# avec

.....
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on a donc obtenue une autre équation du méme type, on peut alors former un
systeme de deux équations qu’on peut combiner pour en former une troisieme :

X A1 pi€r + o€ +. ey =0
X (—1) ul)\lel + lug)\geg +...+ un)\nen =
Oet + p2(Ar — A2)er o (A = An)en =0

ce qui permet d’éliminer y;. En continuant on va prouver que tous les p; = 0. Donc
la famille est libre, et comme elle a n vecteurs c¢’est une base de R™! [J

Lorsque les valeurs propre d”une application linéaire, de R™ dans lui méme,

ne sont pas toutes différentes, il faudrait avoir plusieurs vecteurs propres pour

certaines valeurs propres. On parle alors de valeurs propres < multiples > si on

peut trouver plusieurs vecteurs propres indépendants correspondant a une meéme

valeur propre. Si au total on trouve n vecteurs propres indépendant alors on peut
encore diagonaliser f, et quand ce n’est pas le cas on ne peut pas diagonaliser f.

%\ 4.13 application linéaire non diagonalisable
MMW/WW&W&R2 dams R? aﬁé%/me//tan

fay =1 () = () = 28 -
T2 Ta 0 1
m@mm%mﬁkzl.é\ga/wcﬂmcﬂedewmwwm

1 +xy = I3 1
= To = ) —Xx=
+To = To 0

wont des mulliples)

%\ 4.14 DM Calcul des valeurs/vecteurs propres démenlren que /afu
—37 —280
Wf:R2—>R2dewmbubeM: ,aogvagewwme/o
5 38

—QJB.JW@WWMW.
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5 Espaces vectoriels de dimension finie

Dans cette derniere partie nous allons montrer que toutes les méthodes décrites
dans le cas de R™ peuvent s’appliquer a d’autres ensemble en apparence différent
mais qui possede la méme structure : une loi d’addition interne et une multiplication
par les éléments d'un corps K (R en général).

5.1 Définition générale d’espace vectoriel
Voici donc la définition abstraite d’'un espace vectoriel :

Définition 5.1 Soient (K,+,-) un corps, E # 0 un ensemble, B : Ex E — E
une opération interne a E et © : K x E — E une opération externe de K sur E.
On dit que (E,H,®) est un K espace vectoriel si (E,B) est un groupe commutatif
(d’élément neutre O et si pour tous \, u € K et tous u,v € E lopération ® vérifie
les propriétés suivantes

i) A\O(uBv)=Q00uBAoV), ii) Ao(pou) =0\ p)ou
i) A+ p)ou=QA0u)B(HEou) iv) 1ou=u

Si (Ni)i=1,.mn C K et (0;)iz1,.n» C E alors

u=> Now=MNou)d- B0, 0u,)
i=1
est un vecteur de E appelé combinaison linéaire des \; et des u;.

Pour “démystifier” cette définition assez indigeste disons de suite que : en général

K = R (ou C), et pour éviter les confusions les éléments de £ seront appelés
des “vecteurs” (et représentés en gras) et les éléments de K des “scalaires” (et
représentés par des lettres grecques : a, B,..., A, [, ... ).

Donnons sans plus attendre quelques exemples fondamentaux de R espaces vecto-
riels :

1. les espaces de coordonnées R" = {x = (21, .., Tp)|T1,. .., Xy € R} R-ev

pour les lois :

1 Y1 T1+ W% 1 A-xy
x y To+ Yy x AT
xHy = ,2 25, ,2 = 2, ? , AOX=A0 ,2 = ?

c’est en fait la structure étudiée depuis le début de ce cours.
2. les espaces d’applications sur [ = [a,b] E={f:] — R} =R/
R-ev pour les lois :

fHg: [, — R Aof: [a,b) — R
r +— f(x)+g(z) r  +— Af(x)
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le vecteur nul est la fonction qui vaut toujours 0 :0(x) = 0,Vz € I.

3. les espaces de matrices

My(©) = { A= (i)

a;; € C W:L...p,j:l,...n}
C-ev, d’élément neutre la matrice nulle 0,,,,, avec les lois :
AHEB = (a;) B (bj) = (ai; +bij), AO0A =10 (a3) = (Aay)

La vérification des axiomes 1i),ii),iii),iv) découle des propriété de base des réels (la
structure de corps de R en fait). plus précisément :

e i) découle de la distributivité de - sur + dans K,

e ii) découle de la distributivité de - sur + dans K,

e iii) découle de I'associativité de - dans K,

e iv) découle de la neutralité de 1 pour - dans K

Il est nécessaire de bien comprendre toutes les conséquences de la définition 5.1.
Ce qui est fondamental c’est que :

[ i), i), iii), iv) expriment que B et ® J

se manipulent exactement comme les loi + et x du corps K.

Une des conséquences pratique de cette remarque est que, en respectant les conven-
tions précédentes, on peut manipuler les combinaisons linéaires de vecteurs et de
scalaires comme des expressions formées de réels. Par exemple on peut montrer a
partir de i), ii), iii), iv) que :

a®0p=0g 00u=0g (—1)©®u=opposédeu

Ces égalités sont évidentes dans des espaces vectoriels de type R™. Par exemple :

0 a-0 0
a © Ogs a@®O || = = = Ops
0 a-0 0
T 0-x 0
0GOx 0o | = : =1|:] =0gs
T 0-x, 0
1 x - x
(-1) oxHx (ol :|8B]:|= .
T T —Tp T
—x1 + 11 0
: =|:| =0gs
—Zn + T, 0

Mais avec la définition 5.1 ont peut montrer que ces résultats sont généraux. La
démonstration générale (dans un espace vectoriel quelconque E nécessite de préciser
a chaque fois qu’on utilise 'un des axiome i), ii), iii),iv) ce qui est fastidieux :
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o Va e K*, a®0g = 0g revient a montrer que a ® Og est bien neutre pour H,
soit Vue F;, a®0gHu=u

OCQOEEEIU
= a®0pB16ou (axiome iv))

®u (a#0 et Kestun corps))

LI

=

= a00gH(a-

= a00gBHaO

1
= a®(0gH—-0u) (axiome ii))
o

—~

®u) (axiome iii))

1
= a® (= ®u) (0 est neutre pour H)
oY

_ (a.é)@u (axiome iii))

= 10u (a#0etKest un corps))

= u (axiome iv))
eVue kLl 0GOu=0g:

0Ou = 00uHOg (0g neutre pour H)

0@ublB (uBu) (u symétrique de u pour H)
0OuB(1eouBu) (axiome iv))
(0OuHBH1Gu)BHU (associativité de H)
(0+1)®uBu (axiome ii))

l1®uBu" (0 neutre pour +)

uBHu' (axiome iv))

= 0p (u’ symétrique de u pour H)

e Yuec E, (—1)®u = opposé de u cela revient & montrer que ulH(—1)Gu = 0g

ul(-1)Gu
(1) ©uB (—-1) ®u ( axiome iv))
(14 (—1)) ®u ( axiome ii))
= 0®u (0 neutre pour +)

= O ( démonstration ci-dessus)

Dans la pratique on n’utilise jamais la définition 5.1 (en particulier pour démontrer
qu'un ensemble est un espace vectoriel). Quand il faut mettre en évidence une struc-
ture d’espace vectoriel nous nous ramenerons toujours a identifier I’ensemble étudié
a I'un des sous-ensembles d’un des espaces vectoriels fondamentaux déja cité ci-
dessus. Pour cela nous avons besoin d’étendre la notion de sous-espace vectoriel vue
dans le cas de R™.
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Définition 5.2 Soient E un K espace vectoriel et ) # F C E un sous-ensemble
de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si c’est un K espace vectoriel
pour B et © de E.

La démonstration qu’'un sous ensemble d’un espace vectoriel est un sous-espace
vectoriel est grandement simplifiée car le sous-ensemble hérite de la plupart des
propriétés de ’espace vectoriel de départ.

Théoreme 5.3 Soient E un K espace vectoriel et F' C E un sous ensemble de E,
alors F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si il est et stable par H et
par ® et sil contient O, ce qui s’écrit encore :

VAeK, uelF, AQu)eF, VuveF, (uBv)eF, e 0p€cPF.

Preuve 5.3:

e VAeK, ueF, (A\®u) € Fdonc® : KxF — F et 'opposé deu = (—1)®Ou
est bien dans F'!

e VuveF, (uHv)e FdoncH: F xF — F et F hérite de toutes les
propriétés de H dans E qui se transmettent par héritage direct : commutativité,
associativité.

e Op € F donc déja F # () et B possede un élément neutre dans F.

e reste a voir que (F,H) est bien un groupe (car B posséde un élément neutre
et le symétrique de tout u € F est bien dans F'),

e enfin les axiomes i),1ii),iii), iv) se transmettent par héritage direct a F.

O
Quelques remarques sur ce théoreme 5.3

On retrouve la définition de sous-espace vectoriel de R™ qui est bien compatible

avec les définitions ci-dessus. Enfin on n’utilise jamais la définition 5.1 pour
montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel (i.e. en vérifiant les conditions
i),1i),iii),iv)) mais on montre que c’est un sous-espace vectoriel d'un espace vec-
toriel de référence. On peut rappeler le principe de démonstration qu’un ensemble
est un sous-espace vectoriel analogue a celle du cas R™ :

Exercice type : Montrer que E est un ev

F= {u € F un ev de référence ‘ condition a vériﬁer}

1. Rappeler la structure de I'ev de référence E : K définition de H et ©
(c’est toujours R™, un espace d’applications ou de matrices .. .)

2. Vérifier que O € F
3. Montrer que si u,v € F alorsulHv € F
4. Montrer quesi A€ Ketue Falors \Gu e F

Remarque : on peut aller plus vite en montrant directement que si

u,veF et \pueK alors A\OuBHupoverF
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N\ 5.1 montrer que R[z] est un R—ev oL emnsemble des /po@/néfm@ eal un
aous-ensemble R /WMW\ACQRWR :

Rz] ={P:R—R | 3IneN, P(z)=ay+ar+ar’+... az"}
J@G/nbwfrwguecla&fm%aimwu
WWWMO@%WW&P(:U):O+O$+OLB2IO

P(z) =ap+ a1z + -+ a,az”

AP(x) = Xag + a1z + -+ -+ a,2”) = (Aag) + (Aay)z + -+ + (Aap)2" € R|x]

QW&W&W@M&MMW,MMW

meme on a
P(z) =ay +a; x+ + a,x"
Q(z) = by +b; T+ ..+ b +... +bn
P+ Q(x) = (ag+by) +(ar+b) x+ + (ap+by)z" +... +(0+by,)

5.2 Nature d’une famille de vecteurs

Les définitions de familles libres ou génératrices s’étendent sans probleme aux
espaces vectoriels abstraits.

Définition 5.4 (nature d’une famille de vecteurs)

Soient E un K espace vectoriel et .F = {u; } i=1,...,n} C E une famille de

vecteurs de E.

i) 7 est une famille libre si et seulement si (A ©@uy)B---B N\, Ou,) = 0 =
Al=-=X,=0.

ii) .F est une famille liée s’il existe (A1,...,A\n) # (0,...,0) tels que (A © uy) H
B\ Ou,) =0g

iii) .7 est une famille génératrice si et seulement si tout vecteur de E est com-
binaison linéaire de vecteurs de F : Yu € E, I(A1,...,\,) € K| u =
()\1®u1)EHEH()\n®un)

iv) Z est une base si c’est une famille libre et génératrice.
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Il en va de méme pour les briques de base de la méthode de Gauss.

Proposition 5.5 (méthode de Gauss)
Soient E un K espace vectoriel et F = {ul}z =1,...,n} C E une famille de
vecteurs de E. Alors toute famille F' obtenue a partir de F en
e permutant l'ordre des vecteurs de F
e remplacant un vecteur ug par X © ug, A # 0
o remplacant un vecteur uy, par u; BHu;
est encore une famille de méme nature (libre, liée, génératrice, base).

Preuve 5.5: Démontrons que suite a une des opérations élémentaire les familles
libres restent libres et celles génératrices restent génératrices, la démonstration est
en fait strictement la méme que dans le cas R" :

P : (M Ouw)H ( Ou) BB\, Ou,) =0g
F =A{uy;uy; ...;u,} libre <:>{:>)\1: —\, =0
e 7' ={uy; uy; ...;u,} libre on change juste I'ordre des termes de la CL.

o 7' ={AOu;; uy; ...;u,} libre car

(M & AGuw) BB\ ou) = 0
(MA) ©Qu)B---B(\, ®u, = 0 d’apres 'axiome iii)

= MA\=X=---=)\, = 0 car.Z libre
= AM=X=---=), = 0 car \#0
o 7' ={u BHuy; uy; ...u,} libre car

(>\1®(u1EEu2))Bﬂ()\2®u2)BﬂBﬂ()an)un) = OE
)\1 ORI § H )\1 ® uy H ()\2 ® u2) H---H ()\n O) un) = OE d’aprés I’axiome i)
MOow)B AN +X)ouB---BH, ®u, = 0 dapres 'axiome ii)

= M=M+XN=---=), = 0p car .Z libre
:>)\1:)\2::)\n = 0O car)\lz()
SR Vuae E, 3(A,...\,) € K"
ar — . . . ) ) )
F ={uy;uy; ...;u,} génératrice < { x= (A ©u) B e ®u) BB (A, ©uy)
o 7' ={uy; uy; ...;u,} génératrice on change juste l'ordre des termes de la
CL.
o 7' ={AOu; uy; ...;u,} génératrice car

X = ()\1@111) ()\2@112)5353()\”@11”)
A O (1 @ u)) BN Ou)B---B (A, ©®u,) dapres I'axiome iv)

= (( Au) B A ou)B---B(\ou,) car K3 X#0

= (A~ ;) OANOuw)BHMN OB --B(\, ©u,) dapres 'axiome iii)
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o 7' ={u Buy; uy; ...;u,} génératrice car
X = ()\1@111)53()\2@112)EEEE()\”®11”)

= 0pgBHMOu)B M Ouw)B---B((\, ®u,) 0g neutre de B

= 00wHBHMNOuw) BN oOu)HB- - B\, ©u,) voir définition 5.1

= (M—M)oOuw)BMNoOu)BMNOu)B---BA\, Ou,) ek corps

= MOw)BMOw)B (M) ouwEBHNoOu)B---B A\, Ou,)
d’apres I'axiome ii)

= MO wBwHBH((A—A\)Ou)B- B\, ©Ou,) dapres axiome i)

O

Le probleme c’est que quand on ne travaille pas dans R™ on ne peut pas utiliser
cette méthode! Il faudra donc dans ce cas suivre la démarche type qui découle de
la définition de famille libre ou génératrice.

N 5.2 Montrer que la famille des {z*|k € N} est une base de ’ev des po-
lynémes Toun commencen Rlx] eal bien un sews du Reev des %wvﬁmaﬁ@'rw

deR—R :
Rz] ={P:R—R | IneN, P(z)=ay+ax+ar’+...az"}
o montrons gue Lo fmill cidensous at b
F={l;z;2% .. 2"}
On conaidene donc ume CL nullle -
P(z) = ag + a1z + asx® + .. .a,2" =0 Vr € R
d@fncm%anbalﬁmwxzo on a que
ap + a10 + as0® + ... a,0" = ay =0

ensuile on peul factorisen pan

P(z) = a1z + asx® + ... anz™ = x(ay + agx + ... apz" ') =0 VreR
m%mbaﬂmww:c#o on A que

Qz)=a; +ax+...a,2" " =0 Vo € R*

mais comvme Q A%.[W%@"\Da@'ﬂ conbimue (Z’.e. lim, 0 Q(x) = Q(O))@fn
a denc auwaai

Qx)=a; +ax+...a,2" ' =0 Vr € R
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el denc a; W&Wmmwm/ewalww&d
WWWWMWWWW aoit Le
combinaison

/pe@/r\éfmeP(x)—er Awmmgujnedwuewfm/me
bingaine des wecleuns de F

P(z) = 2" = ag + a1 + agx® + .. aua”
mmdéduﬁdemguefaw?’:?u{xnﬂ} dersnail alsns
Blne lice Juiaque.

a0+a1x+a2x2—|—...an:c"—|—(—1)x”+1 =0 Vr e R
/[mécéa/mf./

On retiendra donc la méthode a appliquer quand on ne travaille pas dans K" :

Montrer qu’une famille de vecteurs .7 est libre ou liée

F ={u;uy;...;u,} CFE
1. écrire (M Ouw)B-- B\, Ouw,) =0g
2. En déduire un systéme d’équation a n inconnues (les Aj, Az, ..., \,)

3. Résoudre le systeme, ce qui nous amene a deux possibilités :

(a) soit le systéme n’a qu'une solution Ay = Ay =--- =X, =0et .F
est libre.

(b) soit le systeme admet des solutions (Aq,...,A,) # (0,,...,0) et
F est lié.

Montrer qu’une famille de vecteurs .# est génératrice

F ={u;uy;...;u,} CFE
1. Prendre un vecteur quelconque v € E

2. écrire qu’il est combinaison linéaire des u;
v=MNou)B - B\ Ou,)

3. En déduire un systéme d’équation a n inconnues (les Aj, Az, ..., \,)
4. Résoudre le systeme, ce qui nous amene a deux possibilités :
(a) soit le systéme a au moins une solution et .# est génératrice.

(b) soit le systeme n’admet pas de solution et % n’ est pas
génératrice.
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5.3 Base d’un espace vectoriel

comme dans R" les bases jouent un role tres important.

Théoréme 5.6 Soit E un K-espace vectoriel et B8 = {e1;ea;...} une base de E,
alors tout vecteur x s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vec-
teurs de E :

x:)\1®elﬁﬂ)\2®egﬁﬂ...)\n®en

les coefficients A\, Ay ... A, sont appelés les coordonnées de x dans la base A.

Ce théoreme, vu dans R", reste valide dans tout espace vectoriel, I'existence
d’une combinaison linéaire découle du caractere générateur de % et 'unicité du
caractere libre de Z. Le théoreme qui suit permet d’affirmer qu’il existe des bases
dans tout espace vectoriel.

Théoréme 5.7 (de la base incompléte) Soient E un K espace wvectoriel, de
dimension finie, F une famille libre de E et 4 une famille génératrice de E. Alors
il existe des vecteurs (x;)icr C 9 tels que B = .F U{x;|i € I} soit une base de E.

En particulier tout espace vectoriel posséde au moins une base.

Sa démonstration générale n’est pas si difficile mais repose sur 'utilisation du
lemme de Zorn? un outil abstrait équivalent & [’aziome du choiz qui est en fait I'un
des fondements des mathématiques modernes dans la théorie des ensembles.

Lemme 5.8 (de Zorn) On dit qu’un ensemble E est :
e ordonné < il posséde une relation d’ordre < (I’ordre n’est pas forcément total)
e inductif < si toute partie de E totalement ordonnée posséde un majorant :

Ve,ye FCE, =y ou yx=3z€F, YVeeF, (z=32z)V(zA4x1)
alors tout ensemble ordonné, inductif et non-vide posséde un majorant.

Preuve 5.7: On considere I’ensemble des familles libres de £ ordonnées par l'in-
clusion :
F={% C E|\Z libre}, ¥ <9 & F CF

Cet ensemble est non vide (car si x # Op alors {x} € F' et inductif puisque
91 CﬁgCﬁgC :>\V/Z€I, Hﬁ:Uje[ﬁj, L%Cf

donc il existe une famille libre “maximale” .%. Il reste a montrer que c’est une
base :

Vx € E\ % on pose F' = F U {x} n'est pas libre donc on peut former une
combinaison linéaire nulle :

2. Max Zorn disait & propos de ce lemme : “ ce n’est pas un lemme, et il n'est pas de moi!”[1]
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A ne peut étre nul car sinon
MNofiH---HBMN Of, =0g

et .# n’est pas libre. Donc on peut écrire :

)\1 )\n
= | —— ffEH---B(—-—— f,
b'e ( )\)6)1 ( )\)@

donc .# est génératrice. [

Définition 5.9 (ev de dimension finie)

Soit E un K espace vectoriel, on dit que E est de dimension finie si et seulement si il
existe une famille génératrice 9 de E qui soit une famille finie. S’il n’existe aucune
famille génératrice ayant un nombre fini d’éléments on dit que E est de dimension
infinie.

Attention tous les espaces vectoriels ne sont pas de dimension finie par exemple
I'ev des polynomes a coefficients réels R[z]| (cf page 78) ne possede pas de famille
génératrice finie : la plus petite famille génératrice est celle de tous les monomes

¢ = {aF | ke N} = {L;z;2% .. 2" )

Par contre si on se limite au polynomes de degré inférieur ou égal a n alors dans ce
cas la famille

G = {1;2;2% ... 2"}

est finie et génératrice. La définition 5.9 bien que minimaliste suffit pour obtenir
Iimportant résultat ci-dessous qui permet de définir correctement la notion de di-
mension d'un ev :

Théoréme 5.10 (de la dimension) Soit E un K espace vectoriel de dimension
finie, alors toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est
appelé la dimension de E et est noté dimyg E.

I1 est temps maintenant de donner des exemples concrets de bases pour les principaux

espa vectoriels que nous avons déja rencontré. Parmi toutes les bases d'un ev il y en
a souvent une plus simple que les autres c’est ce qu’on appelle la base canonique.

%\ 5.3 Bases canoniques des principaux Espaces vectoriels

p \
1 0 0
0 1 0
. C B = : U — dimp R" =n
1KaAe¢a/7wf/u'§LuedeR" B 0 0 : dimg R™
. . .
0 0 1
\ )
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J. Pespace de matrices .#,,(C) a eun Jase camenique -

( )
1 0 ... ... 0 0 1 ... ... 0 0 0 ... ... 0
0o 0 . : 0 0 0 : 0

0 : U ) : .0 0

(\0 . o 000 0 ... ... 0 0 0 ... ... 0 1

Vs

= dim¢ A4, ,(C) =p xn

3. L’espace de polynémes R, [x] = {P(7) = ap + @12 + ... a,2" | ao,...a, € R}
a qpoun Jase camonigue . % = {L;z;2% .. 2"} = dimp R, [x| =n + 1

la démonstration du théoreme 5.10 repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.11 Soient E un K espace vectoriel de dimension finie, % une famille
libre et 4 une famille génératrice, alors soit F est génératrice soit il existe g € G
tel que F U {g} soit libre.

Preuve du lemme 5.11: Soit ¢ une famille génératrice et .# libre. Supposons que
Z ne soit pas génératrice et que .F U {g;} soit liéeVg; € ¥4 :
Vgl Eg, E')\,I'l,...l’n EK, )\#O, )\G)gZEEleG)flEExn@fn:OE

A ne peut pas étre nul sinon c’est % qui ne serait pas libre. On a donc que :

o — <_%>@flaa...<—x—;)@fn

Maintenant comme ¥ est génératrice on a que :
iel
mais comme chaque g; peut se réécrire comme CL d’éléments de .# on peut dire

que
Vx € E, I(pi)i=1,.n CK", x=mofil.. . pu, 0f,

énératrice! Par r 4 sl ‘nératri u ins u
donc % est génératrice! Par contraposés si .%# n’est pas génératrice au moins un des
g € ¢ doit ne pas vérifier 'assertion de départ, soit :

dg, €9, V\,x1,...0, € K, \og;Hr0fH... 2,60, =0p=>A=0,=---=2,=0
d

on peut maintenant passer a la démonstration du théoreme de la dimension :
Preuve théoreme 5.10: On suppose que

ﬁ:{f1’7fn} et <(4:{g1;“';gm}

sont 2 bases de E (donc libres et génératrices) avec m > n et on démarre I’algorithme
ci-dessous avec une famille libre . %] = .% et une famille génératrice finie ¢
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tant que £ < n faire
Fes1 = (F \ {fi}) U {g}

g tel que %1 soit libre
fin faire

il est clair que :

e le lemme 5.11 assure qu’on peut trouver un g € ¢ qui convienne a chaque fois,

e a chaque étape Zp,q est une base : On sait déja qu’elle est libre pour le
caractere générateur il suffit de voir que comme %, est génératrice :

A # 0 sinon %, serait liée :
Op=XM0Of=M0Of--- BN 10f_B(-1)oOgH...\,0f,

donc en divisant par A

A , A1 , 1 A
L= — .. .H |- f, H|— BH...[—— f
o ( Ak)Ql ( /\k)Qk_l (/\k)Qg ( Ak)Qn

ce qui montre bien que %, est génératrice.
e enfin on ne peut pas rajouter 2 fois le méme vecteur de ¢ a la famille .# (sinon
elle serait liée!),
Donc au bout de n répétitions de cette boucle on a fabriquée une nouvelle base
Fnr1 C 9. Si au départ m > n il y a un probléme puisque pour un vecteur g €
G\ Fpi1o0na:

g=MOffH---BNOf =0pp=No0ffH - -BNOfB(-1)og
et ¢ ne serait pas libre! Donc forcément les bases ont le méme nombre d’éléments :n.

O

a
% 5.4 DM Trouver une base et la dimension d’'unev F = a,b,c,e R

83



DUT Informatique AZgéb?“@ linéaire Mathématiques

5.4 Applications linéaires

Il reste a généraliser la notion d’application linéaire entre espaces vectoriels quel-
conques. Pour simplifier les notations on écrira + et - pour les lois des différents
espaces vectoriels rencontrés (au lieu de H et @) a vous d’étre vigilants et de ne pas
confondre les différentes lois.

Définition 5.12 Soit f une application de E = R™ dans E' = RP. On dit que f
est une application linéaire si et seulement si elle vérifie :

IVAeR,xe E, f(A-x)=\f(x) et ii)Vx,y € B, f(x+y)=f(x)+f(y)

Donc rien ne change vraiment si on veut montrer qu'une application est linéaire,
comme on peut le voir sur les exemples suivants.

%\ 5.5 Montrer qu’une application est linéaire
e g(M)= M+ 'M de M, ,(R) dams Yui méme. On se denme dewac malnices
M,N de Myn(R) el dewac néels A\ e R, alors -

gOAM + uN) = (AM + uN) + "AM + uN) = (AM + uN) + (XA "M +pu 'N)

= (AM + X 'M) + (uN +p 'N) = A\g(M) + pg(N)

— [ P(z)dz de R,[z] dams R. o%w;?tczmmmﬁm
Wde/mteﬁm& Lo liméanite 150 P,Q, € Ryfz] el M\, € R, alsns

1

P + 1Q) = /0 (AP + jQ)(x)dz — /O AP(2) + pQ(x)da

1 1
Y / P(x)dz + / Q(z)dz = Mh(P) + ph(Q)
0 0
On peut ensuite définir la matrice d’une application linéaire.

Définition 5.13 (matrice d’une application linéaire) Soit f : E — E’ une
application linéaire de E (de base B = {ei,...,e,}) dans E' (de base B =
{e’l, e ,e;}) alors on appelle matrice de f la matrice de A, ,(R) dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs f(ey1),..., f(e,) dans la base HB'.

)

M(f; %', %) = (f(el)
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%\ 5.6 Calculer la matrice d’une application linéaire
fo 2)dz deRg[] dams R. Bespace dannivé esl R eol de
W[agawcamofn@wdeﬂ%[x] c B ={l;z;2°} gfmcafou&/ifmc?e
nan h de cga?ue wvecteun :

1 1 2 1 1 3 1
1 1
h(1) :/ dr =1; h(z) :/ rdr = {—x } = —; h(2?) :/ 2dx = {—x } ==
0 0 21, 2 0 31, 3

el la malnice de h est - M(h, #,{1}) = (1 1 ;)

2 3
calion Uméaine deﬁ;R?’_)Rlde’%qmwﬁ(ao,al,ag)zao+g—l+%

can
ao

a a
h(ao+a1x+a2x2):ao+§l+§2:(1 % %)x a1
Qg

o/m&/wﬁmﬁo’nﬁmwhe =M+ the///m(R)da/rwﬁu

a b a b a c 2a b-+c
g g —'— g
c d c d b d b+c 2d

Moa(R) -
R L ) oot ) Rl i}
B=qe =€ = j€ =€, = ;€3 = €5 = jey =€) =
0 0 00 10 0 1

20 , [0 1 , , 01 , , [0 0 ,
= 2ey; =€, + €3; =€, + €3; = 2e;

00 1 0 10 0 2
dG/nC
J = M(g, %8, B)
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lapplication de R damo bui méme défmie pan :

a 2a 2 0 0 0

b b+c 0110
— — M(g, B, B) =

c b+c 0110

d 2d 00 0 2

les deux exemples précédents nous amenent a introduire un type particulier d’ap-
plication linéaires entre un espace vectoriel de dimension finie n et 1’espace vectoriel
K™ qui permet de faire le parallele entre ce chapitre et les problemes étudiés avant
dans le cas de K".

Théoréme 5.14 (isomorphisme d’ev) Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
sion n et de base B = {ey,...,e,} et B = {e},...,e.} une base de K", alors
Uapplication linéaire f : E — K" définie par f(er) = €], est une bijection et toute
question d’algebre linéaire dans E peut étre ramené a une question d’algebre linéaire
dans K" par f.

Preuve : Montrons que f est bijective :
e f est injective car ker(f) = {0} puisque

(x)
& f(x)=aif(e)+ - +a,fle,) =0
(x)=a

& f(x) =€)+ -+ a,e, =0
Sap=--=a,=0 car & est une base de K"
&x=0

e f est surjective car Im(f) contient par définition &' = {e},..., €/} donc

Im(f) = K"
En utilisant que f est bijective et linéaire on vérifie facilement que
e pour une famille # = {xy,...,x;}
F libredans F & ax1+-+axy,=0=>a;=---=aq,=0

S flagxi+ -+ apxg) =0=>a0 = =a;, =0
sSoaf(xi+ - taf(xx)=0=a;=--=a,=0

& (&) libre dans K"

F génératrice dans £ < Vy € E, day,...a, €K, axi+ -+ a,X, =Yy
S Vz=f(y) e K", Jay,...a, €K,
floaxy + -+ apx,) =z
& f(F) génératrice dans K"
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e Pour une application linéaire L de I/ dans E on pose L= foLo f™1
L injective dans E < Vx,x' € E,L(x) = L(X') = x =X
& vx,x' € B, f(L(f7(f(x)) = FILUF T (f(x)) = f(x) = f(xX)
©Vy=fx),y =fx)eK" Ly)=Ly') =y) = f(Y)
& L injective dans K"

L surjective dans F < Vy € E,Ix € E,L(x) =y
eVy e E3x e B, f(L(f(f(x)) = f(y)
sV =fly) e K", I = f(x) e K", LX) =y’
& L surjective dans K"

L et L ont la méme matrice

Vk=1...n L(ex) =o€+ -+ ae,
& f(L(eg)) = arf(er) + -+ anfle,)
< FIL(f7(e}) = auel + -+ ane,  car fex) =€) <= f'(e}) = e
& L(e), = el + -+ agel,

O
En utilisant un isomorphisme entre 1’espace vectoriel de dimension finie n et le
K" correspondant on ramener tous les calculs a des calculs dans les espaces de type
R" précédemment étudiés.
isomorphisme entre K” et un K-ev de dimension n
Soit £ un K-ev de dimension finie dont on connait une base % =

{e1;...;e,} de n vecteurs (donc dimg £/ = n), on peut traduire toute ques-
tion sur I’ev E en une question sur le K-ev K™ via la correspondance £ = K"
suivante :
1) e e, oaGOeH...ap0e,
O I
1 0 N
0 : !
KTL .
: 0 N
0 1 "

En d’autre termes : on peut utiliser toutes les méthodes spécifiques a K"
(méthode de Gauss en particulier) pour n’importe quel espace vectoriel de
dimension finie ...

mais seulement apres avoir choisi et fixé la base A de E.

I’application linéaire f : E — K" qui permet de relier les ev E et K" par leurs
bases respectives A et B’ est souvent appelé identification canonique.
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Ry[z] 22 T 1 ar’+br+c F={l;l1+z;1+z+2%
! 12 ! !
1 0 0 a 0 0 1
R* |0 1 0 b F'=<10]:|1]:|1
0 0 1 c 1 1 1

e vérifier que .Z = {1;1+ z;1+ x + 2%} est une base de Ry[z]
MMW@M&WM?’LA@ngmuﬁ&MZQW@%&JE

0 1 0 01 0 01

F & F = 111 S101 11«10 1 x

= o O

1 1 1 11 1 % x

e étudier une application linéaire L : Ry[z] — Ry[z] telle que
L(P(x)) = L(az® + bz +¢) = ax +2b+ ¢

mfmmmdm/WﬂizfoLof_l

a 0 00 0
Llp]|= a — M(L,B,B)=M(L,%#,%)=10 1 0
¢ 2b + ¢ 02 1

On peut utiliser ce théoreme pour traduire dans le langage général des espaces
vectoriels tous les théoremes déja vu dans le cadre de R"™. Par exemple le théoreme
de la dimension est encore vrai dans n’importe quel espace vectoriel :

Théoréme 5.15 (théoréeme de la dimension)
Soit f une application linéaire de E dans E' (deux K espaces vectoriel) alors

dimg Ker(f) + dimg Im(f) = dimg (F)

Autre exemple pour simplifier la recherche de bases dans un espace vectoriel de
dimension finie :

88



DUT Informatique Algéb?“@ linéaire Mathématiques

Proposition 5.16 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie dimg £ = n et
F une famille de vecteurs de E, alors

i) si CardZ < n alors .F nest pas génératrice,

ii) si Card.# > n alors F est liée,

iii) si Card.# =n et F est libre alors F est génératrice et c’est une base de E,

iv) si Card.# =n et .F est génératrice alors F est libre et c’est une base de E.

quand on connait la dimension de E pour montrer qu’'une famille .# telle que
Card.# = dimg F est une base il suffit de montrer qu’elle est libre ou qu’elle est
génératrice (noter le “ou” au lieu du “et”).
Preuve 5.16: Pour tous ces démonstrations on se rameéne a % C R" et on applique
la méthode des opérations élémentaires :

i) si Card.# < n alors la diagonale ne peut pas aller de haut en bas donc % n’est
pas génératrice,

vecteur n°l n°2 ... n°k
1 *
2 *

o~ :

7o k *
n

ii) si Card.# > n la diagonale ne peut pas aller de droite a gauche donc .Z est liée,

vecteur n°l n°2 ... n°n ... n°k
1 *
2 *
F
n *

iii) si Card.Z = n et .F est libre alors la diagonale va d'un coin a l'autre de la
matrice donc .% est génératrice et c’est une base de E,

vecteur n°l n°2 ... n°n
1 *
2 *
F
n *

iv) si Card.# = n et F est génératrice alors la diagonale va d’un coin a l'autre de
la matrice donc .# est libre et c’est une base de E.

vecteur n°l n°2 ... n°n
1 *
2 *
F .
n *
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5.5 Les supplémentaires

On termine ce cours par l'étude d’une notion plus abstraite : la notion de
supplémentaire.

Définition 5.17 Soient E un K espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont des sous-espaces supplémentaires si et seulement si

i) FNG ={0g},
iil) F+G={yHBHz|yeFetzeG}=E.

On dit aussi que E est la somme directe de F' et G ce que [’on note
E=Fad.

Théoreme 5.18 Soient E un K espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels
de E, alors E est la somme directe de F' et G si et seulement si tout élément de E
s’écrit de maniére unique comme somme de deux éléments de F et G

Vx e E F(y,z) e FxG tel que x=yHBz.
Preuve 5.18: Il faut montrer que
E=F®oG<=VxeFE J(y,z) € F xG tel que x=yHaz.

Montrons d’abord le sens =
existence découle directement du ii) de la définition 5.17

unicité si x =y Hz =y Hz alors

yBHz=y Hz =>yB(-1)oy =z8(-1)0z e FNG

-

g

cF pe
=yB((-)oy =zB(-1)0z =0g=y=y e z=12
il reste & faire la démonstration du sens <

i) E=F+ G d'un coté comme ;G C E on a F'+ G C E, ensuite d’apres la
proposition de gauche tout x de E s’écrit y +z donc £ C F + G , au final on
abien £ =F +G.

ii)F NG ={0g} il faut utiliser I'unicité de la décomposition sur F' & G en effet si
x€ FFNGona

x = y H zg
= x HH OE

= OE H x
~—

€Fr eG

on a doncy = 0g et z =0g donc x = 0p.

U
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Théoréme 5.19 Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel de E, alors il existe un sous-espace vectoriel G tel que E = F & G
de plus

dimg F' + dimg G = dimg E.

Preuve : La encore on se ramene (par identification canonique) a £ = R™ de
base canonique #A. Comme F C E c’est aussi un espace vectoriel de dimension
finie il possede donc une base finie # = {f;;...;f;} en appliquant la méthode des
opérations élémentaires a la base de I’ on obtient

S 1 0 .0 % *
0 .0
* 1 %
F |1 — .0 1
0 0
: *
0 0 1 0 . 0 0 0 1
;; _/ N\ ;{_{ J/

Les vecteurs a ajouter a .% pour en faire une base de F sont ceux qui doivent ser-
vir de base pour G = Vect(¥). En particulier on a bien dimg F' + dimg G = dimg F
puisque la matrice finale a n colonnes. Une démonstration plus rigoureuse est donnée
ci-dessous :

prenons une une base de F' notée .# et une de G notée ¢ (elles existent F' et
G sont des sev de E qui possede une famille génératrice finie donc il sont aussi de
dimension finie) Montrons que .# U¥ est une base de E. Cette famille est libre car
sinon on aurait une combinaison linéaire nulle :

MOHBH---BMOLBNMNOg BBy, ©gp, =0g

donc

>\1®f1EE~-~EE>\k®fk:(—)xk+1)@glEE-~-BH(—>\k+p)®gpGFOG:{OE}
donc Ay = -+ = A\pyp = 0 car & et & sont libres. De méme comme £ = F + G on
a:

Vx e FE, Iy,z) e FxG, x=yHz
mais comme % et ¢ sont génératrices on peut trouver des A; tels que
y:)\1®f1EHEE)\k®fk et Z:)\k+1®g1EE-'-EE)\k+p®gp

donc
x=MOfH - --BNMOLEBN L OgH---BHANyp©Ogp

et F UY est génératrice.
maintenant le nombre de vecteur de cette base est dimg F' + dimg G est égal a
dimK E.

O

91



DUT Informatique AZgéb?“@ linéaire Mathématiques

Proposition 5.20 Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et F, G deux
sous-espaces vectoriels de E/, alors on a [’équivalence entre les propositions suivantes

i) E=FaG,
iii) '+ G = E et dimg F + dimg G = dimg E.

Preuve 5.20: les implications i) = i) et i) = i) sont évidentes d’apres le
théoreme précédent reste a voir que :

ii) = i) On prend une base de F' notée .# et une de G notée ¢ et on forme & =
F UY. Cette famille est libre car sinon

3()\2)2:1n - K"\{(O, S ,O)}, >\1@f1EE .. >\k®kaE>\k+1®g1EE .. )\n@gn_k =0g

= dx e FﬂG, MOFH...M\of, = (—)\]H_l)@glEE’(—)\n)@gn_k #OE
elle est aussi génératrice d’apres la proposition 5.16 (libre +n vecteurs).

iii) = i) On prend une base de F' notée .# et une de G notée ¢ et on forme
B =7 UY. Cette famille est génératrice car

E =F + G = Vect(F) + Vect(¥) = Vect(A)

elle est aussi libre d’apres la proposition 5.16 ( génératrice +n vecteurs).
O

%\ 5.8 DM isomorphisme d’ev Wwﬁw ln fave B browsée dams Pexcen-

aw54dmm%buh: ba’mMﬁR 4 R3

a ¢

callulon fo mabice (pouwn bo base ) de Vo plication bingaine L - £ B

Dimi I b a _ a b-—c
7 c—b

a ¢ a
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6 Reperes historiques

Les récits qui suivent sont inspirés du livre [1], ou des bibliographies qu’on peut
trouver sur les sites [2] et [3]

6.1 Fourier

Fourier nait en 1768 & Auxerre. Bien qu’orphelin a 10 ans Fourier suit une scola-
rité remarquable. Ne pouvant entrer dans la carriere militaire, du fait de son origine
sociale, il entre a 21 ans comme novice dans une abbaye bénédictine. Bien vite il
se détourne de la vie monastique et integre les grandes écoles crées a la révolution
(I’école normale supérieur en 1794 puis polytechnique en 1795) et commence ses
recherches scientifique. En 1798 Fourier participe a 'expédition Napoléonienne en
Egypte. C’est la-bas qu’il se passionnera pour 1’étude de la propagation de la chaleur
qui ’amenera a établir la théorie mathématique des séries de Fourier qui possede de
multiples application (la compression jpeg par exemple). Cette théorie repose sur le
fait que 'ensemble de fonctions {sin(kx);cos(kx)|k € N*} U {1} est une < base >de
I'espace vectoriel des fonctions 2w-périodique (de carré intégrable). A son retour en
1801 il désire se consacrer a ses recherches scientifiques mais Napoléon le nomme
préfet de I'Isere en 1802. Il marque son passage a ce poste par de grand travaux
(dont I'ouverture du col du Lautaret) qui permirent le développement du Dauphiné
(Un institut de recherche grenoblois porte aujourd’hui son nom). Apres la chute
de 'Empire, et malgré I'hostilité politique a son encontre du roi Louis XVIII, la
qualité de ses textes scientifiques aussi bien que littéraires lui permettra de deve-
nir secrétaire perpétuel de I'académie des sciences (1816) et d’entrer a 'académie
Frangaise (1826). Malade il pense que seul la chaleur peut soulager ses douleurs et
surchauffe exagérément sa maison il meurt en 1830. Il est I'inventeur du marégraphe
qui sert encore aujourd’hui a déterminer ’horaire et la hauteur des marée dans les
ports.

6.2 Giuseppe Peano

Né en 1858 a Cueno il fera l'ensemble de sa carriere a Turin (ou sa famille
s’installe en 1870) jusqu’a sa mort en 1932. Ses recherchent touchent surtout a
I’étude des fonctions, 'analyse numérique et la théorie de la mesure. Mis a part sa
découverte d’une courbe remplissant entierement le carrée de coté de longueur 1 (
la courbe de Peano) Peano reste surtout connu pour son travail de formalisation
des mathématiques tendant a leur donner une base axiomatique rigoureuse. C’est
ainsi qu'il est surtout connu pour avoir le premier (en 1888) énoncé les 5 axiomes
de base qui permettent de définir 'ensemble des entiers naturels (N) et le munir de
ses lois de composition 4 et x. La méme année il pose clairement la définition de
R-espace vectoriel (la définition 5.1) et remarque que cette définition ne se limite
pas aux espaces de dimension finie comme R" (il donne l’exemple de I’ensemble
des polynomes a coefficients réels). Pour définir toutes ces notions Peano invente
constamment de nouvelles notation donc beaucoup passerons a la postérité :

e ¢ pour désigner 'appartenance qui deviendra € ou N pour désigner les entiers

naturels non nuls (qui deviendra N*),
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e U pour la réunion, N pour l'intersection et C pour l'inclusion,
e D pour désigner 'implication (remplacé aujourd’hui par =) et A pour désigner
'ensemble vide (remplacé par 0)).
Ses éleves de I'académie militaire de Turin sont vite perdus dans ce dédale de nota-
tions et protestent souvent. Plutot que de renoncer a ces nouveautés Peano préfere
les recevoir tous a ’examen ...ce qui ne lui épargnera pas de devoir démissionner
de son poste de professeur !

6.3 Karl Friedrich Gauss

Né & Brunswick (1777) d’un pere artisan C’est un enfant prodige dont le talent
est vite remarqué. On dit qu’a trois ans il corrige une erreur dans le livre de compte
de son pere! Une autre anecdote célebre sur Gauss est rapportée, par lui méme sans
doute dans le but de se forger une image de personnage exceptionnel. Un jour, alors
que Gauss n’avait pas 10 ans, l'instituteur de sa classe, soucieux d’avoir la paix,
propose a ses éleves de calculer 1 + 2 + --- 4 100. La longueur du calcul semble
certaine ...pourtant Gauss donne la réponse en quelques secondes. En effet ayant
remarqué que 1 + 100 =2+4+99 = ... =50+ 51 = 101 il en avait déduit le résultat
14+24.--4100 =50 x 101 = 5050.

Il entre en 1792 au collegium Carolinum de Brunswick, puis a 'université de
Gottingen en 1795 et obtient sa these en 1799. Il démontre de nombreux résultats
des 19 ans en mathématique : méthode pour construire (a la régle et au compas)
un polygone régulier a 17 cotés, Théoreme fondamental de ’algebre (tout polynome
non-constant a au moins une racine dans C), il invente les congruences (et le signe
=) ...mais il fait aussi de nombreuses découvertes en physique. Au tout début
du XIX*me siecle 'astéroide Céres avait été brievement observé pour la premiere
fois, le ler janvier 1801, par Giuseppe Piazzien. Mais, apres une étude de 41 jours
(24 observations, la derniere le 11 février), il avait été perdu dans I’éclat du soleil.
Gauss développa une méthode de réduction d’orbite basée sur trois observations
seulement, en utilisant la méthode des moindres carrés, et prédit correctement ou
et quand Céres réapparaitrait. Le 31 décembre 1801, von Zach et Heinrich W. M.
Olbers confirmerent que Céres avait été retrouvé, validant ainsi la méthode de Gauss.

Gauss considere ne pas avoir grand-chose a apprendre des autres mathématiciens
de son époque! N’étant de plus pas tres pédagogue et pensant que ces travaux en
physique apportent beaucoup a ses recherches mathématiques il préférera accepter
le poste de directeur de 'observatoire astronomique de Goéttingen en 1807 plutot
qu’une chaire de mathématique et la formation de jeune mathématiciens.

6.4 Google

Le fonctionnement d’'un moteur de recherche consiste a stocker les pages web
en mémoire locale, en trier le contenu afin d’effectuer des recherches de mots-clés
(des requétes), et fournir en sortie une liste de pages contenant ces mots-clés. Deux
problemes se posent lors de la mise en ceuvre de ces principes :
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e comment ordonner les résultats de recherche pour que les pages les plus intéressantes

apparaissent en premier,

e comment traiter rapidement les grandes quantités de données en mémoire,
Des I'apparition des moteurs de recherche on a considéré que [’importance d’une
page web dépend du mombre de liens qui pointent vers elle et qu’il était possible
d’assigner a chaque page une valeur positive (le PageRank) proportionnelle a sa
pertinence et permettant de classer les résultats d’une requéte. Au début des années
90, la premiere génération de moteurs de recherche fonctionnait en prenant pour
PageRank d’une page le nombre de lien qui pointent vers elle. S’il 'on représente le
web par un graphe dont les sommets sont les pages et les arcs représentent les liens
entre ces pages, la méthode ci-dessus consiste a stocker la matrice d’adjacence du
graphe correspondant aux pages concernées par la requéte et a calculer pour chaque
sommet z son degré entrant d~(z). Voici un exemple avec 5 pages web :

le graphe

matrice d’adjacence —  classement par degré entrant

00000 d=(z;) = 2 — 3ieme
10100 d=(zy) = 3— 1
11000 d=(z3) = 31
01100 d=(x4) = 1 — 4ieme
01110 d=(xz5) = 0 — 5ieme

Il est clair que cette méthode ne donne pas de tres bons résultats car I’apparence
du graphe suggere que la page 1 est la plus importante, suivie des pages 2 et 3, les
pages 4 et 5 étant d’'importance moindre. Cette définition du PageRank possede un
autre défaut : il est possible d’augmenter artificiellement le PageRank d’une page
web en créant d’autres liens (sans intérét) pointant vers cette page pour augmenter
le nombre de lien.

En 1996 Larry Page et Sergey Brin, deux étudiants en doctorat a l'université
de Stanford, eurent 1'idée d’une nouvelle définition du PageRank : “la pertinence
d’une page web est proportionnelle a la somme des pertinence des pages qui pointent
vers elle”. Cette définition peut se traduire par un systeme d’équation linéaires dont
les inconnues sont les pertinence des pages x, > 0,k = 1,2,... et le coefficient de
proportionnalité A :

Vi, Z x; = Ax;, P, ={j| la page j pointe vers la page i} (1)
JER;

En d’autre terme : les PageRank forment un vecteur propre (de coordonnées posi-
tives) associé a une valeur propre (non-nulle) d’une matrice représentant les liens
entre les pages web.

Page et Brin trouverent en plus qu’il était possible de calculer ce vecteur par
I’algorithme des puissances itérées, un algorithme applicable rapidement méme sur
des matrices de grande taille. En 1997, pour tester leur algorithme, ils investirent
leurs économies dans de vieux PC et commencerent a scanner le web. Ils publierent
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leurs résultats dans l'article “The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web
Search Engine.” [5] et déciderent de créer leur entreprise pour exploiter ce moteur de
recherche. A la recherche d’un nom accrocheur, Page et Brin déciderent de ’appeler
“Googol”, nom parfois donné au nombre 10'%, une appellation toute trouvée pour
une technique qui permet d’organiser de grandes quantités de données. Une banale
faute de frappe transforma finalement “Googol” en “Google” ...(voir aussi [7]). En
appliquant ce principe au graphe donné en exemple, on obtient le systeme suivant :

To +3 = )\ZL’l 01100
r3 +x4 +T5 = )\1’2 001 11
o +xy 45 = Avg <<= M=|0 1 0 1 1
Ts = A1y 0 00 01

0 = Azs 00 0O0O0

ou la matrice M n’est pas (tout a fait) la matrice d’adjacence du graphe G. En
appliquant la méthode de Gauss on obtient :

>\(.§L’1 — Ty — LIZ‘3) =0 >\(.§L’1 — Ty — LIZ‘3) =0
Trs = >\.§L’2 To — )\213'3 = )\21’2
Ty = >\.§L’3 < XT3 = Ary = )\21’3
Ty = 0 Ty = 0
Iy = 0 Iy = 0

il n’y a donc que 3 valeurs propres possibles A = 0; —1; 1, car pour avoir des solutions
non nulles il faut avoir A = 0 ou A\? = 1. Comme on s’intéresse seulement aux valeurs
propres non nulles, on calcule les vecteurs propres suivants :

A =1 2 A= —1 0
1 = X9+ T3 1 ry = 0 1
T3 = X =>X=x2|1]; T3 = —T9 =>X=o9| —1
Ty = 0 0 Ty = 0 0
zs = 0 0 rzs = 0 0

Au final seul le vecteur propre correspondant & A = 1 a toutes ses coordonnées
positives, c¢’est donc lui qui donne le PageRank. Et on retrouve bien ainsi que 'ordre
de pertinence des page est 1,2,3,4,5. On retrouve ce résultat sous scilab en analysant
la réponse de la fonction spec :

-->[vecteurs, valeurs]=spec(M)
valeurs = vecteurs =
0 0 0 0 0 1. 0.8164966 0
0 1 0 0 0 0 0.4082483 - 0.7071068
0 0 -1 0 0 0 0.4082483 0.7071068
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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